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令和３年度　福岡教育大学２次試験後期日程 (数学問題)

教育学部中等教育 (数学専攻)　令和3年3月12日

• 数 I・II・III・A・B (120分)

1 次の問いに答えよ．

(1) 2次方程式 x2 + ax + 2− 3a = 0が 2つの整数の解をもつような定数 aの
値を求めよ．

(2) tが 1より大きい実数の範囲を動くとき

(log2 t+ logt 2)(log2 t+ logt 4)

の最小値を求めよ．

(3) 方程式 x6 = 1の解を 1つ選び，1個のさいころを投げる．選んだ解を z，
さいころの出た目を aとするとき za = 1となる確率を求めよ．

2 OA = OB = 2，OC = 4
√
2，∠AOB =

π

3
，∠BOC =

π

4
，∠COA =

π

2
を満たす

四面体OABCについて，次の問いに答えよ．

(1) 内積
−→
OA·

−→
OB，

−→
OB·

−→
OC，

−→
OC·

−→
OAの値を求めよ．

(2) 点 Bから 3点O，A，Cを通る平面 αに下ろした垂線と αの交点を Hと
おく．

−→
OHを

−→
OA，

−→
OCを用いて表せ．

(3) BHの長さを求めよ．

(4) 2点O，Hを通る直線と直線ACの交点を Iとおく．四面体HABIの体積
を求めよ．

3 a, bを実数とし，kを正の実数とする．3次方程式 3x3 + ax2 + bx− 2k3 = 0は
虚数解 αをもち，αは |α| = k，α2 + kα = 0を満たしている．ただし，αは α

の共役複素数を表す．次の問いに答えよ．

(1) αが 3x3 + ax2 + bx− 2k3 = 0の解であることを示せ．

(2) a, bを kを用いて表せ．

(3) k = 2のとき 3次方程式 3x3 + ax2 + bx − 2k3 = 0の虚数解で虚部が負で
あるものを βとおく．複素数平面上の 3点O(0)，A(β − γ)，B(β + γ)を
頂点とする三角形がOを直角の頂点とする直角二等辺三角形になるよう
な複素数 γをすべて求めよ．
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4 関数 f(x) = sin 2x+ 2 sin x (0 5 x 5 2π)の最大値をM とする．次の問いに答
えよ．

(1) M の値を求めよ．

(2) 曲線 y = f(x)と y軸および直線 y = M によって囲まれる部分の面積を求
めよ．

(3) aを実数とするとき，
∫ π

0

{f(x)− a}2 dxの最小値とそのときの aの値を求

めよ．
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解答例
1 (1) 2次方程式

x2 + ax+ 2− 3a = 0 (∗)

の解を α, βとすると，解と係数の関係により

α + β = −a, αβ = 2− 3a (∗∗)

上の 2式から aを消去すると

αβ − 3(α+ β) = 2 ゆえに (α− 3)(β − 3) = 11

α− 3，β − 3は整数であるから，上の第 2式より

(α− 3) + (β − 3) = ±(1 + 11) ゆえに α + β = 6± 12

(∗∗)の第 1式から a = −18, 6 これらを (∗)に代入すると

a = −18 のとき x2 − 18x+ 56 = 0 ゆえに (x− 4)(x− 14) = 0

a = 6 のとき x2 + 6x− 16 = 0 ゆえに (x− 2)(x+ 8) = 0

このとき，(∗)は整数解をもつ．よって a = −18, 6

(2) (log2 t+ logt 2)(log2 t+ logt 4) =

(
log2 t+

1

log2 t

)(
log2 t+

2

log2 t

)
= (log2 t)

2 +
2

(log2 t)
2
+ 3

= 2

√
(log2 t)

2· 2

(log2 t)
2
+ 3 = 2

√
2 + 3

(log2 t)
2 =

2

(log2 t)
2
すなわち t = 22

1
4 のとき 最小値 2

√
2 + 3

(3) w = cos
π

3
+ i sin

π

3
とおくと，x6 = 1の解は

1, w, w2, w3, w4, w5

さいころの出た目 aにより，za = 1となるは

15通り

よって
15

62
=

5

12

　 az 1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 1 1

w 1

w2 1 1

w3 1 1 1

w4 1 1

w5 1
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疑問 福岡教育大学の解答では，それぞれの z = wk(k = 0, 1, 2, 3, 4, 5)に対する
確率を求めている．

1,
1

6
,

1

3
,

1

2
,

1

3
,

1

6

拙者以外にも「選ぶ」確率と考えた受験生も多かったのではないだろうか．
誤解がないように「それぞれの zに対する za = 1となる確率」とすべき
であったと思う．

2 (1) OA = OB = 2，OC = 4
√
2，∠AOB =

π

3
，∠BOC =

π

4
，∠COA =

π

2
より

−→
OA·

−→
OB = |

−→
OA||

−→
OB| cos π

3
= 2·2·1

2
= 2

−→
OB·

−→
OC = |

−→
OB||

−→
OC| cos π

4
= 2·4

√
2· 1√

2
= 8

−→
OC·

−→
OA = |

−→
OC||

−→
OA| cos π

2
= 0

(2)
−→
OA⊥

−→
OCにより

−→
OH =

(
−→
OB·

−→
OA)

|
−→
OA|2

−→
OA+

(
−→
OB·

−→
OC)

|
−→
OC|2

−→
OC =

1

2

−→
OA +

1

4

−→
OC

(3) (1)，(2)の結果から

|
−→
OH|2 = 1

4
|
−→
OA|2 + 1

16
|
−→
OC|2 = 1

4
·22 + 1

16
(4
√
2)2 = 3,

−→
OH·

−→
OB =

1

2

−→
OA·

−→
OB+

1

4

−→
OB·

−→
OC =

1

2
·2 + 1

4
·8 = 3,

|
−→
BH| = |

−→
OH−

−→
OB|2 = |

−→
OH|2 − 2

−→
OH·

−→
OB+ |

−→
OB|2

= 3− 2·3 + 22 = 1

よって BH = 1

(4) 4OAC =
1

2
OA·OC = 4

√
2

四面体OABCの体積を V とすると

V =
1

3
4OAC·BH =

1

3
·4
√
2·1 =

4

3

√
2

(2)の結果から

−→
OH =

3

4
·2
−→
OA+

−→
OB

3
=

3

4

−→
OI

　 O

A

B

C
I

H

2

2

4
√
2
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IはACを 1 : 2に内分し，HはOIを 3 : 1に内分するから，求める四面体
HABIの体積は

1

3
·1
4
V =

1

3
·1
4
·4
3

√
2 =

√
2

9

補足 a = OA, b = OB, c = OC，α = ∠BOC，β = ∠COA，γ = ∠AOB とす
ると，四面体OABCの体積 V は 1

V =
1

6
abc

√
1 + 2 cosα cos β cos γ − (cos2 α + cos2 β + cos2 γ)

3 (1) αは 3次方程式 3x3 + ax2 + bx− 2k3 = 0の解であるから

3α3 + aα2 + bα− 2k3 = 0

a, b, kが実数であることに注意して，両辺の共役複素数をとると

3α3 + aα2 + bα− 2k3 = 0

α3 = α3, α2 = α2であるから

3α3 + aα2 + bα− 2k3 = 0

よって，αは方程式 3x3 + ax2 + bx− 2k3 = 0の解である．

(2) α2 + kα = 0より α2 + α = 0 ゆえに (α2 − α2) = k(α− α)

αは虚数であるから，α− α 6= 0より

α + α = k · · · 1©

3次方程式 3x3 + ax2 + bx − 2k3 = 0の解を α, α, cとすると，解と係数
の関係により

α + α + c = −a

3
, αα + c(α + α) =

b

3
, ααc =

2k3

3

1©および αα = |α|2 = k2 · · · 2©を代入すると

k + c = −a

3
, k2 + ck =

b

3
, k2c =

2k3

3

第 3式より (k > 0)，c =
2

3
k．これを第 1式，第 2式に代入すると

k +
2

3
k = −a

3
, k2 +

2

3
k2 =

b

3

よって a = −5k, b = 5k2

1http://kumamoto.s12.xrea.com/N/THdai/THdai ri 2015.pdf (p.11)

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/THdai/THdai_ri_2015.pdf
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(3) k = 2のとき， 1©， 2©より，α, αは 2次方程式

x2 − 2x+ 4 = 0

の解である．これを解いて x = 1±
√
3i したがって β = 1−

√
3i

条件から

γ = ±iβ = ±i(1−
√
3i)

= ±(
√
3 + i)

　

A(β − γ)

B(β + γ)
β iβ

γ

−iβ

O

4 (1) f(x) = sin 2x+ 2 sinx (0 5 x 5 2π)より

f ′(x) = 2 cos 2x+ 2 cosx = 2(2 cos2 x+ cos x− 1)

= 2(2 cosx− 1)(cosx+ 1)

x 0 · · · π
3

· · · 5
3
π · · · 2π

f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) 0 ↗ 3
√
3

2
↘ −3

√
3

2
↗ 0

よって M = f
(π
3

)
=

3
√
3

2

O

y

xπ
2π

π
3

3
√
3

2

5π
3

−3
√
3

2
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(2) 求める面積を Sとすると

S =
π

3
f
(π
3

)
−

∫ π
3

0

f(x) dx

=
π

3
·3
√
3

2
−

∫ π
3

0

(sin 2x+ 2 sinx) dx

=

√
3

2
π −

[
−1

2
cos 2x− 2 cos x

]π
3

0

=

√
3

2
π −

7

4

(3) まず∫ π

0

f(x) dx =

∫ π

0

(sin 2x+ 2 sin x) dx

=

[
−1

2
cos 2x− 2 cos 2x

]π
0

= 4,∫ π

0

f(x)2 dx =

∫ π

0

(sin 2x+ 2 sin x)2 dx

=

∫ π

0

(sin2 2x+ 4 sin 2x sinx+ 4 sin2 x) dx

=

∫ π

0

(
5

2
− 1

2
cos 4x− 2 cos 3x− 2 cos 2x+ 2 cos x

)
dx

=

[
5

2
x− 1

8
sin 4x− 2

3
sin 3x− sin 2x+ 2 sin x

]π
0

=
5

2
π

したがって∫ π

0

{f(x)− a}2 dx =

∫ π

0

f(x)2 dx− 2a

∫ π

0

f(x) dx+ a2
∫ π

0

dx

=
5π

2
− 8a+ πa2

= π

(
a− 4

π

)2

+
5π

2
− 16

π

よって a =
4

π
のとき 最小値

5π

2
−

16

π


