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令和３年度　神戸大学２次試験前期日程 (数学問題)120分

理・工・医 (医・保健 (検査技術科学))・農・

国際人間科学 (環境共生 (理科系))・海事科学

1 iを虚数単位とする．以下の問に答えよ．

(1) n = 2, 3, 4, 5のとき (2 + i)nを求めよ．またそれらの虚部の整数を 10で
割った余りを求めよ．

(2) nを正の整数とするとき (2 + i)nは虚数であることを示せ．

2 次の定積分を求めよ．

(1) I =

∫ 1

0

x2
√
1− x2 dx

(2) J =

∫ 1

0

x3 log(x2 + 1) dx

3 ~0でない 2つのベクトル~a，~bが垂直であるとする．~a +~bと~a+ 3~bのなす角を
θ (0 5 θ 5 π)とする．以下の問に答えよ．

(1) |~a| = x，|~b| = yとするとき，sin2 θを x，y を用いて表せ．

(2) θの最大値を求めよ．

4 mを実数とする．座標平面上の放物線 y = x2と直線 y = mx+1の共有点をA，
Bとし，原点をOとする．以下の問に答えよ．

(1) ∠AOB =
π

2
が成り立つことを示せ．

(2) 3点A，B，Oを通る円の方程式を求めよ．

(3) 放物線 y = x2と (2)の円がA，B，O以外の共有点をもたないようなmの
値をすべて求めよ．

5 座標平面上を運動する点 P(x, y)の時刻 tにおける座標が

x =
4 + 5 cos t

5 + 4 cos t
, y =

3 sin t

5 + 4 cos t

であるとき，以下の問に答えよ．

(1) 点 Pと原点Oとの距離を求めよ．

(2) 点 Pの時刻 tにおける速度~v =

(
dx

dt
,
dy

dt

)
と速さ |~v|を求めよ．

(3) 定積分
∫ π

0

dt

5 + 4 cos t
を求めよ．



2

解答例

1 (1) (2 + i)2 = 4 + 4i+ i2 = 3 + 4i

(2 + i)3 = (2 + i)(2 + i)2 = (2 + i)(3 + 4i)

= 6 + 11i+ 4i2 = 2 + 11i

(2 + i)4 = (2 + i)(2 + i)3 = (2 + i)(2 + 11i)

= 4 + 24i+ 11i2 = −7 + 24i

(2 + i)5 = (2 + i)(2 + i)4 = (2 + i)(−7 + 24i)

= −14 + 41i+ 24i2 = −38 + 41i

よって，n = 2, 3, 4, 5のとき，(2 + i)nの虚部を 10で割った余りは，順次

4, 1, 4, 1

(2) 自然数 nについて，(2 + i)n = an + bniとすると

an+1 + bn+1i = (2 + i)(an + bni)

= 2an − bn + (an + 2bn)i

したがって an+1 = 2an − bn, bn+1 = an + 2bn

(1)の結果から

(∗)

{
nが奇数のとき an ≡ 2, bn ≡ 1 (mod 10)

nが偶数のとき an ≡ 3, bn ≡ 4 (mod 10)

であると推測する．

［1］nが奇数のとき

an+1 = 2an − bn ≡ 2·2− 1 ≡ 3 (mod 10)

bn+1 = an + 2bn ≡ 2 + 2·1 ≡ 4 (mod 10)

［2］nが偶数のとき

an+1 = 2an − bn ≡ 2·3− 4 ≡ 2 (mod 10)

bn+1 = an + 2bn ≡ 3 + 2·4 ≡ 1 (mod 10)

(1),［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(∗)が成立する．

すべての自然数 nについて，bn 6= 0であるから，(2 + i)nは虚数である．
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2 (1) x = sin θとおくと
dx

dθ
= cos θ

x 0 −→ 1

θ 0 −→ π
2

このとき，
√
1− x2 =

√
1− sin2 θ = cos θであるから

I =

∫ 1

0

x2
√
1− x2 dx

=

∫ π
2

0

sin2 θ cos θ· cos θ dθ =
1

4

∫ π
2

0

(2 sin θ cos θ)2 dθ

=
1

4

∫ π
2

0

sin2 2θ dθ =
1

8

∫ π
2

0

(1− cos 4θ) dθ

=
1

8

[
θ − 1

4
sin 4θ

]π
2

0

=
1

8
·π
2
=

π

16

発展 Γ

(
1

2

)
=

1

2
! =

√
π

2
を利用 1．t = x2とおくと

dt

dx
= 2x

x 0 −→ 1

t 0 −→ 1

I =
1

2

∫ 1

0

√
x2(1− x2)·2x dx =

1

2

∫ 1

0

t
1
2 (1− t)

1
2 dt

=
1

2
·

(
1
2
!
)2

(1
2
+ 1

2
+ 1)!

(1− 0)
1
2
+ 1

2
+1 =

1

4

(√
π

2

)2

=
π

16

(2) t = x2 + 1とおくと
dt

dx
= 2x

x 0 −→ 1

t 1 −→ 2

J =

∫ 1

0

x3 log(x2 + 1) dx =
1

2

∫ 1

0

x2 log(x2 + 1)·2x dx

=
1

2

∫ 2

1

(t− 1) log t dt =
1

2

∫ 2

1

(
t2

2
− t

)′

log t dt

=
1

2

[ (
t2

2
− t

)
log t

]2
1

− 1

2

∫ 2

1

(
t2

2
− t

)
1

t
dt

= −1

2

[
t2

4
− t

]2
1

=
1

8

別解 J =
1

4

∫ 1

0

(x4 − 1)′ log(x2 + 1) dx

=
1

4

[
(x4 − 1) log(x2 + 1)

]1
0

− 1

4

∫ 1

0

(x4 − 1)
2x

x2 + 1
dx

= −1

2

∫ 1

0

(x2 − 1)x dx = −1

2

[
x4

4
− x2

2

]1
0

=
1

8

1http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Tdai/Tdai ri 2020.pdf (p.8を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Tdai/Tdai_ri_2020.pdf
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3 (1) ~a+~bと~a+ 3~bのなす角が θ (0 5 θ 5 π)であるから

(~a+~b)·(~a+ 3~b) = |~a+~b||~a+ 3~b| cos θ

このとき，~a, ~bが垂直であるから

|~a|2 + 3|~b|2 =
√
|~a|2 + |~b|2

√
|~a|2 + 9|~b|2 cos θ (∗)

|~a| = x, |~b| = yとおいて，両辺を平方すると

(x2 + 3y2)2 = (x2 + y2)(x2 + 9y2)(1− sin2 θ)

したがって

(x2 + y2)(x2 + 9y2) sin2 θ = (x2 + y2)(x2 + 9y2)− (x2 + 3y2)2

よって sin2 θ =
4x2y2

(x2 + y2)(x2 + 9y2)

別解 2つの~a, ~bを座標平面上のベクトルとし，~a = (x, 0), ~b = (0, y) とする．
原点をOとし，

−→
OP = ~a+~b = (x, y),

−→
OQ = ~a+ 3~b = (x, 3y)

とする．4OPQの面積に注目すると (x > 0, y > 0)

1

2
|
−→
OP||

−→
OQ| sin θ =

1

2
|x·3y − y·x|

したがって
√
x2 + y2

√
x2 + 9y2 sin θ = 2xy

よって sin2 θ =
4x2y2

(x2 + y2)(x2 + 9y2)

(2) (1)の結果から

sin2 θ =
4x2y2

x4 + 10x2y2 + 9y4
=

4

x2

y2
+ 10 +

9y2

x2

相加平均・相乗平均の大小関係により

x2

y2
+ 10 +

9y2

x2
= 10 + 2

√
x2

y2
·9y

2

x2
= 16

したがって sin2 θ 5 4

16
5 1

4
ゆえに sin θ 5 1

2

(∗)より cos θ > 0 すなわち 0 5 θ <
π

2

よって，θの最大値は θ =
π

6
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4 (1) 放物線C : y = x2と直線 ` : y = mx+1

の方程式から yを消去すると

x2 −mx− 1 = 0 (∗)

曲線Cと直線 `の共有点A，Bのx座標
をそれぞれ α, β とすると，方程式 (∗)
の解と係数の関係により

α + β = m, αβ = −1 (∗∗)

　

O

y

x

A

B

α β

1

C

`

−→
OA = (α, α2)，

−→
OB = (β, β2)について，(∗∗)により
−→
OA·

−→
OB = αβ + α2β2 = αβ(1 + αβ) = 0

したがって
−→
OA⊥

−→
OB よって ∠AOB =

π

2

(2) 3点A，B，Oを通る円はABを直径の両端とする円であるから，この円
周上の点を P(x, y) とすると，

−→
AP·

−→
BP = 0より

(x− α)(x− β) + (y − α2)(y − β2) = 0

したがって x2 − (α + β)x+ αβ + y2 − (α2 + β2)y + (αβ)2 = 0

(∗∗)およびα2+β2 = (α+β)2− 2αβ = m2+2より，求める円の方程式は

x2 − mx + y2 − (m2 + 2)y = 0

(3) (2)で求めた円と放物線Cの方程式から yを消去すると

x2 −mx+ (x2)2 − (m2 + 2)x2 = 0

整理すると x4 − (m2 + 1)x2 −mx = 0

3点A，B，Oのx座標α, β, 0はこの方程式の解で，左辺はx−α, x−β, x

を因数に持つ，すなわち，x2 −mx− 1, xを因数に持つことに注意して

x(x+m)(x2 −mx− 1) = 0

これから，Cと円の共有点の x座標は，0,−m, α, βである．

Cと円がA, B, O以外の共有点を持たないとき，−mは方程式

x(x2 −mx− 1) = 0

の解であるから

m(2m2 − 1) = 0 これを解いて m = 0, ±
1
√
2
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5 (1) P(x, y)の座標が

x =
4 + 5 cos t

5 + 4 cos t
, y =

3 sin t

5 + 4 cos t
(∗)

であるから

OP2 =

(
4 + 5 cos t

5 + 4 cos t

)2

+

(
3 sin t

5 + 4 cos t

)2

=
16 + 40 cos t+ 25 cos2 t+ 9 sin2 t

(5 + 4 cos t)2

=
25 + 40 cos t+ 16 cos2 t

(5 + 4 cos t)2
= 1

よって OP = 1

(2) (∗)より

dx

dt
=

−5 sin t(5 + 4 cos t)− (4 + 5 cos t)(−4 sin t)

(5 + 4 cos t)2

= − 9 sin t

(5 + 4 cos t)2
,

dy

dt
=

3 cos t(5 + 4 cos t)− 3 sin t(−4 sin t)

(5 + 4 cos t)2

=
3(4 + 5 cos t)

(5 + 4 cos t)2

よって ~v =

(
−

9 sin t

(5 + 4 cos t)2
,
3(4 + 5 cos t)

(5 + 4 cos t)2

)
Pを原点を中心に

π

2
だけ回転させた点をQ(−y, x)とすると

~v =
3

5 + 4 cos t

−→
OQ, |

−→
OQ| = 1

よって |~v| =
∣∣∣∣ 3

5 + 4 cos t

∣∣∣∣ |−→OQ| =
3

5 + 4 cos t

補足 OP2 = 1より，x2 + y2 = 1の両辺を tで微分すると

2

(
x
dx

dt
+ y

dy

dt

)
= 0 ゆえに

−→
OP·~v = 0 すなわち

−→
OP⊥~v
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(3) (∗)より t = 0のとき P(1, 0)， t = πのとき P(−1, 0)

0 5 t 5 π において y = 0

(2)の結果から 0 < t < πにおいて
dx

dt
< 0

よって，点Pは 0 5 t 5 πにおいて，単位円周上を点 (1, 0)から点 (−1, 0)

まで反時計回りに移動する．したがって，点 Pの描く弧長 sは

s =

∫ π

0

|v| dt = 1

2
·2π·1 = π

上式に (2)の結果を代入すると∫ π

0

3

5 + 4 cos t
dt = π よって

∫ π

0

dt

5 + 4 cos t
dt =

π

3

補足 Pが単位円周上を移動することは変数変換を行うことで確認できる．まず

f(u) =
1− 9u2

1 + 9u2
, g(u) =

6u

1 + 9u2
(0 5 u < ∞)

とおくと

f(u)2 + g(u)2 = 1, f ′(u) = − 36u

(1 + 9u2)2

f(u)は単調減少で，点 (f(u), g(u))は，u = 0のとき (1, 0)，u → ∞の
とき (−1, 0)にある．さらに

u = tan θ
(
0 5 θ <

π

2

)
とする (θ → π

2
− 0のとき u → ∞)．cos t = f(u)，sin t = g(u)とおくと

x =
4 + 5f(u)

5 + 4f(u)
=

4(1 + 9u2) + 5(1− 9u2)

5(1 + 9u2) + 4(1− 9u2)

=
1− u2

1 + u2
=

1− tan2 θ

1 + tan2 θ
= cos 2θ,

y =
3g(u)

5 + 4f(u)
=

3·6u
5(1 + 9u2) + 4(1− 9u2)

=
2u

1 + u2
=

2 tan θ

1 + tan2 θ
= sin 2θ

0 5 2θ < πであることから，Pの軌跡が分かる．
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本題の定積分を cos t = f(u)および u = tan θを用いて求めることもでき
る．cos t = f(u)の両辺を uについて微分すると

− sin t
dt

du
= f ′(u) ゆえに

dt

du
= −f ′(u)

g(u)

t 0 −→ π

u 0 −→ ∞

したがって∫ π

0

dt

5 + 4 cos t
=

∫ ∞

0

1

5 + 4f(u)
·−f ′(u)

g(u)
du

=

∫ ∞

0

1

5(1 + 9u2) + 4(1− 9u2)
·36u
6u

du

=
2

3

∫ ∞

0

du

1 + u2

さらに，u = tan θを θについて微分すると

du

dθ
=

1

cos2 θ
= 1 + u2 u 0 −→ ∞

θ 0 −→ π
2

よって
∫ π

0

dt

5 + 4 cos t
=

2

3

∫ ∞

0

du

1 + u2
=

2

3

∫ π
2

0

dθ =
π

3


