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令和３年度　東京工業大学　２次試験前期日程 (数学問題)180分

理・工・生命理工　数 I・II・III・A・B　令和３年2月25日

1 正の整数に関する条件

(∗) 10進法で表したときに，どの位にも数字 9が現れない

を考える．以下の問いに答えよ．

(1) kを正の整数とするとき，10k−1以上かつ 10k未満であって条件 (∗)を満た
す正の整数の個数を akとする．このとき，akを kの式で表せ．

(2) 正の整数 nに対して，

bn =


1

n
(nが条件 (∗)を満たすとき)

0 (nが条件 (∗)を満たさないとき)

とおく．このとき，すべての正の整数 kに対して次の不等式が成り立つこ
とを示せ．

10k−1∑
n=1

bn < 80

2 xy平面上の楕円

E :
x2

4
+ y2 = 1

について，以下の問いに答えよ．

(1) a, bを実数とする．直線 ` : y = ax+ bと楕円Eが異なる 2点を共有する
ための a, bの条件を求めよ．

(2) 実数 a, b, cに対して，直線 ` : y = ax+ bと直線m : y = ax+ cが，それ
ぞれ楕円 Eと異なる 2点を共有しているとする．ただし，b > cとする．
直線 `と楕円Eの 2つの共有点のうち x座標の小さい方をP，大きい方を
Qとする．また，直線mと楕円Eの 2つの共有点のうち x座標の小さい
方を S，大きい方をRとする．このとき，等式

−→
PQ =

−→
SR

が成り立つための a，b，cの条件を求めよ．

(3) 楕円 E上の 4点の組で，それらを 4頂点とする四角形が正方形であるも
のをすべて求めよ．
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3 以下の問いに答えよ．

(1) 正の整数 nに対して，二項係数に関する次の等式を示せ．

n 2nCn = (n+ 1)2nCn−1

また，これを用いて 2nCnは n+ 1の倍数であることを示せ．

(2) 正の整数 nに対して，

an =
2nCn

n+ 1

とおく．このとき，n = 4ならば an > n+ 2であることを示せ．

(3) anが素数となる正の整数 nをすべて求めよ．

4 Sを，座標空間内の原点Oを中心とする半径 1の球面とする．S上を動く点A，
B，C，Dに対して

F = 2(AB2 + BC2 + CA2)− 3(AD2 + BD2 + CD2)

とおく．以下の問いに答えよ．

(1)
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~c，

−→
OD = ~dとするとき，~a，~b，~c，~dによらない

定数 kによって

F = k(~a+~b+~c)·(~a+~b+~c− 3~d)

と書けることを示し，定数 kを求めよ．

(2) 点A，B，C，Dが球面 S上を動くときの，F の最大値M を求めよ．

(3) 点Cの座標が

(
−1

4
,

√
15

4
, 0

)
，点Dの座標が (1, 0, 0)であるとき，

F = M となる S上の点A，Bの組をすべて求めよ．

5 xy平面上の円C : x2 + (y − a)2 = a2 (a > 0)を考える．以下の問いに答えよ．

(1) 円Cが y = x2で表される領域に含まれるための aの範囲を求めよ．

(2) 円Cが y = x2 − x4で表される領域に含まれるための aの範囲を求めよ．

(3) aが (2)の範囲にあるとする．xy平面において連立不等式

|x| 5 1√
2
, 0 5 y 5 1

4
, y = x2 − x4, x2 + (y − a)2 = a2

で表される領域Dを，y軸の周りに 1回転させてできる立体の体積を求
めよ．
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解答例

1 (1) 10k−1以上かつ 10k未満で条件 (∗)を満たす数は，最高位の k桁の数は 1～
8の 8通りで，他の 1桁から k − 1桁の数は 0～8の 9通りであるから

ak = 8·9k−1

(2) jを k以下の自然数とし，10j−1以上かつ 10j未満で条件 (∗)を満たす整数
の集合を Ujとすると

10k−1∑
n=1

bn =
k∑

j=1

∑
n∈Uj

1

n

5
k∑

j=1

∑
n∈Uj

1

10j−1
=

k∑
j=1

aj
10j−1

=
k∑

j=1

8·9j−1

10j−1

= 8
k∑

j=1

(
9

10

)j−1

= 8×
1−

(
9
10

)k
1− 9

10

= 80

{
1−

(
9

10

)k
}

< 80
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2 (1) E :
x2

4
+ y2 = 1と ` : y = ax+ bを y軸を元に x軸方向に

1

2
だけ縮小した

図形はそれぞれE ′ : x2 + y2 = 1，`′ : y = 2ax+ bである．

Eと `が異なる 2点を共有するとき，E ′と `′も異なる 2点を共有するから

|b|√
(2a)2 + 1

< 1 ゆえに b2 < 4a2 + 1

(2) m : y = ax+ cを y軸を元に x軸方向に
1

2
だけ縮小した図形は

m′ : y = 2ax+ c

である．条件を満たすとき，`′，m′がE ′と異なる 2点で交わり，その弦
の長さが等しいから

|b|√
(2a)2 + 1

=
|c|√

(2a)2 + 1
< 1

b > cであるから，求める条件は

c = −b, b2 < 4a2 + 1

(3) (2)の結果から，` : y = ax+ bとm : y = ax− bは原点に関して対称であ

り，楕円E :
x2

4
+ y2 = 1も原点に関して対称である．また，(2)の 4点P，

Q，S，Rが正方形の頂点となるとき，これらの頂点を

P(−v, u), Q(u, v), S(−u,−v), R(v,−u)

とすると (u, v > 0)

u = −av + b, v = au+ b,
u2

4
+ v2 = 1,

v2

4
+ u2 = 1

上の第 3式および第 4式から u = v =
2√
5

これを第 1式および第 2式に代入すると a = 0, b =
2√
5

また，直線PQおよび直線 SRが y軸に平行な場合も上の 4頂点とみなし
てよい．よって，求める 4頂点は(

2
√
5
,

2
√
5

)
,

(
2
√
5
,−

2
√
5

)
,

(
−

2
√
5
,−

2
√
5

)
,

(
2
√
5
,−

2
√
5

)
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3 (1) 正の整数 nに対して

n 2nCn = (n+ 1)· n

n+ 1
·(2n)!
n!n!

= (n+ 1)· (2n)!

(n− 1)!(n+ 1)!
= (n+ 1)2nCn−1

nと n+1は互いに素であるから，上式より，2nCnは n+1の倍数である．

(2) 正の整数 nに対して，n = 4のとき

an =
2nCn

n+ 1
=

1

n+ 1

n−1∏
k=0

2n− k

n− k

=
1

n+ 1
·2n(2n− 1) · · · (n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)

n(n− 1) · · · 3·2·1

= (n+ 2)·(2n− 1)(2n− 2) · · · (n+ 3)

(n− 1)(n− 2) · · · 3

= (n+ 2)
n−3∏
k=1

2n− k

n− k
> n+ 2

(3) an =
2nCn

n+ 1
より (anはカタラン数 1 )

an+1 =
2n+2Cn+1

n+ 2
=

1

n+ 2
· (2n+ 2)!

(n+ 1)!(n+ 1)!

=
1

n+ 2
·(2n+ 2)(2n+ 1)

(n+ 1)(n+ 1)
·(2n)!
n!n!

=
2(2n+ 1)

n+ 2
· 2nCn

n+ 1
=

4n+ 2

n+ 2
an (∗)

したがって (n+ 2)an+1 = (4n+ 2)an (∗∗)

(∗)から an+1 > an · · · 1©
また，(2)の結果を (∗)に適用すると，n = 4のとき

an+1 >
4n+ 2

n+ 2
·(n+ 2) = 4n+ 2 · · · 2©

an+1 (n = 4)が素数のとき，(∗∗)より，an+1は 4n+ 2または anの素因数
となるが， 1©， 2©より，an+1が 4n+ 2または anの素因数にはならない．

an (n = 1, 2, 3, 4)について，求めると

a1 = 1, a2 = 2, a3 = 5, a4 = 14 = 2·7

よって，anが素数となる正の整数 nは n = 2, 3

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2008 kouki.pdf (p.6参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_tech_2008_kouki.pdf 
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4 (1) 3点A，B，Cは原点Oを中心とする半径 1の球面上の点であるから

|~a| = |
−→
OA| = 1, |~b| = |

−→
OB| = 1, |~c| = |

−→
OC| = 1

F = 2(AB2 + BC2 + CA2)− 3(AD2 + BD2 + CD2)より

F = 2{|~b− ~a|2 + |~c−~b|2 + |~a−~c|2} − 3{|~d− ~a|2 + |~d−~b|2 + |~d−~c|2}

= 4(|~a|2 + |~b|2 + |~c| − ~a·~b−~b·~c−~c·~a)

− 3(|~a|2 + |~b|2 + |~c|+ 3|~d|2 − 2~a·~d− 2~b·~d− 2~c·~d)

= 4(3− ~a·~b−~b·~c−~c·~a)− 3(6− 2~a·~d− 2~b·~d− 2~c·~d)

= −4(~a·~b+~b·~c+~c·~a) + 6(~a·~d+~b·~d+~c·~d)− 6

= −2{|~a|2 + |~b|2 + |~c|2 + 2~a·~b+ 2~b·~c+ 2~c·~a}+ 6(~a+~b+~c)·~d

= −2(~a+~b+~c)·(~a+~b+~c) + 6(~a+~b+~c)·~d

= −2(~a+~b+~c)·(~a+~b+~c− 3~d)

よって k = −2

(2) 4ABCの重心をG(~g)とすると ~g =
~a+~b+~c

3
~gは球 Sの内部にあるから |~g| 5 1

したがって，(1)の結果から

F = −2·3~g·(3~g − 3~d) = −18(~g·~g − ~d·~g)

= −18

∣∣∣∣~g − 1

2
~d

∣∣∣∣2 + 9

2
|~d|2 = −18

∣∣∣∣~g − 1

2
~d

∣∣∣∣2 + 9

2

|~g| = 1

2
のとき，~d = 2~gとすると，このとき，F は最大値

9

2
をとる．

よって M =
9

2
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(3) (2)の結果から，F = M となるとき，~d = 2~gであるから

~d = 2·
~a+~b+~c

3
ゆえに ~a+~b =

3

2
~d−~c

C

(
−1

4
,

√
15

4
, 0

)
，D(1, 0, 0)より ~a+~b =

(
7

4
,−

√
15

4
, 0

)

したがって |~a+~b|2 =
(
7

4

)2

+

(
−
√
15

4

)2

+ 02 = 4

|~a|2 + 2~a·~b+ |~b|2 = 4 ゆえに ~a·~b = 1

~aと~bのなす角を θ (0 5 θ 5 π)とすると

cos θ =
~a·~b
|~a||~b|

=
1

1·1
= 1 すなわち θ = 0, ~a = ~b

したがって ~a = ~b =

(
7

8
,−

√
15

8
, 0

)

よって A

(
7

8
,−

√
15

8
, 0

)
，B

(
7

8
,−

√
15

8
, 0

)

5 (1) C : x2 + (y − a)2 = a2の中心をA(0, a)，点 P(x, x2)とすると (a > 0)

AP2 = x2 + (x2 − a)2

であるから，t = x2，f(t) = AP2とおくと

f(t) = t+ (t− a)2 =

(
t− a+

1

2

)2

+ a− 1

4
(t = 0)

条件を満たすとき，f(t)は t = 0で最小でなければならないから

a− 1

2
5 0 よって 0 < a 5

1

2

O

y

x

a

P(x, x2)

A
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(2) 2点A(0, a)，Q(x, x2 − x4)について (a > 0)

AQ2 = x2 + (x2 − x4 − a)2

であるから，t = x2，g(t) = AQ2とおくと

g(t) = t+ (t− t2 − a)2 (t = 0)

a
Q(x, x2 − x4)

A

O

y

x1−1

g(t)を微分すると

g′(t) = 1 + 2(t− t2 − a)(1− 2t)

= 4t3 − 6t2 + (4a+ 2)t+ 1− 2a

条件を満たすとき，g(t)は t = 0で最小でなければならないから，t → +0

において g′(t) = 0であることが必要である．

1− 2a = 0 すなわち 0 < a 5 1

2

このとき g(t) = t+ (t− t2)2 − 2a(t− t2) + a2

= (1− 2a)t+ 2at2 + (t− t2)2 + a2 = a2 = g(0)

上式において，等号が成立するのは，t = 0のときに限る．

よって，求める条件は 0 < a 5
1

2

補足 a =
1

2
のとき，Cは曲線 y = x2および y = x2 − x4の原点における接触円

(曲率円)である 2．これらの曲線は，x = 0において，y, y′, y′′がそれぞ
れ等しく，原点における接触円が一致する．

2http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2009.pdf (p.10を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2009.pdf
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(3) y = x2 − x4より y′ = 2x− 4x3 = 2x(1− 2x2)

y = x2 − x4は y軸に関して対称であるから，x = 0における増減表は

x 0 · · · 1√
2

· · ·
y′ 0 + 0 −
y 0 ↗ 1

4
↘

求める回転体の体積を V，y = x2 − x4と y =
1

4
で囲まれた部分を y軸の

周りに回転させてできる立体の体積を V1とすると

V1 = π

∫ 1
4

0

x2 dy = π

∫ 1√
2

0

x2y′ dx

= π

∫ 1√
2

0

x2(2x− 4x3) dx

= π

[
1

2
x4 − 2

3
x6

] 1√
2

0

=
π

24

(i) 0 < a 5 1

8
のとき

V = V1 −
4

3
πa3 =

π

24
− 4

3
πa3

O

y

x

1
4

1−1
1√
2− 1√

2

a

2a
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(ii)
1

8
< a 5 1

2
のとき

x2 + (y− a)2 5 a2，y 5 1

4
を満たす領域を y軸の周り回転してできる

立体の体積を V2とすると

V2 = π

∫ 1
4

0

x2 dy = π

∫ 1
4

0

(2ay − y2) dy

= π

[
ay2 − 1

3
y3
] 1

4

0

=
π

16
a− π

192

したがって

V = V1 − V2 =
π

24
−
( π

16
a− π

192

)
=

3

64
π − π

16
a

O

y

x
1−1

1√
2− 1√

2

a

y = 1
4

2a

よって V =


π

24
−

4

3
πa3

(
0 < a 5

1

8

)
3

64
π −

π

16
a

(
1

8
< a 5

1

2

)


