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令和３年度　九州大学２次試験後期日程 (数学問題)120分

工学部 3月12日　数学 I・II・III・A・B

1 三角形ABCの辺AB，BC，ACの長さをそれぞれ 5，7，6とし，点 Pと点Q

はそれぞれ
−→
AP = 2

−→
ABおよび

−→
BQ = 2

−→
BCを満たす点とする．さらに，点Aか

ら線分 PQに下ろした垂線と線分 PQの交点をH，線分AHと線分BCの交点
をRとする．以下の問いに答えよ．

(1) BR : RCを求めよ．

(2) AR : RHを求めよ．

(3) 三角形RHCの面積を求めよ．

2 M を 2以上の自然数，pを実数として，次の条件によって定められる 3M 個の
項からなる数列 a1, a2, a3, · · · , a3M を考える．

an+2 − 2an+1 + an =
3n+ p

27M3
, a1 = 0, a2 = 0

(1) bn = an+1−an (n = 1, 2, · · · , 3M−1)とするとき，数列b1, b2, b3, · · · , b3M−1

の一般項 bnを求めよ．

(2) 数列 a1, a2, a3, · · · , a3M の一般項 anを求めよ．さらに，a3M = 0を満
たす pを pM とするとき，pM をM の式で表せ．

(3) (2)で求めたpMについて，p = pMの場合における数列a1, a2, a3, · · · , a3M
の中で最小の項を cM とする．an = cM となるすべての nをM の式で表
せ．さらに， lim

M→∞
cM を求めよ．

3 実数 aは a > 1とする．曲線 y = exと直線 y = a − 1，直線 y = aおよび y軸
で囲まれた部分を y軸の周りに一回転させて得られる立体の体積を V (a)とす
る．以下の問いに答えよ．

(1) V (a)を求めよ．

(2) V (a)を最小とする aの値を求めよ．

(3) 次の極限を求めよ．
lim
a→∞

(V (a)− V (a− 1))

必要ならば， lim
x→∞

log x

x
= 0 を証明なしに用いてよい．
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4 正四面体ABCDの頂点A，B，C，D上の動点Pが，時刻 0には頂点Bにいる
とする．0以上の整数 nに対して，時刻 n+ 1のPの位置が，時刻 nのPの位
置から以下のルールに従って決まるとする．

• 時刻 nに Pが頂点Aにいる場合

時刻 n+ 1に Pはそれぞれ確率
1

2
,
1

6
,
1

6
,
1

6
で頂点A，B，C，Dにいる．

• 時刻 nに Pが頂点Bにいる場合

時刻 n+ 1に Pはそれぞれ確率
1

3
,
1

3
,
1

3
で頂点A，B，Cにいる．

• 時刻 nに Pが頂点Cにいる場合

時刻 n+ 1に Pはそれぞれ確率
1

3
,
1

3
,
1

3
で頂点A，C，Dにいる．

• 時刻 nに Pが頂点Dにいる場合

時刻 n+ 1に Pはそれぞれ確率
1

3
,
1

3
,
1

3
で頂点A，B，Dにいる．

0以上の整数 nに対して，時刻 nにPが頂点A，B，C，Dにいる確率をそれぞ
れ an, bn, cn, dnとする．以下の問いに答えよ．

(1) anを求めよ．

(2) nが 3の倍数のときの bn − cnと cn − dnを求めよ．

(3) nが 3の倍数のときの bn, cn, dnを求めよ．

5 f(x)を次の条件を満たす 3次の多項式とする．

(a) x3の係数は 1である．

(b) 0, 1,−1ではない複素数 ωが存在して，すべての自然数 nについて

f(ωn) = 0となる．

以下の問いに答えよ．

(1) ω = −1

2
+

√
3

2
iまたは ω = −1

2
−

√
3

2
iであることを示せ．ただし，iは虚

数単位とする．

(2) f(x)を求めよ．

(3) g(x)を次の多項式とする．

g(x) =
2021∑
n=0

xn = x2021 + x2020 + · · ·+ 1

g(x)を f(x)で割ったときの余りを求めよ．
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解答例

1 (1) 4ABCについて，a = 7, b = 6, c = 5であるから，余弦定理により

cosA =
b2 + c2 − a2

2bc
=

62 + 52 − 72

2·6·5
=

1

5

~b =
−→
AB, ~c =

−→
AC, ~p =

−→
AP, ~q =

−→
AQとおくと

~p = 2~b, ~q =
−→
AB + 2

−→
BC = ~b+ 2(~c−~b) = −~b+ 2~c,

−→
PQ = ~q −~p = (−~b+ 2~c)− 2~b = −3~b+ 2~c

|~b|2 = 52 = 25，|~c|2 = 62 = 36，~b·~c = |~b||~c| cosA = 5·6·1
5
= 6 であるから

~b·
−→
PQ = ~b·(−3~b+ 2~c) = −3|~b|2 + 2~b·~c = −3·52 + 2·6 = −63 = −7·9

~c·
−→
PQ = ~c·(−3~b+ 2~c) = −3~b·~c+ 2|~c|2 = −3·6 + 2·62 = 54 = 6·9

上の 2式から 6~b·
−→
PQ + 7~c·

−→
PQ = 0 ゆえに (6~b+ 7~c)·

−→
PQ = 0

したがって (∗)
−→
AR =

6~b+ 7~c

13
よって BR : RC = 7 : 6

(2) ~p = 2~b, ~q = −~b+ 2~cより

~b =
1

2
~p, ~c =

1

4
~p+

1

2
~q

これらを (∗)に代入すると

−→
AR =

1

13

{
6·1
2
~p+ 7

(
1

4
~p+

1

2
~q

)}
=

1

52
(19~p+ 14~q)

=
33

52
·19

~p+ 14~q

33
=

33

52

−→
AH

よって AR : RH = 33 : 19

　

BA P

Q

C
H

R

~b

~c

(3) 4ABC =
1

2

√
|~b|2|~c|2 − (~b·~c)2 = 1

2

√
52·62 − 62 = 6

√
6

(1)，(2)の結果から 4RHC =
19

33
4ARC，4ARC =

6

13
4ABC

よって 4RHC =
19

33
· 6
13

·6
√
6 =

228

143

√
6
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2 (1) an+2 − 2an+1 + an =
3n+ p

27M3
, a1 = 0, a2 = 0

bn = an+1 − anより bn+1 − bn = an+2 − 2an+1 + an

b1 = a2 − a1 = 0− 0 = 0, bn+1 − bn =
3n+ p

27M3

n > 1のとき
n−1∑
k=1

(bk+1 − bk) =
1

27M3

n−1∑
k=1

(3k + p)

bn − b1 =
1

27M3

{
3

2
n(n− 1) + p(n− 1)

}
上式は，n = 1のときも成立する．b1 = 0より

bn =
1

54M3
(n − 1)(3n + 2p)

(2) (1)の結果から，n > 1のとき

n−1∑
k=1

(ak+1 − ak) =
1

54M3

n−1∑
k=1

(k − 1)(3k + 2p)

an − a1 =
1

54M3

n−1∑
k=1

{(k − 1)k(k + 1)− (k − 2)(k − 1)k}

+
p

54M3

n−1∑
k=1

{(k − 1)k − (k − 2)(k − 1)}

=
1

54M3
(n− 2)(n− 1)n+

p

54M3
(n− 2)(n− 1)

上式は，n = 1のときも成立する．a1 = 0より

an =
1

54M3
(n − 2)(n − 1)(n + p)

a3M = 0であるから (M = 2)

a3M =
1

54M3
(3M − 2)(3M − 1)(3M + p) = 0

3M − 2 6= 0，3M − 1 6= 0であるから pM = −3M
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(3) (2)の結果から，p = −3M を (1)の結果に代入すると

an+1 − an =
1

54M3
(n− 1){3n+ 2(−3M)} =

1

18M3
(n− 1)(n− 2M)

したがって a1 = a2 > · · · > a2M−1 > a2M = a2M+1 < a2M+2 < · · · < a3M

最小の項 cM は a2Mと a2M+1

よって，an = cM となる nは n = 2M, 2M + 1

(2)の結果から an =
1

54M3
(n− 2)(n− 1)(n− 3M)

cM =
1

54M3
(2M − 2)(2M − 1)(2M − 3M)

= − 1

27M2
(M − 1)(2M − 1)

よって lim
M→∞

cM = lim
M→∞

{
− 1

27

(
1− 1

M

)(
2− 1

M

)}
= −

2

27

3 (1) y = exより
dy

dx
= ex

x log(a− 1) −→ log a

y a− 1 −→ a

V (a)

π
=

∫ a

a−1

x2 dy =

∫ log a

log(a−1)

x2ex dx

=

[
ex(x2 − 2x+ 2)

]log a
log(a−1)

= a{(log a− 1)2 + 1}
− (a− 1){(log(a− 1)− 1)2 + 1}

　

O

y

x

a

a−1

1

log(a−1) log a

よって V (a) = π
[
a(log a − 1)2 − (a − 1){(log(a − 1) − 1)2} + 1

]
補足 次の積分公式を利用している 1．∫

epx+qf(x) dx =
epx+q

p

{
f(x)− f ′(x)

p
+

f ′′(x)

p2
− f ′′′(x)

p3
+ · · ·

}
+ C

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai math 2015 kouki.pdf (p.7)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_math_2015_kouki.pdf
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(2)
V (a)

π
=

∫ a

a−1

x2 dy =

∫ a

a−1

(log y)2 dyであるから (a > 1)

V ′(a)

π
= (log a)2 − {log(a− 1)}2

= {log a+ log(a− 1)}{log a− log(a− 1)}

= log a(a− 1) log
a

a− 1
(∗)

V ′(a) = 0とすると，
a

a− 1
> 1であるから a(a− 1) = 1

a2 − a− 1 = 0 このとき，a > 1 に注意して a =
1 +

√
5

2

a (1) · · · 1+
√
5

2
· · ·

V ′(a) − 0 +

V (a) ↘ 極小 ↗

よって，V (a)を最小にする aの値は a =
1 +

√
5

2

(3) a > 1において，V (a)は微分可能であるから，平均値の定理により

V (a)− V (a− 1) =
V (a)− V (a− 1)

a− (a− 1)
= V ′(c), a− 1 < c < a

を満たす cが存在する．a −→ ∞のとき，c −→ ∞であるから，(∗)より

lim
c→∞

V ′(c)

π
= lim

c→∞
log c(c− 1) log

c

c− 1

= lim
c→∞

log c(c− 1)

c− 1
log

(
1 +

1

c− 1

)c−1

= lim
c→∞

{
c

c− 1
· log c

c
+

log(c− 1)

c− 1

}
log

(
1 +

1

c− 1

)c−1

= (1·0 + 0) log e = 0

よって lim
a→∞

{V (a)− V (a− 1)} = lim
c→∞

V ′(c) = 0
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4 (1) 定められたルールにより，次の確率漸化式が成立する．

a0 = 0, b0 = 1, c0 = 0, d0 = 0,

an+1 =
1

2
an +

1

3
bn +

1

3
cn +

1

3
dn,

bn+1 =
1

6
an +

1

3
bn +

1

3
dn,

cn+1 =
1

6
an +

1

3
bn +

1

3
cn

dn+1 =
1

6
an +

1

3
cn +

1

3
dn

a0 = 0, an + bn + cn + dn = 1および上の第 1式から

an+1 =
1

2
an +

1

3
(bn + cn + dn) ゆえに an+1 =

1

2
an +

1

3
(1− an)

整理すると an+1 =
1

6
an +

1

3
ゆえに an+1 −

2

5
=

1

6

(
an −

2

5

)
an −

2

5
=

(
a0 −

2

5

)(
1

6

)n

よって an =
2

5

{
1 −

(
1

6

)n}
(2) 確率漸化式より

bn+3 − cn+3 =
1

3
(dn+2 − cn+2) =

1

9
(dn+1 − bn+1) =

(
−1

3

)3

(bn − cn),

cn+3 − dn+3 =
1

3
(bn+2 − dn+2) =

1

9
(bn+1 − cn+1) =

(
−1

3

)3

(cn − dn)

よって，nが 3の倍数のとき

bn − cn =

(
−1

3

)n

(b0 − c0) =

(
−
1

3

)n

cn − dn =

(
−1

3

)n

(c0 − d0) = 0

(3) nが 3の倍数のとき，(1)の結果から bn+cn+dn = 1−an =
3

5
+
2

5

(
1

6

)n

これに dn = cnを代入すると bn + 2cn =
3

5
+

2

5

(
1

6

)n

(2)の結果の第 1式と上式から

bn =
1

5
+

2

15

(
1

6

)n

+
2

3

(
−
1

3

)n

cn = dn =
1

5
+

2

15

(
1

6

)n

−
1

3

(
−
1

3

)n



8

補足 一般の bn, cn, dnについては，次のようになる 2．

ω =
−1 +

√
3i

2
= cos

2π

3
+ i sin

2π

3
とおくと，与えられた確率漸化式より

bn+1 + ωcn+1 + ω2dn+1 = −1

3
ω2(bn + ωcn + ω2dn)

bn+1 + ω2cn+1 + ωdn+1 = −1

3
ω(bn + ω2cn + ωdn)

上の 2式および (3)の結果から

bn + ωcn + ω2dn =

(
−1

3

)n

w2n · · · 1©

bn + ω2cn + ωdn =

(
−1

3

)n

wn · · · 2©

bn + cn + dn =
3

5
+

2

5

(
1

6

)n

· · · 3©

1

3
( 1©+ 2©+ 3©)より，ω2n = ωnに注意して

bn =
1

5
+

2

15

(
1

6

)n

+
1

3

(
−1

3

)n

(ω2n + ωn)

=
1

5
+

2

15

(
1

6

)n

+
2

3

(
−1

3

)n

cos
2nπ

3

1

3
( 1©× ω2 + 2©× ω + 3©)より，ω2n+2 = ωn+1に注意して

cn =
1

5
+

2

15

(
1

6

)n

+
1

3

(
−1

3

)n

(ω2n+2 + ωn+1)

=
1

5
+

2

15

(
1

6

)n

+
2

3

(
−1

3

)n

cos
2(n+ 1)π

3

1

3
( 1©× ω + 2©× ω2 + 3©)より，ω2n+1 = ωn+2に注意して

dn =
1

5
+

2

15

(
1

6

)n

+
1

3

(
−1

3

)n

(ω2n+1 + ωn+2)

=
1

5
+

2

15

(
1

6

)n

+
2

3

(
−1

3

)n

cos
2(n+ 2)π

3

2http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2012.pdf 5 の補足を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2012.pdf
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5 (1) ω = ω2とすると ω(ω − 1) = 0 ゆえに ω = 0, 1

ω = ω3とすると ω(ω + 1)(ω − 1) = 0 ゆえに ω = 0,±1

ω2 = ω3とすると ω2(ω − 1) = 0 ゆえに ω = 0, 1

これらは ωの条件に反するので ω 6= ω2, ω 6= ω2, ω2 6= ω3

(b)より，f(ω) = 0，f(ω2) = 0，f(ω3) = 0であるから，f(x)は異なる因
数 x−ω, x−ω2, x−ω3を因数にもつ．このとき，x3の係数 1に注意して

(∗) f(x) = (x− ω)(x− ω2)(x− ω3)

さらに，f(ω4) = 0が成立するから

(ω4 − ω)(ω4 − ω2)(ω4 − ω3) = 0

ω6(ω3 − 1)(ω2 − 1)(ω − 1) = 0

ω6(ω − 1)3(ω + 1)(ω2 + ω + 1) = 0

ω 6= 0, ± 1であるから

ω2 + ω + 1 = 0 これを解いて ω =
−1±

√
3i

2

(2) (∗)は，ω2 + ω + 1 = 0，ω3 = 1に注意して展開すると

f(x) = (x− ω)(x− ω2)(x− 1)

= {x2 − (ω + ω2)x+ w3}(x− 1)

= (x2 + x+ 1)(x− 1)

= x3 − 1

(3) g(x)を変形すると

g(x) =
2021∑
n=0

xn = (x2 + x+ 1)
673∑
k=0

x3k

これに x = ω, ω2, 1を代入すると，ω2 + ω + 1 = 0, ω3 = 1に注意して

g(ω) = (ω2 + ω + 1)
673∑
k=0

ω3k = 0

g(ω2) = (ω4 + ω2 + 1)
673∑
k=0

ω6k = 0

g(1) = (12 + 1 + 1)
673∑
k=0

13k = 2022
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g(x)を x3 − 1で割ったときの商をQ(x)，余りを ax2 + bx+ cとすると

g(x) = (x3 − 1)Q(x) + ax2 + bx+ c

これに x = ω, ω2, 1を代入すると

g(ω) = aω2 + bω + c = 0 · · · 1©
g(ω2) = aω + bω2 + c = 0 · · · 2©
g(1) = a+ b+ c = 2022 · · · 3©

1©+ 2©+ 3©より
3c = 2022 ゆえに c = 674

1©× ω2 + 2©× ω + 3©より

3b = 2022 ゆえに b = 674

1©× ω + 2©× ω2 + 3©より

3a = 2022 ゆえに a = 674

よって，求める余りは 674x2 + 674x + 674
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別解 2071 = 3× 673 + 2より

g(x) =
673∑
k=0

(x3k + x3k+1 + x3k+2) = (x2 + x+ 1)
673∑
k=0

x3k

g(x)は実数係数の多項式だから，g(x)を f(x)で割った商をQ(x)，余りを
ax2 + bx+ c (a, b, cは実数)とおけて

g(x) = f(x)Q(x) + ax2 + bx+ c

g(1) = 3
673∑
k=0

1 = 3× 674 = 2022，g(ω) = 0であるから ((∗)より)

g(1) = f(1)Q(1) + a+ b+ c = a+ b+ c = 2022 (A)

g(ω) = f(ω)Q(ω) + aω2 + bω + c = a(−ω − 1) + bω + c

= (b− a)ω + c− a = 0

ωが虚数で b− a，c− aは実数であるから

b− a = c− a = 0 (B)

(A)，(B)を解いて a = b = c = 674

よって，求める余りは 674x2 + 674x + 674


