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令和３年度　熊本大学２次試験前期日程 (数学問題)

文系 (教育学部，医学部保健学科看護学専攻)

理系 (理，薬，工，医保健 (放射線，検査))，医学部医学科

令和３年2月25日

• 文系　 1 , 2 , 3 , 4 数 I・II・A・B (120分)

• 理系　 3 , 5 , 6 , 7 数 I・II・III・A・B (120分)

• 医学部 8 , 9 , 10 , 11 数 I・II・III・A・B (120分)

文系 1 2つの関数 f(x) =
3

2
x2 − 2x− 4，g(x) =

1

2
x2 − x− 2について，曲線 y = f(x)

と曲線 y = g(x)の 2つの交点の x座標を a, b (a > b)とする。

(1) a, bを求めよ。

(2) 2つの曲線 y = f(x)，y = g(x)で囲まれた部分の面積 Sを求めよ。

(3) 実数 tは t > |a|かつ t > |b|を満たすとする。4つの不等式

x = a, y 5 f(x), y = g(x), x 5 t

を満たす領域の面積を S1，また，4つの不等式

x 5 b, y 5 f(x), y = g(x), x = −t

を満たす領域の面積をS2とする。S1とS2の和が (2)のSと等しいときの
tの値を求めよ。

文系 2 空間の点Oを通らない平面 αをとる。α上の 3点A，B，Cは三角形をなすと

し，
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとおく。直線 `は媒介変数 tを用いて

1

3
(~b+ 2~c) +

t

3
(2~a−~b−~c)

と表されるとする。 類題 5 8

(1) `は平面 α上にあることを示せ。

(2) `と辺ACの交点をXとする。
−→
OXを~a，~b，~cを用いて表せ，

(3) A，Bの中点をDとし，
−→
OE = 2

−→
ODとなる点 Eを考える。点Oと `上の

点Yを通る直線は 2点E，Cを通る直線と交点をもつとし，その交点をF

とする。このとき，
−→
OFを~a，~b，~c を用いて表せ。
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文系・理系 3 曲線C : y = x3 − 2x2 + x上に点P1(2, 2)がある。自然数 n (n = 1, 2, 3, · · · )に
対して点 Pnから点 Pn+1 を次のように定める。

点 Pnを接点とするCの接線を `nとし，Cと `nの共有点のうち，

Pnと異なるものを Pn+1とする。

点 Pnの x座標を anとする。

(1) P2の座標を求めよ。

(2) 接線 `nの傾きおよび y切片をそれぞれ anを用いて表せ。

(3) 数列 {an}の一般項を求めよ。

文系 4 aを a > 1である実数とする。xについての連立不等式{
x3 + 2ax2 − a2x− 2a3 < 0

3x2 − x < 4a− 12ax

の解について考える。連立不等式の解のうち整数であるものの個数をm(a) と
する。

(1) 連立不等式を解け。

(2) a > 2のとき，m(a)の最小値を求めよ。

(3) m(a) = 4となる aの値の範囲を求めよ。

理系 5 空間の点Oを通らない平面 αをとる。α上の 3点A，B，Cは三角形をなすと

し，
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとおく。直線 `は媒介変数 tを用いて

1

3
(~b+ 2~c) +

t

3
(2~a−~b−~c)

と表されるとする。 類題 2 8

(1) `は平面 α上にあることを示せ。

(2) 4ABCの各辺と直線 `との交点の個数をそれぞれ求めよ。また，交点が
ある場合，各交点Xについて，

−→
OXを~a，~b，~cを用いてそれぞれ表せ。

(3) A，Bの中点をDとし，
−→
OE = 2

−→
ODとなる点 Eを考える。点Oと `上の

点Yを通る直線は 2点E，Cを通る直線と交点をもつとし，その交点をF

とする。このとき，
−→
OFを~a，~b，~c を用いて表せ。
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理系 6 複素数wは実部，虚部ともに正であるとする。相異なる複素数 α，β，γは

{(w + 2)α}2 + (wβ)2 − (2γ)2 = 4(w + 2)α2 + 2w2αβ − 8αγ

を満たすとする。α，β，γを表す複素数平面上の点をそれぞれA，B，Cとする。

(1)

(
γ − α

β − α

)2

をwを用いて表せ。 類題 9

(2) 4ABCが正三角形であるときのwの値を求めよ。

(3) 4ABCが正三角形であるとする。w = αかつ4ABCの重心が点
w2

2
であ

るとき，βと γの値を求めよ。

理系 7 次の問いに答えよ。 類題 11

(1) 0 5 x 5 πのとき，sin x = sin 2xの解を求めよ。

(2)

∫ 2π

0

| sinx− sin 2x| dxを求めよ。

(3) nを正の整数とするとき，定積分
∫ 2π

0

| sinnx− sin 2nx| dxを求めよ。

(4) cを正の数とするとき， lim
n→∞

∫ c

0

| sinnx− sin 2nx| dxを求めよ。

医医 8 空間の点Oを通らない平面 αをとる。α上の 3点A，B，Cは三角形をなすと

し，
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとおく。kを 1より大きい定数とする。直線 `

は媒介変数 tを用いて

k

3
(~b+ 2~c) +

tk

3
(2~a−~b−~c)

と表せるとする。`上を点Xが動くとき，2点O，Xを通る直線と平面 α の交
点Yの軌跡をmとする。 類題 2 5

(1) 4ABCの各辺とmとの交点の個数をそれぞれ求めよ。また，交点がある
場合，各交点 Zについて，

−→
OZを~a，~b，~cを用いてそれぞれ表せ。

(2) A，Bの中点をDとする。`を含み αに平行な平面を βとし，O，Dを通
る直線と平面 βの交点をEとする。点Oとm上の点Yを通る直線は 2点
E，Cを通る直線と交点をもつとし，その交点をFとする。このとき，

−→
OF

を~a，~b，~cおよび kを用いて表せ。
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医医 9 複素数wは実部，虚部ともに正であるとする。相異なる複素数 α，β，γは

{(w + 2)α}2 + (wβ)2 − (2γ)2 = 4(w + 2)α2 + 2w2αβ − 8αγ

を満たすとする。α，β，γを表す複素数平面上の点をそれぞれA，B，Cとする。

(1)
γ − α

β − α
の偏角 θ (0 5 θ < 2π) のとりうる範囲を求めよ。 類題 6

(2) 4ABCが正三角形であるときのwの値を求めよ。

(3) 4ABCが正三角形であるとする。w = αかつ4ABCの重心が点
w2

2
であ

るとき，βと γの値を求めよ。

医医 10 媒介変数 tを用いて表された曲線

C : x =
1

2
(et + e−t), y =

1

2
(et − e−t)

を考える。

(1) 点Mの座標を (0, 1)とする。曲線C上の点Pに対して，MPを最小にす
る tの値 t0を求めよ。

(2) (1)の t0に対する曲線 C上の点をQとする。Qにおける Cの接線を `と
するとき，曲線Cと接線 `および x軸で囲まれた部分Dの面積を求めよ。

(3) (2)のDを y軸の周りに 1回転させてできる立体の体積を求めよ。

医医 11 次の問いに答えよ。 類題 7

(1) nを正の整数とするとき，定積分
∫ 2π

0

| sinnx− sin 2nx| dxを求めよ。

(2) cを正の数とするとき， lim
n→∞

∫ c

0

| sinnx− sin 2nx| dxを求めよ。
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解答例

1 (1) f(x) =
3

2
x2 − 2x − 4，g(x) =

1

2
x2 − x − 2について，2曲線 y = f(x)と

y = g(x)の共有点の x座標は

3

2
x2 − 2x− 4 =

1

2
x2 − x− 2 ゆえに (x+ 1)(x− 2) = 0

よって，2つの共有点の x座標は (a > b) a = 2, b = −1

(2) −1 5 x 5 2において

g(x)− f(x) = −(x2 − x− 2) = −(x+ 1)(x− 2) = 0

よって S =

∫ 2

−1

{g(x)− f(x)} =
1

6
{2− (−1)}3 =

9

2

(3) (1)の結果から t > |2| かつ t > | − 1| すなわち t > 2

S1 =

∫ t

2

{f(x)− g(x)} dx, S2 =

∫ −1

−t

{f(x)− g(x)} dx

h(x) = f(x)− g(x) = x2 − x− 2とおくと

−S =

∫ 2

−1

h(x) dx, S1 =

∫ t

2

h(x) dx, S2 =

∫ −1

−t

h(x) dx

S1 + S2 = Sより，S2 − S + S1 = 0であるから

S2 − S + S1 =

∫ −1

−t

h(x) dx+

∫ 2

−1

h(x) dx+

∫ t

2

h(x) dx

=

∫ t

−t

h(x) dx = 2

∫ t

0

(x2 − 2) dx = 2

[
x3

3
− 2x

]t
0

= 2

(
t3

3
− 2t

)
=

2

3
t(t2 − 6) = 0

t > 2に注意してこれを解くと t =
√
6

x=−t x= t

x=−1
x=2

y=g(x)

y=f(x)
S

S1

S2
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2 (1) `上の点について

1

3
(~b+ 2~c) +

t

3
(2~a−~b−~c)

=
2t

3
~a+

(
1

3
− t

3

)
~b+

(
2

3
− t

3

)
~c · · · (∗)

このとき，~a，~b，~cの係数の和は

2t

3
+

(
1

3
− t

3

)
+

(
2

3
− t

3

)
= 1

よって，`は平面 α上の点である．

(2) Xは (∗)の~bの係数が 0となる点であるから

1

3
− t

3
= 0 すなわち t = 1

に対応する点であるから
−→
OX =

2~a +~c

3

　

F C(~c)

A(~a)
B(~b)

E
`

D

O

Y

α

X

2

1

Z

(3) `上の点Yについて，
−→
OY =

1

3
(~b+ 2~c) +

t

3
(2~a−~b−~c)，

−→
OC = ~cより

−→
CY =

−→
OY −

−→
OC =

1

3
(~b+ 2~c) +

t

3
(2~a−~b−~c)−~c

=
1

3
(~b−~c) +

t

3
{2(~a−~c)− (~b−~c)}

=
1

3

−→
CB +

t

3
(2
−→
CA−

−→
CB) =

2t

3

−→
CA+

(
1

3
− t

3

)−→
CB

−→
CYは

−→
CD =

1

2
(
−→
CA+

−→
CB)と平行であるから

2t

3
=

1

3
− t

3
これを解いて t =

1

3
−→
CY =

2

9
(
−→
CA+

−→
CB) =

4

9

−→
CD すなわち CY : YD = 4 : 5 · · · 1©

−→
OZ = 2

−→
OYとなる点 Zをとると，条件から

4OYD 4OZE, YD : ZE = 1 : 2 · · · 2©

1©， 2©および4CYF 4EZFより CF : FE = CY : ZE = 2 : 5

このとき，
−→
OC = ~c，

−→
OE = 2

−→
OD = ~a+~b であるから

−→
OF =

5
−→
OC+ 2

−→
OE

2 + 5
=

5~c+ 2(~a+~b)

7
=

1

7
(2~a + 2~b + 5~c)
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3 (1) f(x) = x3 − 2x2 + xとおくと f ′(x) = 3x2 − 4x+ 1

曲線C : y = f(x)上の点 (t, f(t))における接線を `とすると

y − (t3 − 2t2 + t) = (3t2 − 4t+ 1)(x− t)

整理すると ` : y = (3t2 − 4t+ 1)x− 2t3 + 2t2

Cと `の共有点の x座標は

x3 − 2x2 + x = (3t2 − 4t+ 1)x− 2t3 + 2t2

整理すると (x− t)2(x+ 2t− 2) = 0 ゆえに x = t,−2t+ 2

したがって，Cと `の共有点で点 (t, f(f))と異なる点は

(−2t+ 2, f(−2t+ 2)) (∗)

点 P1(2, f(2))のとき

P2(−2, f(−2)) すなわち P2(−2,−18)

(2) `nは `の方程式において，t = anとすればよいから

`n : y = (3an
2 − 4an + 1)x− 2an

3 + 2an
2

よって，`nの傾き 3an
2 − 4an + 1，y切片−2an

3 + 2an
2

(3) P1(2, 2)および (∗)から，a1 = 2

an+1 = −2an + 2 ゆえに an+1 −
2

3
= −2

(
an −

2

3

)

したがって an−
2

3
=

(
a1 −

2

3

)
(−2)n−1 よって an =

4

3
(−2)n−1 +

2

3

補足 3次関数 C : y = f(x)のグラフ上の点
Pn(an, f(an))における接線 `nとする．
Cと `nの共有点のうち，Pnと異なるも
のをPn+1(an+1, f(an+1))とし，Cの変
曲点の x座標を cとすると

an+1 − c = −2(an − c)

が成立する．

　

Pn

Pn+1

Pn−1

`n−1 `n
C

c anan−1

an+1

x

7



4 (1)

{
x3 + 2ax2 − a2x− 2a3 < 0

3x2 − x < 4a− 12ax

第 1式から (x+ 2a)(x+ a)(x− a) < 0

a > 1に注意して x < −2a, − a < x < a · · · 1©

第 2式から (x+ 4a)(3x− 1) < 0

a > 1に注意して −4a < x <
1

3
· · · 2©

1©， 2©の共通範囲を求めて

−4a < x < −2a, − a < x <
1

3

(2) m(a)を

−1

3
< x < a, 2a < x < 4a

に含まれる整数の個数として求めてもよい．集合 P, Qを

P = {x | 0 5 x < a, xは整数 }
Q = {x | 2a < x < 4a, xは整数 }

とし，集合 P, Qの要素の個数をそれぞれ n(P ), n(Q)とおくと

m(a) = n(P ) + n(Q)

[a]を a以下の最大の整数とすると

(∗) n(P ) =

{
[a] (aが整数)

[a] + 1 (aが整数でない)

s = a− [a]とおくと，a = [a] + sより

Q = {x | 2[a] + 2s < x < 4[a] + 4s, xは整数 }

(i) s = 0のとき

Q = {x | 2[a] + 1 5 x 5 4[a]− 1, xは整数 }
n(Q) = 4[a]− 1− (2[a] + 1) + 1 = 2[a]− 1

(ii) 0 < s 5 1

4
のとき

Q = {x | 2[a] + 1 5 x 5 4[a], xは整数 }
n(Q) = 4[a]− (2[a] + 1) + 1 = 2[a]
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(iii)
1

4
< s <

1

2
のとき

Q = {x | 2[a] + 1 5 x 5 4[a] + 1, xは整数 }
n(Q) = 4[a] + 1− (2[a] + 1) + 1 = 2[a] + 1

(iv) s =
1

2
のとき

Q = {x | 2[a] + 2 5 x 5 4[a] + 1, xは整数 }
n(Q) = 4[a] + 1− (2[a] + 2) + 1 = 2[a]

(v)
1

2
< s 5 3

4
のとき

Q = {x | 2[a] + 2 5 x 5 4[a] + 2, xは整数 }
n(Q) = 4[a] + 2− (2[a] + 2) + 1 = 2[a] + 1

(vi)
3

4
< s < 1のとき

Q = {x | 2[a] + 2 5 x 5 4[a] + 3, xは整数 }
n(Q) = 4[a] + 3− (2[a] + 2) + 1 = 2[a] + 2

(∗)および (i)～(vi)から

(∗∗) m(a) =


3[a]− 1 (s = 0)

3[a] + 1 (0 < s 5 1
4
, s = 1

2
)

3[a] + 2 (1
4
< s < 1

2
, 1

2
< s 5 3

4
)

3[a] + 3 (3
4
< s < 1)

a > 2より，2 < a 5 9

4
, a =

5

2
のとき，m(a)は最小値 7をとる．

(3) m(a) = 4となるのは，(∗∗)より

3[a] + 1 = 4, 0 < s 5 1

4
, s =

1

2
すなわち 1 < a 5

5

4
, a =

3

2
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5 (1) `上の点Xについて

−→
OX =

1

3
(~b+ 2~c) +

t

3
(2~a−~b−~c) =

2t

3
~a+

(
1

3
− t

3

)
~b+

(
2

3
− t

3

)
~c

このとき，~a，~b，~cの係数の和は

2t

3
+

(
1

3
− t

3

)
+

(
2

3
− t

3

)
= 1

よって，`は平面 α上の点である．

(2)
−→
OXの~a，~b，~cの係数が 0となる点を
それぞれX1, X2, X3とすると

−−→
OX1 =

~b + 2~c

3
,

−−→
OX2 =

2~a +~c

3
,

−−→
OX3 =

4~a−~b

3

直線 `と4ABCの各辺との交点の個数
について，辺BC上はX1の1個，辺CA

上はX2の 1個，辺AB上は 0個．

　

F C(~c)

A(~a)
B(~b)

E
`

D

O

Y

M

α

X2
G

2

1

X1

X3

1

2

Z

(3) YはCD上の点であるから
−→
CY = s

−→
CD =

s

2
(
−→
CA+

−→
CB) (sは実数)

−→
CA =

3

2

−−→
CX2，

−→
CB = 3

−−→
CX1 を代入すると

−→
CY =

3s

4

−−→
CX2 +

3s

2

−−→
CX1

Yは直線X1X2上の点であるから
3s

4
+

3s

2
= 1

これを解いて s =
4

9
すなわち CY : YD = 4 : 5 · · · 1©

−→
OZ = 2

−→
OYとなる点 Zをとると，条件から

4OYD 4OZE, YD : ZE = 1 : 2 · · · 2©

1©， 2©および4CYF 4EZFより CF : FE = CY : ZE = 2 : 5

このとき，
−→
OC = ~c，

−→
OE = 2

−→
OD = ~a+~b であるから

−→
OF =

5
−→
OC+ 2

−→
OE

2 + 5
=

5~c+ 2(~a+~b)

7
=

1

7
(2~a + 2~b + 5~c)
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別解 X3は線分ABを 1 : 4に外分する点，DはABの中点であるから

X3A : AB = 1 : 3 ゆえに X3A : AD = 2 : 3

4CADと直線 `について，メネラウスの定理を適用すると

CX2

X2A
·AX3

X3D
·DY
YC

= 1 ゆえに
2

1
·2
5
·DY
YC

= 1

したがって CY : YD = 4 : 5 (以下同様)

別解 `上の点Yについて，
−→
OY =

1

3
(~b+ 2~c) +

t

3
(2~a−~b−~c)，

−→
OC = ~cより

−→
CY =

−→
OY −

−→
OC =

1

3
(~b+ 2~c) +

t

3
(2~a−~b−~c)−~c

=
1

3
(~b−~c) +

t

3
{2(~a−~c)− (~b−~c)}

=
1

3

−→
CB +

t

3
(2
−→
CA−

−→
CB) =

2t

3

−→
CA+

(
1

3
− t

3

)−→
CB

−→
CYは

−→
CD =

1

2
(
−→
CA+

−→
CB)と平行であるから

2t

3
=

1

3
− t

3
これを解いて t =

1

3

−→
CY =

2

9
(
−→
CA+

−→
CB) =

4

9

−→
CD すなわち CY : YD = 4 : 5 (以下同様)

補足 直線 `について
−→
OX =

1

3
(~b+ 2~c) +

t

3
(2~a−~b−~c)

BCの中点をMとすると，この直線の方向ベクトル 2~a−~b−~cは

2~a−~b−~c = −{(~b− ~a) + (~c− ~a)} = −(
−→
AB +

−→
AC) = −2

−−→
AM

したがって，`は中線AMと平行である．

2つの中線AMとCDの交点Gは4ABCの重心であるから

CG : GD = 2 : 1

`//AMであるから CY : YG = CX2 : X2A = 2 : 1

CD : CY = 1 :

(
2

3

)2

= 9 : 4 ゆえに CY : YD = 4 : 5

11



6 (1) {(w + 2)α}2 + (wβ)2 − (2γ)2 = 4(w + 2)α2 + 2w2αβ − 8αγ

これをwについて整理すると

w2(α2 − 2αβ + β2) = 4(γ2 − 2γα + α2)

w2(β − α)2 = 4(γ − α)2

α, β, γは相異なる複素数であるから(
γ − α

β − α

)2

=
w2

4

(2) (1)の結果から
γ − α

β − α
= ±w

2

wの実部，虚部はともに正であるから 0 < argw <
π

2

(i)
γ − α

β − α
=

w

2
のとき arg

(
γ − α

β − α

)
= arg

(w
2

)
= argw

0 < arg

(
γ − α

β − α

)
<

π

2

(ii)
γ − α

β − α
= −w

2
のとき arg

(
γ − α

β − α

)
= arg

(
−w

2

)
= argw + π

π < arg

(
γ − α

β − α

)
<

3

2
π

4ABCが正三角形であるとき∣∣∣∣γ − α

β − α

∣∣∣∣ = 1 かつ arg

(
γ − α

β − α

)
=

π

3
,
5

3
π

arg

(
γ − α

β − α

)
=

5

3
πは，(i)，(ii)ともに満たさない．

arg

(
γ − α

β − α

)
=

π

3
は (i)を満たし，このとき

∣∣∣w
2

∣∣∣ = ∣∣∣∣γ − α

β − α

∣∣∣∣ = 1 かつ arg
(w
2

)
= arg

(
γ − α

β − α

)
=

π

3

したがって (∗) w

2
= cos

π

3
+ i sin

π

3
よって w = 1 +

√
3i

12



(3) (∗)より

α = 2·w
2
= 2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
= 1 +

√
3i

w2

2
= 2

(w
2

)2
= 2

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)
= −1 +

√
3i

BCの中点をMとすると M(−2 +
√
3i)

　

O

y

x

A

B

M

C

G

1−1

√
3

−2

2
√
3

AM = 3より BM = CM =
√
3 よって β = −2 + 2

√
3i, γ = −2

7 (1) sinx = sin 2xより

sinx = 2 sin x cos x ゆえに sinx(1− 2 cos x) = 0

0 5 x 5 πのとき，これを解くと x = 0,
π

3
, π

(2) f(x) = sinx− sin 2xとし，I =

∫ π

0

|f(x)| dxとおくと

I =

∫ 2π

0

|f(x)| dx =

∫ π

0

|f(x)| dx+

∫ 2π

π

|f(x)| dx

∫ 2π

π

|f(x)| dxについて，x = 2π − u とおくと

dx

du
= −1

x π −→ 2π

u π −→ 0

f(2π − x) = sin(2π − x)− sin 2(2π − x)

= − sinx+ sin 2x = −f(x)

∫ 2π

π

|f(x)| dx =

∫ 0

π

|f(2π − u)| (−1)du

=

∫ π

0

|f(u)| du =

∫ π

0

|f(x)| dx

したがって

I = 2

∫ π

0

|f(x)| dx

13



f(x) = sinx(1− 2 cos x)より |f(x)| =

{
−f(x) (0 5 x 5 π

3
)

f(x) (π
3
5 x 5 π)

f(x)の原始関数の 1つを F (x) = − cos x+
1

2
cos 2xとおくと

I

2
= −

∫ π
3

0

f(x) dx+

∫ π

π
3

f(x) dx = −
[
F (x)

]π
3

0

+

[
F (x)

]π
π
3

= F (0)− 2F
(π
3

)
+ F (π) = −1

2
− 2

(
−3

4

)
+

3

2
=

5

2

よって I = 2× 5

2
= 5

(3) In =

∫ 2π

0

| sinnx− sin 2nx| dxとおく．

t = nxとすると
dt

dx
= n

x 0 −→ 2π

t 0 −→ 2nπ

In =

∫ 2nπ

0

| sin t− sin 2t| 1
n
dt =

1

n

∫ 2nπ

0

| sinx− sin 2x| dx (∗)

f(x)は周期 2πの周期関数であるから，(2)の結果を用いて

In =
1

n

∫ 2nπ

0

|f(x)| dx =
1

n
·n
∫ 2π

0

|f(x)| dx

=

∫ 2π

0

|f(x)| dx = I = 5

14



(4) Jn =

∫ c

0

| sinnx− sin 2nx|とおく．

t = nxとすると
dt

dx
= n

x 0 −→ c

t 0 −→ nc

Jn =

∫ nc

0

| sin t− sin 2t| 1
n
dt =

1

n

∫ nc

0

|f(t)| dt = 1

n

∫ nc

0

|f(x)| dx

nc

2π
以下の最大の整数をN とすると

(∗∗) N 5 nc

2π
< N + 1 ゆえに 2Nπ 5 nc < 2(N + 1)π

(∗)および (2)の結果により，IN =
1

N

∫ 2Nπ

0

|f(x)| dx = 5であるから

∫ 2Nπ

0

|f(x)| dx = 5N

したがって

1

n

∫ 2Nπ

0

|f(x)| dx 5 1

n

∫ nc

0

|f(x)| dx <
1

n

∫ 2(N+1)

0

|f(x)| dx

1

n
·5N 5 Jn <

1

n
·5(N + 1)

(∗∗)より nc

2π
− 1 < N，N + 1 5 nc

2π
+ 1であるから

5

n

(nc
2π

− 1
)
< Jn <

5

n

(nc
2π

+ 1
)

5c

2π
− 5

n
< Jn <

5c

2π
+

5

n

このとき lim
n→∞

(
5c

2π
− 5

n

)
=

5c

2π
, lim

n→∞

(
5c

2π
+

5

n

)
=

5c

2π

よって，はさみうちの原理により lim
n→∞

Jn =
5c

2π

15



8 (1) `上の点Xについて，k 6= 0より

1

k

−→
OX =

1

3
(~b+ 2~c) +

t

3
(2~a−~b−~c)

=
2t

3
~a+

(
1

3
− t

3

)
~b+

(
2

3
− t

3

)
~c

このとき，~a，~b，~cの係数の和は

2t

3
+

(
1

3
− t

3

)
+

(
2

3
− t

3

)
= 1

これから，
1

k

−→
OXは α上の点であり，

−→
OY =

2t

3
~a+

(
1

3
− t

3

)
~b+

(
2

3
− t

3

)
~c

−→
OYの~a，~b，~cの係数が 0となる点を
それぞれ Z1, Z2, Z3とすると

−−→
OZ1 =

~b + 2~c

3
,

−−→
OZ2 =

2~a +~c

3
,

−−→
OZ3 =

4~a−~b

3

　

F C(~c)

A(~a)
B(~b)

X

E

`

m

β

D

O

Y

M

α

Z2
G

2

1

Z1

Z3

1

2

直線mと4ABCの各辺との交点の個数について，辺BC上は Z1の 1個，
辺CA上は Z2の 1個，辺AB上は 0個．

(2) YはCD上の点であるから
−→
CY = s

−→
CD =

s

2
(
−→
CA+

−→
CB) (sは実数)

−→
CA =

3

2

−−→
CZ2，

−→
CB = 3

−−→
CZ1 を代入すると

−→
CY =

3s

4

−−→
CZ2 +

3s

2

−−→
CZ1

Yは直線 Z1Z2上の点であるから
3s

4
+

3s

2
= 1

これを解いて s =
4

9
すなわち CY : YD = 4 : 5 · · · 1©

条件から 4OYD 4OXE (1)の結果から YD : XE = 1 : k · · · 2©

1©， 2©および4CYF 4EXFより CF : FE = CY : XE = 4 : 5k

このとき，
−→
OC = ~c，

−→
OE = k

−→
OD =

k

2
(~a+~b) であるから

−→
OF =

5k
−→
OC+ 4

−→
OE

4 + 5k
=

5k~c+ 4·k
2
(~a+~b)

4 + 5k
=

k

5k + 4
(2~a + 2~b + 5~c)

16



別解 Z3は線分ABを 1 : 4に外分する点，DはABの中点であるから

Z3A : AB = 1 : 3 ゆえに Z3A : AD = 2 : 3

4CADと直線mについて，メネラウスの定理を適用すると

CZ2

Z2A
·AZ3

Z3D
·DY
YC

= 1 ゆえに
2

1
·2
5
·DY
YC

= 1

したがって CY : YD = 4 : 5 (以下同様)

補足 直線mについて

−→
OY =

1

k

−→
OX =

1

3
(~b+ 2~c) +

t

3
(2~a−~b−~c)

BCの中点をMとすると，この直線の方向ベクトル 2~a−~b−~cは

2~a−~b−~c = −{(~b− ~a) + (~c− ~a)} = −(
−→
AB +

−→
AC) = −2

−−→
AM

したがって，mは中線AMと平行である．

2つの中線AMとCDの交点Gは4ABCの重心であるから

CG : GD = 2 : 1

m//AMであるから CY : YG = CZ2 : Z2A = 2 : 1

CD : CY = 1 :

(
2

3

)2

= 9 : 4 ゆえに CY : YD = 4 : 5

9 (1) {(w + 2)α}2 + (wβ)2 − (2γ)2 = 4(w + 2)α2 + 2w2αβ − 8αγ

これをwについて整理すると

w2(α2 − 2αβ + β2) = 4(γ2 − 2γα + α2)

w2(β − α)2 = 4(γ − α)2

α, β, γは相異なる複素数であるから(
γ − α

β − α

)2

=
w2

4
ゆえに

γ − α

β − α
= ±w

2
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wの実部，虚部はともに正であるから 0 < argw <
π

2

(i)
γ − α

β − α
=

w

2
のとき arg

(
γ − α

β − α

)
= arg

(w
2

)
= argw

0 < arg

(
γ − α

β − α

)
<

π

2

(ii)
γ − α

β − α
= −w

2
のとき arg

(
γ − α

β − α

)
= arg

(
−w

2

)
= argw + π

π < arg

(
γ − α

β − α

)
<

3

2
π

θ = arg

(
γ − α

β − α

)
であるから (0 5 θ < 2π)

0 < θ <
π

2
, π < θ <

3

2
π

(2) 4ABCが正三角形であるとき∣∣∣∣γ − α

β − α

∣∣∣∣ = 1 かつ arg

(
γ − α

β − α

)
=

π

3
,
5

3
π

arg

(
γ − α

β − α

)
=

5

3
πは，(i)，(ii)ともに満たさない．

arg

(
γ − α

β − α

)
=

π

3
は (i)を満たし，このとき

∣∣∣w
2

∣∣∣ = ∣∣∣∣γ − α

β − α

∣∣∣∣ = 1 かつ arg
(w
2

)
= arg

(
γ − α

β − α

)
=

π

3

したがって (∗) w

2
= cos

π

3
+ i sin

π

3
よって w = 1 +

√
3i

(3) (∗)より

α = 2·w
2
= 2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
= 1 +

√
3i

w2

2
= 2

(w
2

)2
= 2

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)
= −1 +

√
3i

BCの中点をMとすると M(−2 +
√
3i)

　

O

y

x

A

B

M

C

G

1−1

√
3

−2

2
√
3

AM = 3より BM = CM =
√
3 よって β = −2 + 2

√
3i, γ = −2

18



10 (1) 媒介変数 tを用いて表された曲線

C : x =
1

2
(et + e−t), y =

1

2
(et − e−t) (∗)

は，(∗∗) x =
√

y2 + 1である．C上の点 P(x, y)とM(0, 1)の距離は

MP2 = x2 + (y − 1)2 = y2 + 1 + (y − 1)2 = 2

(
y − 1

2

)2

+
3

2

MPが最小となるとき，y =
1

2
であるから

1

2
(et − e−t) =

1

2
ゆえに e2t − et − 1 = 0

et > 0に注意して et =
1 +

√
5

2
よって t0 = log

1 +
√
5

2

(2) y =
1

2
を (∗∗)を代入して Q

(√
5

2
,
1

2

)
x2 − y2 = 1であるから

2x− 2yy′ = 0 ゆえに yy′ = x

C上の点Qにおける接線 `の傾きは

1

2
y′ =

√
5

2
ゆえに y′ =

√
5

　

O

y

x

` C

√
5
2

1
2

2√
5
1

Q

D
A B

したがって，`の方程式は

y − 1

2
=

√
5

(
x−

√
5

2

)
すなわち y =

√
5x− 2

`と x軸の交点をAとする．Qから x軸に垂線QBを引くと

4QAB =
1

2

(√
5

2
− 2√

5

)
1

2
=

√
5

40

(∗)の定積分
∫ √

5
2

1

y dxについて
1

2
(et0 + e−t0) =

√
5

2
,

1

2
(et0 − e−t0) =

1

2

dx

dt
=

1

2
(et − e−t)

x 1 −→
√
5
2

t 0 −→ t0
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∫ √
5

2

1

y dx =
1

4

∫ t0

0

(
et − e−t

)2
dt =

1

4

∫ t0

0

(e2t − 2 + e−2t) dt

=
1

4

[
1

2
e2t − 2t− 1

2
e−2t

]t0
0

=
1

2
·1
2
(et0 + e−t0)·1

2
(et0 − e−t0)− 1

2
t0

=
1

2
·
√
5

2
·1
2
− 1

2
log

1 +
√
5

2
=

√
5

8
− 1

2
log

1 +
√
5

2

したがって，領域Dの面積を Sとすると

S = 4QAB−
∫ √

5
2

1

y dx

=

√
5

40
−

(√
5

8
− 1

2
log

1 +
√
5

2

)

=
1

2
log

1 +
√
5

2
−

√
5

10

別解
√
x2 − 1の積分 (一般には，

√
x2 + Aの積分)1

(x
√
x2 − 1)′ =

√
x2 − 1 + x· x√

x2 − 1
= 2

√
x2 − 1 +

1√
x2 − 1

{log(x+
√
x2 − 1}′ =

1 +
x√

x2 − 1

x+
√
x2 − 1

=
1√

x2 − 1

上の第 1式から第 2式の辺々を引くと

{x
√
x2 − 1− log(x+

√
x2 − 1)}′ = 2

√
x2 − 1

したがって
∫ √

x2 − 1 dx =
1

2
{x

√
x2 − 1− log(x+

√
x2 − 1)}+ C

∫ √
5

2

1

y dx =

∫ √
5

2

1

√
x2 − 1 dx

=
1

2

[
x
√
x2 − 1− log(x+

√
x2 − 1)

]√
5

2

1

=

√
5

8
− 1

2
log

√
5 + 1

2
(以下同様)

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai kiseki ri.pdf (p.162 (物理ページ p.167))
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(3) 曲線C : x =
√

y2 + 1と x軸，y軸，直線 y =
1

2
で囲まれた部分を y軸の

周りに 1回転させてできる立体の体積を V1とすると

V1 = π

∫ 1
2

0

x2 dy = π

∫ 1
2

0

(y2 + 1) dx = π

[
y3

3
+ y

] 1
2

0

=
13

24
π

`と x軸，y軸，直線 y =
1

2
で囲まれた部分を y軸の周りに 1回転させて

できる円錐台の体積を V2とすると

V2 =
π

3


(

2√
5

)2

+
2√
5
·
√
5

2
+

(√
5

2

)2
 1

2
=

61

120
π

求める回転体の体積を V とすると

V =
13

24
π − 61

120
π =

π

30

補足 上面の半径 a，底面の半径 b，高さ hの円錐台の体積は 2

π

3
(a2 + ab+ b2)h

別解 4QABを y軸の周りに 1回転させてできる立体の体積を V3とすると

V3 = π

(√
5

2

)2
1

2
− V2 =

5

8
π − 61

120
π =

7

60
π

曲線C : y =
√
x2 − 1と x軸，直線 x =

√
5

2
で囲まれた部分を y軸の周り

に 1回転させてできる立体の体積を V4とすると，バウムクーヘン型の求
積法により 3

V4 = 2π

∫ √
5

2

1

x
√
x2 − 1 dx =

2π

3

[
(x2 − 1)

3
2

]√
5
2

1

=
π

12

よって V = V3 − V4 =
7

60
π − π

12
=

π

30

補足 4QABの重心の x座標は
1

3

(
1· 2√

5
+ 2·

√
5

2

)
=

7
√
5

15

V3は，パップス=ギュルダンの定理により 4

V3 = 2π·7
√
5

15
·4QAB = 2π·7

√
5

15
·
√
5

40
=

7

60
π

2http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou 2019.pdf (p.4)
3http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai i 2016.pdf 2
4http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2012.pdf 1
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バウムクーヘン型求積法

次の回転体の体積について，円筒形に区分して考えると積分の意味が理解できる．

バウムクーヘン型求積法

a 5 x 5 bの範囲で f(x) = 0のとき，y = f(x)のグラフと x軸および 2直線
x = a，x = bで囲まれた部分を y軸の回りに 1回転してできる立体の体積 V は

V = 2π

∫ b

a

xf(x) dx

証明 y = f(x)のグラフを単調増加または単調減
少の区間に分けて証明する．例えば，右の図
のように y = f(x)は a 5 x 5 cで単調増加，
c 5 x 5 bでは単調減少とする．このとき，
それぞれの区間で逆関数が存在することから

C1 : x = g1(y) (α 5 y 5 γ),

C2 : x = g2(y) (β 5 y 5 γ)

とおき，さらに次のようにおく．

　

O

y

x

y = f(x)

a c b

C3

C1

C5

C2

α

β

γ

C4

C3 : x = a (0 5 y 5 α), C4 : x = c (0 5 y 5 γ), C5 : x = b (0 5 y 5 β)

x軸とC1, C3, C4で囲まれた部分およびC2, C4, C5で囲まれた部分をそれぞ
れ y軸の回りに 1回転してできる立体の体積をそれぞれ V1，V2とすると

V1

π
=

∫ γ

0

c2 dy −
∫ α

0

a2 dy −
∫ γ

α

{g1(y)}2 dy

= c2γ − a2α−
∫ c

a

x2f ′(x) dx

= c2γ − a2α−
[
x2f(x)

]c
a

+ 2

∫ c

a

xf(x) dx = 2

∫ c

a

xf(x) dx

V2

π
=

∫ β

0

b2 dy +

∫ γ

β

{g2(y)}2 dy −
∫ γ

0

c2 dy

= b2β − c2γ +

∫ c

b

x2f ′(x) dx

= b2β − c2γ +

[
x2f(x)

]c
b

− 2

∫ c

b

xf(x) dx = 2

∫ b

c

xf(x) dx

よって V = V1 + V2 = 2π

∫ c

a

xf(x) dx+ 2π

∫ b

c

xf(x) dx = 2π

∫ b

a

xf(x) dx

一般に，単調増加・単調減少の区間に分けることで上の結果を得る． 証終
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11 (1) In =

∫ 2π

0

| sinnx− sin 2nx| dxとおく．

t = nxとすると
dt

dx
= n

x 0 −→ 2π

t 0 −→ 2nπ

In =

∫ 2nπ

0

| sin t− sin 2t| 1
n
dt =

1

n

∫ 2nπ

0

| sinx− sin 2x| dx (∗)

ここで，f(x) = sin x− sin 2xとし，f(x)の原始関数の 1つを

F (x) = − cos x+
1

2
cos 2xとおく．

f(x+ 2π) = sin(x+ 2π)− sin 2(x+ 2π) = f(x),

f(2π − x) = sin(2π − x)− sin 2(2π − x) = − sin x+ sin 2x = −f(x)

f(x)は周期 2πの周期関数で，|f(2π − x)| = |f(x)|であるから

In =
1

n

∫ 2nπ

0

|f(x)| dx =
1

n
·n
∫ 2π

0

|f(x)| dx =

∫ 2π

0

|f(x)| dx

=

∫ π

0

|f(x)| dx+

∫ 2π

π

|f(x)| dx

∫ 2π

π

|f(x)| dxについて，x = 2π−uとおくと
dx

du
= −1

x π −→ 2π

u π −→ 0∫ 2π

π

|f(x)| dx =

∫ 0

π

|f(2π − u)| (−1)du =

∫ π

0

|f(u)| du =

∫ π

0

|f(x)| dx

したがって In = 2

∫ π

0

|f(x)| dx

f(x) = sinx(1− 2 cos x)より |f(x)| =

{
−f(x) (0 5 x 5 π

3
)

f(x) (π
3
5 x 5 π)

In
2

= −
∫ π

3

0

f(x) dx+

∫ π

π
3

f(x) dx = −
[
F (x)

]π
3

0

+

[
F (x)

]π
π
3

= F (0)− 2F
(π
3

)
+ F (π) = −1

2
− 2

(
−3

4

)
+

3

2
=

5

2

よって In = 2× 5

2
= 5
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(2) Jn =

∫ c

0

| sinnx− sin 2nx|とおく．

t = nxとすると
dt

dx
= n

x 0 −→ c

t 0 −→ nc

Jn =

∫ nc

0

| sin t− sin 2t| 1
n
dt =

1

n

∫ nc

0

|f(t)| dt = 1

n

∫ nc

0

|f(x)| dx

nc

2π
以下の最大の整数をN とすると

(∗∗) N 5 nc

2π
< N + 1 ゆえに 2Nπ 5 nc < 2(N + 1)π

(∗)および (1)の結果により，IN =
1

N

∫ 2Nπ

0

|f(x)| dx = 5であるから

∫ 2Nπ

0

|f(x)| dx = 5N

したがって

1

n

∫ 2Nπ

0

|f(x)| dx 5 1

n

∫ nc

0

|f(x)| dx <
1

n

∫ 2(N+1)

0

|f(x)| dx

1

n
·5N 5 Jn <

1

n
·5(N + 1)

(∗∗)より nc

2π
− 1 < N，N + 1 5 nc

2π
+ 1であるから

5

n

(nc
2π

− 1
)
< Jn <

5

n

(nc
2π

+ 1
)

5c

2π
− 5

n
< Jn <

5c

2π
+

5

n

このとき lim
n→∞

(
5c

2π
− 5

n

)
=

5c

2π
, lim

n→∞

(
5c

2π
+

5

n

)
=

5c

2π

よって，はさみうちの原理により lim
n→∞

Jn =
5c

2π
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