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平成22年度　東京大学２次試験前期日程 (数学問題)100分

文科 (一類，二類，三類)　数 I・II・A・B

問題 1 2 3 4

1 Oを原点とする座標平面上に点A(−3, 0)をとり，0◦ < θ < 120◦の範囲にある
θに対して，次の条件 (i)，(ii)をみたす 2点B，Cを考える．

(i) Bは y > 0の部分にあり，OB = 2かつ∠AOB = 180◦ − θである．

(ii) Cは y < 0の部分にあり，OC = 1かつ∠BOC = 120◦である．

ただし4ABCはOを含むものとする．

以下の問 (1)，(2)に答えよ．

(1) 4OABと4OACの面積が等しいとき，θの値を求めよ．

(2) θを 0◦ < θ < 120◦の範囲で動かすとき，4OABと4OACの面積の和の
最大値と，そのときの sin θ の値を求めよ．

2 2次関数 f(x) = x2 + ax+ bに対して

f(x+ 1) = c

∫ 1

0

(3x2 + 4xt)f ′(t) dt

が xについての恒等式になるような定数 a，b，cの組をすべて求めよ．

3 2つの箱 LとR，ボール 30個，コイン投げで表と裏が等確率
1

2
で出るコイン 1

枚を用意する．xを 0以上 30以下の整数とする．Lに x個，Rに 30 − x個の
ボールを入れ，次の操作 (#)を繰り返す．

(#) 箱Lに入っているボールの個数を zとする．コインを投げ，表が出れば箱
Rから箱 Lに，裏が出れば箱 Lから箱Rに，K(z)個のボールを移す．た
だし，0 5 z 5 15のときK(z) = z，16 5 z 5 30のときK(z) = 30 − z

とする．

m回の操作の後，箱 Lのボールの個数が 30である確率を Pm(x)とする．たと

えば P1(15) = P2(15) =
1

2
となる．以下の問 (1)，(2)に答えよ．

(1) m = 2のとき，xに対してうまく yを選び，Pm(x)を Pm−1(y)で表せ．

(2) nを自然数とするとき，P2n(10)を求めよ．
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4 Cを半径 1の円周とし，AをC上の 1点とする．3点P，Q，RがAを時刻 t = 0

に出発し，C上を各々一定の速さで，P，Qは反時計回りに，Rは時計周りに，
時刻 t = 2π まで動く．P，Q，Rの速さは，それぞれm，1，2であるとする．
(したがって，QはCをちょうど一周する．)ただし，mは 1 5 m 5 10をみた
す整数である．4PQRがPRを斜辺とする直角二等辺三角形となるような速さ
mと時刻 tの組をすべて求めよ．
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解答例

1 (1) ∠AOB = 180◦ − θより，OBの x軸の正の向き
となす角は θである．∠BOC = 120◦であるか
ら (0◦ < θ < 180◦)，OCの x軸の正の向きとな
す角は 120◦ − θである．
4OABと4OACの面積が等しいとき，B，Cか
ら x軸におろした垂線の長さが等しいから

2 sin θ = sin(120◦ − θ) · · · 1©

　

O

y

x
A

−3

B

C

2
θ

1
120◦−θ

右辺を変形すると

sin(120◦ − θ) = sin 120◦ cos θ − cos 120◦ sin θ

=

√
3

2
cos θ +

1

2
sin θ · · · 2©

2©を 1©に代入して整理すると

3

2
sin θ −

√
3

2
cos θ = 0 ゆえに

√
3 sin θ − cos θ = 0

したがって 2 sin(θ − 30◦) = 0 (0 < θ < 120◦) よって θ = 30◦

(2) B，Cから x軸に下ろした垂線の長さの和が最大となる θを求めればよい
から， 2©を利用して

2 sin θ + sin(120◦ − θ) = 2 sin θ +

√
3

2
cos θ +

1

2
sin θ

=

√
3

2
cos θ +

5

2
sin θ

=
√
7

( √
3

2
√
7
cos θ +

5

2
√
7
sin θ

)
· · · (∗)

ここで，cosα =

√
3

2
√
7
，sinα =

5

2
√
7
とおくと (0◦ < α < 90◦)

(∗) =
√
7 cos θ cosα + sin θ sinα

=
√
7 cos(θ − α)

(∗)が最大となるとき θ − α = 0 すなわち sin θ = sinα =
5

2
√
7

このとき，求める面積の和の最大値は
1

2
OA·(∗) = 1

2
·3·

√
7 =

3
√
7

2
�
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2 f(x) = x2 + ax+ bより，f(1)− f(0) = a+ 1であるから∫ 1

0

f ′(t) dt =

[
f(t)

]1
0

= f(1)− f(0) = a+ 1

また，f ′(x) = 2x+ aであるから∫ 1

0

tf ′(t) dt =

∫ 1

0

t(2t+ a) dt =

∫ 1

0

(2t2 + at) dt

=

[
2

3
t3 +

a

2
t2
]1
0

=
a

2
+

2

3

したがって
∫ 1

0

(3x2 + 4xt)f ′(t) dt = 3x2

∫ 1

0

f ′(t) dt+ 4x

∫ 1

0

tf ′(t) dt

= 3x2(a+ 1) + 4x

(
a

2
+

2

3

)
= (3a+ 3)x2 +

(
2a+

8

3

)
x,

f(x+ 1) = (x+ 1)2 + a(x+ 1) + b

= x2 + (a+ 2)x+ a+ b+ 1

これらを条件式に代入すると

x2 + (a+ 2)x+ a+ b+ 1 = c

{
(3a+ 3)x2 +

(
2a+

8

3

)
x

}

xについて同じ次数の項の係数を比較すると

1 = c(3a+ 3), a+ 2 = c

(
2a+

8

3

)
, a+ b+ 1 = 0 · · · (∗)

(∗)の第 1式と第 2式から cを消去すると

(a+ 2)(3a+ 3) = 2a+
8

3
ゆえに (3a+ 2)(3a+ 5) = 0

これを解いて a = −2

3
, − 5

3

(∗)の第 1式と第 3式から c =
1

3a+ 3
，b = −a− 1

よって (a, b, c) =

(
−
2

3
,−

1

3
, 1

)
,

(
−
5

3
,
2

3
,−

1

2

)
�
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3 (1) 0 5 z 5 15のときK(z) = z，16 5 z 5 30のときK(z) = 30− zより

K(z) = min(z, 30− z)

(#)により，次の確率漸化式が成立する．

Pm(x) =
1

2
Pm−1(x+K(x)) +

1

2
Pm−1(x−K(x)),

Pm(0) = 0, Pm(30) = 1

(i) 0 5 x 5 15のとき，K(x) = xであるから

Pm(x) =
1

2
Pm−1(x+ x) +

1

2
Pm−1(x− x)

=
1

2
Pm−1(2x) +

1

2
Pm−1(0)

=
1

2
Pm−1(2x)

(ii) 16 5 x 5 30のとき，K(x) = 30− xであるから

Pm(x) =
1

2
Pm−1(x+ (30− x)) +

1

2
Pm−1(x− (30− x))

=
1

2
Pm−1(30) +

1

2
Pm−1(2x− 30)

=
1

2
+

1

2
Pm−1(2x− 30)

(i)，(ii)より Pm(x) =


1

2
Pm−1(2x) (0 5 x 5 15)

1

2
+

1

2
Pm−1(2x − 30) (16 5 x 5 30)

(2) (1)で示した確率漸化式により

P2n(10) =
1

2
P2n−1(20) +

1

2
P2n−1(0) =

1

2
P2n−1(20)

=
1

2

(
1

2
P2n−2(30) +

1

2
P2n−2(10)

)
=

1

4
+

1

4
P2n−2(10)

ここで，an = P2n(10)とおくと an =
1

4
+

1

4
an−1, a0 = 0

上式より an−
1

3
=

1

4

(
an−1 −

1

3

)
ゆえに an−

1

3
=

(
a0 −

1

3

)(
1

4

)n

したがって an =
1

3

(
1− 1

4n

)
よって P2n(10) =

1

3

(
1 −

1

4n

)
�
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4 Rに対する P，Qの相対速度は，それぞれm + 2，3

である．PRは円Cの直径であるから

(m+ 2)t = (2l − 1)π (lは整数)

Cの中心をOとすると，∠ROQ =
π

2
であるから

3t =
2n− 1

2
π (nは整数)

　

O

P Q

RC

上の 2式から t =
2l − 1

m+ 2
π =

2n− 1

6
π · · · (∗)

このとき，0 < t < 2πであるから

0 <
2n− 1

6
π < 2π ゆえに 1 5 n 5 6

(∗)より (m+ 2)(2n− 1) = 6(2l − 1)

2n− 1，2l − 1は奇数であるから，m+ 2は 4で割り切れない偶数である．

(i) m+ 2 = 6，すなわち，m = 4のとき，(∗)より

t =
2l − 1

6
π =

2n− 1

6
すなわち l = n (n = 1, 2, 3, 4, 5, 6)

(ii) m+ 2 = 10，すなわち，m = 8のとき，(∗)より

t =
2l − 1

10
=

2n− 1

6
ゆえに 3(2l − 1) = 5(2n− 1)

すなわち (l, n) = (3, 2), (8, 5)

よって m = 4 のとき t =
2n − 1

6
π (n = 1, 2, 3, 4, 5, 6)

m = 8 のとき t =
2n − 1

6
π (n = 2, 5)

�


