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平成26年度　東北大学２次試験前期日程 (数学問題)150分

理系 (理，医 (医・保健 (放射線・検査))，歯，薬，工，農)

問題 1 2 3 4 5 6

1 x = t+
1

3t

(
0 < t 5 1

2

)
とする．

(1) xのとり得る値の範囲を求めよ．

(2) xの方程式 x2 + ax+ b = 0が (1)の範囲に少なくとも 1つの解をもつよう
な点 (a, b)の存在範囲を図示せよ．

2 右図のような平行六面体 OABC-DEFG が
xyz空間内にあり，O(0, 0, 0)，A(2, 0, 0)，
C(0, 3, 0)，D(−1, 0,

√
6)とする．辺ABの

中点をMとし，辺 DG上の点 NをMN = 4

かつDN < GNを満たすように定める．

　

A B

C

E F
GD

O

(1) Nの座標を求めよ．

(2) 3点 E，M，Nを通る平面と y軸との交点 Pを求めよ．

(3) 3点 E，M，Nを通る平面による平行六面体OABC-DEFGの切り口の面
積を求めよ．

3 1，2，3，4，5のそれぞれの数字が書かれた玉が 2個ずつ，合計 10個ある．

(1) 10個の玉を袋に入れ，よくかき混ぜて 2個の玉を取り出す．書かれてい
る 2つの数字の積が 10となる確率を求めよ．

(2) 10個の玉を袋に入れ，よくかき混ぜて 4個の玉を取り出す．書かれてい
る 4つの数字の積が 100となる確率を求めよ．

(3) 10個の玉を袋に入れ，よくかき混ぜて 6個の玉を順に取り出す．1個目か
ら 3個目の玉に書かれている 3つの数字の積と，4個目から 6個目の玉に
書かれている 3つの数字の積が等しい確率を求めよ．

4 不等式 1 5 x2+ y2 5 4が表す xy平面内の領域をDとする．Pを円 x2+ y2 = 1

上の点，QとRを円 x2+y2 = 4上の異なる 2点とし，三角形PQRは領域Dに

含まれているとする．a，bを実数とし，行列A =

(
a −b

b a

)
の表す 1次変換

によりPはP′，QはQ′，RはR′に移されるとする．このとき，三角形P′Q′R′

が領域Dに含まれるための a，bの必要十分条件を求めよ．ただし，三角形は
内部も含めて考えるものとする．
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5 整数 nに対して，In =

∫ π
2

π
4

cos((2n+ 1)x)

sinx
dxとする．

(1) I0を求めよ．

(2) nを正の整数とするとき，In − In−1を求めよ．

(3) I5を求めよ．

6 以下の問いに答えよ．

(1) nを自然数，aを正の定数として，

f(x) = (n+ 1){log(a+ x)− log(n+ 1)} − n(log a− log n)− log x

とおく．x > 0における関数 f(x)の極値を求めよ．ただし，対数は自然対
数とする．

(2) nが 2以上の自然数のとき，次の不等式が成り立つことを示せ．

1

n

n∑
k=1

k + 1

k
> (n+ 1)

1
n
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解答例

1 (1) x = t+
1

3t

(
0 < t 5 1

2

)
より

dx

dt
= 1− 1

3t2
=

1

t2

(
t2 − 1

3

)
< 0

lim
t→+0

x = ∞

よって x =
7

6

t (0) · · · 1
2

dx
dt

−
x ↘ 7

6

(2) f(x) = x2 + ax+ bとおくと f(x) =
(
x+

a

2

)2
− a2

4
+ b

(i) −a

2
5 7

6
，すなわち，a = −7

3
のとき

f

(
7

6

)
=

(
7

6

)2

+ a·7
6
+ b 5 0 ゆえに b 5 −7

6
a− 49

36

(ii)
7

6
5 −a

2
，すなわち，a 5 −7

3
のとき

−a2

4
+ b 5 0 ゆえに b 5 a2

4

x x
−a

2
−a

2
7
6

(i) −a
2
5 7

6
のとき (ii) 7

6
5 −a

2
のとき

7
6

(i)，(ii)の結果から点 (a, b)の存在範囲
は，右の斜線部分で，境界線を含む．

　

O

b

a−7
3

49
36

−49
36

�
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2 (1) O(0, 0, 0)，A(2, 0, 0)，C(0, 3, 0)，D(−1, 0,
√
6)

~a =
−→
OA，~c =

−→
OC，~d =

−→
ODとすると

|~a| = 2, |~c| = 3, |~d| =
√
7, ~a·~c = ~c·~d = 0, ~a·~d = −2

−−→
OM = ~a+

1

2
~c，

−→
ON = ~d+ t~cとおくと

(
0 < t <

1

2

)
−−→
MN = −~a+ ~d+

(
t− 1

2

)
~c,

|
−−→
MN|2 = |~a|2 + |~d|2 +

(
t− 1

2

)2

|~c|2 − 2~a·~d

= 4 + 7 + 9

(
t− 1

2

)2

− 2·(−2) = 9

(
t− 1

2

)2

+ 15

|
−−→
MN| = 4より 9

(
t− 1

2

)2

+ 15 = 16 ゆえに t =
1

2
± 1

3

DN < GNより，0 < t <
1

2
であるから t =

1

6
したがって，求める N の座標は

−→
ON = ~d+

1

6
~c = (−1, 0,

√
6) +

1

6
(0, 3, 0) =

(
−1,

1

2
,
√
6

)

(2)
−→
OE = ~a+ ~d，

−−→
OM = ~a+

1

2
~c．

−→
ON = ~d+

1

6
~c

ゆえに
−−→
EM =

1

2
~c− ~d，

−→
EN =

1

6
~c− ~a

Pは平面 EMN上の点であるから

−→
OP =

−→
OE + α

−−→
EM+ β

−→
EN (α, βは実数)

= ~a+ ~d+ α

(
1

2
~c− ~a

)
+ β

(
1

6
~c− ~a

)
= (1− β)~a+

(
α

2
+

β

6

)
~c+ (1− α)~d

　

A B

C

E F
GD

O P

M

N

Pは y軸上の点であるから (~cのスカラー倍)

1− β = 0, 1− α = 0 ゆえに α = β = 1

したがって
−→
OP =

(
1

2
+

1

6

)
~c =

2

3
~c =

2

3
(0, 3, 0) = (0, 2, 0)

よって P(0, 2, 0)
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(3) (2)の結果から，
−→
OP =

−→
OE +

−−→
EM+

−→
EN ゆえに

−→
EP =

−−→
EM+

−→
EN

したがって，四角形 EMNPは平行四辺形である．

−−→
EM =

1

2
~c− ~d =

1

2
(0, 3, 0)− (−1, 0,

√
6) =

(
1,

3

2
,−

√
6

)
−→
EN =

1

6
~c− ~a =

1

6
(0, 3, 0)− (2, 0, 0) =

(
−2,

1

2
, 0

)
よって，求める面積を Sとすると

S =

√
|
−−→
EM|2|

−→
EN|2 − (

−−→
EM·

−→
EN)2

=

√(
1 +

9

4
+ 6

)(
4 +

1

4

)
−
(
−2 +

3

4

)2

=

√
37

4
·17
4

−
(
−5

4

)2

=

√
151

2

補足 平面EMPNをLとする．平面OABCと平面
DEFGは平行であるから，これらの 2平面と
Lの交線MPと ENは平行である．
また，平面ABFEと平面OCGDは平行であ
るから，これらの 2平面と Lの交線 EMと
NPは平行である．
よって，四角形EMPNは平行四辺形である．

　

A B

C

E F
GD

O P

M

N

�
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3 10個の数字が書かれた玉を次のように区別して考える．

{1a, 1b, 2a, 2b, 3a, 3b, 4a, 4b, 5a, 5b}

(1) 10個の玉から 2個取り出す場合の総数は 10C2 = 45 (通り)

書かれている 2つの数字の積が 10となるのは，2と 5を 1個ずつ取り出す
場合であるから {2x, 5y} x = a, b y = a, b

2× 2 = 4 (通り)

よって，求める確率は
4

45

(2) 10個の玉から 4個取り出す場合の総数は 10C4 = 210 (通り)

書かれている 4つの数字の積が 100となるのは，{1, 4, 5, 5}, {2, 2, 5, 5}
の組合せであるから {1x, 4y, 5a, 5b}, {2a, 2b, 5a, 5b} x = a, b y = a, b

2·2 + 1 = 5 (通り)

よって，求める確率は
5

210
=

1

42

(3) 10個の玉から 6個の玉を順序を付けて取り出す場合の総数は

10P6 = 10·9·8·7·6·5 = 25·33·52·7 (通り)

(i) 前半 3個と後半 3個に書かれている数字が同じ 3種類の数字のとき
前半 3個が 5P3·23通りで後半 3個が 3!通りであるから

5P3·23 × 3! = 26·32·5 (通り)

(ii) 前半 3個と後半 3個の組合せが {1, 3, 4}と {2, 2, 3}のとき

{1x, 3α, 4y}，{2a, 2b, 3β} x = a, b y = a, b, (α, β) = (a, b), (b, a)

3!× 3!× 23 × 2 = 26·32 (通り)

(iii) 前半 3個と後半 3個の組合せが {1, 4, 5}と {2, 2, 5}のとき

{1x, 4y, 5α}，{2a, 2b, 5β} x = a, b y = a, b, (α, β) = (a, b), (b, a)

3!× 3!× 23 × 2 = 26·32 (通り)

(i)～(iii)から，求める確率は

26·32·5 + 26·32 + 26·32

25·33·52·7
=

26·32(5 + 1 + 1)

25·33·52·7
=

2

3·52
=

2

75
�
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4 (必要性)行列Aの表す1次変換によって，点 (x, y) ∈ Dは (ax−by, bx+ay) ∈ D

に移るから，

1 5 (ax− by)2 + (bx+ ay)2 5 4 ゆえに 1 5 (a2 + b2)(x2 + y2) 5 4 · · · (∗)

1 5 x2 + y2 5 4であるから，x2 + y2 = 1のとき，(∗)を満たすから

1 5 a2 + b2 5 4 · · · 1©

また，x2 + y2 = 4のとき，(∗)を満たすから

1 5 4(a2 + b2) 5 4 ゆえに
1

4
5 a2 + b2 5 1 · · · 2©

1©， 2©より a2 + b2 = 1

(十分性) a2 + b2 = 1のとき，a = cos θ, b = sin θ (0 5 θ < 2π) を満たす θが
存在する．すなわち，行列Aの表す 1次変換は，原点を中心に θだけ回転させ
る 1次変換であるから，Dに含まれる三角形 PQRはこの変換によって移動し
た三角形 P′Q′R′もDに含まれる．よって，求める必要十分条件は

a2 + b2 = 1

�

5 (1) I0 =

∫ π
2

π
4

cos x

sinx
dx =

[
log(sin x)

]π
2

π
4

=
1

2
log 2

(2) cos(2n+1)x− cos(2n− 1)x = −2 sin 2nx sin xより，正の整数 nについて

In − In−1 =

∫ π
2

π
4

cos(2n+ 1)x

sinx
dx−

∫ π
2

π
4

cos(2n− 1)x

sin x
dx

= −2

∫ π
2

π
4

sin 2nx dx =
1

n

[
cos 2nx

]π
2

π
4

=
1

n

(
cosnπ − cos

nπ

2

)
=

1

n

{
(−1)n − cos

nπ

2

}
(3) (2)の結果から

5∑
n=1

(In − In−1) =
5∑

n=1

1

n

{
(−1)n − cos

nπ

2

}
I5 − I0 = −1 + 1 +

(
−1

3

)
+ 0 +

(
−1

5

)
= − 8

15

(1)の結果から I5 =
1

2
log 2 −

8

15
�
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6 (1) f(x) = (n+ 1){log(a+ x)− log(n+ 1)} − n(log a− log n)− log xより

f ′(x) =
n+ 1

a+ x
− 1

x
=

nx− a

x(a+ x)

したがって，f(x)の増減表は

x (0) · · · a
n

· · ·
f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 0 ↗

よって，
a

n
で，極小値 0をとる．

(2) Sn =
n∑

k=1

k + 1

k
，Tn =

Sn
n

nn(n+ 1)
とおくと (nは自然数)

log Tn = log
Sn

n

nn(n+ 1)
= n(logSn − log n)− log(n+ 1) · · · (∗)

(1)の等式において，a = Sn，x =
n+ 2

n+ 1
とおくと，a + x = Sn+1である

ことに注意すると，f(x) = 0であるから

(n+ 1){logSn+1 − log(n+ 1)} − n(logSn − log n)− log
n+ 2

n+ 1
= 0

したがって

(n+ 1){logSn+1 − log(n+ 1)} − log(n+ 2)

= n(logSn − log n)− log(n+ 1)

上式および (∗)より log Tn+1 = log Tn ゆえに Tn+1 = Tn

ここで S2 =
2

1
+

3

2
=

7

2
より T2 =

S2
2

22(2 + 1)
=

49

48
> 1

2以上の自然数 nについて，Tn > 1であるから

Sn
n

nn(n+ 1)
> 1 ゆえに

(
Sn

n

)n

> n+ 1

よって
1

n

n∑
k=1

k + 1

k
> (n+ 1)

1
n �


