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平成25年度　名古屋大学　２次試験前期日程 (数学問題)150分
理・工・農・医・情報文化 (自然情報)　数 I・II・III・A・B・C

問題 1 2 3 4

1 3人でジャンケンをする．各人はグー，チョキ，パーをそれぞれ
1

3
の確率で出

すものとする．負けた人は脱落し，残った人で次回のジャンケンを行い (アイ
コのときは誰も脱落しない)，勝ち残りが 1人になるまでジャンケンを続ける．
このとき各回の試行は独立とする．3人でジャンケンを始め，ジャンケンが n

回目まで続いて n回目終了時に 2人が残っている確率を pn，3人が残っている
確率を qnとおく．

(1) p1，q1を求めよ．

(2) pn，qnがみたす漸化式を導き，pn，qnの一般項を求めよ．

(3) ちょうど n回目で 1人の勝ち残りが決まる確率を求めよ．

2 x > 0とし，f(x) = log x100とおく．

(1) 次の不等式を証明せよ．

100

x+ 1
< f(x+ 1)− f(x) <

100

x

(2) 実数 aの整数部分 (k 5 a < k+1となる整数 k)を [a]で表す．整数 [f(1)]，
[f(2)]，[f(3)]，· · ·，[f(1000)]のうちで異なるものの個数を求めよ．必要
ならば log 10 = 2.3026として計算せよ．

3 k，m，nは整数とし，n = 1とする．mCkを二項係数として，Sk(n)，Tm(n)を
以下のように定める．

Sk(n) = 1k + 2k + 3k + · · ·+ nk, Sk(1) = 1 (k = 0)

Tm(n) = mC1S1(n) + mC2S2(n) + mC3S3(n) + · · ·

+ mCm−1Sm−1(n) =
m−1∑
k=1

mCkSk(n) (m = 2)

(1) Tm(1)と Tm(2)を求めよ．

(2) 一般の nに対して Tm(n)を求めよ．

(3) pが 3以上の素数のとき，Sk(p− 1) (k = 1, 2, 3, · · · , p− 2) は pの倍数で
あることを示せ．



2

4 半径 1の円盤C1が半径 2の円盤C2に貼り付けられており，2つの円盤の中心
は一致する．C2の周上にある定点をAとする．図のように，時刻 t = 0におい
てC1はO(0, 0)で x軸に接し，Aは座標 (0,−1)の位置にある．2つの円盤は
一体となり，C1は x軸上をすべることなく転がっていく．時刻 tでC1の中心
が点 (t, 1)にあるように転がるとき，0 5 t 5 2πにおいて Aが描く曲線を C

とする．

(1) 時刻 tにおけるAの座標を (x(t), y(t))で表す．(x(t), y(t))を求めよ．

(2) x(t)と y(t)の tに関する増減を調べ，x(t)あるいは y(t)が最大値または最
小値をとるときのAの座標を全て求めよ．

(3) Cと x軸で囲まれた図形の面積を求めよ．
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解答例

1 (1) 1回のジャンケンで負ける 1人の選び方は 3通り，その負け方は 3通り．
1回のジャンケンで 1人だけが負ける，すなわち，2人が残る確率 p1は

p1 =
3·3
33

=
1

3

1回のジャンケンでアイコになるのは，3人とも違う手を出す場合の 3!通
りと 3人とも同じ手を出す場合の 3通りがある．1回のジャンケンで 3人
が残っている確率 q1は

q1 =
3! + 3

33
=

1

3

(2) n+1回目に 2人が残っているのは，n回目に 2人が残っていて n+1回目
でアイコになる場合，n回目に 3人が残っていて n+ 1回目で 1人脱落す
る場合であるから

pn+1 = pn·
3

32
+ qn·

1

3
=

1

3
pn +

1

3
qn

n+1回目に 3人が残っているのは，n回目に 3人が残っていて n+1回目
でアイコになる場合であるから

qn+1 = qn·
1

3
=

1

3
qn

よって，求める漸化式は

pn+1 =
1

3
pn +

1

3
qn, qn+1 =

1

3
qn

{qn}は初項
1

3
，公比

1

3
の等比数列であるから qn =

1

3
·
(
1

3

)n−1

=
1

3n

これを漸化式に代入すると

pn+1 =
1

3
pn +

1

3n+1
ゆえに 3n+1pn+1 − 3npn = 1

n = 2のとき
n−1∑
k=1

(3k+1pk+1 − 3kpk) =
n−1∑
k=1

ゆえに 3npn − 3p1 = n− 1 したがって pn =
n

3n

n = 1のときも上式は成立する．

よって，求める一般項は pn =
n

3n
, qn =

1

3n
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(3) n回目 (n = 2)で 1人の勝ち残りが決まるのは，n− 1回目に 2人が残って
いて n回目で 1人が脱落する場合 (脱落する 1人の選び方が 2通りで，そ
の負け方が 3通り)，n− 1回目に 3人が残っていて n回目で 2人脱落する
場合 (勝者 1人の選び方が 3通りで，その勝ち方が 3通り)であるから

pn−1·
2·3
32

+ qn−1·
3·3
33

=
n− 1

3n−1
·2
3
+

1

3n−1
·1
3
=

2n− 1

3n

上式は，n = 1のときも成立するから，求める確率は
2n − 1

3n
�

2 (1) f(x) = 100 log xより

f(x+ 1)− f(x) = 100 log(x+ 1)− 100 log x

= 100

[
log t

]x+1

x

= 100

∫ x+1

x

dt

t
· · · 1©

x > 0より
∫ x+1

x

dt

x+ 1
<

∫ x+1

x

dt

t
<

∫ x+1

x

dt

x

1

x+ 1
<

∫ x+1

x

dt

t
<

1

x
· · · 2©

1©， 2©より 100

x+ 1
< f(x+ 1)− f(x) <

100

x

別解 平均値の定理により

f(x+ 1)− f(x)

(x+ 1)− x
= f ′(c) (x < c < x+ 1)

となる cが存在する．f(x) = 100 log xより f ′(x) =
100

x

したがって f(x+ 1)− f(x) =
100

c
,

100

x+ 1
<

100

c
<

100

x

よって
100

x+ 1
< f(x+ 1)− f(x) <

100

x

(2) 1 5 x 5 99のとき，(1)の結果から f(x+ 1)− f(x) > 1

ゆえに，[f(1)], [f(2)], · · · , [f(100)]はすべて異なる．

100 5 x 5 1000のとき，(1)の結果から f(x+ 1)− f(x) < 1

ここで f(100) = 100 log 100 = 200 log 10 = 460.52

f(1000) = 100 log 1000 = 300 log 10 = 690.78

[f(100)] = 460，[f(1000)] = 690であるから，460から 690のすべての整
数が存在する．よって，求める個数は 99 + 690− 460 + 1 = 330 �
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3 (1) Sk(1) = 1kであるから

Tm(1) =
m−1∑
k=1

mCkSk(1) =
m−1∑
k=1

mCk

=
m∑
k=0

mCk − (mC0 + mCm) = 2m − 2

Sk(2) = 1k + 2kであるから

Tm(2) =
m−1∑
k=1

mCkSk(2) =
m−1∑
k=1

mCk(1
k + 2k)

=
m∑
k=0

mCk(1 + 2k)− {mC0(1 + 20) + mCm(1 + 2m)}

=
m∑
k=0

mCk +
m∑
k=0

mCk2
k − (3 + 2m)

= 2m + (2 + 1)m − (3 + 2m) = 3m − 3

(2) Sk(n) =
n∑

j=1

jkであるから

Tm(n) =
m−1∑
k=1

mCkSk(n) =
m∑
k=0

mCkSk(n)− S0(n)− Sm(n)

=
m∑
k=0

mCk

n∑
j=1

jk − n−
n∑

j=1

jm

=
n∑

j=1

m∑
k=0

mCkj
k − n−

n∑
j=1

jm

=
n∑

j=1

(j + 1)m − n−
n∑

j=1

jm =
n∑

j=1

{(j + 1)m − jm} − n

= {(n+ 1)m − 1m} − n = (n + 1)m − (n + 1)

補足 Sk(n)は，k + 1次の整式である 1．

1 http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita 2014.pdf (p.15を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2014.pdf
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(3) (2)の結果に n = p− 1を代入すると

Tm(p− 1) =
m−1∑
k=1

mCkSk(p− 1) = pm − p · · · (∗)

［1］(∗)にm = 2を代入すると

2C1S1(p− 1) = p2 − p ゆえに S1(p− 1) =
p− 1

2
p

pは奇素数であるから，S1(p− 1)は pの倍数である．

［2］(∗)から

Tm+1(p− 1) =
m∑
k=1

m+1CkSk(p− 1) = pm+1 − p · · · (∗∗)

m 5 p− 2とする．k = 1, 2, · · · ,m− 1に対して

Sk(p− 1) ≡ 0 (mod p)

と仮定すると，(∗∗)から m+1CmSm(p− 1) ≡ 0 (mod p)

このとき，m+ 1 5 p− 1で，m+1Cmは pで割り切れないから

Sm(p− 1) ≡ 0 (mod p)

［1］,［2］より，pが 3以上の素数のとき，m = 1, 2, · · · , p− 2に対し

Sm(p− 1) ≡ 0 (mod p)

よって，題意は成立する．

定理

pを奇素数，kが p− 1で割り切れないとき (kが p− 1より大きくてもよい)

Sk(p− 1) = 1k + 2k + · · ·+ (p− 1)k ≡ 0 (mod p)

証明 pの原始根 2 の 1つをaとすると，原始根のべき乗は既約剰余系をなすから

Sk(p− 1) ≡
p−2∑
j=0

ajk (mod p)

両辺に ak − 1を掛けると，ap−1 ≡ 1 (mod p)に注意して

(ak − 1)Sk(p− 1) ≡ (ak − 1)

p−2∑
j=0

ajk ≡ ak(p−1) − 1 ≡ 0 (mod p)

このとき，ak − 1 6≡ 0であるから Sk(p− 1) ≡ 0 (mod p) �
2 http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga 2005.pdf (p.8を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2005.pdf
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4 (1) 時刻 tにおけるC1の中心 (t, 1)をBとすると

−→
OA =

−→
OB+

−→
BA =

(
t

1

)
+ 2

(
cos
(
−π

2
− t
)

sin
(
−π

2
− t
) ) =

(
t− 2 sin t

1− 2 cos t

)
よって (x(t), y(t)) = (t − 2 sin t, 1 − 2 cos t)

(2) (1)の結果から x′(t) = 1− 2 cos t，y′(t) = 2 sin t

t 0 · · · π
3

· · · π · · · 5
3
π · · · 2π

x′(t) − 0 + + + 0 −
y′(t) + + + 0 − − −

(x′(t), y′(t)) ↖ ↑ ↗ → ↘ ↓ ↙
(x(t), y(t)) (0,−1) · · · (π

3
−
√
3, 0) · · · (π, 3) · · · ( 5π

3
+
√
3, 0) · · · (2π,−1)

x(t)を最大にする点Aは，t =
5

3
πのとき

(
5

3
π +

√
3, 0

)
x(t)を最小にする点Aは，t =

π

3
のとき

(
π

3
−

√
3, 0

)
y(t)を最大にする点Aは，t = πのとき (π, 3)

y(t)を最小にする点Aは，t = 0, 2πのとき (0,−1), (2π,−1)

(3) (2)の結果から，Cは次のようになる．

O

y

xπ

3

2π

C

5
3
π+

√
3π

3
−
√
3

−1t = π
3 t = 5

3
π

求める面積を Sとすると

S =

∫ 5
3
π+

√
3

π
3
−
√
3

y dx =

∫ 5
3
π

π
3

(1− 2 cos t)
dx

dt
dt

=

∫ 5
3
π

π
3

(1− 2 cos t)2 dt =

∫ 5
3
π

π
3

(
1− 4 cos t+ 4·1 + cos 2t

2

)
dt

=

[
3t− 4 sin t+ sin 2t

] 5
3
π

π
3

= 4π + 3
√
3

�


