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平成22年度　京都大学　２次試験前期日程 (数学問題)120分

総合人間 (文系)，文，教育 (文系)，法，経済 (文系)

問題 1 2 3 4 5

1 次の各問に答えよ．

(1) 座標平面上で，点 (1, 2)を通り傾き aの直線と放物線 y = x2によって囲
まれる部分の面積を S(a)とする．aが 0 5 a 5 6の範囲を変化するとき，
S(a)を最小にするような aの値を求めよ．

(2) 4ABCにおいてAB = 2，AC = 1とする．∠BACの二等分線と辺BCの
交点をDとする．AD = BDとなるとき，4ABCの面積を求めよ．

2 座標平面上の点P(x, y)が 4x+ y 5 9，x+ 2y = 4，2x− 3y = −6 の範囲を動
くとき，2x+ y，x2 + y2のそれぞれの最大値と最小値を求めよ．

3 1から 5までの自然数を 1列に並べる．どの並べかたも同様の確からしさで起
こるものとする．このとき 1番目と 2番目と 3番目の数の和と，3番目と 4番
目と 5番目の数の和が等しくなる確率を求めよ．ただし，各並べかたにおいて，
それぞれの数字は重複なく 1度ずつ用いるものとする．

4 点Oを中心とする正十角形において，A，Bを隣接する 2つの頂点とする．線
分OB上にOP2 = OB·PBを満たす点 Pをとるとき，OP = ABが成立するこ
とを示せ．

5 座標空間内で，O(0, 0, 0)，A(1, 0, 0)，B(1, 1, 0)，C(0, 1, 0)，D(0, 0, 1)，
E(1, 0, 1)，F(1, 1, 1)，G(0, 1, 1)を頂点にもつ立方体を考える．

(1) 頂点Aから対角線OFに下ろした垂線の長さを求めよ．

(2) この立方体を対角線OFを軸にして回転させて得られる回転体の体積を求
めよ．
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解答例

1 (1) 点 (1, 2)を通り，傾き aの直線は (0 5 a 5 6)

y = a(x− 1) + 2

この直線と放物線 y = x2の方程式から yを消去
すると

x2 − ax+ a− 2 = 0

この 2次方程式の解を α, β (α < β)とすると

　

O

y

x1

2

α β

α =
a−

√
a2 − 4a+ 8

2
, β =

a+
√
a2 − 4a+ 8

2

ゆえに β − α =
√
a2 − 4a+ 8 =

√
(a− 2)2 + 4

S(a)は，右の図の斜線部分であるから，x2の係数に注意して

S(a) =

∫ β

α

{a(x− 1) + 2− x2} dx = −
∫ β

α

(x− α)(x− β) dx

=
1

6
(β − α)3 =

1

6
{(a− 2)2 + 4}

3
2

よって，S(a)は a = 2のとき，最小値を
4

3
をとる．

(2) 線分 AD は ∠BAC の二等分線であるから，
AB : AC = BD : CDより BD : CD = 2 : 1

AD = BDであるから，CD = xとすると

AD = BD = 2x, BC = 3x

　

A B

C
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2

x

2x
2x

4ABC 4DACであるから BC : CA = AC : CD

ゆえに 3x : 1 = 1 : x これを解いて x =
1√
3

したがって BC = 3x =
√
3

C = 90◦となるから 4ABC =
1

2
BC·CA =

1

2
·
√
3·1 =

√
3

2
�
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2 4x+y 5 9，x+2y = 4，2x−3y = −6が表す領域
をDとすると，Dは3点A(2, 1)，B(3

2
, 3)，C(0, 2)

を頂点とする4ABCの周および内部である．
Dと共有点をもつ直線 2x+ y = kを lとすると，l

が点 B(3
2
, 3) を通るとき，kは最大となり，lが点

C(0, 2)を通るとき，kは最小となる．

よって 2x+ yの最大値は 6，最小値は 2

　

O

y

x

H

D

A(2, 1)

B(3
2
, 3)

C

2

l

x2 + y2は原点からの距離の 2乗であり，これが最大のとなるのは 3点 A，B，
C に限られる．

OA2 = 22 + 12 = 5, OB2 =

(
3

2

)2

+ 32 =
45

4
, OC2 = 02 + 22 = 4

よって x2 + y2の最大値は
45

4

また，x2 + y2が最小となる点は，上の図から線分CA : x+2y = 4 (1 5 y 5 2)

上にあるから

x2 + y2 = (4− 2y)2 + y2

= 5y2 − 16y + 16

= 5

(
y − 8

5

)2

+
16

5

y =
8

5
，すなわち，点

(
4

5
,
8

5

)
のとき，x2 + y2は最小値

16

5
をとる．

補足 原点Oから直線 x+ 2y − 4 = 0に引いた垂線OHの長さは

OH =
| − 4|√
12 + 22

=
4√
5
ゆえに OH2 =

16

5

ただし，H

(
4

5
,
8

5

)
が線分CA上にあることを確認する必要がある． �
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3 k番目の数を akとすると (k = 1, 2, 3, 4, 5)

a1 + a2 + a3 + a4 + a5 = 15

a4 + a5 = a1 + a2 であるから 2(a1 + a2) + a3 = 15

a3は奇数あるから，a1 + a2 = a4 + a5の組合せは次のようになる．

(i) a3 = 1 のとき 2 + 5 = 3 + 4

(ii) a3 = 3 のとき 1 + 5 = 2 + 4

(iii) a3 = 5 のとき 1 + 4 = 2 + 3

(i)のとき，(a1, a2, a4, a5)の組合せの総数は 2·2·2 = 8 (通り)

(ii),(iii)の場合も同様であるから，求める確率は
3·8
5!

=
1

5
�

4 ∠AOB = 36◦，∠OAB = ∠OBA = 72◦

右の図のように，∠OABの二等分線AQを引くと

4OAB 4ABQより
AB

OA
=

BQ

AB

AB

OA
= rとすると，

BQ

AB
=

1− r

r
であるから

r =
1− r

r
ゆえに r2 + r − 1 = 0

　 O

A B

Q

r > 0に注意してこれを解くと r =
−1 +

√
5

2

OP

OB
= xとすると

OP

PB
=

x

1− x
, 条件より

OP2

OB·PB
= 1であるから

x2

1− x
= 1 ゆえに x2 + x− 1 = 0 すなわち x =

−1 +
√
5

2

x = rであるから
OP

OB
=

AB

OA
よって OP = AB �

5 (1)
−→
OA = (1, 0, 0)，

−→
OF = (1, 1, 1)より√

|
−→
OA|2|

−→
OF|2 − (

−→
OA·

−→
OF)2

|
−→
OF|

=

√
12(

√
3)2 − 12

√
3

=

√
6

3
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(2) 線分OF上の点 P(t, t, t)を通り，OFに垂直
な平面と直線OAとの交点をQ(q, 0, 0) とす
ると (0 5 q 5 1)，

−→
OF⊥

−→
PQであるから

1(q − t) + 1(−t) + 1(−t) = 0

ゆえに q = 3t，
(
0 5 t 5 1

3

)
−→
PQ = (2t,−t,−t), |

−→
PQ|2 = 6t2

　

x

y

z

D

E

1
B

1

G
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C

1

F
P

P(t, t, t)を通り，OFに垂直な平面と直線ABとの交点をR(1, r, 0)とす
ると (0 5 r 5 1)，

−→
OF⊥

−→
PRであるから

1(1− t) + 1(r − t) + 1(−t) = 0 ゆえに r = 3t− 1

(
1

3
5 t 5 2

3

)
−→
PR = (1− t, 2t− 1,−t), |

−→
PR|2 = 6t2 − 6t+ 2

P(t, t, t)を通り，OFに垂直な平面と直線BFとの交点を S(1, 1, s)とす

ると (0 5 s 5 1)，
−→
OF⊥

−→
PSであるから

1(1− t) + 1(1− t) + 1(s− t) = 0 ゆえに s = 3t− 2

(
2

3
5 t 5 1

)
−→
PS = (1− t, 1− t, 2t− 2), |

−→
PS|2 = 6(t− 1)2

ここで d2 =


6t2 (0 5 t 5 1

3
)

6t2 − 6t+ 2 (1
3
5 t 5 2

3
)

6(t− 1)2 (2
3
5 t 5 1)

とおくと，d2は t =
1

2
に関し

て対称である．u = OPとおくと，u =
√
3tより

du

dt
=

√
3

u 0 −→
√
3

t 0 −→ 1

求める体積を V とすると

V = π

∫ √
3

0

d2 du =
√
3π

∫ 1

0

d2 dt

= 2
√
3π

∫ 1
3

0

6t2 dt+ 2
√
3π

∫ 1
2

1
3

{
6

(
t− 1

2

)2

+
1

2

}
dt

= 2
√
3π

[
2t3

] 1
3

0

+ 2
√
3π

[
2

(
t− 1

2

)3

+
t

2

] 1
2

1
3

=

√
3

3
π

�


