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平成24年度　神戸大学２次試験前期日程 (数学問題)80分

文・法・経済・経営・国際文化・発達科学

(人間環境 (文科系)・人間形成・人間行動・人間表現)・
医 (保健 (理学療法・看護・作業療法))

問題 1 2 3

1 座標平面上に 2点 A(1, 0)，B(−1, 0)と直線 `があり，Aと `の距離と Bと `

の距離の和が 1であるという．以下の問に答えよ．

(1) `は y軸と平行でないことを示せ．

(2) `が線分ABと交わるとき，`の傾きを求めよ．

(3) `が線分ABと交わらないとき，`と原点との距離を求めよ．

2 aを正の実数とする．2つの放物線

y =
1

2
x2 − 3a

y = −1

2
x2 + 2ax− a3 − a2

が異なる 2点で交わるとし，2つの放物線によって囲まれる部分の面積を S(a)

とする．以下の問に答えよ．

(1) aの値の範囲を求めよ．

(2) S(a)を aを用いて表せ．

(3) S(a)の最大値とそのときの aの値を求めよ．

3 以下の問に答えよ．

(1) 正の実数 x，yに対して
y

x
+

x

y
= 2

が成り立つことを示し，等号が成立するための条件を求めよ．

(2) nを自然数とする．n個の正の実数 a1, · · · , anに対して

(a1 + · · ·+ an)

(
1

a1
+ · · ·+ 1

an

)
= n2

が成り立つことを示し，等号が成立するための条件を求めよ．
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解答例

1 (1) y軸と平行な直線 `の方程式を x = kとおくと (kは定数)

A(1, 0)と `の距離は |k − 1|
B(−1, 0)と `の距離は |k + 1|

一般に，2つの実数 a，bについて

|a|+ |b| = max(|a+ b|, |a− b|)

であるから，a = k − 1，b = k + 1とすると

|k − 1|+ |k + 1| = max(|2k|, 2)

|k− 1|+ |k+1| = 2であるから，このとき，Aと `の距離とBと `の距離
の和が 2以上となり，条件に反する．よって，`は y軸と平行でない．

(2) `の傾きをmとし，その方程式をmx− y + n = 0とすると，条件から

|m+ n|√
m2 + 1

+
| −m+ n|√

m2 + 1
= 1

したがって
|m+ n|+ | −m+ n|√

m2 + 1
= 1 · · · (∗)

ここで，f(x, y) = mx− y + nとおくと

f(1, 0) = m+ n, f(−1, 0) = −m+ n

`が線分ABと交わるから

f(1, 0)f(−1, 0) 5 0 ゆえに (m+ n)(−m+ n) 5 0

このとき |m+ n|+ | −m+ n| = |(m+ n)− (−m+ n)| = |2m|

これを (∗)に代入して |2m|√
m2 + 1

= 1 よって m = ±
1
√
3

(3) `と原点の距離を dとすると d =
|n|√
m2 + 1

`が線分ABと交わらないから

f(1, 0)f(−1, 0) = 0 ゆえに (m+ n)(−m+ n) = 0

このとき |m+ n|+ | −m+ n| = |(m+ n) + (−m+ n)| = |2n|

これを (∗)に代入して |2n|√
m2 + 1

= 1 よって d =
|n|√
m2 + 1

=
1

2
�
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2 (1) 2つの放物線の方程式から yを消去すると

1

2
x2 − 3a = −1

2
x2 + 2ax− a3 − a2

整理すると (x− a)2 = 3a− a3 · · · 1©

2つの放物線が 2点で交わる条件は

3a− a3 > 0 ゆえに a(a+
√
3)(a−

√
3) < 0

aは正であるから 0 < a <
√
3

(2) 2つの放物線の交点の x座標を α, β (α < β)とすると， 1©より

α = a−
√
3a− a3, β = a+

√
3a− a3

したがって

S(a) =

∫ β

α

{
−1

2
x2 + 2ax− a3 − a2 −

(
1

2
x2 − 3a

)}
dx

= −
∫ β

α

{(x− a)2 − (3a− a3)} dx

= −
∫ β

α

(x− α)(x− β) dx =
1

6
(β − α)3

=
1

6
(2
√
3a− a3)3 =

4

3
(3a − a3)

3
2

(3) f(a) = 3a− a3 (0 5 a 5
√
3)とおくと

f ′(a) = −3a2 + 3 = −3(a+ 1)(a− 1)

a 0 · · · 1 · · ·
√
3

f ′(a) + 0 −
f(a) 0 ↗ 2 ↘ 0

S(a) =
4

3
{f(a)} 3

2 であるから，S(a)の最大値は

a = 1 のとき, 最大値
4

3
·2

3
2 =

8

3

√
2

�
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3 (1)
y

x
+

x

y
− 2 =

(√
y

x
−
√

x

y

)2

= 0 ゆえに
y

x
+

x

y
= 2

なお，等号が成立するための条件は√
y

x
=

√
x

y
すなわち x = y

(2) a1 + a2 + · · ·+ an =
n∑

j=1

aj，
1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an
=

n∑
k=1

1

ak
より

n∑
j=1

aj

n∑
k=1

1

ak
=

n∑
j=1

n∑
k=1

aj
ak

=
∑

15j5n

15k5n

aj
ak

=
∑

15j<k5n

aj
ak

+
∑

15k<j5n

aj
ak

+
∑

15j=k5n

aj
ak

=
∑

15j<k5n

aj
ak

+
∑

15j<k5n

ak
aj

+ n =
∑

15j<k5n

(
aj
ak

+
ak
aj

)
+ n

=
∑

15j<k5n

2 + n = nC2·2 + n = n2

よって (a1 + a2 + · · ·+ an)

(
1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an

)
= n2

なお，等号が成立するための条件は，1 5 j < k 5 nについて aj = ak

すなわち a1 = a2 = · · · = an
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解説

a > 0, b > 0のとき a+ b− 2
√
ab = (

√
a−

√
b)2 = 0

よって
a+ b

2
=

√
ab · · · (∗) (等号は a = bのとき成立する)

ak > 0 (k = 1, 2, · · · , n)のとき
a1 + a2 + · · ·+ an

n
= n

√
a1a2 · · · an · · · (∗∗)

(等号は a1 = a2 = · · · = an のとき成立する)

が成り立つことを示す．(∗)より

a1 + a2 + a3 + a4 = 2(
√
a1a2 +

√
a3a4)

= 4
√√

a1a2
√
a3a4 = 4 4

√
a1a2a3a4

同様のことを繰り返すと，n = 2kのときに (∗∗)が成立することが示される．
n = 2kのときは 2k−1 < n < 2kとなる kに対して，n+m = 2kとなるようにmを定
め，a1 + a2 + · · ·+ an = np とおくと

1

n+m
(

n 個︷ ︸︸ ︷
a1 + a2 + · · ·+ an +

m 個︷ ︸︸ ︷
p+ · · ·+ p ) = n+m

√
a1a2 · · · anpm

左辺は
1

n+m
(np+mp) = pであるから

p = n+m
√
a1a2 · · · anpm

pn+m = a1a2 · · · anpm

pn = a1a2 · · · an

よって，すべての自然数 nについて，(∗∗)が成立する．
n個の正の実数 a1, a2, · · · , anの相加平均A，相乗平均G，調和平均Hは

A =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
, G = n

√
a1a2 · · · an,

1

H
=

1

n

(
1

a1
+

1

a2
· · ·+ 1

an

)
相加平均 =相乗平均の大小関係を 1

a1
,

1

a2
, · · · , 1

an
に適用すると

1

n

(
1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an

)
= 1

n
√
a1a2 · · · an

ゆえに
1

H
= 1

G

よって A = G = H (等号が成立する条件は，a1 = a2 = · · · = an)

本題の左辺から nA· n
H

= n2·A
H

= n2

上式の等号が成立する条件は，A = H，すなわち，a1 = a2 = · · · an �


