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平成19年度　広島大学　２次試験前期日程 (数学問題)150分

理・工・医・歯・薬・教育 (自然系・理数系)・

総合学科 (理科系)・生物生産

問題 1 2 3 4 5

1 a, b, c, dは a+ c = b+d = 1を満たす正の定数とし，行列A =

(
a b

c d

)
を考

える．さらに，x1+y1 = 1を満たす実数x1, y1に対し，xn，yn (n = 2, 3, 4, · · · )
を漸化式 (

xn

yn

)
= A

(
xn−1

yn−1

)
によって帰納的に定める．このとき，次の問いに答えよ．

(1) xn + yn = 1 (n = 1, 2, 3, · · · )であることを示せ．

(2) xnをまず a, b, xn−1で表し，次に a, b, x1で表せ．
※ xnを表すとき，必要ならば nも使ってよい．

(3) 極限値 lim
n→∞

xnを求めよ．

2 座標空間の 2点A(2, 0, 0)，B(0,−1, 0)および

~u = (−1, 2, 5), ~v = (1, 1, 1), ~w = (−1, 3, 1)

と成分表示される 3つのベクトルがある．次の問いに答えよ．

(1)
−→
APと ~uが平行かつ

−→
BPと~vが平行となるような点 Pの座標を求めよ．

(2) 上で求めた点Pに対し，
−→
CPと ~wが直交するような点C(0, 0, c)を求めよ．

(3) 上で求めた点PとCに対し，Pは 3点A，B，Cの定める平面上にあるこ
とを示せ．
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3 f(x) =
8x+ 21

3x+ 8
とおく．次の問いに答えよ．

(1) f(
√
7 ) =

√
7であることを示せ．

(2) x = 0ならば f(x) = 2であることを示せ．

(3) x = 2, y = 2ならば

|f(x)− f(y)| 5 |x− y|
100

となることを示せ．

(4) x = 2ならば

|f(f(x))−
√
7 | 5 |x−

√
7 |

10000

となることを示し，これを用いて |r −
√
7 | < 10−4を満たす有理数 rを 1

つ求めよ．

4 0 < b < aを満たす定数 a, bに対し，2つの楕円

A :
x2

a2
+

y2

b2
= 1, B :

x2

b2
+

y2

a2
= 1

を考える．また α, βは

sinα =
a√

a2 + b2
, sin β =

b√
a2 + b2

を満たす 0と
π

2
の間の実数とする．次の問いに答えよ．

(1) α + β =
π

2
を示せ．

(2) 2つの楕円A, Bの第 1象限にある交点の座標を求めよ．

(3) 楕円Aで囲まれる図形と楕円Bで囲まれる図形の共通部分のうち，
x = 0, y = 0の範囲にある部分の面積 Sを a, b, βを用いて表せ．
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5 nを 2以上の整数とする．中心をOとする円の
周を 2n等分して，図のように 0から 2n − 1ま
での目盛りを付ける．目盛りが 0の点をAとす
る．一方，袋の中に 1から 2n− 1までの整数を
書いた玉がそれぞれ 1個ずつ入っている．この
袋から玉を 2つ取り出して，玉に書かれた数と
同じ目盛りを持つ 2点をとる．2点のうち，目
盛りの大きい方をB，目盛りの小さい方をCと
して，4ABCを考える．次の問いに答えよ．

　

O

0 1
2

3

n−1nn+1

2n−1

A

(1) 辺BC上に点Oがある場合は何通りあるか．

(2) 4ABCの辺上に点Oがある確率を求めよ．

(3) 4ABCの内部に点Oがある確率は
n− 2

2(2n− 1)
であることを示せ．

(4) 4ABCの辺上に点OがあるときX = 1，4ABCの内部に点Oがあると
きX = 2，それ以外のときX = 0とする．Xの期待値を求めよ．
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解答例

1 (1) 与えられた漸化式から

(∗) xn = axn−1 + byn−1, yn = cxn−1 + dyn−1

上の 2式の辺々を加えると

xn + yn = (a+ c)xn−1 + (b+ d)yn−1

a+ c = b+ d = 1より xn + yn = xn−1 + yn−1

x1 + y1 = 1であるから，上式より xn + yn = 1

(2) (1)の結果から，yn−1 = 1− xn−1を (∗)の第 1式に代入すると

xn = axn−1 + b(1− xn−1) ゆえに xn = (a − b)xn−1 + b · · · 1©

t = (a− b)t+ b · · · 2©とすると (1− a+ b)t = b

ここで，a+ c = 1より，1− a = cであるから

1− a+ b = c+ b 6= 0 (b, c > 0) ゆえに t =
b

1− a+ b

1©，2©より xn−t = (a−b)(xn−1−t) ゆえに xn−t = (x1−t)(a−b)n−1

よって xn = t+ (x1 − t)(a− b)n−1

=
b

1 − a + b
+

(
x1 −

b

1 − a + b

)
(a − b)n−1

(3) a > 0, b > 0, c = 1− a > 0, d = 1− b > 0 より 0 < a < 1, 0 < b < 1

ゆえに −1 < a−b < 1 よって，(2)の結果から lim
n→∞

xn =
b

1 − a + b
�
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2 (1) P(x, y, z)とすると，A(2, 0, 0)，B(0,−1, 0)より

−→
AP = (x− 2, y, z),

−→
BP = (x, y + 1, z)

−→
AP//~u，

−→
BP//~vより，

−→
AP = s~u，

−→
BP = t~vとおくと (s, tは実数)

(x− 2, y, z) = s(−1, 2, 5), (x, y + 1, z) = t(1, 1, 1)

したがって x = 2− s = t, y = 2s = −1 + t, z = 5s = t

上の第 1式と第 2式を連立すると s =
1

3
, t =

5

3

これは，第 3式の s, tを満たす．よって P

(
5

3
,
2

3
,
5

3

)
(2) C(0, 0, c)，P

(
5

3
,
2

3
,
5

3

)
より

−→
CP =

(
5

3
,
2

3
,
5

3
− c

)
~w = (−1, 3, 1)に対して，

−→
CP⊥~wであるから，

−→
CP·~w = 0より

−1·5
3
+ 3·2

3
+ 1

(
5

3
− c

)
= 0 これを解いて c = 2

よって C(0, 0, 2)

(3) (2)の結果から
−→
CP =

(
5

3
,
2

3
,−1

3

)
−→
CA = (2, 0,−2)，

−→
CB = (0,−1,−2)より

−→
CP =

5

6

−→
CA− 2

3

−→
CB

よって，Pは 3点A，B，Cの定める平面上にある．

発展 3点A(2, 0, 0)，B(0,−1, 0)，C(0, 0, 2)を通る平面の方程式は

x

2
+

y

−1
+

z

2
= 1 すなわち x− 2y + z − 2 = 0 · · · (∗)

点 P

(
5

3
,
2

3
,
5

3

)
は，(∗) を満たすので，点 Pは平面ABC上にある． �
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3 (1) a =
√
7とおくと，21 = 3a2より，f(x) =

8x+ 3a2

3x+ 8
であるから

f(a) =
8a+ 3a2

3a+ 8
=

a(3a+ 8)

3a+ 8
= a よって f(

√
7 ) =

√
7

(2) x = 0のとき

f(x)− 2 =
8x+ 21

3x+ 8
− 2 =

2x+ 5

3x+ 8
= 0 よって f(x) = 2

(3) f(x)− f(y) =
8x+ 21

3x+ 8
− 8y + 21

3y + 8

=
(8x+ 21)(3y + 8)− (8y + 21)(3x+ 8)

(3x+ 8)(3y + 8)

=
x− y

(3x+ 8)(3y + 8)

x = 2, y = 2のとき

|f(x)− f(y)| = |x− y|
(3x+ 8)(3y + 8)

5 |x− y|
(3·2 + 8)2

5 |x− y|
100

(4) f(a) = aより，f(f(a)) = f(a) = aであるから，x = 2のとき

|f(f(x))− f(f(a))| 5 |f(x)− f(a)|
100

, |f(x)− f(a)| 5 |x− a|
100

上の 2式から |f(f(x))− f(f(a))| 5 |x− a|
10000

したがって |f(f(x))−
√
7| 5 |x−

√
7|

10000

上式に x = 2を代入すると |f(f(2))−
√
7| 5 |2−

√
7|

10000
< 10−4

|r −
√
7| < 10−4を満たす有理数 rの一つは f(f(2))である．

f(2) =
8·2 + 21

3·2 + 8
=

37

14

f

(
37

14

)
=

8·37
14

+ 21

3·37
14

+ 8
=

8·37 + 21·14
3·37 + 8·14

=
590

223

よって r = f(f(2)) =
590

223
�
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4 (1) 0 < b < a，sinα =
a√

a2 + b2
，sin β =

b√
a2 + b2

より (0 < β < α < π
2
)

cosα =
√

1− sin2 α =
b√

a2 + b2

cos β =

√
1− sin2 β =

a√
a2 + b2

したがって cos(α+ β) = cosα cos β − sinα sin β = 0

0 < β < α <
π

2
であるから α + β =

π

2

(2) 2つの楕円の方程式の辺々を引くと (0 < b < a)(
1

a2
− 1

b2

)
(x2 − y2) = 0 ゆえに (x+ y)(x− y) = 0

楕円A, Bの第 1象限の交点であるから，y = x > 0をAに代入して

x2

a2
+

x2

b2
= 1 ゆえに x =

ab√
a2 + b2

よって，交点の座標は
(

ab
√
a2 + b2

,
ab

√
a2 + b2

)
(3) 求める図形の面積で，l : y = xの上側の部分の面積を S0とする．

Aおよび lを x軸を元に y軸方向に
a

b
倍だけ拡大したものは

A′ : x2 + y2 = a2, l′ : y =
a

b
x

tanα =
sinα

cosα
=

a

b
より，lと x軸とのなす角 (偏角)は αである．

α + β =
π

2
より，右下の図の斜線部分の面積 S ′

0は S ′
0 =

1

2
a2β

O

y

x O

y

x

A

B

y = x y = a
b
x

a

a

a

a

αβ

b

S0

S ′
0 A′

S = 2S0，S0 =
b

a
S ′
0であるから S = 2· b

a
S ′
0 = 2· b

a
·1
2
a2β = abβ
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別解 曲線Aは次のように媒介変数表示ができる．

x = a cos θ, y = b sin θ (0 5 θ < 2π)

AとBの第 1象限の交点が (a cosα, b sinα)であるから，ガウス・グリーンの
定理を用いて S0を求めることができる．

S0 =
1

2

∫ π
2

α

(xy′ − x′y) dθ

=
1

2

∫ π
2

α

{a cos θ(b sin θ)′ − (a cos θ)′b sin θ} dθ

=
1

2

∫ π
2

α

ab dθ =
1

2
ab
(π
2
− α

)
=

1

2
abβ

よって S = 2S0 = abβ

ガウス・グリーンの定理

曲線 C : x = f(t), y = g(t) (α 5 t 5 β)

について，t = α, βに対応する点をそれ
ぞれA，Bとする．Cと直線OA，OBで
囲まれた部分の面積を Sとすると
(OBの偏角>OAの偏角)

S =
1

2

∫ β

α

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)}dt

　

O

y

x

A

B C

�
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5 (1) B，Cの目盛りをそれぞれ b，cとすると，条件を満たすのは

b = n+ k, c = k (k = 1, 2, · · · , n− 1) よって n − 1 (通り)

(2) (i) 辺AC上に点Oがあるとき，次の n− 1通り

b = n+ k, c = n (k = 1, 2, · · · , n− 1)

(ii) 辺AB上に点Oがあるとき，次の n− 1通り

b = n, c = k (k = 1, 2, · · · , n− 1)

(1)および (i)，(ii)から，4ABC上に点Oがある場合の総数は

(n− 1) + (n− 1) + (n− 1) = 3(n− 1)

よって，求める確率は
3(n− 1)

2n−1C2

=
3(n− 1)

1
2
(2n− 1)(2n− 2)

=
3

2n − 1

(3) c = 1のとき，なし．

c = 2のとき，b = n+ 1の 1個

c = 3のとき，b = n+ 1, n+ 2の 2個
...

c = n− 1のとき，b = n+ 1, n+ 2, · · · , 2n− 2の n− 2個

したがって，4ABCの内部に点Oがある場合の総数は

1 + 2 + · · ·+ (n− 2) =
1

2
(n− 2)(n− 1)

よって，その確率は

1
2
(n− 2)(n− 1)

2n−1C2

=
1
2
(n− 2)(n− 1)

1
2
(2n− 1)(2n− 2)

=
n− 2

2(2n− 1)

(4) (2)，(3)の結果から P (X = 1) =
3

2n− 1
，P (X = 2) =

n− 2

2(2n− 1)

よって E(X) = 0·P (X = 0) + 1·P (X = 1) + 2·P (X = 2)

= 0 + 1· 3

2n− 1
+ 2· n− 2

2(2n− 1)
=

n + 1

2n − 1
�


