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平成14年度　広島大学　２次試験前期日程 (数学問題)120分

教育 (第一類・第二類 (技術・情報系)・第四類 (人間生活系))・

経済 (昼)・歯 (口腔健康科学 (口腔保健))

問題 1 2 3 4 5

1 正の定数 aに対し，loga(3x)+ log√a(a−x) = 1を満たす実数 xがちょうど 2つ
ある．このとき，aはどのような範囲にあるか．

2 直線x+y = 1上の点Qと，放物線 y = x2上の原点Oとは異なる点Rに対し，2
つの半直線OQ，ORのx軸の正の向きからはかった角をそれぞれα，β とおく．
さらに，線分QRの中点をPとおく．2点Q，Rが α = β + 45◦，0◦ < β < 45◦

を満たすように動くとき，次の問いに答えよ．

(1) 直線OQの傾きを a，直線ORの傾きを bとするとき，a =
1 + b

1− b
となる

ことを示せ．

(2) 点 Pの座標を bを用いて表せ．

(3) 点 Pの軌跡を求めよ．

3 放物線 y = x2上の 2点A(a, a2)，B(b, b2) (a < b)における接線をそれぞれ lA，
lBとする．

(1) lA，lBの交点を P(p, q)とするとき，a，bは 2次方程式 x2 − 2px+ q = 0

の解であることを示せ．

(2) 2直線 lA，x = bと放物線 y = x2とで囲まれた図形の面積 Sは
1

3
(b − a)3

であることを示せ．

(3) 交点 Pが放物線 y = −(x− 1)2上を動くとき，面積 Sの最小値を求めよ．

4 1個のさいころを投げるという試行をくり返す．奇数の目が出たら Aの勝ち，
偶数の目が出たらBの勝ちとし，どちらかが 4連勝したら試行を終了する．

(1) この試行が 4回で終了する確率を求めよ．

(2) この試行が 7回以下で終了する確率を求めよ．

(3) この試行が 5回以上続き，かつ，4回目がAの勝ちである確率を求めよ．

(4) この試行がちょうど 8回で終了する確率を求めよ．
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5 三角形ABCにおいて，

|
−→
AB| = c, |

−→
BC| = a, |

−→
CA| = b, ~p =

−→
AB

c
, ~q =

−→
BC

a
, ~r =

−→
CA

b

とおき，b < c，∠B < ∠Cとする．

(1) |~r −~q| < |~q −~p|であることを示せ．

(2) 定数 s，tに対して，辺AB上の点D，辺AC上の点 Eがあって

−→
BE = s(~q −~p),

−→
CD = t(~r −~q)

となっている．このとき，s，tを a，b，cの式で表し，さらに

|t(~r −~q)| < |s(~q −~p)| であることを示せ．
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解答例

1 (∗) loga(3x) + log√a(a− x) = 1について (a > 0)，真数は正であるから

a− x > 0 ゆえに 0 < x < a · · · 1©

(∗)より loga 3x(a− x)2 = 1 ゆえに 3x(a− x)2 = a

整理すると 3x3 − 6ax2 + 3a2x = a

f(x) = 3x3 − 6ax2 + 3a2xとおくと

f ′(x) = 9x2 − 12ax+ 3a2 = 3(3x− a)(x− a)

0 < x < aにおける f(x)の増減は

x 0 · · · a
3

· · · a

f ′(x) + 0 −
f(x) 0 ↗ 4

9
a3 ↘ 0

0 < x < aにおいて f(x) = aとなる xの個数が 2個であるから

0 < a <
4

9
a3 これを解いて

3

2
< a

�

2 (1) a = tanα，b = tan βであるから

a = tanα = tan(β + 45◦)

=
tan β + tan 45◦

1− tan β tan 45◦
=

b+ 1

1− b

　

O

y

x

P

Q

R

1

1

α
β

45◦(2) OR : y = bx，OQ : y =
b+ 1

1− b
x

R(b, b2)，Q

(
1− b

2
,
1 + b

2

)

よって P

(
1 + b

4
,
1 + b + 2b2

4

)
, 0 < b < 1

(3) x =
1 + b

4
，y =

1 + b+ 2b2

4
，0 < b < 1であるから

点 Pの軌跡の方程式は

y = 8x2 − 3x +
1

2

(
1

4
< x <

1

2

)
�
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3 (1) y = x2より y′ = 2x

lA : y = 2ax− a2

lB : y = 2bx− b2

点 (p, q)は lA，lB上の点であるから

a2 − 2pa+ q = 0

b2 − 2pb+ q = 0

したがって，a, bは 2次方程式

x2 − 2px+ q = 0 · · · (∗)

の解である．

　

O

y

xa

A

B

b

P

(2) 上の図から，求める面積 Sは

S =

∫ b

a

{x2 − (2ax− a2)} dx =

∫ b

a

(x− a)2 dx

=

[
1

3
(x− a)3

]b
a

=
1

3
(b− a)3

(3) 点 P(p, q)は放物線 y = −(x− 1)2上の点であるから

q = −(p− 1)2

a，bは 2次方程式 (∗)の解であるから，解と係数の関係により

a+ b = 2p, ab = q

上式および (2)の結果に注意して

(b− a)2 = (a+ b)2 − 4ab = (2p)2 − 4q

= 4p2 + 4(p− 1)2 = 8p2 − 8p+ 4

= 8

(
p− 1

2

)2

+ 2

ゆえに b− a =
√
2 したがって S = 1

3
(
√
2)3

よって，Sの最小値は
2

3

√
2 �
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4 (1) Aが 4連勝するときとBが 4連勝するときの確率であるから(
1

2

)4

× 2 =
1

8

(2) 5回で終了するとき，ABBBBまたはBAAAAの順に勝つ確率であるから(
1

2

)5

× 2 =
1

16

6回で終了するとき，XABBBBまたはXBAAAAの順に勝つ確率である
から (XはAまたはB) (

1

2

)6

× 2× 2 =
1

16

7回で終了するとき，XXABBBBまたはXXBAAAAの順に勝つ確率であ
るから (XはAまたはB) (

1

2

)7

× 22 × 2 =
1

16

(1)の確率とこれらの確率により

1

8
+

1

16
+

1

16
+

1

16
=

5

16

(3) 試行が 4回で終了または 4回目がBの勝ちである確率は

1

8
+

1

2
−
(
1

2

)4

=
9

16

求める確率はこの余事象の確率であるから

1− 9

16
=

7

16

(4) 8回で終了するとき，YYYBAAAAまたはZZZABBBBの順に勝つ確率で
ある．Y，ZはAまたはBであるが，YYYはBBBの場合を除き，ZZZは
AAAの場合を除く．したがって，求める確率は{

1−
(
1

2

)3
}(

1

2

)5

× 2 =
7

128

�
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5 (1) (∗) ~p =

−→
AB

c
, ~q =

−→
BC

a
, ~r =

−→
CA

b
より

|~p| = |
−→
AB|
c

= 1, |~q| = |
−→
BC|
a

= 1, |~r| = |
−→
CA|
b

= 1

したがって

|~r −~q|2 = |~r|2 + 2(−~q)·~r + |~q|2 = 2 + 2 cosC

|~q −~p|2 = |~q|2 + 2(−~p)·~q + |~p|2 = 2 + 2 cosB

∠B < ∠Cより，cosC < cosBであるから

|~r −~q|2 < |~q −~p|2 ゆえに |~r −~q| < |~q −~p|

(2) (∗)より

−→
BE = s(~q −~p) = s

(−→
BC

a
−

−→
AB

c

)
=

s

a

−→
BC +

s

c

−→
BA

−→
CD = t(~r −~q) = t

(−→
CA

b
−

−→
BC

a

)
=

t

b

−→
CA+

t

a

−→
CB

2点 D，Eはそれぞれ辺 AB，辺 AC上の
点であるから

s

a
+

s

c
= 1,

t

b
+

t

a
= 1

よって s =
ca

c + a
，t =

ab

a + b

　 A

B C

D E

a

bc

b < cより s− t =
ca

c+ a
− ab

a+ b
=

a2(c− b)

(c+ a)(a+ b)
> 0

したがって，0 < t < sおよび (1)の結果から

t|~r −~q| < s|~r −~q| < s|~q −~p| よって |t(~r −~q)| < |s(~q −~p)|

�


