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久留米高専編入学試験 (数学問題)

問題 (平成20年度)

1 次の各問に答えよ．(30点)

(1) 3つの数−1，x，yはこの順に等差数列をなし，y，6，xはこの順に等比数列
をなす．この時，x，yを求めよ．

(2) 不等式 log2(x + 1) + log2(x + 3) < 3を解け．

(3) 平面上に，縦に 8本の平行線が 2cm間隔で並び，それらに垂直に 5本の平行
線が 3cmの間隔で並んでいる．これらの平行線でできる図形のうち，正方形
は何個あるか．

2 行列A =

(
1 2

−1 4

)
，P =

(
2 1

1 1

)
に対して，次の問に答えよ．(20点)

(1) P−1AP を求めよ．

(2) Anを求めよ．

3 x > 0の時，不等式 x < sin x +
x2

2
を証明せよ．(25点)

4 定積分 ∫ π
2

0

(π sin x− ax)2 dx

を最小にする aの値，およびその最小値を求めよ．(25点)

5 xy平面上の曲線 y = ex (x < 1)上の点 P(t, et)における接線が x軸，y軸と交わ
る点をそれぞれA，Bとする時，4OABの面積の最大値を求めよ．ただし，Oは
xy平面の原点とする．(25点)

6 0 < r < a とする．円 x2 + (y− a)2 = r2 が x軸の周りに 1回転してできる回転体
の体積 V を求めよ．(25点)
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正解 (平成20年度)

1 次の各問に答えよ．(30点)

(1) 数列−1，x，yは等差数列であるから

2x = −1 + y ゆえに y = 2x + 1 · · · 1©

数列 y，6，xは等比数列であるから 62 = xy · · · 2©
1©を 2©に代入すると

36 = x(2x + 1) ゆえに (x− 4)(2x + 9) = 0

これを解いて x = 4,−9

2

1©より (x, y) = (4, 9) ,

(
−9

2
, −8

)

(2) 真数は正であるから x + 1 > 0 かつ x + 3 > 0

ゆえに x > −1 · · · 1©
与えられた不等式から log2(x + 1)(x + 3) < log2 23

底 2は 1より大きいから (x + 1)(x + 3) < 23

ゆえに (x− 1)(x + 5) < 0 これを解いて x < −5, 1 < x · · · 2©
1©， 2©の共通範囲を求めて 1 < x

(3) 下の図のように，正方形は 6cm× 6cmが 15個，12cm× 12cmが 2個できる．

よって 15 + 2 = 17 (個)



3

2 (1) P−1 =

(
1 −1

−1 2

)
であるから

P−1AP =

(
1 −1

−1 2

)(
1 2

−1 4

)(
2 1

1 1

)
=

(
2 0

0 3

)

(2) (1)の結果から

(P−1AP )n =

(
2 0

0 3

)n

ゆえに P−1AnP =

(
2n 0

0 3n

)

したがって

An = P

(
2n 0

0 3n

)n

P−1 =

(
2 1

1 1

)(
2n 0

0 3n

)(
1 −1

−1 2

)

=

(
2n+1 − 3n −2n+1 + 2·3n
2n − 3n −2n + 2·3n

)

3 g(x) = sin x +
x2

2
− xとおくと

g′(x) = cos x + x− 1, g′′(x) = 1− sin x

g′′(x) = 0より，g′(x)は単調増加．

また，g′(0) = 0であるから，x > 0のとき，g′(x) > 0

ゆえに，g(x)は単調増加で，g(0) = 0であるから

x > 0のとき g(x) > 0，よって，x > 0のとき

sin x +
x2

2
− x > 0 すなわち x < sin x +

x2

2
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4
∫ π

2

0

(π sin x− ax)2 dx =

∫ π
2

0

(π2 sin2 x− 2πax sin x + a2x2) dx

=

[
π2

(
x

2
− sin 2x

4

)
+ 2πa(x cos x− sin x) +

a2x3

3

]π
2

0

=
π3

24
a2 − 2πa +

π3

4

=
π3

24

(
a2 − 48

π2
a

)
+

π3

4

=
π3

24

{(
a− 24

π2

)2

−
(

24

π2

)2
}

+
π3

4

=
π3

24

(
a− 24

π2

)2

− 24

π
+

π3

4

よって a =
24

π2
のとき，最小値

π3

4
− 24

π

5 y = exを微分すると y′ = ex

P(t, et)における接線の方程式は

y − et = et(x− t) ゆえに y = et(x− t + 1)

x軸，y軸との交点の座標は，それぞれ

A(t− 1, 0)，B(0, (1− t)et)

　

O

y

xA

B

t

y = ex
P

4OABの面積を S(t)とすると，t < 1に注意して

S(t) =
1

2
(1− t)2et

これを tで微分すると S ′(t) =
1

2
(t + 1)(t− 1)et

S(t)の増減表は，次のようになる．

t · · · −1 · · · (1)

S ′(t) + 0 −
S(t) ↗ 2

e
↘ (0)

よって，t = −1のとき最大値
2

e
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6 x2 + (y − a)2 = r2 を yについて解くと

y = a±
√

r2 − x2

半円 y = a +
√

r2 − x2 と x軸および 2

直線 x = −r，x = r で囲まれた部分が
x軸の周りに 1回転してできる回転体の
体積を V1，半円 y = a−√r2 − x2 と x

軸および 2直線 x = −r，x = r で囲ま
れた部分が x軸の周りに 1回転してで
きる回転体の体積を V2とすると

　

O

y

x

y=a+
√

r2−x2

y=a−√r2−x2

a

r−r

V1 = π

∫ r

−r

(a +
√

r2 − x2)2 dx, V2 = π

∫ r

−r

(a−
√

r2 − x2)2 dx

よって V =V1 − V2 = 4πa

∫ r

−r

√
r2 − x2 dx

=4πa× πr2

2
= 2π2r2a
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問題 (平成21年度)

1 次の問に答えよ．(30点)

(1) 数列 {an}を a1 = 1，an+1 =
1

3
an + 1 (n = 1, 2, . . .) で定めるとき， lim

n→∞
anを

求めよ．

(2)
1

25
5 x 5 25のとき，関数 y = (log5 x)2 − 2 log5 x− 4 の最大値および最小値

を求めよ．

(3)
π

2
5 α 5 π，sin α =

3

5
のとき，

1 + tan α

1− tan α
の値を求めよ．

2 5個の数字 0,1,3,5,7から異なる 3個の数字を選んで，それらを係数とする xにつ
いての 2次方程式 ax2 + bx + c = 0をつくるとき，次の問に答えよ．(20点)

(1) 2次方程式はいくつできるか．

(2) 異なる 2つの実数解をもつ 2次方程式はいくつできるか．

3 次の問に答えよ．(25点)

(1)



−1 −4 4

1 −3 4

0 −6 7







3

5

7


 =




a

b

c


 とするとき，a，b，cの値を求めよ．

(2) (1)で求めた a，b，cの値が，それぞれ三角形ABCの辺 BC，CA，AB の長
さであるとき，角Cの大きさを求めよ．

4 次の問に答えよ．(25点)

(1) 関数 f(x) = 3x4 + 4x3 − 12x2の極値を求めよ．

(2) 方程式 3x4 + 4x3 − 12x2 + k = 0が，異なる 4つの実数解をもつとき，定数 k

の値の範囲を求めよ．
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5 次の問に答えよ．(25点)

(1) 不定積分
∫

x cos 2x dxを求めよ．

(2) −π

4
5 x 5 π

4
のとき，関数 f(x) =

∫ x

−π
4

t cos 2t dt の最大値および最小値を求

めよ．

6 次の問に答えよ．(25点)

(1) 曲線 y = ex上の点
(

1

2
,
√

e

)
における接線の方程式を求めよ．

(2) (1)で求めた接線と曲線 y = exおよび y軸で囲まれた図形を x軸の周りに 1回
転してできる回転体の体積を求めよ．
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正解 (平成21年度)

1 (1) an+1 =
1

3
an + 1 · · · 1©

c =
1

3
c + 1 · · · 2©

とおくと， 1©− 2©より an+1 − c =
1

3
(an − c)

2©より，c =
3

2
より an+1 − 3

2
=

1

3

(
an − 3

2

)

ゆえに an − 3

2
=

(
1

3

)n−1 (
a1 − 3

2

)

したがって an =
3

2
− 1

2
· 1

3n−1
よって lim

n!1
an =

3

2

補足 lim
n→∞

an = lim
n→∞

an+1 = αとおくと， 1©より

α =
1

3
α + 1 これを解いて α =

3

2

(2)
1

25
5 x 5 25より，t = log5 xとおくと −2 5 t 5 2

y = t2 − 2t− 4 (−2 5 t 5 2)

= (t− 1)2 − 5

t = −2 すなわち x = −25のとき最大値 4

t = 1 すなわち x = 5のとき最小値−5

(3)
π

2
5 α 5 πより cos α 5 0であるから

cos α = −
√

1− sin2 α = −
√

1−
(

3

5

)2

= −4

5

tan α =
sin α

cos α
=

3

5
÷

(
−4

5

)
= −3

4

1 + tan α

1− tan α
=

1 +

(
−3

4

)

1−
(
−3

4

) =
1

7
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2 (1) aの選び方は，0を除く 4通り．

その各々に対して，b，cの選び方は，残りの 4個から 3個選ぶ 4P3通り．

よって，求める個数は 4× 4P3 = 4× 4·3 = 48 (個)

(2) 異なる 2つの実数解をもつとき，b2 − 4ac > 0であるから

c = 0のとき，a, bの選び方は 4P2(通り)

(a, c) = (1, 3), (3, 1)のとき b = 5, 7で 2× 2 (通り)

(a, c) = (1, 5), (5, 1)のとき b = 7で 2 (通り)

よって，求める個数は 4P2 + 2× 2 + 2 = 18 (通り)

3 (1) a = −1× 3 + (−4)× 5 + 4× 7 = 5

b = 1× 3 + (−3)× 5 + 4× 7 = 16

c = 0× 3 + (−6)× 5 + 7× 7 = 19

(2) (1)の結果を余弦定理に適用すると

cos C =
a2 + b2 − c2

2ab
=

52 + 162 − 192

2·5·16
= −1

2

よって C = 120‹

4 (1) f(x) = 3x4 + 4x3 − 12x2を微分すると

f ′(x) = 12x3 + 12x2 − 24x

= 12x(x2 + x− 2)

= 12x(x + 2)(x− 1)

f(x)の増減表は

x · · · −2 · · · 0 · · · 1 · · ·
f ′(x) − 0 + 0 − 0 +

f(x) ↘ −32 ↗ 0 ↘ −5 ↗
(2) 方程式 3x4 + 4x3 − 12x2 + k = 0の実数解の個
数は，曲線 y = 3x3 + 4x3− 12x2と直線 y = −k

の共有点の個数である．したがって，この方程
式が異なる 4つの実数解をもつとき，(1)の結果
から

−5 < −k < 0 よって 0 < k < 5

　

O

y

x
1

−5

−2

−32

y = f(x)
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5 (1) (部分積分法を用いる)

∫
x cos 2x dx =

1

2

∫
x(sin 2x)′ dx

=
1

2
x sin 2x− 1

2

∫
sin 2x dx

=
1

2
x sin 2x +

1

4
cos 2x + C (Cは積分定数)

(2) f(x) =

∫ x

−π
4

t cos 2t dtを微分すると f ′(x) = x cos 2x

f ′(x) = 0とすると x = −π

4
, 0,

π

4

f
(
−π

4

)
= 0

f(0) =

∫ 0

−π
4

=

[
1

2
x sin 2x +

1

4
cos 2x

]0

−π
4

=
1

4
− π

8

f
(π

4

)
=

∫ 0

−π
4

=

[
1

2
x sin 2x +

1

4
cos 2x

]π
4

−π
4

=
π

4

f(x)の増減表は

x −π
4

· · · 0 · · · π
4

f ′(x) − 0 +

f(x) 0 ↘ 1
4
− π

8
↗ π

4

よって，x =
π

4
のとき最大値

π

4

x = 0のとき最小値
1

4
− π

8
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6 (1) y = exを微分すると y′ = ex

曲線 y = ex上の点
(

1

2
,
√

2

)
における接線の方程式は

y −√e =
√

e

(
x− 1

2

)
すなわち y =

√
e x +

1

2

√
e

(2) 求める回転体の体積を V とすると

V

π
=

∫ 1
2

0

(ex)2 dx−
∫ 1

2

0

{√
e

(
x +

1

2

)}2

dx

=

[
1

2
e2x

] 1
2

0

− e

[
1

3

(
x +

1

2

)3 ] 1
2

0

=
1

2
(e− 1)− 7

24
e

=
5

24
e− 1

2

よって V =
π(5e − 12)

24



12

問題 (平成22年度)

1 次の問に答えよ．(30点)

(1) 6100は何けたの整数か答えよ．ただし，log10 2 = 0.3010，log10 3 = 0.4771と
する．

(2) 方程式 23x+2 − 41× 22x + 37× 2x+1 − 16 = 0を解け．

(3) ~a = (1, 0, 3)，~b = (2,−1, 1)，~x = (1, 2, 3) とする．ベクトル~x + p~a + q~bが
ベクトル~a，~bの両方に直交するとき，定数 p，qの値を求めよ．

2 行列A =

(
2 −5

1 −2

)
について，次の問に答えよ．(20点)

(1) A2を求めよ．

(2) A2010を求めよ．

3 次の問に答えよ．(40点)

(1) 不定積分
∫

log x

x2
dxを求めよ．

(2) 1 < x < 2のとき，不等式
log x

x2
>

log x

4
が成り立つことを証明せよ．

(3) 2曲線 y =
log x

x2
と y =

log x

4
で囲まれた図形の面積を求めよ．

4 関数 f(x) =

∫ x

π
4

(sin t− cos t)4 dt について，次の問に答えよ．(30点)

(1) 関数 f(x)の導関数 f ′(x)を求めよ．

(2) 極限 lim
x→π

4

f(x)

x− π
4

を求めよ．

5 2曲線 y = x3，y = x2で囲まれる図形について，次の問に答えよ．(30点)

(1) この図形を x軸のまわりに回転してできる立体の体積を求めよ．

(2) この図形を y軸のまわりに回転してできる立体の体積を求めよ．
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正解 (平成22年度)

1 (1) log10 6100 = 100(log10 2 + log10 3) = 100(0.3010 + 0.4771) = 77.81より

77 < log10 6100 < 78

log10 1077 < log10 6100 < log10 1078

ゆえに 1077 < 6100 < 1078 よって 6100は 78桁の整数

(2) t = 2xとおくと，与えられた方程式は

4t3 − 41t2 + 74t− 16 = 0

(t− 2)(4t2 − 33t + 8) = 0

(t− 2)(t− 8)(4t− 1) = 0

t > 0に注意して t =
1

4
, 2, 8 よって x = −2, 1, 3

(3) ~x + p~a + q~bがベクトル~a，~bの両方に垂直であるから

~a·(~x + p~a + q~b) = 0 ~b·(~x + p~a + q~b) = 0

~a·~x + p|~a|2 + q~a·~b = 0 ~b·~x + p~a·~b + q|~b|2 = 0

ここで，~a = (1, 0, 3)，~b = (2,−1, 1)，~x = (1, 2, 3)より

10 + 10p + 5q = 0 3 + 5p + 6q = 0

これを解いて p = −9

7
, q =

4

7

2 (1) A2 =

(
2 −5

1 −2

)(
2 −5

1 −2

)
=

(
−1 0

0 −1

)

(2) (1)の結果から A2 = −E

よって A2010 = (A2)1005 = (−E)1005 = −E =

(
−1 0

0 −1

)
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3 (1) (部分積分法を用いる)

∫
log x

x2
dx = −

∫ (
1

x

)′
log x dx

= −1

x
log x +

∫
1

x
(log x)′ dx

= − log x

x
+

∫
1

x2
dx

= − log x

x
− 1

x
+ C (Cは積分定数)

(2) 1 < x < 2のとき，
1

x2
>

1

4
，log x > 0であるから

log x

x2
>

log x

4

(3) 2曲線 y =
log x

x2
と y =

log x

4
の共有点の x座標は x = 1, 2

求める図形の面積を Sとすると，(1)および (2)により

S =

∫ 2

1

(
log x

x2
− log x

4

)
dx

=

[
− log x

x
− 1

x
− 1

4
x(log x− 1)

]2

1

=
3

4
− log 2

4 (1) f(x) =

∫ x

π
4

(sin t− cos t)4 dtより

f ′(x) = (sin x− cos x)4

(2) (1)の結果および f(π
4
) = 0より

lim
x→π

4

f(x)

x− π
4

= lim
x→π

4

f(x)− f(π
4
)

x− π
4

= f ′
(π

4

)

=
(
sin

π

4
− cos

π

4

)4

= 0



15

5 (1) y = x3と y = x2の共有点の x座標は

x3 = x2 これを解いて x = 0, 1

求める回転体の体積を V1とすると

V1

π
=

∫ 1

0

{(x2)2 − (x3)2}dx

=

[
x5

5
− x7

7

]1

0

=
2

35

よって V1 =
2

35
π

　

O

y

x

y = x3

y = x2

1

(2) 求める回転体の体積を V2とすると

V2

2π
=

∫ 1

0

x(x2 − x3) dx =

[
x4

4
− x5

5

]1

0

=
1

20

よって，求める体積 V2は V2 =
π

10

バウムクーヘン型求積法

a 5 x 5 bの範囲で f(x) = 0のとき，y = f(x)のグラフと x軸および 2

直線 x = a，x = bで囲まれた部分を y軸のまわりに 1回転してできる立
体の体積 V は

V = 2π

∫ b

a

xf(x) dx
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問題 (平成23年度)

1 次の問に答えよ．(30点)

(1) x3 − 3x + a = 0が異なる 3つの実数解をもつような，定数 aの値の範囲を求
めよ．

(2) 不等式
√

3 sin x < log9 8· log2 5· log5 3 (0 5 x < 2π) を解け．

(3) sin θ + 2 cos θの値が最大となるときの sin θの値を求めよ．

2 |~a| = 2，|~b| = 3，|~a +~b| = √
7とするとき，次の問に答えよ．(20点)

(1) ~aと~bのなす角 θ (0 5 θ 5 π)を求めよ．

(2) ~aと~bの作る平行四辺形の面積を求めよ．

3 a5 =
5

3
，an+1 =

4

4− an

(n = 1, 2, 3, · · · ) によって定められる数列 {an}がある．
このとき，次の問に答えよ．(20点)

(1) a1を求めよ．

(2) 一般項 anを求めよ．

4 y = −1

2
x2 + ax + bは，点 (1, 0)を通る．ただし，a，bは定数とする．この曲線

上の点 (1, 0)における接線を lとするとき，次の問に答えよ．(30点)

(1) lを aを用いて表せ．

(2) lが y = x3 − xに接するときの aの値を求めよ．

5 曲線√
x +

√
y = 2について，次の問に答えよ．(30点)

(1) この曲線と x軸および y軸で囲まれた図形の面積を求めよ．

(2) (1)の図形を x軸のまわりに回転させてできる立体の体積を求めよ．

6 aを正の定数とするとき，方程式 ex−1− ax = aの実数解の個数を調べよ．(20点)
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正解 (平成23年度)

1 (1) x3 − 3x + a = 0より a = −x3 + 3x

y = −x3 + 3xについて

y′ = −3x2 + 3

= −3(x + 1)(x− 1)

yの増減表は，右のようになる．
よって，y = −x3 + 3x のグラフは，
右の図のようになる．
求める aの値の範囲は，このグラフ
と直線 y = a が異なる 3個の共有点
をもつ範囲であるから

−2 < a < 2

　
x · · · −1 · · · 1 · · ·

f ′(x) − 0 + 0 −
f(x) ↘ −2 ↗ 2 ↘

O

y

x1
−1

2

−2

a

(2) log9 8· log2 5· log5 3 =
log2 8

log2 9
× log2 5

log2 2
× log2 3

log2 5

=
3

2 log2 3
× log2 5

1
× log2 3

log2 5
=

3

2

したがって，与えられた不等式は

√
3 sin x <

3

2
すなわち sin x <

√
3

2

0 5 x < 2πの範囲でこれを解くと 0 5 x <
π

3
,

2π

3
< x < 2π

(3) cos α =
1√
5
, sin α =

2√
5

· · · (∗)

を満たす αをとると

sin θ + 2 cos θ =
√

5(sin θ cos α + cos θ sin α)

=
√

5 sin(θ + α)

θ + α =
π

2
+ 2nπ (nは自然数)のとき最大値

√
5をとるので，このとき

θ =
π

2
− α + 2nπ

よって sin θ = sin
(π

2
− α + 2nπ

)
= cos α =

1√
5
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2 (1) |~a +~b| = √
7より，|~a +~b|2 = 7であるから

|~a|2 + 2~a·~b + |~b|2 = 7

これに，|~a| = 2，|~b| = 3を代入すると

22 + 2~a·~b + 32 = 7 ゆえに ~a·~b = −3

したがって cos θ =
~a·~b
|~a||~b|

=
−3

2·3 = −1

2

0 5 θ 5 πであるから θ =
2

3
π

(2) 求める平行四辺形の面積は
√
|~a|2|~b|2 − (~a·~b)2 =

√
22·32 − (−3)2 =

√
27 = 3

√
3

3 (1) a5 =
5

3
，an+1 =

4

4− an

(n = 1, 2, 3, · · · )により

a5 =
4

4− a4

より
5

3
=

4

4− a4

を解いて a4 =
8

5

a4 =
4

4− a3

より
8

5
=

4

4− a3

を解いて a3 =
3

2

a3 =
4

4− a2

より
3

2
=

4

4− a2

を解いて a2 =
5

3

a2 =
4

4− 12

より
5

3
=

4

4− a1

を解いて a1 =
8

5

(2) (1)の結果から，a4 = a1であるから

a1 = a4 = a7 = · · · = 8

5

a2 = a5 = a8 = · · · = 5

3

a3 = a6 = a9 = · · · = 3

2

よって，mを自然数とすると，求める一般項 anは



n = 3m− 2のとき an =
8

5

n = 3m− 1のとき an =
5

3

n = 3mのとき an =
8

5
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4 (1) y = −1

2
x2 + ax + bを微分すると y′ = −x + a

x = 1のとき y′ = −1 + a

lは点 (1, 0)を通り，傾き−1 + aの直線であるから

y − 0 = (−1 + a)(x− 1) すなわち y = (a − 1)x − a + 1

(2) y = x3 − xを微分すると y′ = 3x2 − 1

lと y = x3 − xの接点の x座標を pとすると

(a− 1)(p− 1) = p3 − p · · · 1©, 3p2 − 1 = a · · · 2©

2©を 1©に代入すると

(3p2 − 2)(p− 1) = p3 − p 整理すると (p− 1)(2p2 − p− 2) = 0

これを解くと p = 1,
1±√17

4

2©により p = 1のとき a = 2

p =
1±√17

4
のとき a =

19± 3
√

17

8
(複号同順)

よって a = 2,
19 ± 3

√
17

8

5 (1)
√

x +
√

y = 2 · · · 1©と x軸および y軸との交点は (0, 4)，(4, 0)

1©を yについて解くと

y = (2−√x)2 = x− 4
√

x + 4

よって，求める面積を Sとすると

S =

∫ 4

0

(x− 4
√

x + 4)dx

=

[
x2

2
− 8

3
x
√

x + 4x

]4

0

=
8

3
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別解 1 t =
√

xとおくと，x = t2，
dx

dt
= 2t

求める面積を Sとすると

　
x 0 −→ 4

t 0 −→ 2

S =

∫ 4

0

(2−√x)2 dx

=

∫ 2

0

(2− t)2·2t dt =

∫ 2

0

2(t− 2)2{(t− 2) + 2} dt

=

∫ 2

0

{2(t− 2)3 + 4(t− 2)2}dt

=

[
1

2
(t− 2)4 +

4

3
(t− 2)3

]2

0

=
8

3

別解 2 u = 2−√xとおくと，

x = (u− 2)2，
dx

du
= 2(u− 2)

求める面積を Sとすると

　
x 0 −→ 4

u 2 −→ 0

S =

∫ 4

0

(2−√x)2 dx

=

∫ 0

2

u2·2(u− 2) du =

∫ 0

2

(2u3 − 4u2) du

=

[
1

2
u4 − 4

3
u3

]0

2

=
8

3

O

y

x4

4

1

1

√
x +

√
y = 2
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(2) t =
√

xとおくと，x = t2，
dx

dt
= 2t

求める体積を V とすると

　
x 0 −→ 4

t 0 −→ 2

V

π
=

∫ 4

0

(2−√x)4 dx

=

∫ 2

0

(2− t)4·2t dt =

∫ 2

0

2(t− 2)4{(t− 2) + 2} dt

=

∫ 2

0

{2(t− 2)5 + 4(t− 2)4}dt

=

[
1

3
(t− 2)6 +

4

5
(t− 2)5

]2

0

=
64

15

よって，求める体積 V は V =
64

15
π

別解 u = 2−√xとおくと

x = (u− 2)2，
dx

du
= 2(u− 2)

求める体積を V とすると

　
x 0 −→ 4

u 2 −→ 0

V

π
=

∫ 4

0

(2−√x)4 dx

=

∫ 0

2

u4·2(u− 2) du =

∫ 0

2

(2u5 − 4u4) du

=

[
1

3
u6 − 4

5
u5

]0

2

=
64

15

よって，求める体積 V は V =
64

15
π
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6 ex−1 − ax = aを aについて解くと a =
ex−1

x + 1

f(x) =
ex−1

x + 1
とおくと f ′(x) =

xex−1

(x + 1)2

f(x)の増減は次のようになる．

x · · · (−1) · · · 0 · · ·
f ′(x) − − 0 +

f(x) ↘ ↘ 1
e

↗

また lim
x→−1−0

f(x) = −∞， lim
x→−1+0

f(x) = ∞，
lim

x→−∞
f(x) = 0， lim

x→∞
f(x) = ∞

ゆえに，y = f(x)のグラフは，右の図のよう
になる．
このグラフと直線 y = aの共有点の個数は，
求める実数解の個数と一致する．したがって

0 < a <
1

e
のとき 0個

a =
1

e
のとき 1個

a >
1

e
のとき 2個

　

O

y

x

1
e

−1

別解 ex−1 = a(x + 1)より，y = ex−1 · · · 1©，y = a(x + 1) · · · 2© とおく．
1©を微分すると y′ = ex−1

1©と 2©が x = pで接するとき

ep−1 = a(p+1), ep−1 = a ゆえに ap = 0

a > 0であるから p = 0，a =
1

e

このとき， 1©と 2©は右の図のように接する．

　

O

y

x−1

1
e

2©は点 (−1, 0)を通り，傾き aの直線である．

1©と 2©の共有点の個数は，求める実数解の個数と一致する．
したがって

0 < a <
1

e
のとき 0個，a =

1

e
のとき 1個，a >

1

e
のとき 2個
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問題 (平成24年度)

1 次の問いに答えよ．(20点)

(1) 整式 (x + 1)5を整式 (x− 1)2で割った余りを求めよ．

(2) 不等式 (log3 x)2 − log3 x3 + 2 < 0を解け．

2 放物線 y = x2 + 2x sin θ + cos2 θ (θ :定数)について，次の問いに答えよ．(30点)

(1) 頂点の座標を求めよ．

(2) 頂点と原点との距離を cos 2θを用いて表せ．

(3) θの値が 0 5 θ < πの範囲で変化するとき，頂点と原点との距離の最小値を求
めよ．

3 空間内の次のような 3つのベクトル~a，~b，~c を考える．ベクトル~a，~bの成分表示
は，~a = (1, 1, 0)，~b = (1, 0, 1)であり，~cの大きさは 1で，~aと~cのなす角およ
び~bと~cのなす角はともに 60◦である．このとき，次の問いに答えよ．(20点)

(1) 内積~a·~cの値を求めよ．
(2) ベクトル~cの成分表示をかけ．

4 次の問いに答えよ．(30点)

(1) 関数 f(x) = 6ex + x2 − x3 + 2x− 6の第 2次導関数 f ′′(x)を求めよ．

(2) 不等式 6ex + x2 > x3 − 2x + 6 (x > 0)を証明せよ．

5 曲線 y = tan x
(
0 5 x <

π

2

)
を考える．このとき，次の問いに答えよ．(30点)

(1) 曲線Cと x軸および直線 x =
π

4
とで囲まれた部分の面積を求めよ．

(2) 曲線Cと x軸および直線 x =
π

4
とで囲まれた部分を x軸のまわりに回転して

できる立体の体積を求めよ．

6 A =

(
1√
2

a

b 1√
2

)
とする．任意のベクトル ~x =

(
x

y

)
に対して，内積に関する

等式A~x·A~x = ~x·~xが成り立つとき，a，bの値を求めよ．(20点)
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正解 (平成24年度)

1 (1) P (x) = (x + 1)5とおくと，P ′(x) = 5(x + 1)4より

P (1) = 32，P ′(1) = 80

P (x)を (x− 1)2で割った余りを ax + bとおくと

P (1) = a + b, P ′(1) = a ゆえに a = 80, b = −48

よって，求める余りは 80x − 48

(2) 与えられた不等式から

(log3 x)2 − 3 log3 x + 2 < 0 ゆえに (log3 x− 1)(log3 x− 2) < 0

したがって 1 < log3 x < 2 よって 3 < x < 9

2 (1) 放物線の方程式から y = (x + sin θ)2 + cos 2θ

よって，頂点の座標は (− sin θ, cos 2θ)

(2) 頂点と原点との距離を dとすると，(1)の結果から

d2 = (− sin θ)2 + cos2 2θ = cos2 2θ − 1

2
cos 2θ +

1

2

よって，求める距離は

√
cos2 2θ − 1

2
cos 2θ +

1

2

(3) t = cos 2θとおくと，0 5 θ < πより −1 5 t 5 1

このとき，(2)の結果から

d2 = t2 − 1

2
t +

1

2
=

(
t− 1

4

)2

+
7

16

よって，求める最小値は

√
7

4
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3 (1) ~a = (1, 1, 0)より |~a| = √
2，|~c| = 1であるから

~a·~c = |~a||~c| cos 60◦ =
√

2·1·1
2

=

√
2

2

(2) (1)と同様にして ~b·~c =

√
2

2

このとき，~c = (x, y, z)とおくと

x + y =

√
2

2
, x + z =

√
2

2
ゆえに y = z =

√
2

2
− x · · · 1©

|~c|2 = 1であるから x2 + y2 + z2 = 1 · · · 2©
1©を 2©に代入すると

x2 + 2

(√
2

2
− x

)2

= 1 ゆえに x

(
x− 2

√
2

3

)
= 0

これを解いて x = 0,
2
√

2

3

よって ~c =

(
0,

√
2

2
,

√
2

2

)
または ~c =

(
2
√

2

3
, −

√
2

6
, −

√
2

6

)

4 (1) f(x) = 6ex + x2 − x3 + 2x− 6より，f ′(x) = 6ex + 2x− 3x2 + 2 であるから

f 00(x) = 6ex + 2 − 6x

(2) (1)の結果から f ′′′(x) = 6ex − 6

したがって

x > 0のとき，f ′′′(x) > 0，f ′′(0) = 8 であるから f ′′(x) > 0

x > 0のとき，f ′′(x) > 0，f ′(0) = 8 であるから f ′(x) > 0

x > 0のとき，f ′(x) > 0，f(0) = 0 であるから f(x) > 0

よって，x > 0のとき

6ex + x2 − x3 + 2x− 6 > 0 よって 6ex + x2 > x3 − 2x + 6
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5 (1) 求める面積を Sとすると

S =

∫ π
4

0

tan x dx =

[
− log cos x

]π
4

0

=
1

2
log 2

(2) 求める回転体の体積を V とすると

V = π

∫ π
4

0

tan2 x dx = π

∫ π
4

0

(
1

cos2 x
− 1

)
dx

= π

[
tan x− x

]π
4

0

= π

(
1 − π

4

)

6 A =

(
1√
2

a

b 1√
2

)
より

A~x·A~x =
(

x y
) (

1√
2

b

a 1√
2

)(
1√
2

a

b 1√
2

)(
x

y

)

=
(

x y
) (

1
2

+ b2 a+b√
2

a+b√
2

a2 + 1
2

)(
x

y

)

=

(
1

2
+ b2

)
x2 +

√
2(a + b)xy +

(
a2 +

1

2

)
y2

したがって

A~x·A~x− ~x·~x =

(
b2 − 1

2

)
x2 +

√
2(a + b)xy +

(
a2 − 1

2

)
y2

条件から

a2 − 1

2
= 0, a + b = 0, b2 − 1

2
= 0

よって (a, b) =

(
± 1√

2
, ∓ 1√

2

)
(複号同順)
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問題 (平成25年度)

1 次の問いに答えよ．(40点)

(1) 等式 3x + 2y = 33をみたす 1以上の整数の組 (x, y)をすべて求めよ．

(2) (x + y + z)7の展開式における xy3z3の係数を答えよ．

(3) 空間内の 3点A(3, 2, 1)，B(0, 0,−1)，C(1, 0, 3)に対し，4ABCの面積を
求めよ．

(4) 点Aの座標を
(

3,
9

4

)
とする．点P(x, y)が，OP : AP = 2 : 1をみたしなが

ら動くとき，点 Pの軌跡を求めよ．ただし，Oは原点とする．

2 x > 0のとき，log(1 + x) < x− 1

2
x2 +

1

3
x3 が成り立つことを証明せよ．(20点)

3 関数 y = 2 cos2 x + 3 cos x sin x− sin2 xの最大値および最小値を求めよ．また，そ
れらを与える xの値を求めよ．ただし，0 5 x 5 π

2
とする．

4 不定積分
∫ √

1 + x2 dxを，x =
et − e−t

2
とおいて置換積分することにより求めよ．

(20点)

5 楕円 x2

8
+

y2

2
= 1について，次の問いに答えよ．(30点)

(1) 楕円上の点 (2, 1)における接線の方程式を求めよ．

(2) 楕円と (1)で求めた接線と x軸および y軸で囲まれた図形の面積を求めよ．

6 p，qを定数とする．第 n項が，nが偶数のとき p，nが奇数のとき qで与えられる
数列を考える．P = p + q，Q = p− qとおくとき，この数列の一般項を P，Qで
表せ．(20点)
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正解 (平成25年度)

1 (1) 3x + 2y = 33より y =
3

2
(11− x)

x，yは 1以上の整数であるから，x = 2k − 1 (k = 1, 2, 3, 4, 5)とおくと

y =
3

2
{11− (2k − 1)} = 3(6− k)

よって (x, y) = (1, 15), (3, 12), (5, 9), (7, 6), (9, 3)

(2) (x + y + z)7の展開式における xy3z3の係数は

7!

1!3!3!
= 140

(3) A(3, 2, 1)，B(0, 0,−1)，C(1, 0, 3)より
−→
AB = (−3,−2,−2),

−→
AC = (−2,−2, 2)

−→
AB，

−→
ACのなす角を θとすると

cos θ =

−→
AB·−→AC

|−→AB||−→AC|
=

6√
17·2√3

=

√
3

17

したがって sin θ =
√

1− cos2 θ =

√
14

17

よって 4ABC =
1

2
|−→AB||−→AC| sin θ =

1

2
·√17·2√3×

√
14√
17

=
√

42

(4) Pの座標を (x, y)とすると

OP2 = x2 + y2, AP2 = (x− 3)2 +

(
y − 9

4

)2

OP : AP = 2 : 1 より，4AP2 = PO2であるから

4

{
(x− 3)2 +

(
y − 9

4

)2
}

= x2 + y2

整理すると (x− 4)2 + (y − 3)2 =
25

4

よって，中心 (4, 3)，半径
5

2
の円．

補足 線分OAを 2 : 1に内分および外分する点は，それぞれ
(

2,
3

2

)
,

(
6,

9

2

)

求める円はこれらを直径の両端とする円である．
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2 0 < t < xとする．

1− t + t2 − 1

1 + t
=

(1 + t)(1− t + t2)− 1

1 + t
=

t3

1 + t
> 0

したがって
∫ x

0

(
1− t + t2 − 1

1 + t

)
dt > 0

よって log(1 + x) < x− 1

2
x2 +

1

3
x3

3 cos2 x =
1 + cos 2x

2
，sin2 x =

1− cos 2x

2
，sin x cos x =

1

2
sin 2x

しがって．与えられた関数は

y =
3

2
(sin 2x + cos 2x) +

1

2
=

3
√

2

2
sin

(
2x +

π

4

)
+

1

2

0 5 x 5 π

2
であるから，

π

4
5 2x +

π

4
5 5

4
πより

x =
π

8
のとき最大値

3
√

2

2
+

1

2
, x =

π

2
のとき最小値− 1

4 x =
et − e−t

2
より，

√
1 + x2 =

et + e−t

2
，

dx

dt
=

et + e−t

2
であるから

∫ √
1 + x2 dx =

∫ (
et + e−t

2

)2

dt

=

∫ (
e2t + e−2t

4
+

1

2

)
dt

=
e2t − e2t

8
+

1

2
t + C

=
1

2
·e

t + e−t

2
·e

t − e−t

2
+

1

2
t + C

ここで，x +
√

1 + x2 = etより，t = log(x +
√

1 + x2)であるから
∫ √

1 + x2 dx =
1

2
x
√

1 + x2 +
1

2
log(x +

√
1 + x2) + C
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5 (1) 楕円
x2

8
+

y2

2
= 1上の点 (2, 1)における接線の方程式は

2x

8
+

y

2
= 1 すなわち

x

4
+

y

2
= 1

(2) 求める面積は
1

2
·4·2− 1

4
·π
√

8
√

2 = 4 − π

6 数列の第 n項を anとすると

an =
1 + (−1)n

2
p +

1− (−1)n

2
q

=
p + q

2
+ (−1)n·p− q

2

=
P + (−1)nQ

2


