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第 1 章 平面上のベクトル

1.1 ベクトルとその演算

1.1.1 ベクトル

平面上で図形の平行移動は，右の図のように向
きをつけた線分で表すことができる．線分につ
けた矢印の向きで移動する向きを表し，線分の
長さで移動する距離を表すのである．
ここでは，向きのある線分に着目してみよう．

　

A〉〉有向線分とベクトル

向きをつけた線分を有向線分という．
有向線分ABでは，Aをその始点，Bをその
終点といい，その向きは Aから Bへ向かう
向きとする．
また，線分ABの長さを，有向線分ABの

大きさという．

　 有向線分AB

A

B

始点

終点

平面上で図形を平行移動する場合，その平行移動を示す有向線分は，いくつも図
示できるが，それらは位置が違うだけで，向きと大きさは同じである．
有向線分の位置の違いを無視して，その向きと大きさだけに着目したものをベク
トルという1．ベクトルは，向きと大きさをもつ量である．
たとえば，物体に働く力や速度などは，ベクトルである．

1 本章では平面上の有向線分で表されるベクトルを考える．このようなベクトルを平面上のベクト
ルということがある．なお，空間の有向線分で表されるベクトルについては，第 2章で扱う．

1



2 第 1章 平面上のベクトル

B〉〉ベクトルの表記

有向線分ABで表されるベクトルを
−→
ABで表

す．また，ベクトルを ~a，~b などで表すことも
ある．ベクトル

−→
AB，~aの大きさは，それぞれ

|−→
AB|，|~a| で表す．
向きが同じで大きさの等しい 2つのベクトル

~a，~bは等しいといい，~a = ~b と書く．

　

A

C

B

D

~a

~b

たとえば，
−→
AB =

−→
CD のとき，有向線分ABを平行移動して有向線分CDに重ね合

わせることができる．

ベクトル~aと大きさが等しく向きが反対のベ
クトルを，~aの逆ベクトルといい，−~aで表す．
¶ ³

~a =
−→
AB のとき，−~a =

−→
BA である．

すなわち
−→
BA = −−→

AB

µ ´

　
A

B~a

−~a

例 1.1 右の図の平行四辺形ABCDについて，
次のことがいえる．

−→
AD=

−→
BC

−→
BA= −−→DC

　
A D

CB

練習 1.1 右の図に示されたベクトルについて，次のようなベクトルの番号の組をす
べてあげよ．

(1) 向きが同じベクトル

(2) 等しいベクトル

(3) 互いに逆ベクトル

　

HHHHj @
@I

�
�
�
�
�
�3

��
��
��
��*

HH
HHY

�
�
�
�
�
�3

@
@

@
@I

��
��*1© 2© 3©

4©
5©

6© 7©
8©
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1.1.2 ベクトルの演算

ベクトルは，向きと大きさをもつ量である．ここでは，ベクトルについて，加法と
減法を定義しよう．さらに，実数倍についても考えてみよう．

A〉〉ベクトルの加法

ベクトル ~a =
−→
AB とベクトル~bに対して，−→

BC = ~b となるように点Cをとる．このよう
にして定まるベクトル

−→
ACを，~aと~bの和と

いい，~a +~b と書く．
すなわち，次のことが成り立つ．¶ ³

−→
AB +

−→
BC =

−→
AC

µ ´

　

~a

~b

~b

~a +~b

A
B

C

練習 1.2 次のベクトル~a，~bについて，~a +~bをそれぞれ図示せよ．

(1)

��
��
��
��*

A
A
A
AK

~a

~b

(2)

��
��
��1

@
@
@
@R

~a

~b

(3)

��
��
��
��*

Q
Q
Q
Q
Q
Qs

~a

~b

平行四辺形を使って，ベクトルの和
を図示することもできる．
右の図の平行四辺形ABCDにおいて，−→

AD =
−→
BC であるから，図からわかる

ように，次のことが成り立つ．

−→
AB +

−→
AD =

−→
AC

　平行四辺形を使った
ベクトルの和

A B

CD

−→
AB +

−→
AD =

−→
AC



4 第 1章 平面上のベクトル

ベクトルの加法について，次の性質が成り立つ．
ベクトルの加法の性質¶ ³

1 ~a +~b = ~b + ~a 交換法則

2 (~a +~b) +~c = ~a + (~b +~c) 結合法則
µ ´
性質 1，2が成り立つことは，次の図を用いて確かめられる．

［1］ ［2］

~a +~b

~b

~a

~b

~a

~b + ~a
~a +~b +~c

~a

~b +~c

~b

~c

~a +~b

A
B

C

D

結合法則が成り立つので，~a，~b，~cの和を単に ~a +~b +~c と書く．

例 1.2
−→
AB +

−→
BC +

−→
CD= (

−→
AB +

−→
BC) +

−→
CD

=
−→
AC +

−→
CD =

−→
AD

練習 1.3 次の等式が成り立つことを示せ．

−→
AB +

−→
BD +

−→
CA =

−→
CD

B〉〉零ベクトル

~a =
−→
AB のとき，−~a =

−→
BA であるから

~a + (−~a) =
−→
AB +

−→
BA =

−→
AA

となる．ここで，
−→
AAは始点と終点が一致した特別な有向線分で表されるベクトルと

考え，その大きさは 0であるとする．

大きさが 0のベクトルを零ベクトルといい，~0で表す．零ベクトル
の向きは考えない．

−→
AA = ~0−→
BB = ~0
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零ベクトルに関して，次の性質が成り立つ．¶ ³
~a + (−~a) = ~0， ~a + ~0 = ~a

µ ´

練習 1.4 次の等式が成り立つことを示せ．

−→
AB +

−→
BC +

−→
CA = ~0

C〉〉ベクトルの減法

ベクトル ~a，~bに対して，~b + ~c = ~a を
満たすベクトル ~cを，~aと ~bの差といい，
~a −~bと書く．
一般に，

−→
OB +

−→
BA =

−→
OA であるから，

次のことが成り立つ．¶ ³
−→
OA − −→

OB =
−→
BA

µ ´

　

O

A

B

~b

~a

~a−~b

~b + (~a−~b) = ~a

同様に，
−→
OA +

−→
AB =

−→
OB から，次のことが成り立つ．

−→
AB =

−→
OB − −→

OA
−→
AB =

−→¤B−−→¤A

練習 1.5 練習 1.2のベクトルについて，~a−~b をそれぞれ図示せよ．

(1)

��
��
��
��*

A
A
A
AK

~a

~b

(2)

��
��
��1

@
@
@
@R

~a

~b

(3)

��
��
��
��*

Q
Q
Q
Q
Q
Qs

~a

~b



6 第 1章 平面上のベクトル

ベクトルの減法について，次の等式が成
り立つ．1が成り立つことは，右の図を用
いて確かめられる．¶ ³

1 ~a−~b = ~a + (−~b)

2 ~a− ~a = ~0

µ ´

　

O

AB

C

~a−~b

~a + (−~b)

−~b~a
~b

D〉〉ベクトルの実数倍

実数 kとベクトル~aに対して，~aの k倍のベクトル k~a を次のように定める．

~a 6= ~0..............の......と......き......
［1］k > 0 ならば，~aと向きが同じで，大き

さが k倍のベクトル．

とくに 1~a = ~a

［2］k < 0 ならば，~aと向きが反対で，大き
さが |k|倍のベクトル．
とくに (−1)~a = −~a

［3］k = 0 ならば，~0とする．

　

~a

2~a

−2~a

~a = ~0................の......と......き...... どんな kに対しても k~0 = ~0 とする．

注意 (−2)~a = −(2~a) が成り立つので，これらを単に −2~a と書く．

例 1.3 右の図のベクトル~a，~b，~c について，

~a = 4~b, ~c = −1

2
~a

である．

　

-

- �

~a

~b ~c

練習 1.6 例 1.3のベクトルについて，次の ( )に適する実数を求めよ．

(1) ~b = ( )~a (2) ~a = ( )~c (3) ~b = ( )~c
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練習 1.7 右の図のベクトル~a，~bについて，
次のベクトルを図示せよ．

(1) 2~a (2) −2~b

(3) 2~a +~b (4) ~a− 2~b

　

�
��
HHHHj

~a

~b

E〉〉ベクトルの計算

ベクトルの実数倍について，次の性質が成り立つ．
ベクトルの実数倍の法則¶ ³

k，lは実数とする．

1 k(l~a)=(kl)~a

2 (k + l)~a=k~a + l~a

3 k(~a +~b)=k~a + k~b

µ ´
これらの等式が成り立つことは，次の図で確かめることができる．

［1］ 3(2~a) = 6~a = (3·2)~a

- - --
2~a 2~a 2~a

6~a

［2］ (3 + 2)~a = 5~a = 3~a + 2~a

- --
3~a 2~a

5~a

［3］ 2(~a +~b) = 2~a + 2~b

-
~a J
J
J
JJ] ~b

�
�
�
�
��>

~a +
~b

-

2~a

J
J

J
J

J
J

J
JJ]

2~b

½
½

½
½

½
½

½
½

½
½

½½>

2(
~a +

~b)

O A A′

C

C′



8 第 1章 平面上のベクトル

前のページで示したベクトルの実数倍の性質により，ベクトルの加法，減法，実
数倍の計算では，~a，~bなどの式を文字式と同じように扱うことができる．

例 1.4 (1) 3~a + 4~a− 2~a = (3 + 4− 2)~a = 5~a

(2) 2(~a + 5~b) + 3(2~a−~b) = 2~a + 10~b + 6~a− 3~b

=(2 + 6)~a + (10− 3)~b

= 8~a + 7~b

練習 1.8 次の計算をせよ．

(1) ~a + 3~a− 2~a (2) 3~a + 7~b− 5~a− 2~b

(3) 3(2~a +~b) + 4(~a− 2~b) (4) 2(~a− 3~b)− 3(3~a− 2~b)

(5)
1

3
(~a + 2~b) +

2

3
(~a−~b) (6)

1

2
(−~a + 2~b)− 1

3
(2~a +~b)
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F〉〉ベクトルの平行

~0でない 2つのベクトル~a，~bは，
向きが同じか反対のとき，平行で
あるといい，~a//~bと書く．
ベクトルの実数倍の定義により，

次のことが成り立つ．

　同じ向きに平行

��
�*��
��
��*~a

~b

　反対向きに平行

����
��
��
��*~a

~b

ベクトルの平行条件¶ ³

~a 6= ~0，~b 6= ~0 のとき

~a//~b ⇐⇒ ~b = k~a となる実数 kがある
µ ´

例 1.5 |~a| = 2 とする．~aと平行で大きさが 1のベクトルは

1

2
~a と −1

2
~a

注意
1

2
~aを

~a

2
と書くこともある．

大きさが 1のベクトルを単位ベクトルという．

練習 1.9 次の問いに答えよ．

(1) 単位ベクトル~eと平行で大きさが 4のベクトルを ~eを用いて表せ．

(2) |~a| = 3 のとき，~aと同じ向きの単位ベクトルを~a を用いて表せ．



10 第 1章 平面上のベクトル

G〉〉ベクトルの分解

2つのベクトル ~a，~bが与えられたとき，他のベクトルを ~a，~bを用いて表してみ
よう．

応用例題 1.1 正六角形ABCDEFにおいて，

−→
AB = ~a,

−→
AF = ~b

とするとき，次のベクトルを~a，~bを
用いて表せ．

(1)
−→
AE (2)

−→
DF

　
bbbs
"""+

"
""

b
bb

"
"

"
"

""b
b

b
b

bb

A

B

C

D

F

E
O

~a ~b

考え方〉〉
−−→
○□ =

−−→
○▲+

−−→
▲□のように分解することができる．

解答 (1)
−→
AE =

−→
AB +

−→
BE

=~a + 2~b

(2)
−→
DF=

−→
DC +

−→
CF

=−~b + (−2~a) = −2~a−~b

練習 1.10 応用例題 1.1において，次のベクトルを~a，~bを用いて表せ．
(1)

−→
AC (2)

−→
EF (3)

−→
BD

一般に，~0...で......な......い......2...つ......の......ベ......ク......ト......ル......
~a....，......

~b...が......平......行......で......な......い......
2 とき，どんなベクトル~pも，

~a，~bと適当な実数 s，tを用いて

~p = s~a + t~b

の形に表すことができる．しかも，こ......の......表......
し......方......は......た......だ......1...通......り......で......あ......る......．
このことは，右の図のような平行四辺形
OA′PB′を作ることによって，確かめること
ができる．

　

���
���

���
��:

�
�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��>

»»»»»»»»»»»

£
£
£
£
£
£
£

����:�
��

~a

~b s~a

t~b
~p

O A

B A′

B′

P

2 平面上におけるこのような 2つのベクトル ~a，~bは 1次独立であるという．
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1.1.3 ベクトルの成分

座標平面上でベクトルを考えるとき，ベクトルの表示に座標を利用する方法がある．
ここでは，ベクトルのこの表し方を学ぼう．

A〉〉ベクトルの成分表示

Oを原点とする座標平面上で，x軸，y軸
の正の向きと同じ向きの単位ベクトルを，
基本ベクトルといい，それぞれ ~e1，~e2で
表す．
座標平面上のベクトル~aに対し，~a =

−→
OA

である点Aの座標が

(a1, a2)

のとき，~aは次のように表される．

~a = a1~e1 + a2~e2

この~aを，次のようにも書く．

~a = (a1, a2) · · · 1©

　

O

y

x
~e1

~e2

a1~e1

a2~e2

A(a1, a2)

~a

~a

1

1

1©における a1，a2を，それぞれ~aのx成分，y成分といい，まとめて~aの成分と
いう．また， 1©を~aの成分表示という．
基本ベクトル ~e1，~e2と零ベクトル~0の成分表示は，次のようになる．

~e1 = (1, 0)， ~e2 = (0, 1)， ~0 = (0, 0)

2つのベクトル ~a = (a1, a2)，~b = (b1, b2) について，次が成り立つ．

~a = ~b ⇐⇒ a1 = b1, a2 = b2

また，上の図で |~a| = OA であるから，次のことがいえる．
¶ ³

~a = (a1, a2) のとき |~a| =
√

a1
2 + a2

2

µ ´
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例 1.6 右の図のベクトル~aの成分表示は

~a = (3, 2)

大きさは

|~a| =
√

32 + 22 =
√

13

　

-

6

�
�
�
��3

�
�
��	

B
B
B
B
BM

S
S
S
S
S
SSwO x

y

1

1

~a

~d

~b

~c

練習 1.11 右の図のベクトル~b，~c，~dを，それぞれ成分表示せよ．また，各ベクトル
の大きさを求めよ．

B〉〉和，差，実数倍の成分表示

ベクトルの成分表示を用いて，和，差，実数倍を計算してみよう．
~a = (a1, a2)，~b = (b1, b2) は，基本ベクトル ~e1，~e2を用いると

~a = a1~e1 + a2~e2，~b = b1~e1 + b2~e2

と表されるから

~a +~b = (a1 + b1)~e1 + (a2 + b2)~e2

~a−~b = (a1 − b1)~e1 + (a2 − b2)~e2

である．
また，kを実数とするとき

k~a = (ka1)~e1 + (ka2)~e2

である．

　

O

y

x

~b

~a
a1b1

a2

b2 ~a +~b

これらを成分表示すると，次のことが成り立つ．
和，差，実数倍の成分表示¶ ³

(a1, a2) + (b1, b2)=(a1 + b1, a2 + b2)

(a1, a2) − (b1, b2)=(a1 − b1, a2 − b2)

k(a1, a2)=(ka1, ka2) kは実数
µ ´
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例 1.7 ~a = (1, 5)，~b = (3,−4) のとき

2~a + 3~b = 2(1, 5) + 3(3,−4) = (2, 10) + (9,−12)

= (2 + 9, 10− 12) = (11,−2)

練習 1.12 ~a = (3,−1)，~b = (−4, 2) のとき，次のベクトルを成分表示せよ．

(1) 2~a (2) −~b (3)
1

4
~b

(4) 3~a + 2~b (5) 4~a− 3~b (6) −2(~a−~b)

例題 1.1 ~a = (1, 2)，~b = (1,−1) とする．~c = (5, 4) を，適当な実数 s，tを用い
て s~a + t~b の形に表せ．

解答 s~a + t~b = s(1, 2) + t(1,−1) = (s + t, 2s− t) であるから，

~c = s~a + t~b とすると

(5, 4) = (s + t, 2s− t)

よって s + t = 5，2s− t = 4

これを解くと s = 3，t = 2

したがって ~c = 3~a + 2~b

　

O

y

x

~a
~c

~b

練習 1.13 ~a = (2, 1)，~b = (−1, 3) とする．~c = (8,−3) を，適当な実数 s，tを用い
て s~a + t~b の形に表せ．
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例題 1.2 2つのベクトル ~a = (1, 3)，~b = (−2, x) が平行になるように，xの値を定
めよ．

解答 ~a//~bが平行であるには，~b = k~a を満たす実数 kがあればよい．

(−2, x) = (k, 3k) から −2 = k，x = 3k

よって x = 3× (−2) = −6

練習 1.14 次の 2つのベクトルが平行になるように，xの値を定めよ．

(1) ~a = (−2, 1)，~b = (x,−3)

(2) ~a = (2, x)，~b = (3, 6)

C〉〉座標平面上の点とベクトル

座標平面上に 2点 A(a1, a2)，B(b1, b2)をと
ると，

−→
OA = (a1, a2)，

−→
OB = (b1, b2) である．

よって，
−→
ABは次のようになる．

−→
AB =

−→
OB−−→OA = (b1, b2)− (a1, a2)

= (b1 − a1, b2 − a2)

　

O

y

x

A

B

a1 b1

b2

a2

2点A，Bとベクトル
−→
AB¶ ³

2点A(a1, a2)，B(b1, b2)について
−→
AB = (b1 − a1, b2 − a2)， |−→AB| =

√
(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2

µ ´

例 1.8 2点A(2, 3)，B(5, 1)について
−→
AB = (5− 2, 1− 3) = (3,−2)， |−→AB| =

√
32 + (−2)2 =

√
13
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練習 1.15 次の 2点A，Bについて，
−→
ABを成分表示し，|−→AB|を求めよ．

(1) A(5, 2)，B(1, 6) (2) A(−3, 4)，B(2, 0)

例題 1.3 4点A(1, 2)，B(4, 1)，C(5, 3)，D(x, y)を頂点とする四角形ABCDが平
行四辺形であるように，x，yの値を定めよ．

解答
−→
AD =

−→
BC であればよいから

(x− 1, y − 2) = (5− 4, 3− 1)

= (1, 2)

よって x− 1 = 1，y − 2 = 2

したがって x = 2，y = 4

　

-

6

x

y

O 1

1

�
�
�
��

�
�
�
��

PPPPPP

PPPPPP

A

B

C

D

練習 1.16 4点A(1, 1)，B(x, y)，C(5, 4)，D(2, 3)を頂点とする四角形ABCDが
平行四辺形であるように，x，yの値を定めよ．
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1.1.4 ベクトルの内積

右の図の4OABにおいては，余弦定理により，次
の等式が成り立つ．

BA2 = OA2 + OB2 − 2×OA×OB cos θ

この OA × OB cos θ をベクトル
−→
OA，

−→
OBで表し，

ベクトルの新しい演算を考えよう．

　

θ

O A

B

A〉〉ベクトルの内積

~0でない 2つのベクトル~a，~bについて，
~a =

−→
OAであるとき，~b =

−→
OBであるように

点Bをとる．このようにして定まる∠AOB

の大きさ θを，~aと~bのなす角という．
ただし，0◦ 5 θ 5 180◦である．

　

O

~b

~b

~a

A

B

θ

~0でない 2つのベクトル~aと~bのなす角を θとするとき，|~a||~b| cos θを~aと~bの内積
といい，~a·~bで表す．
¶ ³

~a·~b = |~a||~b| cos θ ただし，θは~aと~bのなす角
µ ´

~a = ~0 または ~b = ~0 のときは，~a·~b = 0 と定める．

注意 2つのベクトルの内積はベクトルではなく実数である．

例 1.9 |~a| = 2，|~b| = 3 で，~aと~b のなす角が θ = 60◦ のとき

~a·~b = |~a||~b| cos θ = 2× 3× cos 60◦ = 2× 3× 1

2
= 3

ここで，cos θの値を復習しておこう．

θ 0◦ 30◦ 45◦ 60◦ 90◦ 120◦ 135◦ 150◦ 180◦

cos θ 1

√
3

2

1√
2

1

2
0 −1

2
− 1√

2
−
√

3

2
−1

練習 1.17 ~aと~bのなす角を θとする．次の場合に内積~a·~bを求めよ．
(1) |~a| = 4，|~b| = 3，θ = 45◦ (2) |~a| = 6，|~b| = 6，θ = 150◦
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例 1.10 右の図の直角三角形ABCにおいて，−→
ABと

−→
BCのなす角 θは

θ = 180◦ − 60◦ = 120◦

であるから

　

2

√
3 1

A B

C

30◦ 60◦ θ

−→
AB·−→BC = |−→AB||−→BC| cos 120◦ = 2× 1×

(
−1

2

)
= −1

練習 1.18 例 1.10の直角三角形ABCにおいて，次の内積を求めよ．

(1)
−→
BA·−→AC (2)

−→
AC·−→BC

B〉〉成分による内積の表示

右の図のように，4OABにおいて
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，∠AOB = θ

とすると，余弦定理により

BA2 = OA2 + OB2 − 2×OA×OB cos θ

が成り立つ．これをベクトルで表すと

|~a−~b|2 = |~a|2 + |~b|2 − 2(~a·~b)
となる．

　

~a

~a−~b
~b

O

A

B

θ

ここで，~a = (a1, a2)，~b = (b1, b2) とすると

(a1 − b1)
2 + (a2 − b2)

2 = (a1
2 + a2

2) + (b1
2 + b2

2)− 2(~a·~b)
これを整理すると ~a·~b = a1b1 + a2b2

一般に，次のことが成り立つ．¶ ³
~a = (a1, a2)，~b = (b1, b2) のとき ~a·~b = a1b1 + a2b2

µ ´
注意 上のことは，~a = ~0 または ~b = ~0 のときも成り立つ．
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例 1.11 ~a = (1, 4)，~b = (−2, 3) のとき

~a·~b = 1× (−2) + 4× 3 = 10

練習 1.19 次のベクトル~a，~bについて，内積~a·~bを求めよ．
(1) ~a = (2, 5)，~b = (3,−2) (2) ~a = (1,

√
3)，~b = (

√
3, 3)

C〉〉ベクトルのなす角

内積の定義から，次のことが成り立つ．
ベクトルのなす角の余弦¶ ³

~a = (a1, a2)，~b = (b1, b2)は~0でないとし，そのなす角を θとする．
ただし，0◦ 5 θ 5 180◦ である．このとき

cos θ =
~a·~b

|~a||~b|
=

a1b1 + a2b2√
a1

2 + a2
2
√

b1
2 + b2

2

µ ´

例題 1.4 次の 2つのベクトルのなす角を求めよ．
~a = (1, 2)， ~b = (−1, 3)

解答 ~a·~b = 1× (−1) + 2× 3 = 5

|~a| = √
12 + 22 =

√
5， |~b| =

√
(−1)2 + 32 =

√
10

よって，なす角を θとすると

cos θ =
~a·~b
|~a||~b|

=
5√

5
√

10
=

1√
2

0◦ 5 θ 5 180◦ であるから θ = 45◦ (答) 45◦
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練習 1.20 次の 2つのベクトルのなす角を求めよ．

(1) ~a = (2, 1)，~b = (−3, 1)

(2) ~a = (1,
√

3)，~b = (
√

3, 1)

(3) ~a = (3,−1)，~b = (2, 6)

(4) ~a = (−4, 2)，~b = (2,−1)

(5) ~a = (1,−2)，~b = (3,−6)



20 第 1章 平面上のベクトル

~0でない 2つのベクトル ~aと~b のなす角が 90◦のとき，~aと~bは垂直である3 とい
い，~a⊥~b と書く．~a⊥~bのとき

~a·~b = |~a||~b| cos 90◦ = 0

である．逆に，~0でない 2つのベクトル~a，~b

が ~a·~b = 0 になるのは，~a⊥~bのときである．
したがって，次のことが成り立つ．

　

~a

~b

ベクトルの垂直条件¶ ³

~a 6= ~0，~b 6= ~0で，~a = (a1, a2)，~b = (b1, b2) のとき

~a⊥~b ⇐⇒ ~a·~b = 0

~a⊥~b ⇐⇒ a1b1 + a2b2 = 0

µ ´

例 1.12 ~a = (2, 1) と ~b = (x, 4) が垂直になるような xの値を求める．

~a·~b = 0 より 2x + 1× 4 = 0 ← ~a·~b=2x+1×4

よって x = −2

練習 1.21 次の 2つのベクトルが垂直になるような xの値を求めよ．

(1) ~a = (3, 6)，~b = (x, 4)

(2) ~a = (x,−1)，~b = (x, x + 2)

3 ~0でない 2つのベクトル ~aと~bのなす角が 0◦ または 180◦ のとき，~aと~bは平行である．
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例 1.13 ベクトル~a = (2, 1)に垂直な単位ベクトル~e

~b = (1,−2)は~aに垂直である． ← ~b = (a2,−a1) は

~a = (a1, a2) に垂直|~b| =
√

12 + (−2)2 =
√

5

であるから ~e =
1√
5
~b または ~e = − 1√

5
~b

よって

~e =

(
1√
5
,− 2√

5

)
または ~e =

(
− 1√

5
,

2√
5

)

練習 1.22 次のベクトル~aに垂直な単位ベクトルを求めよ．

(1) ~a = (1, 3)

(2) ~a = (2,−5)
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D〉〉内積の性質

ベクトルの内積について，次の性質が成り立つ4．
内積の性質¶ ³

1 ~a·~a = |~a|2

2 ~a·~b = ~b·~a
3 (~a +~b)·~c = ~a·~c +~b·~c
4 ~a·(~b +~c) = ~a·~b + ~a·~c
5 (k~a)·~b = ~a·(k~b) = k(~a·~b) kは実数

µ ´
1の証明 ~a = (a1, a2) とすると

~a·~a = a1
2 + a2

2 = (
√

a1
2 + a2

2)2 = |~a|2

3の証明 ~a = (a1, a2)，~b = (b1, b2)，~c = (c1, c2) とする．

~a +~b = (a1 + b1, a2 + b2) であるから

(~a +~b)·~c=(a1 + b1)c1 + (a2 + b2)c2

= a1c1 + b1c1 + a2c2 + b2c2

=(a1c1 + a2c2) + (b1c1 + b2c2)

=~a·~c +~b·~c 証終

2，4，5が成り立つことも，同様にして示すことができる．
性質 5が成り立つので，たとえば 2(~a·~b) を単に 2~a·~bと書く．

練習 1.23 上の 3の証明にならって，次の等式を証明せよ．

~a·(~b−~c) = ~a·~b− ~a·~c

41より，~a·~a = 0，|~a| =
√

~a·~aも成り立つ．
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例題 1.5 次の等式が成り立つことを示せ．

|~a +~b|2 = |~a|2 + 2~a·~b + |~b|2

解答 |~a +~b|2 =(~a +~b)·(~a +~b)

=~a·(~a +~b) +~b·(~a +~b)

=~a·~a + ~a·~b +~b·~a +~b·~b
= |~a|2 + 2~a·~b + |~b|2

練習 1.24 次の等式が成り立つことを示せ．

(1) |~a−~b|2 = |~a|2 − 2~a·~b + |~b|2

(2) (~a +~b)·(~a−~b) = |~a|2 − |~b|2
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応用例題 1.2 ~a，~bが次の条件を満たすとき，|2~a−~b|の値を求めよ．

|~a| = 1, |~b| = 4, ~a·~b = 2

考え方〉〉 |2~a−~b|2 = (2~a−~b)·(2~a−~b) を利用して，まず |2~a−~b|2の値を求める．

解答 |2~a−~b|2 =(2~a−~b)·(2~a−~b)

= 4~a·~a− 2~a·~b− 2~b·~a +~b·~b
=4|~a|2 − 4~a·~b + |~b|2

=4× 12 − 4× 2 + 42

=12

|2~a−~b| = 0 であるから |2~a−~b| = √
12 = 2

√
3

練習 1.25 |~a| = 3，|~b| = 2，~a·~b = −3 のとき，次の値を求めよ．

(1) |~a +~b|

(2) |~a− 2~b|

練習 1.26 |~a| = 1，|~b| = 2で，~aと~bのなす角が 60◦であるとき，|~a −~b|の値を求
めよ．
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1.1.5 補充問題

1 次の等式を満たす ~xを，~a，~bを用いて表せ．

(1) 3~x− 4~a = ~x− 2~b

(2) 2(~x− 3~a) = 5(~x + 2~b)

2 ベクトル~a = (1,
√

3)に垂直で大きさが 4のベクトル~pを求めよ．
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3 2つのベクトル~a，~bについて，次が成り立つことを示せ．
~a 6= ~0，~b 6= ~0で，~a = (a1, a2)，~b = (b1, b2)のとき

~a//~b ⇐⇒ a1b2 − a2b1 = 0

4 |~a| = 1，|~b| = √
3，|~a−~b| = √

7 のとき，次のものを求めよ．

(1) ~a·~b (2) ~aと~bのなす角 θ
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1.2 ベクトルと平面図形

1.2.1 位置ベクトル

図形の性質を調べるときには，共通の始点をもった有向線分が表すベクトルを考え
ると便利なこともある．このようなベクトルについて考えよう．

A〉〉位置ベクトル

平面上で，点Oを定めておくと，どんな点P

の位置も，ベクトル
−→
OP = ~p によって決まる．

このようなベクトル~pを，点Oに関する点Pの
位置ベクトルという．

　

��
��
��
��1q~p

O

P

また，位置ベクトルが~pである点 Pを，P(~p)で表す．

注意 位置ベクトルにおける点 Oはどこに定めてもよい．以下，とくに断らない限
り，1つ定めた点Oに関する位置ベクトルを考える．

2点A，Bに対して，

−→
AB =

−→
OB−−→OA

が成り立つから，次のことがいえる．¶ ³

2点A(~a)，B(~b)に対して
−→
AB = ~b − ~a

µ ´

　

³³³³³³³³1

¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢̧S
S
S
S
SSw

O

A

B

~a

~b

~b− ~a

練習 1.27 3点A(~a)，B(~b)，C(~c) に対して，次のベクトルを ~a，~b，~cのいずれかを
用いて表せ．

(1)
−→
BC (2)

−→
CA (3)

−→
BA
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B〉〉内分点・外分点の位置ベクトル

2点A(~a)，B(~b)に対して，線分ABを 3 : 2に内分する点P(~p)，3 : 1に外分する点
Q(~q)の位置ベクトルを，それぞれ求めてみよう．

内分 AP : PB = 3 : 2

2

3

~a

~p
~b

A

B
P

O

AP : AB = 3 : (3 + 2)

−→
AP =

3

5

−→
AB

~p− ~a =
3

5
(~b− ~a)

~p =

(
1− 3

5

)
~a +

3

5
~b

=
2~a + 3~b

5

外分 AQ : QB = 3 : 1

A

B
Q

~b
~a

~q

O

1
3

AQ : AB = 3 : (3− 1)

−→
AQ =

3

2

−→
AB

~q − ~a =
3

2
(~b− ~a)

~q =

(
1− 3

2

)
~a +

3

2
~b

=
−~a + 3~b

2

一般に，次のことが成り立つ．
内分点・外分点の位置ベクトル¶ ³

2点A(~a)，B(~b)に対して，線分ABを m : n に内分する点と外分する点の位置
ベクトルは，それぞれ

内分 · · · n~a + m~b

m + n
外分 · · · −n~a + m~b

m − n

とくに，線分ABの中点の位置ベクトルは
~a +~b

2
である．

µ ´
注意 内分の場合の nを−nにおき換えたものが，外分の場合である．

また，内分点も外分点もその位置ベクトルは，適当な実数 sを用いて
(1− s)~a + s~bの形に表される．
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例 1.14 2点A(~a)，B(~b)に対して，線分ABを

3 : 4に内分する点の位置ベクトルは
4~a + 3~b

3 + 4
=

4

7
~a +

3

7
~b

2 : 1に外分する点の位置ベクトルは
−~a + 2~b

2− 1
= −~a + 2~b

練習 1.28 2点A(~a)，B(~b)を結ぶ線分ABに対して，次のような点の位置ベクトル
を求めよ．

(1) 2 : 3に内分する点 (2) 3 : 1に内分する点

(3) 4 : 1に外分する点 (4) 1 : 2に外分する点

C〉〉三角形の重心の位置ベクトル

3点A(~a)，B(~b)，C(~c) を頂点とする4ABCにおいて，重心5Gの位置ベクトル ~g

を求めてみよう．

辺BCの中点をD(~d)とすると

~d =
~b +~c

2
· · · 1©

4ABCの重心Gは，中線ADを 2 : 1に内
分する点であるから

~g =
~a + 2~d

2 + 1

　
A(~a)

B(~b) D(~d) C(~c)

G(~g)
1

2

1©より 2~d = ~b +~c であるから ~g =
~a +~b +~c

3

¶ ³

3点A(~a)，B(~b)，C(~c) を頂点とする4ABCの重心Gの

位置ベクトル~gは ~g =
~a +~b +~c

3
µ ´

5三角形の重心は，3つの中線が 1つに交わる点で，各中線を 2 : 1に内分する．
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例題 1.6 3 点 A(~a)，B(~b)，C(~c) を頂点とする
4ABCにおいて，辺 BC，CA，ABの
中点を，それぞれ L，M，Nとする．
また，4LMNの重心をG′とする．

(1) 点G′の位置ベクトル
−→
g′ を

~a，~b，~c を用いて表せ．

　

L

MN

A(~a)

B(~b) C(~c)

(2) 等式
−→
AL +

−−→
BM +

−→
CN = ~0 が成り立つことを示せ．

解答 (1) L，M，Nの位置ベクトルを，それぞれ~l，~m，~nとすると，

−→
g′ =

~l + ~m + ~n

3
である．

また ~l =
~b +~c

2
， ~m =

~c + ~a

2
， ~n =

~a +~b

2

であるから ~l + ~m + ~n=
~b +~c

2
+

~c + ~a

2
+

~a +~b

2

=~a +~b +~c

よって
−→
g′ =

~l + ~m + ~n

3
=

~a +~b +~c

3

(2)
−→
AL +

−−→
BM +

−→
CN= (~l − ~a) + (~m−~b) + (~n−~c)

= (~l + ~m + ~n)− (~a +~b +~c)

=~0

補足 4LMNの重心G′の位置ベクトルは，4ABCの重心Gの位置ベクトルと同じ
である．

−−→
OG′ =

−→
OG より，2つの重心が一致することがわかる．
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練習 1.29 3点A(~a)，B(~b)，C(~c)を頂点とする4ABCにおいて，辺BC，CA，ABを
2 : 1に内分する点を，それぞれP，Q，Rとする．また，4ABCの重心をG，4PQR

の重心をG′とする．

(1) 点G′の位置ベクトル
−→
g′ を~a，~b，~cを用いて表せ．

(2) 等式
−→
GA +

−→
GB +

−→
GC = ~0 が成り立つことを示せ．
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1.2.2 ベクトルの図形への応用

これまでベクトルの性質や計算を学んできたが，ここではベクトルを利用して平面
図形の性質を調べてみよう．

A〉〉直線上の点

平面上の 3点A，B，Cについて，ベクトル
の平行条件などにより，次のことが成り立つ．

　 - -
A C B

3点が一直線上にあるための条件¶ ³

点Cが直線AB上にある ⇐⇒ −→
AC = k

−→
AB となる実数 kがある

µ ´

応用例題 1.3 平行四辺形ABCDにおいて，辺 CDを 1 : 2に内分する点を E，対角
線BDを 3 : 2に内分する点をFとする．このとき，3点A，F，Eは一直線上にある
ことを証明せよ．

考え方〉〉
−→
AB = ~b，

−→
AD = ~d として，

−→
AF = k

−→
AE となる実数 kがあることを

示す．
−→
AC = ~b + ~d であることに注意する．

証明
−→
AB = ~b，

−→
AD = ~d とする．

BF : FD = 3 : 2 であるから

−→
AF =

2
−→
AB + 3

−→
AD

3 + 2
=

2~b + 3~d

5

CE : ED = 1 : 2 であるから

　 2 1

2

3

A B

CD

F

~b

~d

E

−→
AE =

2
−→
AC +

−→
AD

1 + 2
=

2(~b + ~d) + ~d

3
=

2~b + 3~d

3

よって
−→
AF =

3

5

−→
AE

したがって，3点A，F，Eは一直線上にある． 証終
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練習 1.30 平行四辺形 ABCDにおいて，辺 BCを 3 : 2に内分する点を E，対角線
BDを 3 : 5に内分する点を Fとする．このとき，3点A，F，Eは一直線上にあるこ
とを証明せよ．

A B

CD

F

~b

~d E
3

2

3

5

応用例題 1.4 4OABにおいて，辺OAの中点を C，辺OBを 2 : 1に内分する点を
Dとし，線分ADと線分BCの交点をPとする．

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b とするとき，

−→
OP

を~a，~b を用いて表せ．

考え方〉〉 AP : PD = s : (1 − s)，BP : PC = t : (1 − t) とすると，
−→
OPは ~a，

~bを用いて 2通りに表せるが，
−→
OPの表し方は 1通りしかないことか

ら，s，tの値が定まる．

解答 AP : PD = s : (1− s) とすると
−→
OP =(1− s)

−→
OA + s

−→
OD

=(1− s)~a +
2

3
s~b

BP : PC = t : (1− t) とすると
−→
OP= t

−→
OC + (1− t)

−→
OB

=
1

2
t~a + (1− t)~b

　

1− t

ts

1− s
2

1
~a ~b

O

A B

P

D
C

~a 6= ~0，~b 6= ~0で，~aと~bは平行でないから，
−→
OPの~a，~b を用いた

表し方は 1通りである．

よって 1− s =
1

2
t,

2

3
s = 1− t

これを解くと s =
3

4
，t =

1

2
←−→

OP を表す式のどちらかに代入する．

したがって
−→
OP =

1

4
~a +

1

2
~b
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練習 1.31 4OABにおいて，辺OAを 3 : 2に内分する点を C，辺OBを 1 : 2に内
分する点Dとし，線分ADと線分BCの交点を Pとする．

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b とする

とき，
−→
OPを~a，~b を用いて表せ．

~a
~b

O

A B

P

D

C

3

2
2

1
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B〉〉内積の利用

ベクトルの内積を利用して，図形の性質を証明してみよう．
内積に関しては，次のことがよく利用される．

AB2 = |−→AB|2 =
−→
AB·−→AB

3点O，A，Bが異なるとき

OA⊥OB ⇐⇒ −→
OA·−→OB = 0

応用例題 1.5 平行四辺形ABCDにおいて，次のことが成り立つ．

AC = DB ならば AB⊥AD

このことを，ベクトルを用いて証明せよ．

考え方〉〉 AC = DB すなわち |−→AC|2 = |−→DB|2 から −→
AB·−→AD = 0 を示す．−→

AB = ~b，
−→
AD = ~d とすると，計算しやすい．

証明 平行四辺形ABCDにおいて，

−→
AB = ~b,

−→
AD = ~d

とすると

−→
AC = ~b + ~d,

−→
DB = ~b− ~d

　

��
��
��
��
��
��*

-

6HHHHHHHHHHHH
A B

CD

~b

~d

AC = DB ならば，|−→AC|2 = |−→DB|2 であるから

(~b + ~d)·(~b + ~d) = (~b− ~d)·(~b− ~d)

すなわち |~b|2 + 2~b·~d + |~d|2 = |~b|2 − 2~b·~d + |~d|2

よって ~b·~d = 0

したがって，
−→
AB⊥−→AD となるから，AB⊥AD である． 証終
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練習 1.32 平行四辺形ABCDにおいて，次のことが成り立つ．

AB = AD ならば AC⊥DB

このことを，ベクトルを用いて証明せよ．

-�
�
�
�
�
�7

¶
¶

¶
¶

¶
¶

©©©©©©©©©©©©*A
A
A
A
A
AU

A B

CD

~b

~d
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1.2.3 直線のベクトルによる表示

直線上の点の位置ベクトルを考えることにより，直線をベクトルで表示することを
考えよう．

A〉〉ベクトルと直線の方程式

ベクトルを用いて，座標平面上の直線について考えてみよう．

例題 1.7 点A(3, 4)を通りベクトル ~d = (4, 2) に平行な直線 gが x軸と交わる点を
Bとする．Bの座標を求めよ．

解答
−→
AB//~dであるから，

−→
AB = k~dとなる実数 kがある．

Bの座標を (x, 0)とおくと

(x− 3,−4) = k(4, 2)

よって x− 3 = 4k， −4 = 2k

これを解くと k = −2，x = −5

したがって，Bの座標は (−5, 0)

　

O

y

x

A

g

~d

B

練習 1.33 点A(4,−3)を通りベクトル ~d = (−2, 3) に平行な直線 gが x軸と交わる
点をB，y軸と交わる点をCとする．

(1) Bの座標を求めよ． (2) Cの座標を求めよ．
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一般に，Oを原点とする座標平面上で，点
A(x1, y1)を通りベクトル ~d = (l, m)に平
行な直線 g 上の任意の点を P(x, y)とする．−→
AP = t~dとなる実数 tがあるから

(x− x1, y − y1) = t(l, m)

よって

{
x = x1 + lt

y = y1 + mt
· · · 1©

　

O

y

x

g

~d

P(x, y)

A(x1, y1)

1©において，tを媒介変数といい， 1©を直線 gの媒介変数表示という．

練習 1.34 上の 1©から tを消去して，直線 gの方程式が次の式になることを示せ．

m(x− x1)− l(y − y1) = 0

B〉〉直線のベクトル方程式

平面上の直線をベクトルの式で表示してみよう．

点 A(~a)を通りベクトル ~dに平行な直線を
gとする．g上のどんな点 P(~p)に対しても，−→
AP = t~d となる実数 t がただ 1 つ定まる．−→
AP = ~p− ~a であるから

~p = ~a + t~d · · · 2©

　 ~d

A
P

~a
~p

g

O

2©で，tがすべての実数値をとるように変化すると，点 P(~p)の全体は，直線 gに
なる． 2©を，直線 gのベクトル方程式といい，実数 tを媒介変数という．また，~dを
直線 gの方向ベクトルという．
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点A(~a)を通る直線 g上にAと異なる点 B(~b)

があるとき， 2©で
~d =

−→
AB = ~b− ~a

として，次のようになる．

~p = (1 − t)~a + t~b

　
~b− ~a

A
P

~a
~p

g

O

~b

B

さらに，1− t = sとおくと，次のことがいえる．¶ ³

異なる 2点A(~a)，B(~b)を通る直線の方程式は

1 ~p = (1 − t)~a + t~b ただし，tは実数

2 ~p = s~a + t~b (s + t = 1) ただし，s，tは実数
µ ´
ベクトル方程式

~p = (1− t)~a + t~b

において，実数 tのとる値によって点
P(~p)の存在範囲は右の図のようになる．

　

A
B

0 < t < 1
t > 1

t < 0

(t = 0)
(t = 1)

外分点

外分点
内分点

練習 1.35 異なる 2点A(~a)，B(~b)に対して，次の式を満たす点P(~p)の存在範囲は線
分ABであることを確かめよ．ただし，s，tは実数とする．

~p = s~a + t~b (s + t = 1，s = 0，t = 0)
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応用例題 1.6 4OABにおいて，次の式を満たす点Pの存在範囲を示せ．ただし，s，
tは実数とする．

−→
OP = s

−→
OA + t

−→
OB

(
s + t =

1

2
, s = 0, t = 0

)

考え方〉〉
−→
OP = s′

−−→
OA′ + t′

−−→
OB′ (s′ + t′ = 1，s′ = 0，t′ = 0) の形であれば，

点 Pの存在範囲は線分A′B′である．

解答 s + t =
1

2
より 2s + 2t = 1

そこで，2s = s′，2t = t′ とおくと

−→
OP = s′

(
1

2

−→
OA

)
+ t

(
1

2

−→
OB

)

s′ + t′ = 1，s′ = 0，t′ = 0

よって，辺OA，OBの中点を，それぞれA′，
B′とすると

　
O

A B

A′ B′

−→
OP = s′

−−→
OA′ + t′

−−→
OB′ (s′ + t′ = 1，s′ = 0，t′ = 0)

したがって，点 Pの存在範囲は線分A′B′である．

練習 1.36 4OABにおいて，次の式を満たす点Pの存在範囲を示せ．ただし，s，t

は実数とする．
−→
OP = s

−→
OA + t

−→
OB (s + t = 2，s = 0，t = 0)
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C〉〉ベクトル ~nに垂直な直線

O を原点とする座標平面上で，点
A(x1, y1)を通りベクトル ~n = (a, b)に
垂直な直線 g上の任意の点をP(x, y)と
するとき，

~n·−→AP = 0 · · · 3©
が成り立つから

a(x− x1) + b(y − y1) = 0

　

g

~a ~p

O

A

P

~n

が得られる．これが，直線 gの方程式である．

練習 1.37 次の点Aを通り，ベクトル ~nに垂直な直線の方程式を求めよ．

(1) A(3, 4)，~n = (5, 2)

(2) A(−3, 2)，~n = (1,−4)
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直線 ax + by + c = 0 について，次のことがいえる．

ベクトル ~n = (a, b)は，直線 ax + by + c = 0 に垂直である．

点 A(~a)を通りベクトル ~nに垂直な直線のベクトル方程式は， 3©において −→
AP =

~p− ~a として，次のようになる．

~n·(~p − ~a) = 0

直線に垂直なベクトル ~nを，この直線の法線ベクトルという．

例 1.15 点から直線に引いた垂線

点Aから直線 2x + 3y − 6 = 0 に垂
線AHを引くとき，~n = (2, 3)も

−→
AH

も，この直線の法線ベクトルである．
よって，

−→
AH//~nであるから
−→
AH = k~n

となる実数 kがある．

　

O

y

x

~n

A

H

2x + 3y − 6=0

3

2

練習 1.38 例 1.15において，A(2, 5)，H(x, y)とする．

(1) x，yをそれぞれ kで表せ． (2) 点Hの座標を求めよ．
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研究¶ ³

直線のベクトル方程式の応用

39ページで示した 2により，次のことが成り立つ．

点Pが直線AB上にある ⇐⇒
[ −→

OP = s
−→
OA + t

−→
OB について

s + t = 1

]

このことを利用して，33ページの応用例題 1.4を考えてみよう．

−→
OP = x

−→
OA + y

−→
OB とおく．

−→
OB =

3

2

−→
OD であるから

−→
OP = x

−→
OA +

3

2
y
−→
OD

点 Pは直線AD上にあるから

x +
3

2
y = 1 · · · 1©

−→
OA = 2

−→
OC であるから

−→
OP = 2x

−→
OC + y

−→
OB

点 Pは直線BC上にあるから

2x + y = 1 · · · 2©

　

2

1

O

A B

P

D
C

1©， 2©を解くと x =
1

4
，y =

1

2

したがって
−→
OP =

1

4

−→
OA +

1

2

−→
OB

µ ´
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1.2.4 補充問題

5 鋭角三角形 ABCにおいて，頂点 B，Cから
それぞれの向かい合う辺CA，ABに下ろした
垂線の交点をHとすると，HA⊥BC である．
このことを，ベクトルを用いて証明せよ．

　 A

B C

H

6 平行四辺形OABCの辺OAと辺OCを 2 : 1に内分する点を，それぞれD，E

とし，対角線OBを 1 : 2に内分する点を Fとする．このとき，3点D，F，E

は一直線上にあることを証明せよ．

2 1O A

BC

F

~a

~c

2

1 2

1

D

E
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1.3 章末問題

1.3.1 章末問題A

1 平行四辺形ABCDにおいて，対角線の交点を Eとする．
−→
AB = ~b，

−→
AD = ~d と

するとき，次のベクトルを~b，~dを用いて表せ．

(1)
−→
EC

(2)
−→
BE

(3)
−→
EA

A B

CD

~b

~d E

2 ~a = (3, 1)，~b = (1, 2)で，~c = ~a + t~b とする．ただし，tは実数である．

(1) |~c| = 5 となる tの値を求めよ．

(2) |~c|が最小となるとき，~b⊥~cであることを示せ．
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3 |~a| = 2，|~b| = 1で，ベクトル~a +~b，2~a− 5~bが垂直であるとする．

(1) ~a·~bを求めよ．

(2) ~aと~bのなす角 θを求めよ．

4 平面上に4ABCと点 P，Qがあって，次の等式
が成り立つとき，P，Qの位置を右の図にしるせ．

3
−→
AP = 2

−→
AB +

−→
AC

−→
AQ + 2

−→
BQ +

−→
CQ = ~0

　

�
�
�
�
�
��AA

A
A
AA

B C

A
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5 4ABCの外心をO，重心をGとし，
−→
OH =

−→
OA +

−→
OB +

−→
OCとする．ただし，

4ABCは直角三角形ではないとする．

(1) 3点O，G，Hは一直線上にあることを証明せよ．

(2) BH⊥CA かつ CH⊥AB であることを証明せよ．

H
G
O

A

B

C

6 4ABCにおいて，辺ABを 1 : 2に内分する点をD，辺BCを 3 : 1に内分する
点をE，辺CAを 2 : 3に内分する点をFとする．また，線分AEと線分CDの
交点を Pとするとき，次の問いに答えよ．

(1)
−→
AB = ~b，

−→
AC = ~c とするとき，

−→
APを~b，~c を用いて表せ．

~c~b

A

CB

P

D

F

3

2
2

1

E3 1

(2) 3点B，P，Fは一直線上にあることを示せ．
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1.3.2 章末問題B

7 |~a| = 1，|~b| = 2 のとき，次の値の最大値，最小値を求めよ．

(1) ~a·~b

(2) |~a−~b|

8 2点 A(a1, a2)，B(b1, b2)と原点 Oを頂点とする4OABにおいて，
−→
OA = ~a，−→

OB = ~b とする．このとき，4OABの面積 Sは次の式で表されることを示せ．

S =
1

2

√
|~a|2|~b|2 − (~a·~b)2 =

1

2
|a1b2 − a2b1|
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9 4ABCと点Pに対して，等式 3
−→
AP + 4

−→
BP + 5

−→
CP = ~0が成り立つとき，次の問

いに答えよ．

(1) 点 Pは4ABCに対してどのような位置にあるか．

(2) 面積の比4PBC : 4PCA : 4PABを求めよ．
A

B C

P

10 4ABCにおいて，辺BCの中点をMとすると，次の等式が成り立つ．

AB2 + AC2 = 2(AM2 + BM2)

このことを，ベクトルを用いて証明せよ．

A

B CM
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11 4OABにおいて，辺OBを 2 : 1に内分する点をC，線分ACの中点をMとし，
直線OMと辺ABの交点をDとする．次のものを求めよ．

(1)
−→
OD = k

−−→
OMを満たす実数 kの値 (2) AD : DB

ヒント¶ ³

7 −1 5 cos θ 5 1 に注意．

8 ∠AOB = θ とすると S =
1

2
|~a||~b| sin θ，sin θ =

√
1− cos2 θ

10
−→
AB = ~b，

−→
AC = ~c として，内積を利用する．

11 Dが直線AB上にあるから，
−→
OD = s

−→
OA + t

−→
OB，s + t = 1が利用できる．

µ ´
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2.1.1 空間の点

直線上の点や平面上の点は，数直線や座標軸を考えることにより，座標を用いて表
すことができた．空間においても，点の座標を考えてみよう．

A〉〉空間の点の座標

空間に点Oをとり，Oで互いに直交する 3

本の数直線を，右の図のように定める．これ
らを，それぞれx軸，y軸，z軸といい，まと
めて座標軸という．また，点Oを原点という．
さらに

x軸と y軸で定まる平面を xy平面，
y軸と z軸で定まる平面を yz平面，
z軸と x軸で定まる平面を zx平面

といい，これらをまとめて座標平面という．

　

´
´

´
´

´
´́+

XXXXXXXXz

6

XXXXXXXX

XXXXXXXX

´
´

´
´

´
´́

´
´

´
´

´
´́

´́

´́ XX

XX
O

x

y

z

xy平面

yz平面

y軸

zx平
面

x軸

z
軸

空間の点Pに対して，Pを通り各座標軸に
垂直な平面が，x軸，y軸，z軸と交わる点を，
それぞれA，B，Cとする．A，B，Cの各座
標軸上での座標が，それぞれ a，b，cのとき，
3つの実数の組

(a, b, c)

を点Pの座標といい，a，b，cをそれぞれ点P

のx座標，y座標，z座標という．この点Pを
P(a, b, c)と書くことがある．原点Oと，右
上の図の点A，B，Cについては，O(0, 0, 0)，
A(a, 0, 0)，B(0, b, 0)，C(0, 0, c)である．
座標の定められた空間を座標空間という．

　

x

y

z

A
a

B

b

Cc

P(a, b, c)

O

51
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例 2.1 点 P(1, 3, 2) から xy 平面，yz 平面，
zx 平面に垂線を下ろし，各平面との
交点を，それぞれ Q，R，Sとすると，
Q(1, 3, 0)，R(0, 3, 2)，S(1, 0, 2)で
ある．
また，xy平面に関して点Pと対称な点
の座標は，(1, 3,−2)である．

　

P(1, 3, 2)

x

y

z

A

S

Q

B

R
C

O

練習 2.1 次の平面に関して点 P(1, 3, 2)と対称な点の座標を，それぞれ求めよ．

(1) yz平面 (2) zx平面

B〉〉原点Oと点Pの距離

例 2.1において，原点Oと点 Pの距
離を求めてみよう．
三平方の定理を使うと

OP2 = OQ2 + PQ2

= (OA2 + AQ2) + PQ2

= 12 + 32 + 22

= 14

OP > 0 であるから OP =
√

14

　

P(1, 3, 2)

x

y

z

A

S

Q

B

R
C

O1

3

2

2

1

3

点 Pの座標が (a, b, c)のときは，OP2 = a2 + b2 + c2 となるから，次のことが成
り立つ．¶ ³

原点Oと点 P(a, b, c)の距離は OP =
√

a2 + b2 + c2

µ ´

練習 2.2 原点Oと次の点の距離を求めよ．

(1) P(2, 3, 6) (2) Q(3,−4, 5)
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2.1.2 空間のベクトル

空間においても，平面の場合と同様に有向線分を考えることができる．空間の有向
線分で，向きと大きさだけに着目したものが空間のベクトルである．ここでは，空
間のベクトルについて考えてみよう．

A〉〉空間のベクトル

空間において，始点をA，終点をBとする
有向線分ABで表されるベクトルを

−→
ABで表

し，その大きさを |−→AB|で表す．

　

A

B~a

空間のベクトルも~a，~bなどで表すことがある．このとき，~a = ~bや，~aの逆ベク
トル−~aの定義は，平面の場合と同様である．
大きさが 0のベクトルを零ベクトルといい，~0で表す．また，大きさが 1のベクト

ルを単位ベクトルという．

例 2.2 右の図の直方体において，始点，終点
がともに頂点となる有向線分でベクト
ルを考えると

−→
AB =

−→
DC =

−→
EF =

−→
HG

また，
−→
CD，

−→
FE，

−→
GHは，いずれも

−→
AB

の逆ベクトルである．

　

A

E

F

B

C

G

H

D

練習 2.3 例 2.2において，
−→
AEに等しいベクトルをすべてあげよ．また，

−→
ADの逆ベ

クトルで
−→
DA 以外のものをすべてあげよ．
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空間のベクトルの和と差，実数倍の定義も，平面上の場合と同様である．さらに，
それらに成り立つ性質は，空間のベクトルに対してもそのまま成り立つ．

例 2.3 右の図の立体は直方体である．

(1)
−→
AB +

−→
DH =

−→
A¤ の¤に適する頂点の

文字は，
−→
DH =

−→
BF から

−→
AB +

−→
DH =

−−→
AB..... +

−→
B.....F =

−→
AF

(2)
−→
AB − −→DH =

−→¤B の¤に適する頂点の
文字は，

−→
DH =

−→
AE から

−→
AB−−→DH =

−→
A.....B−

−→
A.....E =

−→
EB

　

A

E

F

B

C

G

H

D

¶ ³
−−→
○▲+

−−→
▲□ =

−−→
○□

−−→
●△−−−→●□ =

−−→
□△

µ ´

練習 2.4 例 2.3の直方体において，次の¤に適する頂点の文字を求めよ．

(1)
−→
AB +

−→
FG =

−→
A¤

(2)
−→
AD−−→EF =

−→¤D
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B〉〉ベクトルの分解

2つずつ平行な 3組の平面で囲まれる立体を平行六面体という．直方体も平行六面
体である．平行六面体には，次のような性質がある．

平行六面体の各面は，平行四辺形である．

例題 2.1 右の図の平行六面体において，
−→
AB = ~a，

−→
AD = ~b，

−→
AE = ~c

とするとき，次のベクトルを~a，~b，~cを
用いて表せ．

(1)
−→
AG (2)

−→
FD

　

~a

~b
~c

A B

C
D

E F
GH

解答 (1)
−→
AG =

−→
AB +

−→
BC +

−→
CG = ~a +~b +~c

(2)
−→
FD=

−→
FE +

−→
EH +

−→
HD = −~a +~b + (−~c)

=−~a +~b−~c

練習 2.5 例題 2.1の平行六面体の図において，次のベクトルを~a，~b，~cを用いて表せ．

(1)
−→
EC

(2)
−→
BH

(3)
−→
DF

(4)
−→
HF
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空間において，同......じ......平......面......上......に......な......い......4...点......O.....，......A.....，......B.....，......C.....が与えられたとき，次のこと
が成り立つ．

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~c とすると，この空間のどんなベクトル~pも，適当な

実数 s，t，uを用いて

~p = s~a + t~b + u~c

の形に表すことができる．しかも，こ......の......表......し......方......は......た......だ......1...通......り......で......あ......る......．

説明 ~p =
−→
OP とする．

点Pを通り直線OCに平行な直線を引き，3点O，A，Bを通る平面OAB 1 と
の交点をQとすると，次が成り立つ．

−→
OP =

−→
OQ +

−→
QP · · · 1©

［1］点Qが平面OAB上にあることから，
−→
OQ = s~a + t~b となる実数 s，tがた

だ 1組定まる．

［2］
−→
OC//

−→
QP であるから，

−→
QP = u~c となる実数 uがただ１つ定まる．

1©と［1］，［2］により，~p = s~a + t~b + u~c となる実数 s，t，uがただ 1組定ま
る． 証終

~c C

B
~b ~a

A
s~at~b

P

Q

~p

O

u~c

1 一直線上にない 3点 O，A，Bを通る平面は，ただ 1つ定まる．この平面を，平面 OABという
ことがある．
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2.1.3 ベクトルの成分

座標空間でベクトルを考えて，ベクトルの表示に座標を利用してみよう．
ここでは，空間のベクトルの成分表示について学ぶ．

A〉〉ベクトルの成分表示

座標空間において，x軸，y軸，z軸の
正の向きと同じ向きの単位ベクトルを
基本ベクトルといい，それぞれ~e1，

~e2，
~e3 で表す．
この空間のベクトル~aに対し，

~a =
−→
OA である点Aの座標が

(a1, a2, a3)

のとき，~aは次のように表される．

~a = a1
~e1 + a2

~e2 + a3
~e3

この~aを，次のようにも書く．

~a = (a1, a2, a3) · · · 1©

　

x

y

z

a1

a2

a3

A(a1, a2, a3)

O~e1 ~e2

~e3

a1~e1

a2~e2

~a

a3~e3

~a

1©における a1，a2，a3を，それぞれ~aの x成分，y成分，z成分といい，まとめ
て~aの成分という．また， 1©を~aの成分表示という．

空間の基本ベクトル~e1，
~e2，

~e3の成分表示は，次のようになる．

~e1 = (1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~e3 = (0, 0, 1)

空間の零ベクトル~0の成分表示は，~0 = (0, 0, 0) である．

また，空間の 2つのベクトル ~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3) について，次が成
り立つ．

~a = ~b ⇐⇒ a1 = b1, a2 = b2, a3 = b3
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練習 2.6 次のベクトル~a，~bが等しくなるように，x，y，zの値を定めよ．

(1) ~a = (2,−1,−3), ~b = (x− 4, y + 2,−z + 1)

(2) ~a = (−4, 2− y, 8), ~b = (3x− 1, 0,−2z)

座標空間において，~a =
−→
OA となる点 A

の座標が (a1, a2, a3)であるとする．
このとき

|~a| = OA

=
√

a1
2 + a2

2 + a3
2

である．
したがって，次のことが成り立つ．

　

x

y

z

a1

a2

a3

A(a1, a2, a3)

O

~a

ベクトルの大きさ¶ ³

~a = (a1, a2, a3) の大きさは |~a| =
√

a1
2 + a2

2 + a3
2

µ ´

練習 2.7 次のベクトルの大きさを求めよ．

(1) ~a = (−1, 2,−2)

(2) ~b = (−5, 3,−4)
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B〉〉和，差，実数倍の成分表示

平面上の場合と同様に，空間のベクトルの和，差，実数倍の成分表示について，次
のことが成り立つ．
和，差，実数倍の成分表示¶ ³

(a1, a2, a3) + (b1, b2, b3) = (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3)

(a1, a2, a3) − (b1, b2, b3) = (a1 − b1, a2 − b2, a3 − b3)

k(a1, a2, a3) = (ka1, ka2, ka3) kは実数
µ ´

例 2.4 ~a = (2,−3, 4)，~b = (−1, 0, 5) のとき

3~a− 2~b = 3(2,−3, 4)− 2(−1, 0, 5)

= (6 + 2,−9− 0, 12− 10)

= (8,−9, 2)

練習 2.8 ~a = (1, 3,−2)，~b = (4,−3, 0)のとき，次のベクトルを成分表示せよ．

(1) ~a +~b (2) ~a−~b

(3) 3~a + 2~b (4) 2~a− 3~b

(5) 2(−~a + 4~b) (6) −3(~a− 2~b)
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C〉〉座標空間の点とベクトル

原点Oと 2点A(a1, a2, a3)，B(b1, b2, b3)について，
−→
ABの成分は，次のように

なる．

−→
AB =

−→
OB−−→OA = (b1, b2, b3)− (a1, a2, a3)

= (b1 − a1, b2 − a2, b3 − a3)

したがって，次のことがいえる．

2点A，Bとベクトル
−→
AB¶ ³

2点A(a1, a2, a3)，B(b1, b2, b3)について
−→
AB = (b1 − a1, b2 − a2, b3 − a3)

|−→AB| =
√

(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2 + (b3 − a3)2

µ ´

例 2.5 2点A(−1, 0, 2)，B(2, 4,−3)について

−→
AB = (2− (−1), 4− 0, − 3− 2) = (3, 4, − 5)

|−→AB| =
√

32 + 42 + (−5)2 =
√

50 = 5
√

2

練習 2.9 次の 2点A，Bについて，
−→
ABを成分表示し，|−→AB|を求めよ．

(1) A(2, 1, 4)，B(3,−1, 5)

(2) A(3, 0,−2)，B(1,−4, 2)
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2.1.4 ベクトルの内積

平面上の 2つのベクトルの内積は，三角形の余弦定理に関連して定義した．
まったく同様にして，空間のベクトルにも内積を定義することができる．

A〉〉空間のベクトルの内積

空間の~0でない 2つのベクトル~a，~bについ
て，そのなす角 θを平面上の場合と同様に定
義し，内積~a·~bも同じ式

~a·~b = |~a||~b| cos θ

で定義する．

　

~a

~a−~b
~b

O

A

B

θ

空間のベクトルについても，17ページで示した等式

|~a−~b|2 = |~a|2 + |~b|2 − 2(~a·~b)

が成り立つ．~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3) とすると

(a1 − b1)
2 + (a2 − b2)

2 + (a3 − b3)
2

= (a1
2 + a2

2 + a3
2) + (b1

2 + b2
2 + b3

2)− 2(~a·~b)

整理すると ~a·~b = a1b1 + a2b2 + a3b3

したがって，次のことがいえる．
ベクトルの内積¶ ³

~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3) は~0でないとし，そのなす角を θと
する．ただし，0◦ 5 θ 5 180◦ である．このとき

1 ~a·~b = a1b1 + a2b2 + a3b3

2 cos θ =
~a·~b

|~a||~b|
=

a1b1 + a2b2 + a3b3√
a1

2 + a2
2 + a3

2
√

b1
2 + b2

2 + b3
2

µ ´
なお，~a = ~0 または ~b = ~0 のときは，~a·~b = 0 と定義する．
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例題 2.2 次の 2つのベクトル~a，~bの内積およびそのなす角を求めよ．
~a = (2,−3, 1)，~b = (−3, 1, 2)

解答 内積は ~a·~b = 2× (−3) + (−3)× 1 + 1× 2 = −7

なす角を θとすると

cos θ =
~a·~b
|~a||~b|

=
−7√

22 + (−3)2 + 12
√

(−3)2 + 12 + 22

= − 7√
14
√

14
= −1

2

0◦ 5 θ 5 180◦ であるから θ = 120◦

練習 2.10 次の 2つのベクトル~a，~bの内積およびそのなす角を求めよ．

(1) ~a = (2,−1,−2)，~b = (4, 3,−5)

(2) ~a = (2, 0, 3)，~b = (0, 1, 0)
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応用例題 2.1 3 点 A(1, 3, 2)，B(2, 5, 3)，
C(−1, 5, 6)を頂点とする4ABC

において，∠BAC の大きさを求
めよ．

　

θ

A C

B

考え方〉〉 4BACは，ベクトル
−→
AB，

−→
ACのなす角である．

解答
−→
AB = (2− 1, 5− 3, 3− 2) = (1, 2, 1)
−→
AC = (−1− 1, 5− 3, 6− 2) = (−2, 2, 4)

cos ∠BAC =

−→
AB·−→AC

|−→AB||−→AC|
=

1× (−2) + 2× 2 + 1× 4√
12 + 22 + 12

√
(−2)2 + 22 + 42

=
6√

6
√

24
=

1

2

0◦ 5 ∠BAC 5 180◦ であるから ∠BAC = 60◦

練習 2.11 3点A(6, 7,−8)，B(5, 5,−6)，C(6, 4,−2)を頂点とする4ABCにおい
て，∠ABCの大きさを求めよ．
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B〉〉ベクトルの垂直

空間のベクトルの垂直条件について，次のことが成り立つ．
ベクトルの垂直条件¶ ³

~a 6= ~0，~b 6= ~0で，~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3) のとき

~a⊥~b ⇐⇒ ~a·~b = 0

~a⊥~b ⇐⇒ a1b1 + a2b2 + a3b3 = 0

µ ´

応用例題 2.2 ベクトル~a = (2,−1, 0)，~b = (6,−2, 1) の両方に垂直で，大きさが 3

のベクトル~pを求めよ．

考え方〉〉 ~p = (x, y, z) として，垂直条件 ~a·~p = 0，~b·~p = 0 と |~p| = 3 から
x，y，zの方程式を導く．これを解くには，まず y，zを消去して得
られる xの 2次方程式を解く．

解答 ~p = (x, y, z) とする．

~a·~p = 0 であるから 2x− y = 0 · · · 1©
~b·~p = 0 であるから 6x− 2y + z = 0 · · · 2©
|~p| = 3 であるから x2 + y2 + z2 = 32 · · · 3©
1©， 2©から，y，zを xで表すと y = 2x，z = −2x

これらを 3©に代入すると x2 + (2x)2 + (−2x)2 = 9

整理すると 9x2 = 9 すなわち x = ±1

x = 1 のとき y = 2，z = −2

x = −1 のとき y = −2，z = 2

(答) ~p = (1, 2,−2) または ~p = (−1,−2, 2)

補足 上のベクトル~pを，~p = (±1,±2,∓2) (複号同順) と書くことがある．
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練習 2.12 ベクトル~a = (1, 0, 1)，~b = (−1, 1, 0) の両方に垂直で，大きさが 3の
ベクトル~pを求めよ．
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2.1.5 位置ベクトル

空間においても点Oを定めておくと，どんな
点 Pの位置も，ベクトル ~p =

−→
OP によって

決まる．このようなベクトル~pを，点Oに関
する点 Pの位置ベクトルという．
位置ベクトルを用いて空間図形の性質を調べ
てみよう．

　
~p

O

P

A〉〉位置ベクトル

空間においても点 Pの位置ベクトルが~pであることを，P(~p)で表す．
以下，とくに断らない限り，点Oに関する位置ベクトルを考える．
平面上の場合と同様に，次のことが成り立つ．¶ ³

1 2点A(~a)，B(~b)に対して
−→
AB = ~b − ~a

線分ABをm : nに内分する点，外分する点の位置ベクトルは，それぞれ

内分 · · · n~a + m~b

m + n
外分 · · · −n~a + m~b

m − n

とくに，線分ABの中点の位置ベクトルは
~a +~b

2

2 3点A(~a)，B(~b)，C(~c) を頂点とする4ABCの重心の位置ベクトルは

~a +~b +~c

3
µ ´

練習 2.13 4点A(~a)，B(~b)，C(~c)，D(~d)を頂点とする四
面体ABCDにおいて，4BCDの重心をG(~g)，
線分AGを 3 : 1に内分する点をP(~p)とする．
~pを~a，~b，~c，~dを用いて表せ．

　

3

1
P

A(~a)

B(~b) G

C(~c)

D(~d)
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B〉〉平面ABC上の点の位置ベクトル

3点A(~a)，B(~b)，C(~c) で定まる平
面ABC上に，点 Pがあるとき，

−→
CP = s

−→
CA + t

−→
CB

= s(~a−~c) + t(~b−~c)

となる実数 s，tが，ただ 1組定まる．

　

C(~c)

A(~a)

B(~b)
P(~p)

応用例題 2.3 右の図のような直方体において，
対角線 OFと平面 ABCの交点を
Pとする．
OP : OFを求めよ．

　

C E

F

D

AO

B

G P

考え方〉〉 Oに関する位置ベクトルを考え，A(~a)，B(~b)，C(~c)とする．Pが平
面ABC上にあること，線分OF上にあることから，

−→
OPを ~a，~b，~c

を用いて 2通りに表す．

解答 Oに関する位置ベクトルを考え，A(~a)，B(~b)，C(~c)とする．

Pは平面ABC上にあるから，
−→
CP = s

−→
CA + t

−→
CB とおくと

−→
OP =

−→
OC +

−→
CP = ~c + s(~a−~c) + t(~b−~c)

= s~a + t~b + (1− s− t)~c

また，Pは線分OF上にあるから，OP : OF = k : 1 とおくと

−→
OP = k

−→
OF = k(~a +~b +~c) = k~a + k~b + k~c

4点O，A，B，Cは同じ平面上にないから，
−→
OPの~a，~b，~cを用いた表し方は

ただ 1通りである．

よって s = k, t = k, 1− s− t = k

これを解くと，k =
1

3
であるから OP : OF = 1 : 3

補足 1− s− t = u とおくと，
−→
OPは次の形に表される．

−→
OP = s~a + t~b + u~c (s + t + u = 1)
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練習 2.14 四面体OABCにおいて，辺OAの中点をM，辺BCを 1 : 2に内分する点
をQ，線分MQの中点をRとし，直線ORと平面ABCの交点をPとする．OR : OP

を求めよ．

R

P

M

Q

O

A

B

C

1

2
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C〉〉内積の利用

空間のベクトルについても，22ページで示した内積の性質は，すべて成り立つ．内
積を利用して，空間図形の性質を証明してみよう．

応用例題 2.4 正四面体ABCDにおいて，AB⊥CDが成り立つ．
このことを，ベクトルを用いて証明せよ．

考え方〉〉
−→
AB = ~b，

−→
AC = ~c，

−→
AD = ~d として，

−→
AB·−→CD = 0 を示す．正四面体

の各面が正三角形であることも利用する．

証明
−→
AB = ~b，

−→
AC = ~c，

−→
AD = ~d とすると

−→
AB·−→CD = ~b·(~d−~c)

= ~b·~d−~b·~c · · · 1©

正四面体ABCDにおいては，~bと~d，~bと~cの
なす角は，ともに 60◦であるから

~b·~d = |~b||~d| cos 60◦,
~b·~c = |~b||~c| cos 60◦

　
A

B

C

D

~b
~c

~d

|~d| = |~c| であるから ~b·~d = ~b·~c
よって， 1©により −→

AB·−→CD = 0 であり，
−→
AB⊥−→CD となる．

したがって AB⊥CD 証終
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練習 2.15 正四面体 ABCDにおいて，4BCDの重心をGとすると，AG⊥BCであ
る．このことを，ベクトルを用いて証明せよ．

A

B

C

D

~b
~c

~d

G

2.1.6 座標空間における図形

座標空間において，2点間の距離，線分の内分点・外分点の座標，座標平面に平行な
平面や球について調べてみよう．

A〉〉2点間の距離と内分点・外分点の座標

2点A(a1, a2, a3)，B(b1, b2, b3)について，A，B間の距離を表す式は，
AB = |−→AB| であることから得られる．
また，線分ABを m : n に内分する点をC，外分する点をDとすると，

−→
OC =

n
−→
OA + m

−→
OB

m + n
，

−→
OD =

−n
−→
OA + m

−→
OB

m− n
← O は原点

である．以上から，次のことがいえる．¶ ³

2点A(a1, a2, a3)，B(b1, b2, b3) について

1 A，B間の距離は

AB =
√

(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2 + (b3 − a3)2

2 線分ABをm : nに内分する点の座標は
(

na1 + mb1

m + n
,

na2 + mb2

m + n
,

na3 + mb3

m + n

)

線分ABをm : nに外分する点の座標は
(−na1 + mb1

m − n
,

−na2 + mb2

m − n
,

−na3 + mb3

m − n

)

µ ´
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練習 2.16 2点A(1, 3,−2)，B(4,−3, 1)について，次のものを求めよ．

(1) 2点A，B間の距離 (2) 線分ABの中点の座標

(3) 線分ABを 2 : 1に内分する点の座標

(4) 線分ABを 2 : 1に外分する点の座標

練習 2.17 3点A(2,−1, 4)，B(1, 3, 0)，C(3, 1, 2) を頂点とする4ABCの重心の
座標を，原点Oに関する位置ベクトルを利用して求めよ．
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B〉〉座標平面に平行な平面の方程式

座標平面に平行な平面について考えてみよう．
点C(0, 0, c)を通り，xy平面に平行な平面を αとする．
平面 α上にある点 Pの z座標は常
に cである．
すなわち，平面 αは方程式

z = c · · · 1©

を満たす点 (x, y, z)全体である．
1©を平面αの方程式という．

　

Cc
P

O
α

x
y

z平面
z = c

一般に，次のことがいえる．
座標平面に平行な平面の方程式¶ ³

点A(a, 0, 0)を通り，yz平面に平行な平面の方程式は x = a

点B(0, b, 0)を通り，zx平面に平行な平面の方程式は y = b

点C(0, 0, c)を通り，xy平面に平行な平面の方程式は z = c

µ ´

　

O

x
y

z 平面
x = a

A
a

　

O

x

y

z平面
y = b

B

b

注意 平面 x = a は x軸に垂直，平面 y = b は y軸に垂直，平面 z = c は z軸に垂直
である．

練習 2.18 点 (1, 2, 3)を通り，次のような平面の方程式を求めよ．

(1) xy平面に平行 (2) yz平面に平行 (3) y軸に垂直
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C〉〉球面の方程式

空間において，定点 Cからの距離が
一定値 rであるような点の全体を，Cを
中心とする半径 rの球面，または単に球
という．
点 C(a, b, c)を中心とする半径 rの

球面上に点 P(x, y, z)をとると，点 P

は CP = r を満たすので，

√
(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = r

　

O

x y

z

C(a, b, c)

P(x, y, z)

r

すなわち (x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = r2

が成り立つ．これを，この球面の方程式という．
球面の方程式¶ ³

点 (a, b, c)を中心とする半径 rの球面の方程式は

(x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = r2

とくに，原点を中心とする半径 rの球面の方程式は

x2 + y2 + z2 = r2

µ ´

例 2.6 点 (2,−3, 4)を中心とする半径 5の球面の方程式は

(x− 2)2 + {y − (−3)}2 + (z − 4)2 = 52

すなわち (x− 2)2 + (y + 3)2 + (z − 4)2 = 25

練習 2.19 次のような球面の方程式を求めよ．

(1) 原点を中心とする半径 3の球面

(2) 点 (1, 2,−3)を中心とする半径 4の球面

(3) 点A(0, 4, 1)を中心とし，点B(2, 4, 5)を通る球面
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例題 2.3 2点A(2, 0,−3)，B(−2, 6, 1)を直径の両端とする球面の方程式を求めよ．

解答 線分ABの中点をCとすると，この球面の中心は点Cで，半径は線分CAの長
さである．Cの座標は

(
2− 2

2
,

0 + 6

2
,
−3 + 1

2

)
すなわち (0, 3,−1)

よって CA =
√

(2− 0)2 + (0− 3)2 + {−3− (−1)}2 =
√

17

したがって，求める球面の方程式は

(x− 0)2 + (y − 3)2 + {z − (−1)}2 = (
√

17)2

すなわち x2 + (y − 3)2 + (z + 1)2 = 17

練習 2.20 2点A(4,−2, 1)，B(0, 4,−5)を直径の両端とする球面の方程式を求めよ．
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応用例題 2.5 球面 (x − 4)2 + (y + 2)2 + (z − 3)2 = 52 と xy平面が交わる部分は円
である．その円の中心の座標と半径を求めよ．

考え方〉〉 xy平面は方程式 z = 0 で表される．球面の方程式で，z = 0 とする
と，x，yの 2次方程式が得られる．

解答 球面の方程式で，z = 0 とすると

(x− 4)2 + (y + 2)2 + (0− 3)2 = 52

すなわち (x− 4)2 + (y + 2)2 = 42 ← 52 − 32 = 16 = 42

この方程式は，xy平面上では円を表す． ← xy平面上では，z 座標 = 0

その中心の座標は (4,−2, 0)，半径は 4である．

補足 応用例題 2.5の円は，次のような 2つの方程式で表わされる．

(x− 4)2 + (y + 2)2 = 42, z = 0

練習 2.21 応用例題 2.5の球面と yz平面が交わる部分は円である．その中心の座標
と半径を求めよ．

2.1.7 補充問題

1 ~p = (−1, 5, 0)を，3つのベクトル ~a = (1,−2, 3)，~b = (−2, 1, 0)，~c =

(2,−3, 1) と適当な実数 s，t，uを用いて，~p = s~a + t~b + u~c の形に表せ．
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2 右の図のように，直方体 OABC-

DEFH において，4ACD の重心を
G，辺ODの中点をMとするとき，点
Gは線分BM上にあり，BMを 2 : 1

に内分することを証明せよ．

　

D E

F

B

AO

C

H
G

M

3 3点O(0, 0, 0)，A(1, 2, 1)，B(−1, 0, 1)から等距離にある yz平面上の点 P

の座標を求めよ．
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2.2 章末問題

2.2.1 章末問題A

1 四面体ABCDの辺ADの中点をM，辺BCの中点をNとするとき，
−−→
MN = s

−→
AB + t

−→
DC を満たす実数 s，tの値を求めよ．

A

B

C

D

M

N

2 4点A(1, 2, 1)，B(5, 5,−1)，C(x, y, z)，D(−4, 2, 3)が平行四辺形ABCD

の頂点となるように，x，y，zの値を求めよ．

3 ~a = (1, 3,−2)，~b = (1,−2, 0)と実数 tに対して，~p = ~a + t~b とする．~b⊥~p と
なるような tの値を求めよ．また，このときの |~p|を求めよ．
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4 右の図の立方体 OABC-DEFGは，1辺の長
さが 2である．

(1) ベクトル
−→
OBと

−→
CF を成分表示せよ．

(2) 内積
−→
OB·−→CFを求めよ．

(3) ベクトル
−→
OBと

−→
CF のなす角を求めよ．

　

x

y

z

D

E

A
B

C

F
G

O

5 ~e1，
~e2，

~e3を，それぞれ x軸，y軸，z軸に関する基本ベクトルとし，ベクトル
~a = (−1,

√
2, 1)と~e1，

~e2，
~e3 のなす角をそれぞれ α，β，γとする．

(1) cos α，cos β，cos γの値を求めよ．

(2) α，β，γを求めよ．
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6 2点A(1, 2, 2)，B(2, 3, 4)に対して，次のような点の座標を求めよ．

(1) A，Bから等距離にある x軸上の点 P

(2) 4ABPの重心G

7 球面 (x− 2)2 + (y + 3)2 + (z− 4)2 = 52 と平面 z = 3 が交わる部分は円である．
その円の中心の座標と半径を求めよ．

2.2.2 章末問題B

8 3点A(a,−1, 5)，B(4, b,−7)，C(5, 5,−13)が一直線上あるとき，a，bの値を
求めよ．
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9 3点O(0, 0, 0)，A(−1,−2, 1)，B(2, 2, 0)を頂点とする4OAB について，次
の問いに答えよ．

(1) ∠AOBの大きさを求めよ．

(2) 4OABの面積 Sを求めよ．

10 1辺の長さが 2の立方体 ABCD-EFGHにお
いて，辺BF上に点Pをとり，辺GH上に点
Qをとる．

(1)
−→
BP·−→HQを求めよ．

(2)
−→
AP·−→AQを |−→BP|，|−→HQ|を用いて表せ．

(3)
−→
AP·−→AQの最大値を求めよ．

　 E

F

B
C

D

G
H

A

Q

P
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11 四面体ABCDにおいて，次のことが成り立つ．

AC⊥BD ならば AD2 + BC2 = AB2 + CD2

このことを，ベクトルを用いて証明せよ．

A

B D

C

~b

~c

~d
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12 四面体OABCにおいて，4ABCの重心をG，辺OBの中点をM，辺OCの中
点をNとする．直線OGと平面AMNの交点を Pとするとき，OG : OPを求
めよ．

O

A

B

C
M

N
P

G

ヒント¶ ³

8
−→
AB = k

−→
AC を満たす実数 kがあることを利用する．

9 ベクトルの内積を利用する． 10
−→
AP =

−→
AB +

−→
BP，

−→
AQ =

−→
AH +

−→
HQ など．

11 線分の長さの 2乗をベクトルの内積で表す． 12 応用例題 2.3参照．
µ ´
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3.1 等差数列と等比数列

3.1.1 数列と一般項

正の奇数を小さい順に並べると，1，3，5，7，· · · のような数の列ができる．ここで
は，数を一列に並べたものを一般的に考えてみよう．

A〉〉数列の表記

自然数 1，2，3，4，· · · を，右の図のように
正方形状に並べていく．このとき，上端に並ぶ
数を左から順に取り出すと，

1, 4, 9, 16, · · · 1©

のような数の列ができる．

　
1 4 9 16

2 3 8 15

5 6 7 14 23

10 11 12 13 22

17 18 19 20 21

一般に，数を一列に並べたものを数列1といい，数列における各数を項という．
数列の項は，最初の項から順に第 1項，第 2項，第 3項，· · · といい，n番目の項
を第n項という．とくに，第 1項を初項という．
数列 1©の初項は 1で，第 3項は 9である．

練習 3.1 上の数列 1，4，9，16，· · · の第 2項と第 4項をいえ．また，第 5項を求めよ．

数列を一般的に表すには，次のように書く．

a1, a2, a3, · · · , an, · · ·

この数列を {an}と略記することもある．

　¶ ³
a1が初項，
a●が第●項

µ ´

1 項の個数が有限である数列を有限数列，無限である数列を無限数列ということがある．

83
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数列 {an}の第n項 anがnの式で表されるとき，nに 1，2，3，· · · を順に代入する
と，数列 {an}の初項，第 2項，第 3項，· · · が得られる．このような anを数列 {an}
の一般項という．
前ページの数列 1©は，一般項が n2の数列である．

注意 たとえば，一般項が n2の数列を，数列 {n2}と略記することもある．

例 3.1 一般項が an = 3n − 2 である数列 {an} の第 4項までを求める．

a1 = 3·1− 2 = 1

a2 = 3·2− 2 = 4

a3 = 3·3− 2 = 7

a4 = 3·4− 2 = 10

　
¶ ³

a● = 3×●− 2

この数を代入
µ ´

練習 3.2 一般項が次の式で表される数列 {an}について，初項から第 4項までを求
めよ．

(1) an = 2n− 1 (2) an = n(n + 1) (3) an = 2n

B〉〉数列の一般項をnの式で表す

例 3.2 (1) −1と 1が交互に並ぶ数列−1，1，−1，1，· · · の一般項を
anとして nの式で表すと an = (−1)n

(2) 分母が分子より 1大きい分数の数列
1

2
，

2

3
，

3

4
，

4

5
，· · ·

の一般項を anとして nの式で表すと an =
n

n + 1

練習 3.3 次のような数列の一般項 anを，nの式で表せ．

(1) 偶数 2，4，6，8，· · · の数列で符号を交互に変えた数列
−2，4，−6，8，· · ·

(2) 分子には奇数，分母には 2の累乗が順に現れる分数の数列
1

2
，

3

4
，

5

8
，

7

16
，· · ·
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3.1.2 等差数列

偶数の数列 2，4，6，8，· · · や奇数の数列 1，3，5，7，· · · では，各項が 2ずつ増え
ていく．これらの数列では，隣り合う 2項の差が常に 2で，一定になっている．ここ
では，このような性質をもつ数列について考えてみよう．

A〉〉等差数列

たとえば，1から順に奇数が並ぶ

数列 1，3，5，7，· · ·
は，1に次々と 2を足すと得られる．
また，4に次々と−2をたすと，

4，2，0，−2，· · ·
のような数列が得られる．

　
¶ ³

1, 3, 5, 7, · · ·
+2 +2 +2

4, 2, 0, −2, · · ·
−2 −2 −2

µ ´

一般に，初項に一定の数 dを次々と足して得られる数列を等差数列といい，その
一定の数 dを公差という．

例 3.3 (1) 初項 2，公差 3の等差数列

2，5，8，11，· · ·
(2) 等差数列 a，13，11，9，· · · の初項 aと公差 d

13 + d = 11 より d = 11− 13 = −2

また，a + (−2) = 13 より

a = 13 + 2 = 15

練習 3.4 次のような等差数列の初項から第 5項までを書け．

(1) 初項 1，公差 5

(2) 初項 20，公差−4

練習 3.5 次の等差数列の公差を求めよ．また， 　 に適する数を求めよ．

(1) 1, 5, 9, 　 , 　 , · · · (2) 9, 　 , 3, 0, 　 , · · ·
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B〉〉等差数列の一般項

初項 a，公差 dの等差数列 {an}では，aに dを次々と足すから

a2 = a + d， a3 = a + 2d，

a4 = a + 3d， a5 = a + 4d，

· · · · · ·
となる．また，a1 = aである．
以上から，次のことがいえる．

　

¶ ³

a● = a + (●− 1)× d

1だけ小さいµ ´

等差数列の一般項¶ ³

初項 a，公差 dの等差数列 {an}の一般項は
an = a + (n − 1)d

µ ´

　

← 等差数列の一般項は
n の 1 次式

例 3.4 初項 2，公差 3の等差数列 {an}の一般項は
an = 2 + (n− 1)× 3 すなわち an = 3n− 1

練習 3.6 次のような等差数列の一般項を求めよ．また，第 10項を求めよ．

(1) 初項 5，公差 4

(2) 初項 10，公差−5
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例題 3.1 第 3項が 10，第 6項が 1である等差数列 {an}の初項と公差を求めよ．ま
た，この数列の一般項を求めよ．

解答 求める初項を a，公差を dとすると an = a + (n− 1)d

第 3項が 10であるから a + 2d = 10 · · · 1©
第 6項が 1であるから a + 5d = 1 · · · 2©
1©， 2©を解くと a = 16，d = −3

よって，一般項は an = 16 + (n− 1)× (−3)

すなわち an = −3n + 19

(答) 初項 16，公差−3，一般項 an = −3n + 19

練習 3.7 次のような等差数列 {an}の初項と公差を求めよ．また，この数列の一般項
を求めよ．

(1) 第 4項が 15，第 8項が 27

(2) 第 5項が 20，第 10項が 0
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例題 3.2 初項 5，公差 3の等差数列 {an}について，次の問いに答えよ．
(1) 95は第何項か．

(2) 初めて 400を越えるのは第何項か．

解答 an = 5 + (n− 1)× 3 すなわち an = 3n + 2

(1) 3n + 2 = 95 を解くと n = 31 (答) 第 31項

(2) 3n + 2 > 400 より n >
398

3
← 398

3
=132.6···

これを満たす最小の自然数 nは n = 133 (答) 第 133項

練習 3.8 初項 3，公差 4の等差数列 {an}について，次の問いに答えよ．
(1) 75は第何項か． (2) 初めて 300を越えるのは第何項か．

C〉〉第 1項と第 3項から等差数列を定める

例題 3.3 次の数列が等差数列であるとき，xの値を求めよ．

1, x, 8, · · ·

解答 隣り合う 2項の差が等しいから x− 1 = 8− x

よって，2x = 1 + 8 より x =
9

2

補足 一般に次のことが成り立つ．bを等差中項という．

数列 a，b，cが等差数列 ⇐⇒ 2b = a + c

練習 3.9 次の数列が等差数列であるとき，xの値を求めよ．

(1) 3, x, 7, · · · (2)
1

12
,

1

x
,

1

6
, · · ·
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3.1.3 等差数列の和

初項 1，公差 4の等差数列の初項から第 8項までの和 Sを求めるのに，次のように工
夫して，S = 30× 8÷ 2 から求める方法がある．

S = 1 + 5 + 9 +13+ 17+ 21 + 25+ 29

+) S =29 +25+ 21+17+ 13 + 9+ 5+ 1 ← 足す項の順を逆にしている．

2S = 30+30+ 30+30+30 +30+30 +30

ここでは，この方法により，一般の等差数列の和の公式を求めよう．

A〉〉等差数列の和の公式

初項 a，公差 dの等差数列において，第 n項が lのとき，初項から第 n項までの和
を Snで表すと，

Sn = a + (a + d) + (a + 2d) + · · ·+ (l − d) + l · · · 1©

であり，足す項の順を逆にすると，Snは次のようにも表される．

Sn = l + (l − d) + (l − 2d) + · · ·+ (a + d) + a · · · 2©

1©と 2©の各辺を足すことにより 2Sn = n(a + l)

また，lは第 n項であるから，l = a + (n− 1)d と表される．
以上から，次の公式が得られる．
等差数列の和¶ ³

等差数列の初項から第 n項までの和を Snとする．

1 初項 a，第 n項 l のとき Sn =
1

2
n(a + l)

2 初項 a，公差 d のとき Sn =
1

2
n{2a + (n − 1)d}

µ ´
項の個数が有限である数列では，その項の個数を項数といい，最後の項を末項と
いう．上の公式 1は，初項 a，末項 l，項数 nの等差数列の和を表している．

例 3.5 (1) 初項 3，末項 19，項数 15の等差数

列の和は
1

2
·15(3 + 19) = 165

(2) 初項 1，公差 3の等差数列の初項から第 10項までの和は

1

2
·10·{2·1 + (10− 1)·3} = 145

　
¶ ³

1

2
×項数× (初項+末項)

µ ´
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練習 3.10 次のような等差数列の和を求めよ．

(1) 初項 2，末項 10，項数 10

(2) 初項 8，末項−6，項数 15

練習 3.11 次のような等差数列の和を求めよ．

(1) 初項 1，公差 2の等差数列の初項から第 20項までの和

(2) 初項 10，公差−4の等差数列の初項から第 15項までの和



3.1. 等差数列と等比数列 91

例題 3.4 次の等差数列の和 Sを求めよ．

12, 15, 18, · · · , 99

解答 この等差数列の初項は 12，公差は 3である．

項数を nとすると 12 + 3(n− 1) = 99 ← 99 が第 n 項

これを解くと n = 30

よって S =
1

2
·30(12 + 99) = 1665

練習 3.12 次の等差数列の和を求めよ．

(1) 2, 6, 10, · · · , 74

(2) 102, 96, 90, · · · , 6

B〉〉自然数の和，奇数の和

自然数の和，奇数の和は，等差数列の和であり，次のようになる．

自然数の和，奇数の和¶ ³

1 1 + 2 + 3 + · · · + n =
1

2
n(n + 1)

2 1 + 3 + 5 + · · · + (2n − 1) = n2

µ ´

　

← 初項 1，末項 n，項数 n

← 初項 1，末項 2n− 1，項数 n



92 第 3章 数列

例 3.6 (1) 1 + 2 + 3 + · · ·+ 10 =
1

2
·10(10 + 1) = 55

(2) 1 + 3 + 5 + · · ·+ 19 =1 + 3 + 5 + · · ·+ (2·10− 1)

=102 = 100

練習 3.13 次の和を求めよ．

(1) 1 + 2 + 3 + · · ·+ 20

(2) 1 + 2 + 3 + · · ·+ 100

(3) 1 + 3 + 5 + · · ·+ 29

(4) 1 + 3 + 5 + · · ·+ 55

練習 3.14 次の偶数の和を求めよ．

(1) 2 + 4 + 6 + · · ·+ 40

(2) 2 + 4 + 6 + · · ·+ 100
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C〉〉等差数列の和の応用

応用例題 3.1 等差数列 {an}の初項から第 n項までの和を Snとする．S10 = 10，
S20 = 40のとき，Snを求めよ．

考え方〉〉 初項を a，公差を dとして，まず a，dを求める．

解答 初項を a，公差を dとする．

S10 = 10 より
1

2
·10{2a + (10− 1)d} = 10

整理して 2a + 9d = 2 · · · 1©

S20 = 40 より
1

2
·20{2a + (20− 1)d} = 40

整理して 2a + 19d = 4 · · · 2©

1©， 2©を解くと a =
1

10
，d =

1

5

よって Sn =
1

2
n

{
2· 1

10
+ (n− 1)·1

5

}
=

n2

10

練習 3.15 等差数列 {an}の初項から第 n項までの和を Snとする．a3 = 4，S4 = 20

のとき，Snを求めよ．
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3.1.4 等比数列

たとえば，3に次々と 2を掛けると，
次のような数列が得られる．

3, 6, 12, 24, · · ·

この数列では，隣り合う 2項の比が，
常に一定になっている．

　
¶ ³

3, 6, 12, 24, · · ·
×2 ×2 ×2

6

3
=

12

6
=

24

12
= · · ·

µ ´

ここでは，このような性質をもつ数列について考えてみよう．

A〉〉等比数列

初項に一定の数 rを次々と掛けて得られる数列を等比数列といい，その一定の数 r

を公比という2．

例 3.7 (1) 初項 2，公比−3の等比数列

2, − 6, 18,−54, · · ·

(2) 等比数列 a,
1

4
,

1

8
,

1

16
, · · · の初項 aと公比 r

1

4
r =

1

8
から r =

1

2

また，a× 1

2
=

1

4
より a =

1

2

練習 3.16 次のような等比数列の初項から第 5項までを書け．

(1) 初項 1，公比 3

(2) 初項 3，公比−2

(3) 初項 1，公比
1

3

(4) 初項−1

2
，公比−1

2

2 一般に，等比数列の初項と公比は 0であってもよいが，本書で扱う等比数列は，初項も公比も 0
でないものである．



3.1. 等差数列と等比数列 95

練習 3.17 次の等比数列の公比を求めよ．また， 　 に適する数を求めよ．

(1) 1, 2, 4, 　 , · · ·

(2) 1,−2, 4, 　 , · · ·

(3) 　 , 8, 4, 　 , · · ·

(4) 　 , 3,−1, 　 , · · ·

B〉〉等比数列の一般項

初項 a，公比 rの等比数列 {an}では，aに rを次々と掛けるから

a2 = ar， a3 = ar2，

a4 = ar3， a5 = ar4，

· · · · · ·
　

¶ ³

a● = ar●−1

1だけ小さい
µ ´

となる．また，r0 = 1 である．
以上から，次のことがいえる．
等比数列の一般項¶ ³

初項 a，公比 rの等比数列 {an}の一般項は
an = arn`1

µ ´

例 3.8 (1) 初項 3，公比 2の等比数列 {an}の一般項は
an = 3·2n−1

(2) 初項−2，公比−1

3
の等比数列 {an}の一般項は

an = −2·
(
−1

3

)n−1

(3) 初項 3，公比 3の等比数列 {an}の一般項は
an = 3·3n−1 すなわち an = 3n
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練習 3.18 次のような等比数列 {an}の一般項を求めよ．また，第 5項を求めよ．

(1) 初項 2，公比 3 (2) 初項 1，公比−3

(3) 初項 2，公比 2 (4) 初項−3，公比
1

2

練習 3.19 次の等比数列 {an}の一般項を求めよ．

(1) 1,−2, 4,−8, · · ·

(2)
3

2
,

3

4
,

3

8
,

3

16
, · · ·

(3) −5, 5,−5, 5, · · ·

(4)
√

2, 2, 2
√

2, 4, · · ·
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例題 3.5 第 4項が 24，第 6項が 96である等比数列の初項と公比を求めよ．

解答 求める初項を a，公比を rとする．

第 4項が 24であるから ar3 = 24 · · · 1©
第 6項が 96であるから ar5 = 96 · · · 2©
1©， 2©より r2 = 4

これを解くと r = ±2

1©から，r = 2 のとき a = 3，r = −2 のとき a = −3

(答) 初項 3，公比 2 または 初項−3，公比−2

練習 3.20 次のような等比数列の初項と公比を求めよ．

(1) 第 2項が 6，第 4項が 54

(2) 第 5項が−9，第 7項が−27
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C〉〉第 1項と第 3項から等比数列を定める

例題 3.6 次の数列が等比数列であるとき，xの値を求めよ．

2, x, 5, · · ·

解答 隣り合う 2項の比が等しいから
x

2
=

5

x

よって x2 = 2× 5 = 10

したがって x = ±√10

補足 一般に，a，b，cが 0でないとき，次のことが成り立つ．bを等比中項という．

数列 a，b，cが等比数列 ⇐⇒ b2 = ac

練習 3.21 次の数列が等比数列であるとき，xの値を求めよ．

(1) 2, x, 32, · · ·

(2) 3, x, 9, · · ·
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3.1.5 等比数列の和

初項 1，公比 2の等比数列の初項から第 8項までの和 Sを求めるのに，次のように工
夫して，S − 2S = 1− 28 から求める方法がある．

S =1+2 +22 +23 +24 +25 +26 +27

2S = 2+ 22 +23 +24 +25 +26 +27+28 ← 和を 2 倍して，項を 1 つずつずらして引く．

ここでは，この方法により，一般の等比数列の和の公式を求めよう．

A〉〉等比数列の和の公式

初項 a，公比 rの等比数列の初項から第 n項までの和を Snとするとき，Snは次の
ようにして求められる．

Sn = a+ ar + ar2 + · · ·+ arn−1 · · · 1©
r 6= 1..............の......と......き...... rSn = ar + ar2 + · · ·+ arn−1 + arn · · · 2©

とすると， 1©− 2©から Sn − rSn = a− arn

すなわち (1− r)Sn = a(1− rn)

1− r 6= 0 であるから Sn =
a(1− rn)

1− r

r = 1................の......と......き...... 1©より Snは n個の aの和になるから Sn = na

以上から，次の公式が得られる．

等比数列の和¶ ³

初項 a，公比 rの等比数列の初項から第 n項までの和 Snは

r 6= 1 のとき Sn =
a(1 − rn)

1 − r
または Sn =

a(rn − 1)

r − 1

r = 1 のとき Sn = na

µ ´

補足 r 6= 1 のとき
1− rn

1− r
= 1 + r + r2 + · · ·+ rn−1
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例題 3.7 次のような等比数列の初項から第 n項までの和 Snを求めよ．

(1) 初項 3，公比 2 (2) 初項 1，公比
1

2

解答 (1) Sn =
3(2n − 1)

2− 1
= 3(2n − 1) ← Sn =

a(rn − 1)

r − 1

(2) Sn =

1

{
1−

(
1

2

)n}

1− 1

2

=

2

{
1−

(
1

2

)n}

2

(
1− 1

2

) ← Sn =
a(1− rn)

1− r

=2

(
1− 1

2n

)

練習 3.22 次の等比数列の初項から第 nまでの和 Snを求めよ．

(1) 1, 2, 22, 23, · · ·

(2) 2,
2

3
,

2

32
,

2

33
, · · ·
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応用例題 3.2 初項から第 3項までの和が 3，第 2項から第 4項までの和が−6である
等比数列の初項 aと公比 rを求めよ．

考え方〉〉 ar + ar2 + ar3 = r(a + ar + ar2) に着目する．

解答 条件から a + ar + ar2 = 3 · · · 1©
ar + ar2 + ar3 = −6 · · · 2©

2©より r(a + ar + ar2) = −6

1©を代入して 3r = −6

よって r = −2

これを 1©に代入すると a− 2a + 4a = 3

これを解いて a = 1 (答) a = 1, r = −2

練習 3.23 初項から第 3項までの和が 7，第 3項から第 5項までの和が 28である等
比数列の初項 aと公比 rを求めよ．
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研究¶ ³

複利計算

銀行などがお金を預かったり貸したりするときの，利息計算について考えてみ
よう．
たとえば，年利率 2% で a円を 1年間預金すると，1年後には (a × 0.02)円の利
息がつく．したがって，元金 a円と利息を合わせた元利合計 S1円は，次の式で
表される．

S1 = a + a× 0.02 = a(1 + 0.02) = a× 1.02

S1円を元金にしてもう 1年間預けると，元利合計 S2円は

S2 = (a× 1.02)× 1.02 = a× 1.022

となる．
このように，一定期間の終りごとに，その元利合計を次の期間の元金とする利息
の計算は，複利計算と呼ばれる．
年利率 2%，1年ごとの複利で，毎年初めに a円ずつ積み立てるとき，10年間の
元利合計 S円を求めてみよう．
a円を n年間預けると，元利合計は a× 1.02n円になる．
したがって，10年間に積み立てたお金の元利合計 S円は，次のようになる．

S = a(1.02 + 1.022 + 1.023 + · · ·+ 1.0210)

( )内は，初項 1.02，公比 1.02の等比数列の和であるから

S = a× 1.02(1.0210 − 1)

1.02− 1

1.0210 ; 1.219 であるから S ; 11.169a となる．a = 100000 のとき，10年間の
元利合計は，およそ 111万 6900円である．

µ ´
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3.1.6 補充問題

1 一般項が an = 3n− 2 で表される数列 {an}について，次の問いに答えよ．

(1) anを an = a + (n− 1)d の形に表すとき，a，dの値を求めよ．

(2) 200はこの数列の項に含まれるか．

2 初項が 50，公差が−3である等差数列 {an}がある．

(1) 第何項が初めて負の数になるか．

(2) 初項から第何項までの和が最大であるか．また，その和を求めよ．
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3 第 2項が 3，第 5項が 24である等比数列 {an}の一般項を求めよ．ただし，公
比は実数とする．

4 第 2項が 3，初項から第 3項までの和が 13である等比数列の初項と公比を求
めよ．
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3.2 いろいろな数列

3.2.1 いろいろな数列の和

数列には，これまでに学んだ等差数列，等比数列のほかにも，いろいろなものがあ
る．ここでは，いろいろな数列の和を求める方法を調べよう．

A〉〉自然数の 2乗の和

次のような 1から nまでの自然数の 2乗の和を求めてみよう．

S = 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2

そのためには，次の恒等式を利用する．

k3 − (k − 1)3 = 3k2 − 3k + 1

k = 1 13 − 03 = 3·12 − 3·1 + 1

k = 2 23 − 13 = 3·22 − 3·2 + 1

k = 3 33 − 23 = 3·32 − 3·3 + 1

· · · · · · · · · · · ·
k = n n3 − (n− 1)3 = 3n2 − 3n + 1

　

左辺だけ加えると¶ ³

@@13 − 03

@@23 −@@13

@@33 −@@23

· · · · · ·
+) n3 −PPPPP(n− 1)3

n3 − 03

µ ´これら n個の等式を辺々加えると

n3 = 3(12 + 22 + 32 + · · ·+ n2)− 3(1 + 2 + 3 + · · ·+ n) + n

すなわち n3 = 3S − 3× 1

2
n(n + 1) + n

よって 6S =2n3 + 3n(n + 1)− 2n

=n(n + 1)(2n + 1)

したがって，1から nまでの自然数の 2乗の和は，次のようになる．

12 + 22 + 32 + · · · + n2 =
1

6
n(n + 1)(2n + 1)

例 3.9 12 + 22 + 32 + · · ·+ 102 =
1

6
× 10× (10 + 1)× (2·10 + 1)

=
1

6
× 10× 11× 21 = 385
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練習 3.24 次の和を求めよ．

(1) 12 + 22 + 32 + · · ·+ 202

(2) 12 + 22 + 32 + · · ·+ 302

B〉〉和の記号
∑

数列 {an}について，初項から第 n項までの和を，第 k項 akと和の記号
∑
を用い

て
n∑

k=1

ak と書く3．

¶ ³
n∑

k=1

ak = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

µ ´

注意
□∑

k=○

akと書けば，数列 {an}の第○項から第□項までの和を表す．また，
n∑

i=1

ai

のように，kの代わりに別の文字を使ってもよい．

例 3.10 (1)
n∑

k=1

k = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n ← ak = k の場合

(2)
10∑

k=2

k2 = 22 + 32 + 42 + · · ·+ 102 ← ak = k2 で，第 2 項から

第 10 項までの和

例 3.11 次の式は，いずれも和 22 + 32 + 42 + 52 + 62 を表す．

6∑

k=2

k2,

6∑
i=2

i2,

5∑

k=1

(k + 1)2

3 和を意味する英語 Sumの Sに対応するギリシャ文字が
∑
で，「シグマ」と読む．
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練習 3.25 次の (1)～(3)の式は例 3.10のような和の形で書け．(4)，(5)の式は和の
記号

∑
を用いて書け．

(1)
n∑

k=1

(2k − 1)

(2)
8∑

k=1

2k−1

(3)
n−1∑

k=1

1

k

(4) 2 + 3 + 4 + 5 + 6

(5) 32 + 52 + 72 + 92 + 112 + 132

自然数の和と自然数の 2乗の和は，次のように表される．
自然数に関する和の公式¶ ³

n∑

k=1

k =
1

2
n(n + 1),

n∑

k=1

k2 =
1

6
n(n + 1)(2n + 1)

µ ´

練習 3.26 次の和を求めよ．

(1)
15∑

k=1

k

(2)
50∑

k=1

k

(3)
7∑

k=1

k2

(4)
12∑

k=1

k2
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C〉〉和の記号
∑
の性質

項がすべて cである数列 {an}では，ak = c であるから
n∑

k=1

ak = c + c + c + · · ·+ c = nc ← c が n 個

となる．したがって，次のことが成り立つ．¶ ³
n∑

k=1

c = nc とくに
n∑

k=1

1 = n

µ ´
また，2つの数列 {an}，{bn}と定数 pに対して

(a1 + b1) + (a2 + b2) + (a3 + b3) + · · ·+ (an + bn)

= (a1 + a2 + a3 + · · ·+ an) + (b1 + b2 + b3 + · · ·+ bn)

pa1 + pa2 + pa3 + · · ·+ pan = p(a1 + a2 + a3 + · · ·+ an)

となるので，
∑
について次の性質が成り立つ．∑

の性質¶ ³

1
n∑

k=1

(ak + bk) =
n∑

k=1

ak +
n∑

k=1

bk

2
n∑

k=1

pak = p

n∑

k=1

ak ただし，pは kに無関係な定数

µ ´

注意
n∑

k=1

(ak − bk) =
n∑

k=1

ak −
n∑

k=1

bk も成り立つ．

∑
の性質や自然数の和の公式を利用して，数列の和を求めてみよう．

例 3.12
n∑

k=1

(4k + 3) =4
n∑

k=1

k +
n∑

k=1

3

=4× 1

2
n(n + 1) + 3n

=2n(n + 1) + 3n

=n(2n + 5) ← n{2(n+1)+3}=n(2n+5)
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練習 3.27 次の和を求めよ．

(1)
n∑

k=1

(2k + 1)

(2)
n∑

k=1

(4k − 5)

(3)
n−1∑

k=1

2k

例題 3.8 次の和を求めよ．

1·3 + 2·4 + 3·5 + · · ·+ n(n + 2)

解答 これは，第 k項が k(k + 2)である数列の，初項から第 n項までの和である．

よって，求める和は

n∑

k=1

k(k + 2) =
n∑

k=1

(k2 + 2k) =
n∑

k=1

k2 + 2
n∑

k=1

k

=
1

6
n(n + 1)(2n + 1) + 2× 1

2
n(n + 1)

=
1

6
n(n + 1){(2n + 1) + 6}

=
1

6
n(n + 1)(2n + 7)



110 第 3章 数列

練習 3.28 次の和を求めよ．

(1)
n∑

k=1

(3k2 − 7k + 4)

(2)
n∑

k=1

(k − 1)(k − 2)

練習 3.29 次の和を求めよ．

(1) 22 + 42 + 62 + · · ·+ (2n)2

(2) 12 + 32 + 52 + · · ·+ (2n− 1)2
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D〉〉和の求め方の工夫

応用例題 3.3 次の和 Sを求めよ．

S =
1

1·2 +
1

2·3 +
1

3·4 + · · ·+ 1

n(n + 1)

考え方〉〉 恒等式
1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1
を利用する．

解答 S =

(
1

1
− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+ · · ·+

(
1

n
− 1

n + 1

)

= 1− 1

n + 1
=

n

n + 1

練習 3.30 恒等式
1

(2k − 1)(2k + 1)
=

1

2

(
1

2k − 1
− 1

2k + 1

)
を利用して，

和 S =
1

1·3 +
1

3·5 +
1

5·7 + · · ·+ 1

(2n− 1)(2n + 1)
を求めよ．
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応用例題 3.4 次の和 Sを求めよ．

S = 1·1 + 2·2 + 3·22 + · · · 10·29

考え方〉〉 第 k項が k·2k−1で表される数列の和である．等比数列の和
の公式を導いたのと同様に，Sと 2Sの差を計算する．

解答 S =1·1+2·2 + 3·22 + 4·23 + · · ·+ 10·29

2S = 1·2 + 2·22 + 3·23 + · · ·+ 9·29 + 10·210

の辺々を引くと ← (2−1)2=2

(3−2)22=22

など
S − 2S = 1 + 2 + 22 + 23 + · · ·+ 29 − 10·210

よって −S =
210 − 1

2− 1
− 10·210

したがって S = 9·210 + 1 = 9× 1024 + 1 = 9217

練習 3.31 一般項がn·2n−1で表される数列の，初項から第n項までの和Snを求めよ．
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応用例題 3.5 自然数の列を，次のように 1個，2個，3個，· · · の群に分ける．

{1}, {2, 3}, {4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10}, · · ·

(1) n = 2 のとき，第 n群の最初の自然数を nの式で表せ．

(2) 第 10番目の群に入るすべての自然数の和 Sを求めよ．

考え方〉〉(1) 第 1群から第 (n− 1)群までに入る自然数の総数を考える．

(2) 等差数列の和として求める．初項は (1)が利用できる．

解答 (1) 第 1群から第 (n− 1)群までに入る自然数の総数は

1 + 2 + 3 + · · ·+ (n− 1) =
1

2
n(n− 1)

これが第 (n− 1)群の最後の自然数である．

求める自然数は，この次の自然数で

1

2
n(n− 1) + 1 =

1

2
(n2 − n + 2)

(2) 第 10群の最初の自然数は，(1)の結果を用いて

1

2
(102 − 10 + 2) = 46

よって，和 Sは，初項 46，公差 1，項数 10の等差数列の和であるから

S =
1

2
·10{2·46 + (10− 1)·1} = 505

補足 応用例題 3.5(1)の結果は n = 1 のときにも成り立つ．
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練習 3.32 奇数の列を，次のように 1個，2個，3個，· · · の群に分ける．

{1}, {3, 5}, {7, 9, 11}, {13, 15, 17, 19}, · · ·
第 1群 第 2群 第 3群 第 4群

(1) n = 2 のとき，第 n群の最初の奇数を nの式で表せ．

(2) 第 15群に入るすべての奇数の和を求めよ．
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3.2.2 階差数列

数列 {an}の隣り合う 2項の差をとって順に並べると，別の数列が得られる．この数
列の一般項から，数列 {an}の一般項が求められることがある．

A〉〉階差数列

右の図のように，自然数を正方形状に並べて
いく．このとき，対角線上に並ぶ数を順に並べ
ると，次の数列が得られる．

1, 3, 7, 13, 21, · · ·
さらに，この数列の隣り合う 2項の差を順に並
べると，次の数列が得られる．

2, 4, 6, 8, · · ·

　
1 4 9 16

2 3 8 15

5 6 7 14 23

10 11 12 13 22

17 18 19 20 21

一般に，数列 {an}の隣り合う
2項の差

an+1−an = bn

(n = 1, 2, 3, . . .)

　
¶ ³

@@ @@ @@¡¡ ¡¡ ¡¡ @@¡¡

a1 a2 a3 a4 · · · an an−1

b1 b2 b3 · · · bn

µ ´

を項とする数列 {bn}を，数列 {an}の階差数列という．

例 3.13 数列 1, 3, 7, 13, 21, · · · を {an}とする．
階差数列 {bn}は

2, 4, 6, 8, · · ·

であり，bn = 2n である．
数列 {an}の第 6項は，

　¶ ³

@@ @@ @@ @@ @@¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡

1 3 7 13 21

2 4 6 8 10
µ ´

a6 − a5 = b5 から a6 = a5 + b5 = 21 + 2·5 = 31

練習 3.33 階差数列を考えて，次の数列の第 6項，第 7項を求めよ．

1, 2, 5, 10, 17, · · ·
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B〉〉階差数列から一般項を求める

数列 {an}の階差数列を {bn}とすると
an+1 − an = bn すなわち an+1 = an + bn

よって a2 = a1 + b1

a3 = a2 + b2 = a1 + b1 + b2

a4 = a3 + b3 = a1 + b1 + b2 + b3

· · ·

　¶ ³
a1 a2 a3 · · · an−1

+b1 +b2 +bn−1

an

µ ´
n = 2 のとき an = a1 + b1 + b2 + b3 + · · ·+ bn−1

したがって，次のことがいえる．
階差数列と一般項¶ ³

数列 {an}の階差数列を {bn}とすると

n = 2 のとき an = a1 +
n−1∑

k=1

bk

µ ´
注意 上の anは n = 2のときの式なので，n = 1で成り立つとは限らない．

例題 3.9 次の数列の一般項 anを求めよ．

1, 3, 7, 13, 21, · · ·

解答 この数列の階差数列は 2, 4, 6, 8, · · ·
その一般項を bnとすると，bn = 2n である．

よって，n = 2 のとき

an = 1 +
n−1∑

k=1

2k = 1 + 2× 1

2
(n− 1)n ← a1=1, bk=2k

すなわち an = n2 − n + 1

初項は a1 = 1 なので，上の anは n = 1 のときにも成り立つ．

したがって，一般項 anは an = n2 − n + 1

補足 an = a1 + (n− 1)n において，n = 1のとき (n− 1)n = 0 である．
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練習 3.34 階差数列を利用して，次の数列の一般項 anを求めよ．

(1) 1, 2, 4, 7, 11, · · ·

(2) 1, 2, 5, 10, 17, · · ·

C〉〉数列の和と一般項

数列 {an}において，初項 a1から第 n項 anまでの和 Snが nの式で与えられてい
るときに，一般項 anを求める方法を考えよう．

において
Sn = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an−1 + an

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an−1 = Sn−1

であるから，n = 2 のとき Sn = Sn−1 + an， S1 = a1

また S1 = a1

以上から，次のことが成り立つ．
数列の和と一般項¶ ³

数列 {an}の初項 a1から第 n項 anまでの和を Snとすると

初項 a1は a1 = S1

n = 2 のとき an = Sn − Sn`1

µ ´
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例題 3.10 初項から第 n項までの和 Snが，Sn = n2 で表される数列 {an} の一般項
を求めよ．

解答 初項 a1は a1 = S1 = 12 = 1 · · · 1©
n = 2 のとき an = Sn − Sn−1 = n2 − (n− 1)2

すなわち an = 2n− 1

1©より a1 = 1 なので，この式は n = 1のときにも成り立つ．

したがって，一般項は an = 2n− 1

練習 3.35 初項から第 n項までの和 Snが，Sn = n2 + n で表される数列 {an} の一
般項を求めよ．

3.2.3 補充問題

5 恒等式 k4 − (k − 1)4 = 4k3 − 6k2 + 4k − 1を用いて，次の公式を確かめよ．

13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =

{
1

2
n(n + 1)

}2
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6 次の数列の第 k項を kの式で表せ．また，初項から第n項までの和Snを求めよ．

1, 1 + 2, 1 + 2 + 3, · · · , 1 + 2 + 3 + · · ·+ n, · · ·

7 次の和を求めよ．ただし，(2)では問題 5の公式を用いてよい．

(1)
n∑

k=1

2k

(2)
10∑

k=1

k(k + 1)(k + 2)
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8 次の和を求めよ．

(1)
n∑

k=1

1√
k + 1 +

√
k

(2)
n∑

k=1

2

k(k + 2)
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3.3 数学的帰納法

3.3.1 漸化式

数列では，隣り合う 2項間の関係と初項がわかれば，すべての項が定まる．
たとえば，初項 3，公比 2の等比数列 {an}は，次の 2つの条件で定められる．

［1］ a1 = 3 ［2］ an+1 = 2an (n = 1, 2, 3, . . .)

ここでは，このような条件から数列の一般項を求める方法を調べよう．

A〉〉数列の漸化式と項

数列 {an}は，次の 2つの条件［1］，［2］を与えると，a2，a3，a4，· · · が順に求め
られ，すべての項がただ 1通りに定まる．

［1］ 初項

［2］ anから an+1を決める関係式 (n = 1, 2, 3, . . .)

例 3.14 次の条件によって定められる数列 {an}の第 2項と第 3項

［1］ a1 = 1

［2］ an+1 = 2an + 3 (n = 1, 2, 3, . . .)

第 2項は，a2 = 2a1 + 3 と a1 = 1 から ←［2］で n = 1 を代入すると

a2=2a1+3

第 3項は

a2 = 2a1 + 3 = 2× 1 + 3 = 5

a3 = 2a2 + 3 = 2× 5 + 3 = 13

上の［2］のように，数列において前の項から次の項を決めるための関係式を
ぜん

漸
か

化
しき

式
という．今後とくに断らなくても，与えられた漸化式は n = 1, 2, 3, . . . で成り立つも
のとする．

練習 3.36 次の条件によって定められる数列 {an}の第 2項から第 5項を求めよ．

(1) a1 = 100，an+1 = an − 5 (2) a1 = 2，an+1 = 3an + 2
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B〉〉漸化式から一般項を求める (1)

数列の初項と漸化式が与えられた場合に，その一般項を求めてみよう．
等差数列と等比数列の漸化式は，それぞれ次の形をしている．

等差数列 {an}の漸化式は，an+1 = an + d の形． ← d が公差

等比数列 {an}の漸化式は，an+1 = ran の形． ← r が公比

したがって，初項とこれらの形の漸化式が与えられた数列の一般項は，簡単に求
められる．

練習 3.37 次の条件によって定められる数列 {an}の一般項を求めよ．

(1) a1 = 2, an+1 = an + 3

(2) a1 = 1, an+1 = 2an

漸化式が an+1 = an + (nの式) の形の場合は，116 ページで学んだ階差数列を利用
する方法で，一般項が求められることがある．
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例題 3.11 次の条件によって定められる数列 {an}の一般項を求めよ．
a1 = 1, an+1 = an + 2n

解答 条件より an+1 − an = 2n

数列 {an}の階差数列の第 n項が 2nであるから，

n = 2 のとき an = a1 +
n−1∑

k=1

2k ← n−1X

k=1

2k は初項 2，公比 2，項数 n− 1

の等比数列の和である．

= 1 +
2(2n−1 − 1)

2− 1
= 1 + 2n − 2

よって an = 2n − 1

初項は a1 = 1 なので，上の anは n = 1 のときにも成り立つ．

したがって，一般項は an = 2n − 1

練習 3.38 次の条件によって定められる数列 {an}の一般項を求めよ．

(1) a1 = 1，an+1 = an + 3n

(2) a1 = 0，an+1 = an + 2n + 1
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C〉〉漸化式から一般項を求める (2)

次のような条件を満たす数列 {an}について考えてみよう．
an+1 + 2 = 3(an + 2) · · · 1©

bn = an + 2 とすると ← an+1+2............... = 3(an+2..........)
bn+1 bnbn+1 = 3bn

よって，数列 {bn}は公比 3の等比数列であるから，初項 b1がわかれば一般項 bnが
わかり，bn = an + 2 から一般項 anが求められる．
一方， 1©の右辺を展開して整理すると，次の漸化式が得られる．

an+1 = 3an + 4 · · · 2©
以上から， 2©の形の漸化式と初項 a1が与えられたとき， 2©を 1©の形に変形すれ
ば，その一般項が求められることになる．

そこで， 2©の形の漸化式を 1©の形に変形する方法を調べよう．
2©に対して，次の等式を満たす cを考える． ← an+1 と an を c で

おき換えた等式．c = 3c + 4 · · · 3©
3©を解くと c = −2

2©− 3© から an+1 − c = 3(an − c)

c = −2 を代入して

an+1 + 2 = 3(an + 2)

　¶ ³

an+1 =3an +4

− ) c=3c +4

an+1 − c=3(an − c)

µ ´

一般に，an+1 = pan + q の形の漸化式は，等式 c = pc + q を満たす c を用いて，
次の形に変形できる．ただし，p 6= 0，p 6= 1とする．

an+1 − c = p(an − c)

練習 3.39 次の 　 に適する数を求めよ．

(1) an+1 = 4an − 6 を変形すると an+1 − 　 = 4(an − 　 )

(2) an+1 = 2an + 1 を変形すると an+1 + 　 = 2(an + 　 )

(3) an+1 = −2an + 3 を変形すると an+1 − 　 = −2(an − 　 )
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例題 3.12 次の条件によって定められる数列 {an}の一般項を求めよ．
a1 = 1, an+1 = 3an + 4

解答 漸化式を変形すると an+1 + 2 = 3(an + 2)

bn = an + 2 とすると bn+1 = 3bn

よって，数列 {bn}は公比 3の等比数列で，初項は

b1 = a1 + 2 = 1 + 2 = 3

数列 {bn}の一般項は bn = 3·3n−1 = 3n

したがって，数列 {an}の一般項は，an = bn − 2 より

an = 3n − 2

練習 3.40 次の条件によって定められる数列 {an}の一般項を求めよ．

(1) a1 = 5, an+1 = 4an − 6

(2) a1 = 1, an+1 = 2an + 1
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(3) a1 = 2, an+1 = −2an + 3

(4) a1 = 3, an+1 =
1

2
an + 1

研究¶ ³

an+1 = pan + q を満たす数列の階差数列

次の漸化式 1©を満たす数列 {an}の階差数列 {bn}を考える．

1©より
an+1 = 2an + 3 · · · 1©
an+2 = 2an+1 + 3 · · · 2©

も成り立つ． 2©− 1© から an+2 − an+1 = 2(an+1 − an)

ここで，an+2 − an+1 = bn+1，an+1 − an = bn であるから

bn+1 = 2bn

したがって，階差数列 {bn}は公比 2の等比数列である．
一般に，漸化式 an+1 = pan + q を満たす数列 {an}の階差数列は，公比 p

の等比数列である．ただし，p 6= 0とする．
µ ´
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3.3.2 数学的帰納法

奇数の和は，次のように自然数 nを含む等式で表された．

1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2 · · · (A)

自然数は限りなくあるから，この事実をすべての nについて確かめることはできな
い．ここでは，自然数 nを含む等式や不等式などがすべての自然数 nについて成り
立つ，と結論するための新しい証明法を学ぼう．

A〉〉数学的帰納法の原理

自然数 nを含む等式 (A)について，次の［1］，［2］が示せたとする．
¶ ³

［1］ n = 1 のとき (A)が成り立つ．

［2］ n = k のとき (A)が成り立つと仮定すると，

n = k + 1 のときも (A)が成り立つ．
µ ´

すると，n = 1 + 1 すなわち n = 2 のときも，(A)が成り立つ．
さらに，n = 2 + 1 すなわち n = 3 のときも，(A)が成り立つ．
同様に n = 4, 5, 6, . . . のときも (A)が成り立ち，すべての自然数 nについて (A)が
成り立つと結論してよい．
次のような証明法を数学的帰納法という．

数学的帰納法¶ ³

一般に，自然数 nを含む条件 (A)があるとき，

「すべての自然数 nについて (A)が成り立つ」

を証明するには，次の［1］，［2］を示せばよい．

［1］ n = 1 のとき (A)が成り立つ．

［2］ n = k のとき (A)が成り立つと仮定すると，

n = k + 1 のときも (A)が成り立つ．
µ ´
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B〉〉等式の証明

数学的帰納法を用いて，自然数 nを含む等式を証明してみよう．

例題 3.13 数学的帰納法を用いて，次の等式を証明せよ．

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
1

2
n(n + 1)

証明 この等式を (A)とする．

［1］n = 1 のとき

左辺 = 1, 右辺 =
1

2
·1·(1 + 1) = 1

よって，n = 1 のとき，(A)が成り立つ．

［2］n = k のとき (A)が成り立つ，すなわち

1 + 2 + 3 + · · ·+ k =
1

2
k(k + 1)

であると仮定すると，n = k + 1 のときの (A)の左辺は

1 + 2 + 3 + · · ·+ k + (k + 1) =
1

2
k(k + 1) + (k + 1)

=
1

2
(k + 1)(k + 2)

n = k + 1のときの (A)の右辺は

1

2
(k + 1){(k + 1) + 1} =

1

2
(k + 1)(k + 2)

よって，n = k + 1 のときも (A)が成り立つ．

［1］，［2］から，すべての自然数 nについて (A)が成り立つ． 証終
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練習 3.41 数学的帰納法を用いて，次の等式を証明せよ．

(1) 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2

(2) 1·2 + 2·3 + 3·4 + · · ·+ n(n + 1) =
1

3
n(n + 1)(n + 2)
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C〉〉不等式の証明

応用例題 3.6 nを 4以上の自然数とするとき，次の不等式を証明せよ．

2n > 3n

考え方〉〉n = 4 であるから，次のことを示す．

［1］ n = 4 のとき，不等式が成り立つ．

［2］ k = 4 として，不等式 2k > 3k が成り立つと仮定

すると，不等式 2k+1 > 3(k + 1) が成り立つ．

証明 この不等式を (A)とする．

［1］n = 4 のとき

左辺 = 24 = 16, 右辺 = 3·4 = 12

よって，n = 4 のとき，(A)が成り立つ．

［2］k = 4として，n = k のとき (A)が成り立つ，すなわち

2k > 3k

が成り立つと仮定する．

n = k + 1 のときの (A)の両辺の差を考えると

2k+1 − 3(k + 1)=2·2k − (3k + 3)

> 2·3k − (3k + 3) ← 2k > 3k より

=3(k − 1) > 0 ← k = 4 より

k−1>0
すなわち 2k+1 > 3(k + 1)

したがって，n = k + 1 のときも (A)が成り立つ．

［1］，［2］から，4以上のすべての自然数 nについて (A)が成り立つ． 証終
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練習 3.42 nを 3以上の自然数とするとき，次の不等式を証明せよ．

2n > 2n + 1
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D〉〉整数の性質の証明

応用例題 3.7 すべての自然数 nについて，n3 + (n + 1)3 + (n + 2)3 は 9の倍数であ
る．このことを，数学的帰納法を用いて証明せよ．

考え方〉〉 9の倍数は，整数mを用いて 9mと表される．逆に，整数
mを用いて 9mと表される数は 9の倍数である．

証明 「n3 + (n + 1)3 + (n + 2)3は 9の倍数である」を (A)とする．

［1］n = 1 のとき

13 + 23 + 33 = 36

よって，n = 1 のとき，(A)が成り立つ．

［2］n = k のとき (A)が成り立つと仮定する．

すなわち，整数mを用いて

k3 + (k + 1)3 + (k + 2)3 = 9m

と表されると仮定する．

n = k + 1 のときを考えると

(k + 1)3 + (k + 2)3 + (k + 3)3

= 9m− k3 + (k + 3)3

= 9m− k3 + (k3 + 3k2·3 + 3k·32 + 33)

= 9(m + k2 + 3k + 3)

ここで，m + k2 + 3k + 3は整数である．

よって，(k +1)3 +(k +2)3 +(k +3)3 は 9の倍数であるから，n = k +1の
ときも (A)が成り立つ．

［1］，［2］から，すべての自然数 nについて (A)が成り立つ． 証終
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練習 3.43 すべての自然数 nについて，n3 + 2n は 3の倍数である．このことを，数
学的帰納法を用いて証明せよ．
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3.3.3 補充問題

9 次の条件によって定められる数列 {an}，{bn}の第 4項を，それぞれ求めよ．

a1 = 1, b1 = 0, an+1 = an + bn, bn+1 = 2bn + 1 (n = 1, 2, 3, . . .)

10 次の条件によって定められる数列 {an}の一般項を求めよ．

(1) a1 = 2, an+1 = an + 2n−1 (n = 1, 2, 3, . . .)
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(2) a1 = 1, an+1 + an = 3 (n = 1, 2, 3, . . .)

(3) a1 = 2, 2an+1 = an + 1 (n = 1, 2, 3, . . .)
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11 次の条件によって定められる数列 {an}がある．

a1 = 2, an+1 = 2− 1

an

(n = 1, 2, 3, . . .)

(1) a2, a3, a4を求めよ．

(2) 第 n項 anを推測して，それを数学的帰納法を用いて証明せよ．
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3.4 章末問題

3.4.1 章末問題A

1 第 4項が 14，第 8項が 30である等差数列がある．次の数は，この数列の項で
あるかどうかを調べよ．また，項であるときは第何項かを求めよ．

(1) 70 (2) 123

2 初項が 60，末項が−30である等差数列の和が 240であるとき，この数列の公
差と項数を求めよ．

3 1日目に 1円，2日目に 2円，3日目に 4円，4日目に 8円，· · · というように，
前日の 2倍の金額を毎日貯金するとき，15日間での貯金の総額を求めよ．
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4 初項が正の数である等比数列 {an}の，第 2項と第 4項の和が 20で，第 4項と
第 6項の和が 80であるとき，次のものを求めよ．

(1) 初項と公比

(2) 初項から第 10項までの和

5 1から 100までの自然数のうち，次のような数の和を求めよ．

(1) 3の倍数

(2) 4で割ると 3余る数
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6 次の数列の第 k項を kの式で表せ．また，その和を求めよ．

1, 1 + 3, 1 + 3 + 5, · · · , 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1)

7 次の条件によって定められる数列 {an}がある．

a1 = 1, nan+1 = 2(n + 1)an (n = 1, 2, 3, . . .)

(1) bn =
an

n
とするとき，数列 {bn}の一般項を求めよ．

(2) 数列 {an}の一般項を求めよ．
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8 すべての自然数 nについて，7n − 1 は 6の倍数である．このことを，数学的帰
納法を用いて証明せよ．

3.4.2 章末問題B

9 次のような分数の列がある．

1

1
,

1

2
,

2

2
,

1

3
,

2

3
,

3

3
,

1

4
,

2

4
,

3

4
,

4

4
,

1

5
, · · ·

(1)
3

10
は第何項か．

(2) 第 100項を求めよ．
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10 項数 nの数列 1·n, 2(n− 1), 3(n− 2), · · · , n·1 がある．

(1) この数列の第 k項を nと kを用いた式で表せ．

(2) この数列の和を求めよ．

11 数列 {an}の初項から第 n項までの和 Snが，Sn = 2an − 1 であるとする．

(1) an+1 = 2an であることを示せ．

(2) 第 n項 anを求めよ．
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12 次の条件によって定められる数列 {an}の一般項を求めよ．

a1 =
1

2
,

1

an+1

− 1

an

= 2(n + 1) (n = 1, 2, 3, . . .)

13 a > 0 で nを自然数とする．数学的帰納法を用いて，次の不等式を証明せよ．

(1 + a)n = 1 + na
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14 すべての自然数 nについて，22n−1 + 32n−1 は 5の倍数である．このことを，数
学的帰納法を用いて証明せよ．

ヒント¶ ³

9 分母に着目し，群に分けて考える．

10 (2) nは kに無関係な定数であることに注意する．

12 bn =
1

an

として，まず数列 {bn}の一般項を求める．
14 n = k + 1 のとき，22(k+1)−1 = 22k+1 = 22·22k−1 などと変形する．

µ ´
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発展 隣接 3項間の漸化式¶ ³

これまでは数列 {an}の隣接する 2項間の漸化式を取り上げたが，隣接する 3

項間の漸化式と a1，a2によって定められる数列 {an}もある．以下では，このよ
うな数列 {an}について，階差数列を用いて一般項が求められる例を示そう．

例 1 次の条件によって定められる数列 anの一般項

a1 = 1, a2 = 3, an+2 = 3an+1 − 2an (n = 1, 2, 3, . . .)

漸化式を変形すると an+2 − an+1 = 2(an+1 − an)

bn = an+1 − an とすると bn+1 = 2bn

よって，数列 {bn}は公比 2の等比数列で，初項は

b1 = a2 − a1 = 3− 1 = 2

数列 {bn}の一般項は bn = 2·2n−1 = 2n

数列 {bn}は数列 {an}の階差数列であるから

n = 2 のとき an = a1 +
n−1∑

k=1

2k

=1 +
2(2n−1 − 1)

2− 1

=2n − 1

初項は a1 = 1 なので，上の anは n = 1 のときにも成り立つ．

したがって，一般項 anは an = 2n − 1 ［終］

一般に，an+2 = (p + 1)an+1 − pan の形の漸化式は，次の形に変形することが
できる．

an+2 − an+1 = p(an+1 − an)

練習 1 次の条件によって定められる数列 {an}の一般項を求めよ．
a1 = 1, a2 = 4, an+2 = 4an+1 − 3an (n = 1, 2, 3, . . .)

µ ´
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【解】漸化式を変形すると an+2 − an+1 = 3(an+1 − an)

bn = an+1 − an とすると bn+1 = 3bn

よって，数列 {bn}は公比 3の等比数列で，初項は

b1 = a2 − a1 = 4− 1 = 3

数列 {bn}の一般項は bn = 3·3n−1 = 3n

数列 {bn}は数列 {an}の階差数列であるから

n = 2 のとき an = a1 +
n−1∑

k=1

3k

=1 +
3(3n−1 − 1)

3− 1

=
3n − 1

2

初項は a1 = 1 なので，上の anは n = 1 のときにも成り立つ．

したがって，一般項 anは an =
3n − 1

2
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