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第 1 章 関数

1.1.1 分数関数

A〉〉分数関数とそのグラフ

xの分数式で表される関数を，xの分数関数という．分数関数の定義域は，分母を
0とする xの値を除く実数 x全体の集合である．

kを 0でない定数とする．関数 y =
k

x
の定義域は x 6= 0，値域は y 6= 0 で，その

グラフは下の図のようになる．x軸と y軸が漸近線である．

O

y

x1
−1

k

−k

k > 0

のとき

O

y

x
−1

1

−k

k

k < 0

のとき

補足 上のグラフは，直角双曲線と呼ばれる曲線で，直角に交わる 2本の漸近線の交
点，すなわち原点に関して対称である．

練習 1.1 次の関数のグラフをかけ．

(1) y =
1

x
(2) y =

2

x
(3) y = −3

x

O

y

x O

y

x O

y

x

1



2 第 1章 関数

2次関数 y = a(x− p)2 + q のグラフは，y = ax2 のグラフを x軸方向に p，y軸方
向に qだけ平行移動したものである．

分数関数 y =
k

x− p
+ q については，次のことがいえる．

¶ ³

1 グラフは，y =
k

x
のグラフを x軸方向に p，y軸方向に qだけ平行移動した曲

線で，漸近線は 2直線 x = p，y = q である．

2 定義域は x 6= p，値域は y 6= q である．
µ ´
一般に，関数 y = f(x− p) + q のグラフは，関数 y = f(x) のグラフを，x軸方向

に p，y軸方向に qだけ平行移動したものである．

例 1.1 関数 y =
2

x − 1
+ 3

このグラフは，y = 2
x のグラフを，x

軸方向に 1，y軸方向に 3だけ平行移動
したもので，右の図のようになる．漸
近線は，2直線 x = 1，y = 3 である．
定義域は x 6= 1，値域は y 6= 3 である．

　

O

y

x1

1

3

1
3

練習 1.2 次の関数のグラフをかけ．また，その定義域，値域を求めよ．

(1) y = −2

x
+ 1 (2) y =

1

x− 2
− 1 (3) y =

2

x + 1
− 3

O

y

x

O

y

x
O

y

x



第 1章 関数 3

例題 1.1 関数 y =
2x + 5

x + 1
のグラフをかけ．また，その定義域，値域を求めよ．

解答
2x + 5

x + 1
=

2(x + 1) + 3

x + 1
であるから

y =
3

x + 1
+ 2

よって，グラフは右の図である．
漸近線は，次の 2直線である．

x = −1，y = 2

定義域は x 6= −1，値域は y 6= 2 である．

　

O

y

x

5

2

−1−5
2

一般に，分数式
ax + b

cx + d
は，

k

x− p
+ qの形に変形できる．

練習 1.3 次の関数のグラフをかけ．また，その定義域，値域を求めよ．

(1) y =
x− 1

x− 2

O

y

x

(2) y =
−2x + 5

x− 1

O

y

x
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(3) y =
3x + 1

x + 1

O

y

x

B〉〉分数関数の応用

応用例題 1.1 関数 y =
2

x− 1
のグラフと直線 y = x の共有点の座標を求めよ．

考え方〉〉方程式
2

x− 1
= x の解が共有点の x座標である．

解答
2

x− 1
= x より 2 = x(x− 1)

すなわち x2 − x− 2 = 0

これを解いて x = −1, 2

これが共有点の x座標である．
y = x であるから，求める共有点の
座標は

(−1, − 1), (2, 2)

　

O

y

x2

2

−1

−1

y = x

y =
2

x− 1

1

練習 1.4 関数 y =
3

x + 1
のグラフと次の直線の共有点の座標を求めよ．

(1) y = x− 1
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(2) y =
1

2
x

(3) y = −3

応用例題 1.1の結果とグラフから，不等式

2

x− 1
> x ← y =

2

x− 1
のグラフが

直線 y = x より上側
にある x の値の範囲．の解は x < −1，1 < x < 2 である．



6 第 1章 関数

練習 1.5 次の不等式を解け．

(1)
2

x− 1
< x

(2)
2

x + 2
= x + 3

(3)
1

x− 1
5 1



第 1章 関数 7

1.1.2 無理関数

A〉〉無理関数とそのグラフ

根号
√
　の中に文字 xを含む式で表された関数を，xの無理関数という1．その定

義域は，根号の中が 0以上となる実数 xの値全体の集合である．

無理関数 y =
√

x · · · 1©
の定義域は x = 0，値域は y = 0 である．

1©の両辺を 2乗すると y2 = x · · · 2©
2©は軸が x軸，頂点が原点である放物

線を表すから， 1©のグラフは，放物線 2©
の y = 0 の部分，すなわち x軸より上側
の部分である．ただし，原点を含む．
同様に，無理関数

y = −√x · · · 3©

　

O

y

x

1

−1
1

y =
√

x

y = −√x

のグラフは，放物線 2©の y 5 0 の部分，すなわち x軸より下側の部分である．ただ
し，原点を含む． 3©の定義域は x = 0，値域は y 5 0 である． 3©と 1©のグラフは，
x軸に関して対称である．

無理関数 y =
√−x · · · 4©

のグラフは，右の図のようになる．
これは，放物線 y2 = −x の y = 0 の部
分，すなわち x軸より上側の部分である．
ただし，原点を含む．

　

O

y

x

1

−1

4©の定義域は x 5 0，値域は y = 0 である． ← 定義域は −x = 0 より x 5 0

一般に，関数 y =
√

ax のグラフと特徴は，次のようになる．

O

y

x1

√
a

a > 0のとき

O

y

x−1

√−a

a < 0のとき

a > 0 のとき，定義域は x = 0，値域は y = 0 で，増加関数である．
a < 0 のとき，定義域は x 5 0，値域は y = 0 で，減少関数である．

1根号の中に文字を含む式を無理式という．これに対して，多項式または分数式で表される式を有
理式という．
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練習 1.6 次の関数のグラフをかけ．また，その定義域と値域を求めよ．

(1) y =
√

2x (2) y = −√2x (3) y =
√−2x

O

y

x

O

y

x

O

y

x

例題 1.2 関数 y =
√

2x− 2 のグラフをかけ．また，その定義域と値域を求めよ．

解答 変形すると y =
√

2(x− 1)

このグラフは，y =
√

2x のグラフを
x軸方向に 1だけ平行移動したもの
で，右の図のようになる．
定義域は x = 1，値域は y = 0 で
ある．

　

O

y

x1 3

2

無理関数 y =
√

a(x− p) について，次のことがいえる．
¶ ³

1 グラフは，y =
√

ax のグラフを x軸方向に pだけ平行移動した曲線である．

2 定義域は a(x− p) = 0 を満たす実数 xの値全体，値域は y = 0
µ ´

練習 1.7 次の関数のグラフをかけ．また，その定義域，値域を求めよ．

(1) y =
√

x− 1 (2) y =
√−2x + 4 (3) y = −√3x + 3

O

y

x O

y

x

O

y

x
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B〉〉無理関数の応用

応用例題 1.2 関数 y =
√

x + 2 のグラフと直線 y = x の共有点の座標を求めよ．

考え方〉〉
√

x + 2 = x の両辺を 2乗した方程式の解は，もとの方程式の解とは
限らない．得られた xの値がもとの方程式を満たすかどうかを調べ
て，解を決定する．

解答
√

x + 2 = x · · · 1©
の両辺を 2乗して整理すると

x2 − x− 2 = 0

これを解いて x = −1, 2

このうち，1©を満たすのは x = 2で，
このとき 1©の両辺の値は 2である．
よって，共有点の座標は (2, 2)

　

O

y

x

y =
√

x + 2

y = x

2

2

−2

補足 x = −1 の方は，関数 y = −√x + 2 のグラフと直線 y = x の共有点の x座標
で，方程式 −√x + 2 = x の解である．

練習 1.8 次の 2つの関数について，グラフの共有点の座標を求めよ．

(1) y =
√

2x + 2，y = x− 3

(2) y = −√x + 1，y = x− 1
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不等式
√

x + 2 > x

の解は，y =
√

x + 2のグラフが直線 y = x

より上側にある xの値の範囲である．
右の図から，不等式

√
x + 2 > xの解は

−2 5 x < 2

　

O

y

x

y =
√

x + 2

y = x

2

2

−2

練習 1.9 次の不等式を解け．

(1)
√

x + 2 5 x

(2) −√x + 2 > x
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1.1.3 逆関数と合成関数

A〉〉逆関数

2つの変数 x，yについて，xの値を定めると，それに対応して yの値がただ 1つ
定まるとき，yは xの関数である．ここでは，逆に，関数 y = f(x) について，yの
値に対応する xの値を考えてみよう．

f(x) = 2x + 1 (0 5 x 5 3) · · · 1©
とする．この関数の定義域は 0 5 x 5 3，値域は 1 5 y 5 7 である．

f(x) は増加関数であるから，1 5 b 5 7

である値 bに対して，b = f(a)となる aの
値がただ 1つ定まる．b = 2a + 1 から，こ
の aは

a =
1

2
b− 1

2

と表される．
以上から，bに aを対応させる関数は，

次のようになる．

y =
1

2
x− 1

2
(1 5 x 5 7)

　

O

y

xa

b

7

1

3

一般に，関数 y = f(x) が，増加関数または減少関数のとき，値域の中の yの値を
定めると，それに対応して xの値がただ 1つ定まる．すなわち，xは yの関数である．
この関数を x = g(y) で表す．このとき，変数 yを xに書き直した関数 g(x) を，もと
の関数 f(x) の逆関数といい，f`1(x)で表す．

1©の関数 f(x)の逆関数は，次のようになる．

f−1(x) =
1

2
x− 1

2
(1 5 x 5 7)

¶ ³
関数とその逆関数では，定義域と値域が入れ替わる．

µ ´
逆関数を求めるための一般的な手順は，次のようになる．
f(x)の逆関数 g(x)の求め方¶ ³

1 y = f(x) を xについて解き，x = g(y) の形にする．

2 xと yを入れ替えて，y = g(x) とする．
逆関数 g(x)の定義域は，もとの関数 f(x)の値域と同じにとる．

µ ´
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例 1.2 関数 y =
√

x の逆関数

この関数の値域は，y = 0 である．
y =

√
x を xについて解くと

x = y2 (y = 0)

xと yを入れ替えて

y = x2 (x = 0)

これが，y =
√

x の逆関数である．

　

O

y

x1

1

y =
√

x

y = x2 (x = 0)

練習 1.10 次の関数の逆関数を求めよ．

(1) y = 2x− 1 (0 5 x 5 3)

(2) y = −√x
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例 1.3 指数関数 y = 2x の逆関数

y = 2x を xについて解くと

x = log2 y (y > 0)

xと yを入れ替えて

y = log2 x (x > 0)

これが指数関数 y = 2x の逆関数
である．

　

O

y

x1

1

y = x

y = 2x

y = log2 x

注意 関数 y = log2 x (x > 0) では，定義域の表示を省略して y = log2 x としてよい．

練習 1.11 次の関数の逆関数を求めよ．

(1) y = 3x

(2) y = log4 x
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例題 1.3 関数 y =
x + 1

x− 2
の逆関数を求めよ．

解答
x + 1

x− 2
=

3

x− 2
+ 1 であるから，関数 y =

x + 1

x− 2
の値域は

y 6= 1 である．

y(x− 2) = x + 1 より (y − 1)x=2y + 1

ここで，y 6= 1 であるから x=
2y + 1

y − 1

よって，求める逆関数は y =
2x + 1

x− 1

練習 1.12 次の関数の逆関数を求めよ．

(1) y =
2x + 3

x− 1

(2) y =
−x + 2

x + 3
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関数が逆関数をもたない場合もある．

例 1.4 関数 y = x2 の逆関数

y = x2 を xについて解くと

x = ±√y

この場合，yの値を 1つ決めてもxの
値はただ 1つには定まらない．すな
わち，xは yの関数ではない．した
がって，関数 y = x2 は逆関数をも
たない．

　

O

y

x

y = x2

a

√
a−√a

注意 定義域を制限した関数 y = x2 (x = 0)は逆関数をもつ．その逆関数は y =
√

xで
ある．

練習 1.13 次の関数の逆関数を求めよ．

(1) y = x2 + 2 (x = 0)

(2) y = −x2 (x 5 0)
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B〉〉逆関数の性質

逆関数の定義から，次のことが成り立つ．¶ ³
関数 f(x)が逆関数 f`1(x)をもつとき

b = f(a) ⇐⇒ a = f`1(b)
µ ´

例 1.5 関数 f(x)が逆関数をもち，f−1(2) = 4 のとき

f(4) = 2

が成り立つ．

練習 1.14 a 6= 0とする．関数 f(x) = ax+bとその逆関数f−1(x)について，f(2) = 4，
f−1(1) = −4であるとき，定数 a，bの値を求めよ．

例 1.2や例 1.3の図からもわかるように，一般に次のことが成り立つ．¶ ³
関数 y = f(x) のグラフとその逆関数 y = f`1(x) のグラフは，

直線 y = x について対称である．
µ ´
証明 b = f(a) ⇐⇒ a = f−1(b)

が成り立つから，点 P(a, b) が関数
y = f(x)のグラフ上にあることと，点
Q(b, a)が関数 y = f−1(x) のグラフ上
にあることとは同値である．
また，点P(a, b)と点Q(b, a)は，直線
y = xに関して対称である．
よって，関数 y = f(x)のグラフとその
逆関数 y = f−1(x)のグラフは，直線
y = xについて対称である． 証終

　

O

y

x

Q(b, a)

P(a, b)

y = x

y = f(x)

y = f−1(x)
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練習 1.15 次の関数およびその逆関数のグラフを同じ図中にかけ．

(1) y =
√−x

(2) y = log 1
2
x

C〉〉合成関数

2つの関数 f(x) = x− 1，g(x) = x2 について，g(f(x))を

g(f(x)) = g(x− 1) = (x− 1)2

のように考えると，g(f(x))は xに (x− 1)2を対応させる関数といえる．
一般に，2つの関数 f(x)，g(x)について，f(x)の値域が g(x)の定義域に含まれて

いるとき，新しい関数 g(f(x))が考えられる．この関数を，f(x)と g(x)の合成関数
という．g(f(x))を (g‹f)(x)とも書く．

f(x)
g(x)

(g◦f)(x)

f(x)の定義域 f(x)の値域 g(x)の定義域 (g◦f)(x)の値域

g(x)の値域

なお，2つの関数 f(x) = x− 1，g(x) = x2 について，(f ◦g)(x)は次のようになる．

(f ◦g)(x) = f(g(x)) = f(x2) = x2 − 1

となる．

注意 一般に，(g◦f)(x)と (f ◦g)(x)は同じ関数ではない．
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例題 1.4 f(x) = x + 1，g(x) = 2x について，次の合成関数を求めよ．

(1) (g◦f)(x) (2) (f ◦g)(x)

解答 (1) f(x)の値域は実数全体で，g(x)の定義域と同じである．

よって (g◦f)(x) = g(f(x)) = g(x + 1) = 2x+1

(2) g(x)の値域は正の数全体で，f(x)の定義域に含まれる．

よって (f ◦g)(x) = f(g(x)) = f(2x) = 2x + 1

練習 1.16 f(x) = x2，g(x) = log2(x + 1) について，次の合成関数を求めよ．

(1) (g◦f)(x)

(2) (f ◦g)(x)

1.1.4 補充問題

1 関数 y =
4x + 3

2x + 1
のグラフをかけ．また，定義域，値域を求めよ．



第 1章 関数 19

2 次の関数のグラフ上に点 (2,−a)があるように，定数 aの値を定めよ．

(1) y =
3x− a

x− a
(2) y =

√
3x− a

3 次の方程式，不等式を解け．

(1)
2x− 4

x− 1
= x− 2 (2)

2x− 4

x− 1
< x− 2

(3)
√

x− 1 = 7− x (4)
√

x− 1 5 7− x
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4 次の関数を，2つの関数 f(x)，g(x)の合成関数として表したい．各場合に f(x)

と g(x)を定め，y = f(g(x))，y = g(f(x))のいずれであるかを示せ．ただし，
f(x)を三角関数とせよ．

(1) y = sin 2x (2) y = 2 cos x (3) y = tan2 x

1.2 章末問題

1.2.1 章末問題A

1 関数 y =
3x + 4

x + 2
のグラフは，関数 y =

x

x + 2
のグラフを，どのように平行移

動したものか．

2 次の関数のグラフをかけ．また，その値域を求めよ．

(1) y =
3 + x

3− x
(0 5 x 5 2)

O

y

x
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(2) y = −√2x + 6 (−1 5 x 5 5)

O

y

x

3 k 6= 0 とする．関数 f(x) = kx + k2 とその逆関数 f−1(x)について，f(1) = 6，
f−1(2) = −1 であるとき，定数 kの値を求めよ．

1.2.2 章末問題B

4 次の不等式を解け．
(1)

√
3x− 5 = x− 1 (2)

√
3x− 5 < x− 1

(3)
√

1− 2x = −x + 1 (4)
√

1− 2x = −x + 1
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5 関数 f(x) =
x + 1

x− a
について，f−1(x) = f(x) が成り立つように，定数 aの値

を定めよ．

6 2つの関数 f(x) =
1

1− x
，g(x) =

x

x− 1
について，次の合成関数を求めよ．

(1) f(g(x))

(2) g(g(x))

ヒント¶ ³

1 漸近線の位置関係を利用する．

3 f−1(a) = b ⇐⇒ a = f(b)

5 y =
x + 1

x− a
として逆関数を求め，恒等式の性質から aの値を定める．

µ ´



第 2 章 極限

2.1 数列の極限

2.1.1 数列の極限

A〉〉数列と極限

数を一列に並べたものを数列といい，数列における各数を項という．数列の項は，
最初の項を初項，n番目の項を第 n項という．
数列 a1，a2，a3，· · ·，an，· · · を記号で {an}と書くこともある．a1が初項，anが
第 n項である．以下では，項が限りなく続く無限数列を考える．

たとえば，無限数列 1，
1

2
，

1

3
，· · ·， 1

n
，· · · 1©

においては，nを限りなく大きくすると，
第 n項は 0に限りなく近づく．
このように，無限数列において，nを限

りなく大きくするに従って第n項がどのよ
うになっていくかを調べることにしよう．

　

O

an

n

1

1 2 3 4 5 6

an =
1

n

一般に，数列 {an}において，nを限りなく大きくするとき，anがある値 αに限り
なく近づくならば，{an}はα に収束する，または {an}の極限はαであるという．ま
た，値 αを {an}の極限値という．
このことを，記号では次のように書き表す1．

lim
n→∞

an = α または n −→∞ のとき an −→ α

たとえば，数列 1©では，次のようになる．

lim
n→∞

1

n
= 0 または n −→∞ のとき 1

n
−→ 0

1 記号∞は「無限大」と読む．∞は，値すなわち数を表すものではない．

23
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例 2.1 (1) 数列 1.1，1.01，1.001，· · ·，1 + (0.1)n，· · ·
は，1に収束する． ← lim

n→∞{1+(0.1)n} = 1

すなわち，この数列の極限値は 1である．
(2) 数列 −0.1，0.01，−0.001，· · ·，(−0.1)n，· · ·
では，各項の符号は負，正，負，· · · と交互に変わりながら数列は0に収
束する． ← lim

n→∞{(−0.1)n} = 0

すなわち，この数列の極限値は 0である．

1つの数 cが無限に続く数列 c，c，c，· · ·，c，· · · は cに収束し，その極限値は c

である．すなわち， lim
n→∞

c = c である．

練習 2.1 次の数列の極限値をいえ．

(1)
2

1
，

3

2
，

4

3
，· · ·，n + 1

n
，· · ·

(2) −1，
1

2
，−1

3
，· · ·，(−1)n

n
，· · ·

(3) cos π，cos 3π，cos 5π，· · ·，cos(2n− 1)π，· · ·

B〉〉収束しない数列

数列 {an}が収束しないとき，{an}は発散するという．発散する数列には次のよう
に 3つの場合がある．

［1］ 数列 2，4，8，· · ·，2n，· · ·
では，nを限りなく大きくすると，2n

の値は，限......り......な......く......大......き......く......な......る......．

［1］のような場合，数列 {an}は正の無限
大に発散する，または {an}の極限は正の無
限大であるといい，次のように書き表す．

lim
n→∞

an = ∞ または n −→∞のとき an −→∞

　

O

an

n1 2 3

2

4

8
an = 2n
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［2］ 数列 −3，−6，−9，· · ·，−3n，· · ·
では，nを限りなく大きくすると，−3nの
値は負......で......，......絶......対......値......は......限......り......な......く......大......き......く......な......る......．

［2］のような場合，数列 {an}は負の無限大に
発散する，または {an}の極限は負の無限大である
といい，次のように書き表す．

lim
n→∞

an = −∞ または n −→∞のとき an −→ −∞

　 O

an

n
1 2 3

−3

−6

−9
an = −3n

［1］，［2］の数列については，次のように書き表される．

lim
n→∞

2n = ∞, lim
n→∞

(−3n) = −∞

注意 数列の極限が∞または−∞の場合，これらを極限値......とはいわない．

［3］ 数列 −1，1，−1，· · ·，(−1)n，· · ·
では，nを限りなく大きくすると，(−1)nの
値は収......束......し......な......い......．......また，正......の......無......限......大......に......発......散......
も......せ......ず......，......負......の......無......限......大......に......発......散......も......し......な......い......．

［3］のような場合，数列は振動するという．

　

O

an

n

an = (−1)n

1

−1

1
2

3
4

数列 {an}の収束，発散についてまとめると，次のようになる．
数列の収束・発散¶ ³

収束 値 αに収束 lim
n→∞

an = α · · · 極限は α

発散
(収束しない)





正の無限大に発散 lim
n→∞

an = ∞ · · · 極限は ∞
負の無限大に発散 lim

n→∞
an = −∞ · · · 極限は −∞

振動 · · · 極限は ない
µ ´

練習 2.2 第 n項が次の式で表される数列について，その極限を調べよ．

(1) 2n (2)
1√
n

(3) −n2 (4) 1 + (−1)n
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C〉〉数列の極限の性質 (1)

数列 {an}，{bn}がともに収束するとき，次のことが成り立つ．
数列の極限の性質 (1)¶ ³

lim
n→∞

an = α， lim
n→∞

bn = β とする．

1 lim
n!1

k an = k α ただし，kは定数

2 lim
n!1

(an + bn) = α + β， lim
n!1

(an − bn) = α − β

3 lim
n!1

anbn = αβ

4 lim
n!1

an

bn
=

α

β
ただし，β 6= 0

µ ´

例 2.2 lim
n→∞

an = 2， lim
n→∞

bn = −3 のとき

lim
n→∞

(3an + bn) = 3 lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn = 3·2 + (−3) = 3

lim
n→∞

(an − 2) = lim
n→∞

an − 2 = 2− 2 = 0

lim
n→∞

bn + 4

an − 3
=

lim
n→∞

(bn + 4)

lim
n→∞

(an − 3)
=
−3 + 4

2− 3
= −1

練習 2.3 lim
n→∞

an = 1， lim
n→∞

bn = −2 のとき，次の極限値を求めよ．

(1) lim
n→∞

(an − bn) (2) lim
n→∞

(3an + 2bn) (3) lim
n→∞

(an − 1)

(4) lim
n→∞

anbn (5) lim
n→∞

bn + 5

2an − 1
(6) lim

n→∞
an − bn

an + bn
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数列 {an}，{bn}について， lim
n→∞

an = ∞， lim
n→∞

bn = ∞ であるとき，

lim
n→∞

(an + bn) = ∞, lim
n→∞

anbn = ∞

は明らかである． lim
n→∞

(an − bn) と lim
n→∞

an

bn

はどうなるだろうか．

例 2.3 (1) lim
n→∞

(n2 − 3n) = lim
n→∞

n2

(
1− 3

n

)
← lim

n→∞n2 = ∞，

= ∞ lim
n→∞

„
1− 3

n

«
= 1

(2) lim
n→∞

(n2 − 4n3) = lim
n→∞

n3

(
1

n
− 4

)
← lim

n→∞n3 = ∞，

= −∞ lim
n→∞

„
1

n
− 4

«
= −4

(3) lim
n→∞

n

2n + 1
= lim

n→∞
1

2 +
1

n

=
1

2
←分母が 0 以外の値に収束する
ように分母と分子を n で割る．

(4) lim
n→∞

3n

n2 − 2
= lim

n→∞

3

n

1− 2

n2

= 0 ←分母と分子を n2 で割る．

練習 2.4 次の極限を求めよ．

(1) lim
n→∞

(2n3 − n2)

(2) lim
n→∞

(n− 3n2)

(3) lim
n→∞

(2n− n3)

(4) lim
n→∞

2n + 1

3n− 2
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(5) lim
n→∞

4n− 1

n2 + 3

(6) lim
n→∞

n2 − 2n

2n + 1

例題 2.1 次の極限を求めよ．

lim
n→∞

(
√

n2 + n− n)

解答 lim
n→∞

(
√

n2 + n− n)= lim
n→∞

(
√

n2 + n− n)(
√

n2 + n + n)√
n2 + n + n

= lim
n→∞

(n2 + n)− n2

√
n2 + n + n

= lim
n→∞

n

n

√
1 +

1

n
+ n

= lim
n→∞

1√
1 +

1

n
+ 1

=
1

2

練習 2.5 次の極限を求めよ．

(1) lim
n→∞

(
√

n + 2−√n)

(2) lim
n→∞

(
√

n2 − n− n)
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D〉〉数列の極限の性質 (2)

数列の極限について，さらに次のことが成り立つ．
数列の極限の性質 (2)¶ ³

5 すべての nについて an 5 bn のとき

lim
n→∞

an = α， lim
n→∞

bn = β ならば α 5 β

6 すべての nについて an 5 bn のとき

lim
n→∞

an = ∞ ならば lim
n→∞

bn = ∞

7 すべての nについて an 5 cn 5 bn のとき

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = α ならば lim
n→∞

cn = α

µ ´
補足 上の 5において，常に an < bn であっても，α = β の場合がある．

たとえば，an = 1− 1

n
，bn = 1 +

1

n
では， lim

n→∞
an = lim

n→∞
bn = 1 である．

また，性質 7を「はさみうちの原理」ということがある．

応用例題 2.1 極限値 lim
n→∞

1

n
sin

nπ

3
を求めよ．

考え方〉〉−1 5 sin
nπ

3
5 1 であることから，上の性質 7を使う．

解答 −1 5 sin
nπ

3
5 1 より − 1

n
5 1

n
sin

nπ

3
5 1

n

ここで， lim
n→∞

(
− 1

n

)
= 0， lim

n→∞
1

n
= 0 であるから

lim
n→∞

1

n
sin

nπ

3
= 0

練習 2.6 θを定数とするとき，次の極限値を求めよ．

(1) lim
n→∞

1

n
sin nθ (2) lim

n→∞
1

n
cos

nθ

6
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2.1.2 無限等比数列

A〉〉数列 {rn}の極限
初項に一定の数 rを次々と掛けて得られる数列を等比数列，rを公比という．初項

r，公比 rの無限等比数列 {rn}の極限を調べてみよう．

［1］r > 1................の......と......き...... r = 1 + h とおくと h > 0，rn = (1 + h)n

二項定理により (1 + h)n = nC0 + nC1h + nC2h
2 + · · ·+ nCnhn

=1 + nh +
n(n− 1)

2
h2 + · · ·+ hn

h > 0 であるから rn = 1 + nh

lim
n→∞

(1 + nh) = ∞ であるから，前ページの性質 6により

lim
n→∞

rn = ∞

［2］r = 1................の......と......き...... lim
n→∞

rn = lim
n→∞

1n = lim
n→∞

1 = 1

［3］0 < r < 1...........................の......と......き......
1

r
= s とおくと s > 1，rn =

1

sn

［1］により， lim
n→∞

sn = ∞ であるから lim
n→∞

rn = lim
n→∞

1

sn
= 0

［4］r = 0................の......と......き...... lim
n→∞

rn = lim
n→∞

0n = lim
n→∞

0 = 0

［5］−1 < r < 0................................の......と......き...... −r = s とおくと 0 < s < 1，|rn| = sn

［3］により， lim
n→∞

sn = 0 であるから lim
n→∞

|rn| = 0

よって lim
n→∞

rn = 0

［6］r = −1.....................の......と......き...... 数列 {rn}は，−1，1，−1，· · · となる．
よって，数列 {rn}は振動する．すなわち，極限はない．

［7］r < −1.....................の......と......き...... −r = s とおくと s > 1，rn = (−1)nsn

［1］により， lim
n→∞

|rn| = lim
n→∞

sn = ∞ で，数列 {rn}の項の符号は交互に変わ
る．よって，数列 {rn}は振動する．すなわち，極限はない．
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数列 {rn}の極限についてまとめると，次のようになる．
数列 {rn}の極限¶ ³

r > 1 のとき lim
n!1

rn = ∞
r = 1 のとき lim

n!1
rn = 1

|r| < 1 のとき lim
n!1

rn = 0

r 5 −1 のとき 振動する · · · 極限はない
µ ´

例 2.4 (1) 数列 {(√2 )n}では √
2 > 1 であるから lim

n→∞
(
√

2 )n = ∞

(2) 数列
{(

−1

2

)n}
では

∣∣∣∣−
1

2

∣∣∣∣ < 1 であるから lim
n→∞

(
−1

2

)n

= 0

(3) 数列 {(−2)n}では −2 < −1 であるから，極限はない．

練習 2.7 第 n項が次の式で表される数列の極限を調べよ．

(1) (
√

3 )n (2)

(
2

3

)n

(3)

(
−4

3

)n

(4)

(
− 1√

2

)n

B〉〉数列 {rn}の極限の応用
上で示した「数列 {rn}の極限」から，次のことが成り立つ．

¶ ³
数列 {rn}が収束するための必要十分条件は，−1 < r 5 1 である．

µ ´

例 2.5 数列
{(x

2

)n}
が収束するための必要十分条件は

−1 <
x

2
5 1 すなわち − 2 < x 5 2

極限値は −2 < x < 2 のとき 0，x = 2 のとき 1である．
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練習 2.8 数列 {(x− 1)n}が収束するような xの値の範囲を求めよ．また，そのとき
の極限値を求めよ．

例題 2.2 次の極限を求めよ．

(1) lim
n→∞

4n + 3n

4n − 3n
(2) lim

n→∞
4n

3n + 2n

解答 (1) lim
n→∞

4n + 3n

4n − 3n
= lim

n→∞

1 +

(
3

4

)n

1−
(

3

4

)n = 1 ←分母が 0 以外の値に収束するよう
に分母と分子を 4n で割る．

(2) lim
n→∞

4n

3n + 2n
= lim

n→∞

(
4

3

)n

1 +

(
2

3

)n = ∞ ←分母と分子を 3n で割る．

練習 2.9 次の極限を求めよ．

(1) lim
n→∞

5n − 2n

5n + 2n

(2) lim
n→∞

4n − 2n

3n

(3) lim
n→∞

2n+1

3n − 2n
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応用例題 2.2 数列
{

rn

1 + rn

}
の極限を，次の場合について求めよ．

(1) | r | < 1 (2) r < −1

考え方〉〉 (2) 分母が 0以外の値に収束するように変形する．
rn

1 + rn
=

1(
1

r

)n

+ 1

解答 (1) | r | < 1 のとき， lim
n→∞

rn = 0 であるから

lim
n→∞

rn

1 + rn
=

0

1 + 0
= 0

(2) r < −1 のとき，
∣∣∣∣
1

r

∣∣∣∣ < 1 より lim
n→∞

(
1

r

)n

= 0 であるから

lim
n→∞

rn

1 + rn
= lim

n→∞
1(

1

r

)n

+ 1

=
1

0 + 1
= 1

練習 2.10 数列
{

1− rn

1 + rn

}
の極限を，次の各場合について求めよ．

(1) r > 1 (2) r = 1

(3) | r | < 1 (4) r < −1
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C〉〉漸化式で表された数列の極限

応用例題 2.3 次の条件によって定まる数列 {an}の極限値を求めよ．

a1 = 1, an+1 =
1

2
an + 1 (n = 1, 2, 3, . . .)

考え方〉〉 極限値が存在するとしてその値を αとすると，α =
1

2
α + 1

が成り立つ．この値 αを利用して， lim
n→∞

(an − α) = 0 を示す．

解答 与えられた漸化式を変形すると ←漸化式と α =
1

2
α + 1 より

an+1 − α =
1

2
(an − α)

an+1 − 2 =
1

2
(an − 2)

よって，数列 {an − 2} は公比 1

2
の等比数列である．

その初項は，a1 − 2 = 1− 2 = −1 であるから

an − 2 = (−1)·
(

1

2

)n−1

lim
n→∞

(
1

2

)n−1

= 0 であるから lim
n→∞

(an − 2) = 0

したがって lim
n→∞

an = 2

補足 数列において前の項から次の項を決めるための関係式を漸化式という．

p 6= 1 のとき，漸化式 an+1 = pan + q は α = pα + qを満たす αを用いて，

an+1 − α = p(an − α) の形に変形できる．
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練習 2.11 次の条件によって定められる数列 {an}の極限値を求めよ．

(1) a1 = 1, an+1 =
1

3
an + 1 (n = 1, 2, 3, . . .)

(2) a1 = 3, an+1 = −1

2
an + 3 (n = 1, 2, 3, . . .)
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2.1.3 無限等比級数

A〉〉無限等比級数の収束・発散

無限数列 a1，a2，a3，· · ·，an，· · ·
の各項を順に＋の記号で結んだ式

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an + · · · 1©
を無限級数という．
この式を和の記号

∑
を用いて，

1∑
n=1

anと書き表すこともある．

無限級数 1©において，a1をその初項，anを第n項という．
無限数列 {an}の初項から第 n項までの和を Snで表す．

S1 = a1， S2 = a1 + a2， S3 = a1 + a2 + a3，
· · · · · · · · ·

Sn = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

この Snを無限級数 1©の第 n項までの部分和という．
部分和 Snを第 n項として，新たに次の無限数列 {Sn}を作る．

S1，S2，S3，· · ·，Sn，· · ·
無限数列 {Sn}が収束してその極限値が Sのとき，すなわち

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

n∑

k=1

ak = S

となるとき，無限級数 1©は Sに収束する，または無限級数 1©の和は Sであるとい

う．この和 Sも
1∑
n=1

anで書き表すことがある．

無限級数の和¶ ³

無限級数 a1 + a2 + a3 + · · · + an + · · · の部分和 Snから作られる無限数列 {Sn}
が Sに収束するとき，この無限級数の和は Sである．

µ ´
無限数列 {Sn}が発散するとき，無限級数 1©は発散するという．
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例題 2.3 次の無限級数は収束することを示し，その和を求めよ．

1

1·2 +
1

2·3 +
1

3·4 + · · ·+ 1

n(n + 1)
+ · · ·

考え方〉〉 各項が差の形に変形できることを利用して，無限級数の部分
和を求める．

1

n(n + 1)
=

1

n
− 1

n + 1

解答 第 n項までの部分和を Snとすると

Sn =
1

1·2 +
1

2·3 +
1

3·4 + · · ·+ 1

n(n + 1)

=

(
1

1
− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+ · · ·+

(
1

n
− 1

n + 1

)

= 1− 1

n + 1

よって lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
1− 1

n + 1

)
= 1

したがって，この無限級数は収束して，その和は 1である．

補足 一般に，k 6= 0のとき
1

n(n + k)
=

1

k

(
1

n
− 1

n + k

)
と変形できる．

練習 2.12 次の無限級数は収束することを示し，その和を求めよ．

1

1·3 +
1

2·4 +
1

3·5 + · · ·+ 1

n(n + 2)
+ · · ·
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B〉〉無限等比級数

初項が a，公比が rの無限等比数列から作られる無限級数

a + ar + ar2 + · · ·+ arn−1 + · · ·
を，初項 a，公比 rの無限等比級数という．
無限等比級数の収束，発散について調べてみよう．
初項 a，公比 rの無限等比級数

a + ar + ar2 + · · ·+ arn−1 + · · ·
の第 n項までの部分和を Snとする．a = 0 のとき，無限数列 {Sn}は 0に収束する．
a 6= 0 のときは，次のようになる．

［1］r = 1 のとき

Sn = a + a + a + · · ·+ a = na

a 6= 0 であるから，無限数列 {Sn}は発散する．

［2］r 6= 1 のとき

Sn = a + ar + ar2 + · · ·+ arn−1 =
a(1− rn)

1− r

=
a

1− r
− a

1− r
rn 1©

|r| < 1...................の......と......き......， lim
n→∞

rn = 0 であるから

lim
n→∞

Sn =
a

1− r

r 5 −1.....................ま......た......は........r > 1................の......と......き......，数列 {rn}は発散するから， 1©により無限数列
{Sn}も発散する．

以上から，次のことがいえる．
無限等比級数の収束，発散¶ ³

無限等比級数 a + ar + ar2 + · · ·+ arn−1 + · · · の収束，発散は次のようになる．
a 6= 0 のとき

| r | < 1 ならば収束し，その和は
a

1− r
である．

| r | = 1 ならば発散する．

a = 0 のとき 収束し，その和は 0である．
µ ´
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例題 2.4 次のような無限等比級数の収束，発散を調べ，収束するときはその和を求
めよ．

(1) 初項 2，公比
1

3
(2) 初項 1，公比−√3

解答 (1) 初項が 2，公比について
∣∣∣∣
1

3

∣∣∣∣ < 1 であるから収束して，

その和は
2

1− 1

3

= 3

(2) 初項が 1，公比について | − √3 | > 1 であるから，発散する．

練習 2.13 次のような無限等比級数の収束，発散を調べ，収束するときはその和を
求めよ．

(1) 初項 1，公比
1

2
(2) 初項

√
2，公比−√2

(3) 1− 1

3
+

1

9
+ · · · (4) (

√
2 + 1) + 1 + (

√
2− 1) + · · ·
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例題 2.5 次の無限等比級数が収束するような xの値の範囲を求めよ．

x + x(1− x) + x(1− x)2 + · · ·

解答 初項が x，公比が 1− x であるから，この無限等比級数が収束するための必要
十分条件は

x = 0 または |1− x| < 1

|1− x| < 1 のとき −1 < 1− x < 1 すなわち 0 < x < 2

よって，求める xの値の範囲は 0 5 x < 2

練習 2.14 次の無限等比級数が収束するような xの値の範囲を求めよ．

(1) 1 + (2− x) + (2− x)2 + · · ·

(2) x + x(2− x) + x(2− x)2 + · · ·
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C〉〉点の運動と無限等比級数

応用例題 2.4 数直線上で，点Pが原点Oから正の向きに 1だけ進み，そこから負の

向きに
1

2
，そこから正の向きに

1

22
，そこから負の向きに

1

23
と進む．以下，このよう

な運動を限りなく続けるとき，点 Pの極限の位置の座標を求めよ．

考え方〉〉求める座標は，無限等比級数で表される．

解答 点 Pの座標は，順に次のようになる．

1, 1− 1

2
, 1− 1

2
+

1

22
, 1− 1

2
+

1

22
− 1

23
, · · ·

よって，点Pの極限の位置の座標は，
初項 1，公比 −1

2
の無限等比級数で

表される．

公比について
∣∣∣∣−

1

2

∣∣∣∣ < 1であるから，

この無限等比級数は収束して，その
和は

1

1−
(
−1

2

) =
2

3

　

O 11
2

したがって，点 Pの極限の位置の座標は
2

3

練習 2.15 数直線上で，点 Pが原点Oから正の向きに 1だけ進み，そこから負の向

きに
1

22
，そこから正の向きに

1

24
，そこから負の向きに

1

26
と進む．以下，このよう

な運動を限りなく続けるとき，点 Pの極限の位置の座標を求めよ．
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D〉〉相似な図形と無限等比級数

応用例題 2.5 面積 a の 4ABC がある．
その各辺の中点を結んで 4A1B1C1 を作
り，次に 4A1B1C1 の各辺の中点を結んで
4A2B2C2 を作る．このようにして無数の
三角形 4A1B1C1，4A2B2C2，4A3B3C3，
· · ·，4AnBnCn，· · · を作るとき，これらの
面積の和 Sを求めよ．

　

A3

B3C3

A2

B2 C2

A1

B1C1

A

B C

考え方〉〉 新しく作られる三角形はもとの三角形と相似であり，相似比は 1 : 2，
面積の比は 12 : 22 である．

解答 4An+1Bn+1Cn+1と4AnBnCnは相似で，相似比は 1 : 2であるから，面積比は
12 : 22である．4AnBnCnの面積を Snとすると

S1 =
1

4
a, Sn+1 =

1

4
Sn

よって，

S1 + S2 + S3 + · · ·+ Sn + · · ·

は，初項
1

4
a，公比

1

4
の無限等比級数である．

公比について
∣∣∣∣
1

4

∣∣∣∣ < 1 であるから，この無限等比級数は収束する．

よって，求める和 Sは S =

1

4
a

1− 1

4

=
1

3
a

練習 2.16 応用例題 2.5において，4ABCの周の長さが bであるとき，4A1B1C1，
4A2B2C2，4A3B3C3，· · ·，4AnBnCn，· · · の周の長さの和 l を求めよ．
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E〉〉無限級数の性質

無限級数
∞∑

n=1

an と
∞∑

n=1

bn がともに収束するとき，26ページで学んだ数列の「数列の

極限の性質 (1)」から，次の性質が得られる．

無限級数の性質¶ ³
∞∑

n=1

an = S，
∞∑

n=1

bn = T のとき

1
1∑
n=1

kan = kS ただし，kは定数

2
1∑
n=1

(an + bn) = S + T，
1∑
n=1

(an − bn) = S − T

µ ´

例題 2.6 無限級数
∞∑

n=1

(
1

2n
− 1

3n

)
の和を求めよ．

解答
∞∑

n=1

1

2n
は，初項

1

2
，公比

1

2
の無限等比級数であり，

∞∑
n=1

1

3n
は，初項

1

3
，公比

1

3
の無限等比級数である．

公比について，
∣∣∣∣
1

2

∣∣∣∣ < 1，
∣∣∣∣
1

3

∣∣∣∣ < 1 であるから，これらの無限等比級数はとも

に収束して，それぞれの和は

∞∑
n=1

1

2n
=

1

2

1− 1

2

= 1,
∞∑

n=1

1

3n
=

1

3

1− 1

3

=
1

2

よって
∞∑

n=1

(
1

2n
− 1

3n

)
= 1− 1

2
=

1

2

練習 2.17 次の無限級数の和を求めよ．

(1)
∞∑

n=1

(
1

4n
+

2

3n

)
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(2)
∞∑

n=1

2n − 3n

4n

2.1.4 補充問題

1 次の極限を求めよ．

(1) lim
n→∞

(
√

n2 + n−
√

n2 − n)

(2) lim
n→∞

1√
n2 − n− n

(3) lim
n→∞

3n + 4n+1

22n − 3n

(4) lim
n→∞

3n−1 − 2n

3n + (−2)n
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2 次の条件によって定められる数列 {an}の極限を求めよ．
a1 = 1, an+1 = 2an + 1 (n = 1, 2, 3, · · · )

3 次の無限級数は発散することを示せ．

1√
2 + 1

+
1√

3 +
√

2
+

1√
4 +

√
3

+ · · ·+ 1√
n + 1 +

√
n

+ · · ·

4 循環小数 0.31̇8̇ = 0.3 + 0.018 + 0.00018 + 0.0000018 + · · · を，無限等比級数の
和を利用して，分数に直せ．
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2.2 関数の極限

2.2.1 関数の極限 (1)

A〉〉関数の極限とその性質

関数 f(x) = x2 − 3x において，xが 1と
異なる値をとりながら 1に限りなく近づくと
き，f(x)の値は−2に限りなく近づく．
一般に，関数 f(x)において，xがa....と......異......な......
る......値......を......と......り......な......が......ら......aに限りなく近づくとき，
f(x)の値が一定の値αに限りなく近づくなら
ば，この値 αを x −→ a のときの f(x)の極
限値または極限という．このことを，次のよ
うに書き表す．

　

O

y

x
1

−2

3

y = x2 − 3x

lim
x→a

f(x) = α または x −→ a のとき f(x) −→ α

数列の場合と同様に，関数の極限について，次のことが成り立つ．
関数の極限の性質 (1)¶ ³

lim
x→a

f(x) = α，lim
x→a

g(x) = β とする．

1 lim
x!a

k f(x) = k α ただし，kは定数

2 lim
x!a

{f(x) + g(x)} = α + β， lim
x!a

{f(x) − g(x)} = α − β

3 lim
x!a

{f(x)g(x)} = αβ

4 lim
x!a

f(x)

g(x)
=

α

β
ただし，β 6= 0

µ ´
xの多項式で表される関数や分数関数，無理関数，三角関数，指数関数，対数関数

などについては，aが関数 f(x)の定義域の値であれば，次の等式が成り立つ．

lim
x!a

f(x) = f(a)
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例 2.6 (1) lim
x→2

(x2 + 3x− 4) = 22 + 3·2− 4 = 6

(2) lim
x→−1

2x + 1

x + 3
=

2·(−1) + 1

−1 + 3
= −1

2

(3) lim
x→0

√
x + 4 =

√
4 = 2

練習 2.18 次の極限値を求めよ．

(1) lim
x→1

(2x2 − 3x− 1) (2) lim
x→−2

(x− 3)(x + 2)

(3) lim
x→0

x + 1

2x− 3
(4) lim

x→−1

√
1− x

指数関数，対数関数，三角関数の極限については，60ページ以降で扱っている．

B〉〉極限値の計算

極限値の定義からもわかるように，関数 f(x)が x = a で定義されていなくても，
x −→ a のときの極限値が存在することがある．

例 2.7 関数 f(x) =
x2 − 1

x− 1
は，x = 1 で定義

されていないが，x 6= 1 のとき

f(x) =
(x + 1)(x− 1)

x− 1
= x + 1

となる．よって

x −→ 1 のとき f(x) −→ 2

　

O

y

x1

2

1

−1

y = f(x)
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例題 2.7 次の極限値を求めよ．

(1) lim
x→−1

x3 + 1

x + 1
(2) lim

x→0

1

x

(
1

2
− 1

2 + x

)

解答 (1) lim
x→−1

x3 + 1

x + 1
= lim

x→−1

(x + 1)(x2 − x + 1)

x + 1

= lim
x→−1

(x2 − x + 1) = 3

(2) lim
x→0

1

x

(
1

2
− 1

2 + x

)
= lim

x→0

1

x
·2 + x− 2

2(2 + x)

= lim
x→0

1

x
· x

2(2 + x)

= lim
x→0

1

2(2 + x)
=

1

4

練習 2.19 次の極限値を求めよ．ただし，(3)の aは 0でない定数とする．

(1) lim
x→−3

x2 − 9

x + 3

(2) lim
x→1

x3 − 1

x2 − 3x + 2

(3) lim
x→0

1

x

(
1

a
− 1

a + x

)
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例題 2.8 次の極限値を求めよ．

lim
x→0

√
x + 4− 2

x
←分子を有理化すると，

約分できるタイプ．

解答 lim
x→0

√
x + 4− 2

x
= lim

x→0

(
√

x + 4− 2)(
√

x + 4 + 2)

x(
√

x + 4 + 2)

= lim
x→0

(x + 4)− 22

x(
√

x + 4 + 2)
= lim

x→0

x

x(
√

x + 4 + 2)

= lim
x→0

1√
x + 4 + 2

=
1

4

練習 2.20 次の極限値を求めよ．

(1) lim
x→1

√
x + 3− 2

x− 1

(2) lim
x→4

x− 4√
x− 2
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応用例題 2.6 次の等式が成り立つように，定数 a，bの値を定めよ．

lim
x→1

a
√

x + b

x− 1
= 2

考え方〉〉 x −→ 1 のとき (分母) −→ 0 であるから，与えられた極限値が存在
するためには，x −→ 1 のとき (分子) −→ 0 でなければならない．

解答 lim
x→1

a
√

x + b

x− 1
= 2 · · · 1©

において，lim
x→1

(x− 1) = 0 であるから

lim
x→1

(a
√

x + b) = 0

ゆえに，a + b = 0 となり

b = −a · · · 2©

このとき

lim
x→1

a
√

x + b

x− 1
= lim

x→1

a(
√

x− 1)

x− 1

= lim
x→1

a(
√

x− 1)(
√

x + 1)

(x− 1)(
√

x + 1)

= lim
x→1

a√
x + 1

=
a

2

1©から a

2
= 2 であるから a = 4

このとき， 2©から b = −4

(答) a = 4，b = −4
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練習 2.21 次の等式が成り立つように，定数 a，bの値を定めよ．

(1) lim
x→2

a
√

x + b

x− 2
= −1

(2) lim
x→0

a
√

x + 4 + b

x
= 1
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C〉〉極限が有限な値でない場合

関数の極限が有限な値でない場合について考えてみよう．
関数 f(x)において，xが aと異なる値をとりながら aに限りなく近づくとき，f(x)

の値が限りなく大きくなるならば，

x −→ a のとき f(x)は正の無限大に発散する

または x −→ a のときの f(x)の極限は∞である

といい，次のように書き表す．

lim
x→a

f(x) = ∞
または x −→ a のとき f(x) −→∞
また，xが aと異なる値をとりながら aに限りなく近づくとき，f(x)の値が負で，
その絶対値が限りなく大きくなるならば，

x −→ a のとき f(x)は負の無限大に発散する

または x −→ a のときの f(x)の極限は−∞である

といい，次のように書き表す．

lim
x→a

f(x) = −∞
または x −→ a のとき f(x) −→ −∞

注意 関数の極限が∞または−∞の場合，これらを極限値......とはいわない．

例 2.8 lim
x→0

1

x2
= ∞

lim
x→1

{
− 1

(x− 1)2

}
= −∞

　

O

y

x

y =
1

x2

練習 2.22 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→2

1

(x− 2)2
(2) lim

x→−1

{
− 1

(x + 1)2

}
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D〉〉片側からの極限

関数 f(x)の極限において，xが aに限りなく近づく場合，x > aあるいは x < aな
ど片方の範囲だけで考える場合がある．

例 2.9 関数 f(x) =
x2 + x

|x| の極限

x > 0のとき

f(x) =
x2 + x

x
= x + 1

x < 0のとき

f(x) =
x2 + x

−x
= −x− 1

　

-

6

@
@

@
@
@
@ �

�
�
�
�
�

O x

y

−1

1

−1

x > 0 の範囲で xが 0に限りなく近づくとき，f(x) の値は 1に
限りなく近づく．
x < 0 の範囲で xが 0に限りなく近づくとき，f(x)の値は−1

に限りなく近づく．

一般に，x > a の範囲で xが aに限りな
く近づくとき，f(x)の値が一定の値 αに
限りなく近づくならば，αを xが aに近づ
くときの f(x)の右側極限といい，次のよ
うに書き表す．

lim
x→a+0

f(x) = α

　

O

y

x

α

β

a

y = f(x)

右側極限

左側極限

x < a の範囲で xが aに限りなく近づくときの左側極限も同様に定義され，その
極限値が βのとき，次のように書き表す．

lim
x→a−0

f(x) = β

a = 0 のときは，x −→ a + 0，x −→ a− 0 を，それぞれ次のように書く．

x −→ +0, x −→ −0
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関数 f(x)において，次のことが成り立つ．

lim
x→a+0

f(x) = lim
x→a−0

f(x) = α ⇐⇒ lim
x→a

f(x) = α

lim
x→a+0

f(x) と lim
x→a−0

f(x) が存在してもそれらが一致しないとき，

x −→ a のときの f(x)の極限はない．

例 2.10 関数 f(x) =
x2 + x

|x| は

f(x) =

{
x + 1 (x > 0)

−x− 1 (x < 0)

と表され lim
x→+0

f(x) = −1, lim
x→−0

f(x) = 1

したがって，x −→ 0 のときの f(x)の極限はない．

練習 2.23 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→+0

|x|
x

(2) lim
x→−0

|x|
x

(3) lim
x→1+0

x2 − 1

|x− 1|

(4) lim
x→1−0

x2 − 1

|x− 1|
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右側極限，左側極限が∞または −∞になる場合には，たとえば次のように書き
表す．

lim
x→a+0

f(x) = ∞, lim
x→a−0

f(x) = −∞

例 2.11 関数 f(x) =
1

x
について

lim
x→+0

1

x
= ∞

lim
x→−0

1

x
= −∞

　

O

y

x1
−1

1
−1

y =
1

x

練習 2.24 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→1+0

1

x− 1

(2) lim
x→1−0

1

x− 1
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2.2.2 関数の極限 (2)

A〉〉x −→ ∞，x −→ −∞ のときの極限

変数 xが，限りなく大きくなることを，x −→∞ で書き表す．また，xが負であっ
て，絶対値が限りなく大きくなることを，x −→ −∞ で書き表す．このような場合
について，関数 f(x)の極限を調べてみよう．
関数 f(x) = 1

x において，x −→ ∞ のと
き，f(x)の値は 0に限りなく近づく．また，
x −→ −∞のときも，f(x)の値は 0に限りな
く近づく．
一般に，x −→ ∞ のとき f(x)の値が一定

の値 α に限りなく近づくならば，この値 α

を x −→∞ のときの f(x)の極限値または極
限という．このことを，次のように書き表す．

lim
x→∞

f(x) = α

　

O

y

x

y = 1
x

1

1

−1

−1

x −→ −∞ のときも同様に考える．たとえば，次のようになる．

lim
x→∞

1

x
= 0, lim

x→−∞
1

x
= 0

x −→ ∞ や x −→ −∞ のときに，関数
f(x)の極限が∞または −∞になる意味も，
x −→ a のときと同様に考える．
たとえば，次のようになる．

lim
x→∞

x2 = ∞， lim
x→∞

(−x2) = −∞

lim
x→−∞

x2 = ∞， lim
x→−∞

(−x2) = −∞

　

O

y

x

y = x2

y = −x2
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例 2.12 (1) lim
x→∞

1

x2
= 0 ← 定数

∞ の形

(2) lim
x→−∞

1

x3 + 1
= 0 ← 定数

−∞ の形

(3) lim
x→∞

(x− x3) = lim
x→∞

x3

(
1

x2
− 1

)
= −∞

(4) lim
x→−∞

(x2 − 3x) = lim
x→−∞

x2

(
1− 3

x

)
= ∞

練習 2.25 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→−∞

1

x2
(2) lim

x→∞
1

1− x2

(3) lim
x→∞

(x2 − 2x) (4) lim
x→−∞

(x + x3)

例題 2.9 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→∞

2x2 − 5

3x2 − 4x + 1
(2) lim

x→−∞
x2 + 3

x− 2

解答 (1) lim
x→∞

2x2 − 5

3x2 − 4x + 1
= lim

x→∞

2− 5

x2

3− 4

x
+

1

x2

=
2

3
←分母が 2 次式のとき，x2 で

分母と分子を割るとよい．

(2) lim
x→−∞

x2 + 3

x− 2
= lim

x→−∞

x +
3

x

1− 2

x

= −∞ ←分母が 1 次式のとき，x で

分母と分子を割るとよい．

練習 2.26 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→∞

2x− 1

4x + 3
(2) lim

x→−∞
5x2 + 4

2x2 − 3x

(3) lim
x→∞

4− x2

3x + 2
(4) lim

x→−∞
3− 2x

x2 − 4x + 1
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応用例題 2.7 次の極限値を求めよ．
(1) lim

x→∞
(
√

4x2 + x− 2x) (2) lim
x→−∞

(
√

x2 + x + x)

考え方〉〉 (1) 28ページ例題 2.1参照．
(2) x < 0 のとき，

√
x2 = −x であることに注意する．

解答 (1) lim
x→∞

(
√

4x2 + x− 2x) = lim
x→∞

(
√

4x2 + x− 2x)(
√

4x2 + x + 2x)√
4x2 + x + 2x

=
(4x2 + x)− (2x)2

√
4x2 + x + 2x

= lim
x→∞

x√
4x2 + x + 2x

= lim
x→∞

x

x

√
4 +

1

x
+ 2x

= lim
x→∞

1√
4 +

1

x
+ 2

=
1

4

(2) lim
x→−∞

(
√

x2 + x + x) = lim
x→−∞

(
√

x2 + x + x)(
√

x2 + x− x)√
x2 + x− x

= lim
x→−∞

(x2 + x)− x2

√
x2 + x− x

= lim
x→−∞

x√
x2 + x− x

= lim
x→−∞

x

−x

√
1 +

1

x
− x

= lim
x→−∞

1

−
√

1 +
1

x
− 1

← x < 0 のとき
√

x2=−x

=−1

2

補足 (2)において x = −t とおくと，x −→ −∞ のとき t −→∞ であるから

lim
x→−∞

(
√

x2 + x + x) = lim
t→∞

−t√
t2 − t + t

= lim
t→∞

−1√
1− 1

t
+ 1

= −1

2
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練習 2.27 次の極限値を求めよ．

(1) lim
x→∞

(
√

x2 + 2x− x)

(2) lim
x→−∞

(
√

4x2 + 2x + 2x)
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B〉〉指数関数，対数関数の極限

指数関数の極限については，次のことがいえる．
a > 1 のとき

lim
x→∞

ax = ∞，
lim

x→−∞
ax = 0

0 < a < 1 のとき

lim
x→∞

ax = 0，

lim
x→−∞

ax = ∞

　 y = axのグラフ y = loga xのグラフ

O

y

x

a > 10 < a < 1

1 O

y

x

a > 1

0 < a < 1

1

対数関数の極限については，次のことがいえる．

a > 1 のとき lim
x→∞

loga x = ∞， lim
x→+0

loga x = −∞
0 < a < 1 のとき lim

x→∞
loga x = −∞， lim

x→+0
loga x = ∞

練習 2.28 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→−∞

2x (2) lim
x→∞

(
1

3

)x

(3) lim
x→∞

log2 x (4) lim
x→+0

log0.5 x

例題 2.10 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→∞

2−2x (2) lim
x→∞

log2

2x + 3

x

解答 (1) x −→∞ のとき −2x −→ −∞ であるから lim
x→∞

2−2x = 0

(2)
2x + 3

x
= 2 +

3

x
であるから，x −→∞ のとき

2x + 3

x
−→ 2

よって lim
x→∞

log2

2x + 3

x
= lim

x→∞
log2

(
2 +

3

x

)
= log2 2 = 1

練習 2.29 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→∞

2−3x (2) lim
x→−∞

2−2x (3) lim
x→∞

log2

4x− 1

x + 2
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2.2.3 三角関数と極限

A〉〉三角関数の極限

三角関数 sin x，cos xは周期関数であり，−1と 1の間の値を繰り返しとるから，
x −→∞ のときの関数の値は一定の値に近づかない．すなわち，x −→∞ のときの
sin x，cos xの極限はない．

O

y

x

1

−1

π
2

π
3
2π

2π 5
2π

y = sin x

y = cos x

また，tan xについては，グラフから
次のことがいえる．

lim
x→π

2
+0

tan x = −∞

lim
x→π

2
−0

tan x = ∞

注意 x −→ π

2
のときの tan xの極限は

ない．

　

O

y

x

−1

1

−π
2

π
2 π

3
2π

2π

y = tan x

例 2.13 lim
x→0

sin x = 0, lim
x→0

cos x = 1

lim
x→∞

sin
1

x
= 0, lim

x→∞
cos

1

x
= 1

練習 2.30 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→−∞

sin
1

x
(2) lim

x→−∞
cos

1

x
(3) lim

x→π
tan x
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関数の極限には，次の性質もある．
関数の極限の性質 (2)¶ ³

lim
x→a

f(x) = α，lim
x→a

g(x) = β とする．

5 x = a の近くで常に f(x) 5 g(x) ならば α 5 β

6 x = a の近くで常に f(x) 5 h(x) 5 g(x) かつ α = β ならば

lim
x→a

h(x) = α

µ ´
補足 性質 6を「はさみうちの原理」ということがある．

性質 5，6は，「x = aの近くで」を「十分大きい xで」と読み替えると，x −→∞
のときにも成り立つ．同様に，x −→ −∞のときにも成り立つ．
また， lim

x→∞
f(x) = ∞のとき，次のことも成り立つ．

十分大きい xで常に f(x) 5 g(x) ならば lim
x→∞

g(x) = ∞

応用例題 2.8 極限値 lim
x→0

x sin
1

x
を求めよ．

考え方〉〉
∣∣∣∣x sin

1

x

∣∣∣∣ = |x |
∣∣∣∣sin

1

x

∣∣∣∣と 0 5
∣∣∣∣sin

1

x

∣∣∣∣ 5 1 より，上の性質 6を使う．

解答 0 5
∣∣∣∣sin

1

x

∣∣∣∣ 5 1 より 0 5
∣∣∣∣x sin

1

x

∣∣∣∣ = |x|
∣∣∣∣sin

1

x

∣∣∣∣ 5 |x|

ここで，lim
x→0

|x| = 0 であるから lim
x→0

∣∣∣∣x sin
1

x

∣∣∣∣ = 0

よって lim
x→0

x sin
1

x
= 0
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練習 2.31 次の極限値を求めよ．

(1) lim
x→0

x cos
1

x

(2) lim
x→∞

sin x

x

(3) lim
x→−∞

cos x

x
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B〉〉
sin x

x
の極限

三角関数 sin xに関する極限については，次のことが成り立つ．
sin x

x
の極限¶ ³

lim
x!0

sin x

x
= 1

µ ´
証明 0 < x <

π

2
のとき

...............................................
右の図のように，

半径が 1，中心角が xラジアンの扇形
OABの点 Aにおける円の接線と直線
OBの交点をTとすると，面積について

4OAB <扇形OAB < 4OAT

　

x

O A

B
T

tan x

1

1

が成り立つから
1

2
·12· sin x <

1

2
·12·x <

1

2
·1· tan x

よって sin x < x < tan x

sin x > 0 より 1 <
x

sin x
<

1

cos x
←各辺を sin x で割った．

ゆえに 1 >
sin x

x
> cos x · · · 1©

−π

2
< x < 0 のとき

...................................................
0 < −x <

π

2
であるから， 1©により

1 >
sin(−x)

−x
> cos(−x) すなわち 1 >

sin x

x
> cos x

以上から，x = 0の近くで 1 >
sin x

x
> cos x

lim
x→0

cos x = 1 であることと，極限の性質 6により

lim
x→0

sin x

x
= 1 証終
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例題 2.11 次の極限値を求めよ．

(1) lim
x→0

sin 2x

x
(2) lim

x→0

sin 2x

sin 3x

解答 (1) lim
x→0

sin 2x

x
= lim

x→0

(
2·sin 2x

2x

)
= 2·1 = 2 ← x −→ 0 のとき 2x −→ 0

(2) lim
x→0

sin 2x

sin 3x
= lim

x→0

(
2

3
· 3x

sin 3x
·sin 2x

2x

)

= lim
x→0

(
2

3

1
sin 3x

3x

·sin 2x

2x

)

=
2

3
·1
1
·1 =

2

3

練習 2.32 次の極限値を求めよ．

(1) lim
x→0

sin 2x

3x

(2) lim
x→0

tan x

x

(3) lim
x→0

sin 3x

sin 5x



66 第 2章 極限

応用例題 2.9 次の極限値を求めよ．

lim
x→0

cos x− 1

x

考え方〉〉 (cos x + 1)(cos x− 1) = cos2 x− 1 = − sin2 x である．
そこで，分母と分子に cos x + 1 を掛けて式を変形する．

解答 lim
x→0

cos x− 1

x
= lim

x→0

(cos x− 1)(cos x + 1)

x(cos x + 1)

= lim
x→0

cos2 x− 1

x(cos x + 1)
= lim

x→0

− sin2 x

x(cos x + 1)

= lim
x→0

(
−sin x

x
· sin x

cos x + 1

)
= −1· 0

1 + 1
= 0

練習 2.33 次の極限値を求めよ．

(1) lim
x→0

1− cos x

x2

(2) lim
x→0

1− cos x

x sin x
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2.2.4 関数の連続性

A〉〉関数の連続性

xの多項式で表された関数は，定義域で
そのグラフが切れ目のない曲線になるとい
う性質をもつ．それは，関数 f(x)におい
て，定義域の任意の xの値 aに対して

lim
x→a

f(x) = f(a)

が成り立つということである．しかし，こ
のことが成り立たない関数もある．

　

O

y

xa

f(a)

y = f(x)

例 2.14 f(x) =





x2 − 1

x− 1
(x 6= 1)

1 (x = 1)

とすると，関数 y = f(x) のグラフ
は右の図のようになり，x = 1 でグ
ラフは切れている．

また lim
x→1

f(x) = 2，f(1) = 1

となるから，lim
x→1

f(x) 6= f(1)である．

　

O

y

x1

1

2

−1

y = f(x)

補足 例 2.14の関数 f(x)は，x 6= 1 のとき f(x) = x + 1 である．

一般に，関数 f(x)において，その定義域
の xの値 aに対して，極限値 lim

x→a
f(x) が存

在し，かつ lim
x→a

f(x) = f(a)が成り立つとき，

f(x)は x = a で連続であるという．このと
き，y = f(x) のグラフは x = a でつながっ
ている．

　

O

y

xa

f(a)

y = f(x)

例 2.15 関数 f(x)が指数関数，対数関数，三角関数，分数関数であるとき，f(x)は
その定義域内のすべての xの値で連続である． ［終］

値 aが関数 f(x)の定義域の左端または右端であるときは，それぞれ

lim
x→a+0

f(x) = f(a) または lim
x→a−0

f(x) = f(a)

が成り立てば，f(x)は x = a で連続であるという．
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例 2.16 関数 f(x) =
√

x− 1 の定義域は
x = 1 である．

lim
x→1+0

√
x− 1 = 0, f(1) = 0 より

lim
x→1+0

f(x) = f(1)

が成り立つ．

　

O

y

x1 2

1

y =
√

x− 1

よって，関数 f(x) =
√

x− 1 は x = 1 で連続である．

注意 無理関数は定義域内のすべての xの値で連続である．

xを超えない最大の整数を [x]で表す．記号 [ ]をガウス記号という．

f(x) = [x] とすると，関数 y = f(x) のグラフは
右の図のようになり，xが整数の値をとるところで
切れている．

例 2.17 関数 f(x) = [x] について

lim
x→1+0

f(x) = 1, lim
x→1−0

f(x) = 0

であるから，x −→ 1 のときの f(x)の極限はない．
よって，関数f(x) = [x]はx = 1で連続でない．［終］

　

O

y

x

1
2
3
4

−1

−2

−2 −1
1 2 3 4 5

関数 f(x)が x = a で連続でないとき，x = a で不連続であるという．このとき，
グラフは x = a で切れている．
たとえば，関数 f(x) = [x] は，xの整数値で不連続である．

練習 2.34 次の関数 f(x)が，x = 0 で連続であるか不連続であるかを調べよ．

(1) f(x) = x[x]
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(2) f(x) = (x + 1)[x]

(3) f(x) =
√

x

46ページで示した関数の極限の性質1～4により，関数f(x)，g(x)がともに x = aで
連続ならば，次の関数はいずれも x = a で連続である．

k f(x), f(x) + g(x), f(x)− g(x), f(x)g(x),
f(x)

g(x)

ただし，kは定数であり，
f(x)

g(x)
においては g(a) 6= 0 とする．

B〉〉区間における連続

集合 {x|a < x < b}，{x|a 5 x 5 b}，{x|a 5 x}，{x|x < b} などを区間といい，
それぞれ (a, b)，[a, b]，[a, ∞)，(−∞, b) のように書き表す．実数全体の集合は，
(−∞, ∞) で表す．
また，区間 (a, b)を開区間といい，区間 [a, b]を閉区間という．
関数 f(x)が，ある区間のすべての xの値で連続であるとき，f(x)はその区間で連
続であるという．また，定義域のすべての xの値で連続な関数を連続関数という．

例 2.18 (1) xの多項式で表された関数や，指数関数 ax，三角関数 sin x，cos x

は，区間 (−∞, ∞)で連続である．

(2) 対数関数 loga xは，区間 (0, ∞)で連続である．

(3) 分数関数
x

x− 1
は，実数全体のうち，x = 1 を除いた 2つの区間

(−∞, 1)，(1, ∞)のそれぞれで連続である．

(4) 無理関数 y =
√

x− 1は，区間 [1, ∞)で連続である．
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一般に，関数 f(x)と g(x)が区間 Iでともに連続ならば，次の関数はいずれも区間
Iで連続である．ただし，kは定数とする．

k f(x), f(x) + g(x), f(x)− g(x), f(x)g(x)

また，関数
f(x)

g(x)
は区間 Iから g(x) = 0 となる xの値を除いたそれぞれの区間で定

義され，それらの各区間で連続である．

練習 2.35 次の関数が連続である区間を求めよ．

(1) f(x) =
√

1− x (2) f(x) =
x + 1

x2 − 3x + 2

C〉〉連続関数の性質

閉区間で連続な関数には，次のような性質がある．¶ ³
閉区間で連続な関数は，その区間で最大値および最小値をもつ．

µ ´

例 2.19 関数 f(x) = sin x は，閉区間 [0, π]で連続で

ある．この区間において，f(x)は x =
π

2
で

最大値 1，x = 0, πで最小値 0をとる．

← y = sin x のグラフは

61 ページ参照．

練習 2.36 次の区間における関数 f(x) = cos x の最大値，最小値について調べよ．

(1) [0, π] (2) [−π, π]

関数 f(x)が閉区間 [a, b]で連続であると
き，そのグラフはこの区間で切れ目なくつ
ながっている．
とくに，f(a) 6= f(b)ならば，f(a)と f(b)

の間のどの値 kに対しても，直線 y = k と
曲線 y = f(x) は，a < x < bの範囲で共有
点を少なくとも 1つもつ．

　

O

y

xa b

y = f(x)
f(b)

f(a)

k
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前ページのことから，次の中間値の定理が成り立つ．
中間値の定理¶ ³

関数 f(x)が閉区間 [a, b]で連続で，f(a) 6= f(b) ならば，f(a)と f(b)の

間の任意の値 kに対して

f(c) = k， a < c < b

を満たす数 cが少なくとも 1つある．
µ ´

中間値の定理を用いると，次に述べるように，方程式の実数解の範囲を推測する
ための重要な事実が成り立つ．
¶ ³
関数 f(x) が閉区間 [a, b] で連続で，

f(a)と f(b)の符号が異なれば，方程

式 f(x) = 0 は a < x < b の範囲に少

なくとも 1つの実数解をもつ．
µ ´

　

O

y

x
a

b
f(a)

f(b)
y = f(x)

例題 2.12 方程式 x− cos x = 0 は，0 < x < π の範囲に少なくとも 1つの実数解を
もつことを示せ．

解答 f(x) = x− cos x とおくと，f(x)は閉区間 [0, π]で連続である．

また f(0) = 0− cos 0 = −1 < 0

f(π) = π − cos π = π + 1 > 0

であり，f(0)と f(π)は符号が異なる．

したがって，方程式 f(x) = 0 すなわち x− cos x = 0 は，

0 < x < π の範囲に少なくとも 1つの実数解をもつ．

練習 2.37 方程式 2x − 3x = 0 は，3 < x < 4 の範囲に少なくとも 1つの実数解をも
つことを示せ．
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2.2.5 補充問題

5 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→−∞

2x − 2−x

2x + 2−x

(2) lim
x→∞

{log2(x
2 + 4)− log2 2x2}

6 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→0

tan x

sin 3x

(2) lim
x→0

x2

cos 2x− 1

(3) lim
x→π

1 + cos x

(x− π)2
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7 次の関数 f(x)が x = 0 で連続であるように定数 aの値を定めよ．

f(x) =





x2 + x

x
(x 6= 0)

a (x = 0)

8 3次方程式 x3 − 3x + 1 = 0 は負の解をもつことを示せ．
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2.3 章末問題

2.3.1 章末問題A

1 次の極限を求めよ．

(1) lim
n→∞

12 + 22 + 32 + · · ·+ n2

(1 + 2 + 3 + · · ·+ n)2

(2) lim
n→∞

1 + 3 + 32 + · · ·+ 3n−1

1 + 2 + 22 + · · ·+ 2n−1
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2 nを自然数とするとき，次の問いに答えよ．

(1) 不等式 2n = 1 + n +
n(n− 1)

2
が成り立つことを示せ．

(2) (1)の不等式を用いて，極限 lim
n→∞

n

2n
を求めよ．

3 座標平面上で，点Pが原点Oからx軸の正
の向きに 1だけ進み，次に y軸の正の向き
に 1

2 だけ進み，次に x軸の正の向きに 1
22

だけ進み，次に y軸の正の向きに 1
23 だけ

進む．以下，同様な運動を限りなく続ける
とき，点 Pの極限の位置の座標を求めよ．

　

O

y

x1

1
2
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4 次の極限を求めよ．ただし，(4)の aは 1でない正の定数とする．

(1) lim
x→1

√
x + 1−√3x− 1

x− 1

(2) lim
x→−∞

√
1 + x2 − 1

x

(3) lim
x→−0

2
1
x

(4) lim
x→∞

{loga(ax2 + 1)− loga x2}



2.3. 章末問題 77

5 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→0

1− cos 2x

x tan x

(2) lim
x→0

tan x− sin x

x3

6 方程式 log2 x +
1

2
x = 1 は，1 < x < 2 の範囲に少なくとも 1つの実数解をも

つことを示せ．
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2.3.2 章末問題B

7 次の条件によって定められる数列 {an}について，以下の問いに答えよ．

a1 =
3

2
, an+1 =

2

3− an

(n = 1, 2, 3, . . .)

(1) an =
2n−1 + 2

2n−1 + 1
を示せ． (2) 数列 {an}の極限を求めよ．

8 和が 1の無限等比級数がある．この各項を 2乗して得られる無限等比級数の和
は 2である．もとの無限等比級数の初項と公比を求めよ．
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9 次の 2つの条件［1］，［2］をともに満たす 2次関数 f(x)を求めよ．

［1］ lim
x→∞

f(x)

x2 − 1
= 2 ［2］ lim

x→1

f(x)

x2 − 1
= −1

10 半径 rの円Oの周上に中心角 θラジア
ンの弧ABをとり，弦AB，弧ABを 2

等分する点を，それぞれC，Dとする．
次の極限を求めよ．

(1) lim
θ→+0

AB

AB
(2) lim

θ→+0

CD

AB2

　

O
A

B

D

r

C

θ
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11 xを実数とするとき，次の問いに答えよ．

(1) 無限等比級数 x2 +
x2

x2 + 1
+

x2

(x2 + 1)2
+ · · ·+ x2

(x2 + 1)n−1
+ · · · が収束す

ることを示せ．

(2) (1)の無限級数の和を f(x)とするとき，関数 y = f(x) のグラフをかけ．

O

y

x

(3) 関数 f(x)が不連続となる xの値を求めよ．

ヒント¶ ³

7 (1) 数学的帰納法を用いる．

8 初項を a，公比を rとする．
a2

1− r2
=

a

1 + r
· a

1− r
を利用する．

9 f(x) = ax2 + bx + c とおく． 11 初項が 0の場合に注意する．
µ ´
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3.1 導関数

3.1.1 微分係数と導関数

A〉〉微分係数

関数f(x)について，極限値 lim
h→0

f(a + h)− f(a)

h
が存在するとき，f(x)は x = aで

微分可能であるという．また，この値を関数 f(x)の x = a における微分係数または
変化率といい，f 0(a)で表す．

微分係数¶ ³

f 0(a) = lim
h!0

f(a + h) − f(a)

h
= lim

x!a
f(x) − f(a)

x − a
µ ´
注意 a + h = x とおくと h = x− a であり，h −→ 0 のとき x −→ a となる．

例 3.1 関数 f(x) =
√

x の x = 3 における微分係数 f 0(3)

f ′(3) = lim
h→0

√
3 + h−√3

h

= lim
h→0

(
√

3 + h−√3)(
√

3 + h +
√

3)

h(
√

3 + h +
√

3)

= lim
h→0

(3 + h)− 3

h(
√

3 + h +
√

3)

= lim
h→0

1√
3 + h +

√
3

=
1

2
√

3

注意 関数 f(x) =
√

x では，定義域の端 x = 0 では微分係数を考えない．

81
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練習 3.1 関数 f(x) =
√

x について，次の微分係数を求めよ．

(1) f ′(1)

(2) f ′(2)

関数 f(x)が x = a で微分可能である
とき，微分係数 f ′(a) は曲線 y = f(x)

上の点A(a, f(a))における接線の傾き
を表す1．

練習 3.2 関数 f(x) =
√

x のグラフ上
の点 (3,

√
3)における接線の傾きを求

めよ．

　

O

y

x

f(a)

f(a + h)

a a + h

y = f(x)

A
Aにおける
接線

1 関数 f(x)が x = a で微分可能でないとき，曲線 y = f(x) 上の点 A(a, f(a))における接線が存
在しないか，または接線が x軸に垂直である．
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B〉〉微分可能と連続

関数 f(x)について，次のことが成り立つ．

微分可能と連続¶ ³

関数 f(x)が x = a で微分可能ならば，x = a で連続である．
µ ´

証明 x 6= a のとき f(x)− f(a) =
f(x)− f(a)

x− a
·(x− a)

ここで，関数 f(x)が x = a で微分可能ならば

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= f ′(a)

であり，かつ lim
x→a

(x− a) = 0

が成り立つから
lim
x→a

{f(x)− f(a)} = f ′(a)·0 = 0

よって lim
x→a

f(x) = f(a)

したがって，関数 f(x)は x = a で連続である． 証終

関数 f(x)が x = a で連続であっても，x = a で微分可能であるとは限らない．す
なわち，グラフが x = aでつながっていても，その点における接線が存在しなよう
な関数 f(x)がある．

例 3.2 関数 f(x) = |x| について，
lim
x→0

f(x) = f(0)

が成り立つから，f(x)は x = 0 で連続である．
一方 f(x) = |x| について

f(0 + h)− f(0)

h
=
|h|
h

である．ここで

lim
h→+0

|h|
h

= lim
h→+0

h

h
= 1

lim
h→−0

|h|
h

= lim
h→−0

−h

h
= −1

　

-

6

�
�
�
�
�
��

@
@

@
@
@

@@

1−1

1

y = |x|

x

y

O

であるから，lim
h→0

f(0 + h)− f(0)

h
すなわち f ′(0)は存在しない．

よって，関数 f(x) = |x| は x = 0 で微分可能でない．

補足 関数 y = |x|のグラフには，原点 (0, 0)における接線が存在しない．
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練習 3.3 次の関数 f(x)は x = 1 で微分可能でないことを示せ．

(1) f(x) = |x− 1|

(2) f(x) = |x2 − 1|

C〉〉導関数

関数 f(x)が，ある区間のすべての xの値で微分可能であるとき，f(x)はその区間
で微分可能であるという．関数 f(x)が，ある区間で微分可能であるとき，その区間
の各値 aに微分係数 f ′(a)を，それぞれ対応させる関数を，f(x)の導関数といい，記
号 f 0(x)で表す．
関数 f(x)の導関数 f ′(x)は，次の式で定義される．

f(x)の導関数¶ ³

f 0(x) = lim
h!0

f(x + h) − f(x)

h
µ ´
関数 y = f(x) の導関数は，y0，dy

dx
， d

dx
f(x) などの記号でも表す．

関数 y = f(x) において，xの変化量を表すのに，hの代わりに記号∆xを用いる
ことがある．∆xを xの増分という．このとき，yの変化量 f(x + ∆x) − f(x)を∆y

で表し yの増分という．
増分を用いると，

f 0(x) = lim
∆x!0

∆y

∆x

と表される．
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例 3.3 関数 f(x) =
1

x
の導関数は

f ′(x) = lim
h→0

1

h

(
1

x + h
− 1

x

)

= lim
h→0

1

h

{
x− (x + h)

(x + h)x

}

= lim
h→0

−1

(x + h)x

= − 1

x2

練習 3.4 次の関数の導関数を，定義に従って求めよ．

(1) f(x) =
1

2x

(2) f(x) =
√

x
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3.1.2 導関数の計算

A〉〉導関数の性質

関数 f(x)からその導関数 f ′(x)を求めることを，その関数を微分するという．関
数を微分するために，導関数の計算方法を調べることにしよう．
導関数について，次の公式が成り立つ．
導関数の公式¶ ³

関数 f(x)，g(x)がともに微分可能であるとき

1 {k f(x)}0 = k f 0(x) ただし，kは定数

2 {f(x) + g(x)}0 = f 0(x) + g0(x)

3 {f(x) − g(x)}0 = f 0(x) − g0(x)

4 {f(x)g(x)}0 = f 0(x)g(x) + f(x)g0(x)

µ ´
1～3は，すでに数学 IIで学んだ公式である．そこで，4を証明する．

4の証明

{f(x)g(x)}′ = lim
h→0

f(x + h)g(x + h)− f(x)g(x)

h

= lim
h→0

{f(x + h)− f(x)}g(x + h) + f(x){g(x + h)− g(x)}
h

= lim
h→0

{
f(x + h)− f(x)

h
·g(x + h) + f(x)·g(x + h)− g(x)

h

}

ここで，f(x)，g(x)はともに微分可能であるから

lim
h→0

f(x + h)− f(x)

h
= f ′(x), lim

h→0

g(x + h)− g(x)

h
= g′(x)

また，微分可能ならば連続であるから lim
h→0

g(x + h) = g(x)

よって {f(x)g(x)}′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) 証終
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関数 xnの導関数について，数学 IIで次のことを学んでいる．

(x)′ = 1, (x2)′ = 2x, (x3)′ = 3x2

また，cを定数とするとき (c)′ = 0

これらと導関数の公式 4を用いて，関数 x4の導関数を求めてみよう．

例 3.4 (x4)′ = (x3·x)′ = (x3)′x + x3(x)′ = 3x2·x + x3·1
よって (x4)′ = 4x3

練習 3.5 例 3.4と同様にして，次のことを示せ．

(1) (x5)′ = 5x4

(2) (x6)′ = 6x5

一般に，次のことが成り立つ2．
xnの導関数¶ ³

nが自然数のとき (xn)0 = nxn`1

µ ´
2数学的帰納法によって証明できる．

n = k のとき成り立つ，すなわち (xk) = kxk−1 であると仮定すると
(xk+1)′ = (xk·x)′ = (xk)′x + xk(x)′ = kxk−1·x + xk·1 = (k + 1)xk

よって，n = k + 1 のときも成り立つ．
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例題 3.1 次の関数を微分せよ．
(1) y = 2x5 − 5x4 (2) y = (x2 − 3)(4x2 + 5)

解答 (1) y′=2·5x4 − 5·4x3

=10x4 − 20x3

(2) y′=(x2 − 3)′(4x3 + 5) + (x2 − 3)(4x2 + 5)′ ←公式 4 を用いている．

=2x(4x2 + 5) + (x2 − 3)·8x
=8x3 + 10x + 8x3 − 24x

=16x3 − 14x

練習 3.6 次の関数を微分せよ．

(1) y = x5 + 2x4

(2) y = 3x6 − 4x3

(3) y = (x + 1)(x3 − 4x)

(4) y = (3x2 − 2)(x2 + x + 1)
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B〉〉商の導関数

関数の和や積で表される関数の導関数を計算してきたが，次に関数の商として表
される関数の導関数についても調べてみよう．

関数 g(x)および
1

g(x)
が微分可能であるとする．

g(x)· 1

g(x)
= 1 の両辺を，86ページの公式 4を用いて微分すると

g′(x)· 1

g(x)
+ g(x)

{
1

g(x)

}′
= 0

よって g(x)

{
1

g(x)

}′
= −g′(x)

g(x)

これより
{

1

g(x)

}′
= − g′(x)

{g(x)}2

商の導関数については，次の公式が成り立つ．
商の導関数¶ ³

関数 f(x)，g(x)がともに微分可能であるとき

5

{
1

g(x)

}0
= − g0(x)

{g(x)}2

6

{
f(x)

g(x)

}0
=

f 0(x)g(x) − f(x)g0(x)

{g(x)}2

µ ´

練習 3.7 次の問いに答えよ．

(1) 導関数の定義に従って，公式 5を証明せよ．

(2)
f(x)

g(x)
= f(x)· 1

g(x)
と公式 4，5 を用いて公式 6を証明せよ．
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例題 3.2 次の関数を微分せよ．

(1) y =
1

3x + 2
(2) y =

x2

x− 1

解答 (1) y′=− (3x + 2)′

(3x + 2)2
= − 3

(3x + 2)2

(2) y′=
(x2)′(x− 1)− x2(x− 1)′

(x− 1)2
=

2x(x− 1)− x2·1
(x− 1)2

=
x2 − 2x

(x− 1)2

練習 3.8 次の関数を微分せよ．

(1) y =
1

2x− 3

(2) y =
x2

x + 3

(3) y =
2x− 1

x2 + 1
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公式 (xn)′ = nxn−1 は，正......の......整......数......nについて成り立つ．nが負......の......整......数......のとき，
n = −m とおくと，mは正の整数であるから

(xn)′ =
(

1

xm

)′
=− (xm)′

(xm)2
= −mxm−1

x2m
← xm−1

x2m
= x(m−1)−2m = x−m−1

=−mx−m−1 = nxn−1

一般に，次のことが成り立つ．
xnの導関数¶ ³

nが整数のとき (xn)0 = nxn`1

µ ´
注意 n = 0 の場合は，x0 = 1 であることから成り立つ．

例 3.5

(
1

x2

)′
= (x−2)′ = −2x−2−1 = −2x−3 = − 2

x3

練習 3.9 次の関数を微分せよ．

(1) y =
1

x

(2) y =
1

x3

(3) y = − 4

x2
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C〉〉合成関数の微分法

関数 y = (x3 + 1)2 において，u = x3 + 1 という関数を考えると，y = u2 となり，
yは uの関数である．すなわち，yは 2つの関数

y = u2, u = x3 + 1

の合成関数である．
合成関数 y = f(g(x)) の導関数を，2つの関数 y = f(u)，u = g(x) の導関数で表

すことを考えてみよう．
uの関数 y = f(u)，xの関数 u = g(x) がともに微分可能なとき，

xの増分 ∆xに対する uの増分を ∆u，
uの増分 ∆uに対する yの増分を ∆y

とすると，∆y
∆x は次のように書くことができる．

∆y

∆x
=

∆y

∆u
·∆u

∆x

u = g(x)は連続関数であるから，∆x −→ 0 のとき ∆u −→ 0 となる．

よって
dy

dx
= lim

∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

(
∆y

∆u
·∆u

∆x

)

= lim
∆u→0

∆y

∆u
· lim

∆x→0

∆u

∆x
=

dy

du
·du

dx

以上から，次のことが成り立つ．
合成関数の微分法¶ ³

y = f(u) が uの関数として微分可能，u = g(x) が xの関数として微分可能であ
るとする．このとき，合成関数 y = f(g(x)) は xの関数として微分可能で

dy

dx
=

dy

du
·du

dx
µ ´

例 3.6 関数 y =
1

(2x + 1)3
の導関数

u = 2x + 1 とすると y =
1

u3
である．

合成関数の微分法により

dy

dx
=

dy

du
·du

dx
=

(
− 3

u4

)
·2 ← dy

du
= − 3

u4
,

du

dx
= 2

= − 6

(2x + 1)4
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練習 3.10 次の関数を微分せよ．

(1) y = (3x + 1)4

(2) y =
1

(4x + 3)2

練習 3.11 次の関数を微分せよ．ただし，a，bは定数とする．

(1) y = (ax + b)6

(2) y =
1

(ax + b)3
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92ページに示した「合成関数の微分法」の公式において，

dy

dx
= {f(g(x))}′, dy

du
= f ′(u) = f ′(g(x)),

du

dx
= g′(x)

と表すと，この公式は次のようになる．

{f(g(x))}0 = f 0(g(x))g0(x)

例 3.7 関数 y = (3x2 − 2)5 の導関数

y′ = 5(3x2 − 2)4·(3x2 − 2)′

= 5(3x2 − 2)4·6x
= 30x(3x2 − 2)4

¶ ³

y = 　
5
について

y′ = 5 　
4·

(
　

)′

µ ´

練習 3.12 次の関数を微分せよ．

(1) y = (2x2 + 5)3 (2) y = (1− 2x2)3

(3) y = (x2 + x + 1)4 (4) y =
1

(x2 + 1)3
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D〉〉逆関数の微分法

逆関数を利用してもとの関数の導関数を求めることを考えよう．

例 3.8 関数 y = 4
√

x の式を xについて解くと， ← y = x4 (x = 0) は

y = 4√x の逆関数

になっている．x = y4 · · · 1©

である．合成関数の微分法の公式を用いると

d

dx
y4 =

d

dy
y4·dy

dx
= 4y3 dy

dx

であるから， 1©の両辺を xで微分すると

1 = 4y3 dy

dx

よって，関数 y = 4
√

x の導関数は，次のようになる．

dy

dx
=

1

4y3
=

1

4
4
√

x3

一般に，f(x)，g(x)が互いに逆関数で，ともに微分可能であるとする．

y = f(x) を xについて解くと x = g(y)

この両辺を xで微分すると 1 =
d

dx
g(y)

すなわち 1 =
d

dy
g(y)·dy

dx
←右辺は合成関数

の微分法による．

ここで，g(y) = x であるから 1 =
dx

dy
·dy

dx
したがって，次の公式が得られる．
逆関数の微分法¶ ³

dy

dx
=

1

dx
dy

µ ´
逆関数の微分法の公式を用いて，例 3.8の関数 y = 4

√
x の導関数を求めてみよう．

y = 4
√

x を xについて解くと，x = y4 であるから

dy

dx
=

1

dx
dy

=
1

4y3
=

1

4( 4
√

x)3
=

1

4
4
√

x3
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練習 3.13 逆関数の微分法の公式を用いて，次の関数を微分せよ．

(1) y = 6
√

x

(2) y = 3
√

x (x > 0)

E〉〉xpの導関数

関数 y = 4
√

x は，y = x
1
4 とも表される．

このように，分数の指数で表された関数の導関数を調べてみよう．
nが正の整数であるとき，関数 y = x

1
n の導関数は，逆関数の微分法の公式を用い

て，次のようにして求められる．

y = x
1
n を xについて解くと

x = yn

よって
dy

dx
=

1

dx
dy

=
1

nyn−1
← 逆関数の微分法

ここで
1

yn−1
=

1(
x

1
n

)n−1 =
1

x1− 1
n

= x
1
n
−1

したがって
dy

dx
=

1

n
x

1
n
−1 すなわち

(
x

1
n

)′
=

1

n
x

1
n
−1

上の結果は，すでに学んだ導関数の公式

(xn)′ = nxn−1

において，指数 nを
1

n
に置き換えたものであることがわかる．
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一般に，次の公式が成り立つ．
xpの導関数¶ ³

pが有理数のとき (xp)0 = pxp`1

µ ´
証明 pが有理数のとき，p = m

n となる正の整数 nと整数mがある．

よって xp = x
m
n =

(
x

1
n

)m

(
x

1
n

)′
=

1

n
x

1
n
−1 と合成関数の微分法の公式を用いると

(xp)′=
{(

x
1
n

)m}′

=m
(
x

1
n

)m−1

·
(
x

1
n

)′

=m
(
x

1
n

)m−1

· 1
n

x
1
n
−1 ←指数を計算すると

m− 1

n
+

„
1

n
− 1

«

=

„
m

n
− 1

n

«
+

„
1

n
− 1

«

=
m

n
− 1

=
m

n
x

m
n
−1

= pxp−1 証終

例 3.9 関数 y =
4
√

x3 の導関数

y =
4
√

x3 は y = x
3
4 とも表せるから

y′ =
3

4
x

3
4
−1 =

3

4
x−

1
4 =

3

4 4
√

x

練習 3.14 次の関数を微分せよ．

(1) y =
√

x

(2) y =
3
√

x2

(3) y =
1√
x
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3.1.3 補充問題

1 関数 y = f(x)g(x)h(x) の導関数は

y′ = f ′(x)g(x)h(x) + f(x)g′(x)h(x) + f(x)g(x)h′(x)

であることを示せ．また，これを用いて，次の関数を微分せよ．

y = (x2 + 1)(x + 2)(3x− 4)

2 次のことを示せ．ただし，a，bは定数，pは有理数とする．

(1)
d

dx
f(ax + b) = a f ′(ax + b) (2)

d

dx
{f(x)}p = p{f(x)}p−1f ′(x)
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3 次の関数を微分せよ．

(1) y =

(
1 +

1

x

)2

(2) y =

(
x− 1

x

)3

(3) y =
√

4− x2

(4) y =
1√

1− x2
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3.2 いろいろな関数の導関数

3.2.1 いろいろな関数の導関数

A〉〉三角関数の導関数

まず，関数 sin xの導関数を調べよう．

lim
h→0

sin(x + h)− sin x

h
← 導関数の定義

において，sin(x + h)− sin x=sin x cos h + cos x sin h− sin x

=(cos h− 1) sin x + cos x sin h

であるから

lim
h→0

sin(x + h)− sin x

h
= lim

h→0

(
cos h− 1

h
sin x +

sin h

h
cos x

)

ここで，lim
h→0

cos h− 1

h
= 0，lim

h→0

sin h

h
= 1 により3

lim
h→0

sin(x + h)− sin x

h
= 0· sin x + 1· cos x = cos x

よって (sin x)′ = cos x

練習 3.15 関数 cos x の導関数が，次のようになることを示せ．

(cos x)′ = − sin x

関数 tan x については，tan x =
sin x

cos x
と，商の導関数の公式により

(tan x)′ =
(

sin x

cos x

)′
=

(sin x)′ cos x− sin x·(cos x)′

cos2 x

=
cos2 x + sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x

3 lim
h→0

cos h− 1
h

= 0 は 66ページの応用例題 2.9， lim
h→0

sin h

h
= 1 は 64ページを参照．
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前ページの結果をまとめると，次のようになる．
三角関数の導関数¶ ³

(sin x)0 = cos x
(tan x)0 =

1

cos2 x(cos x)0 = − sin x

µ ´

例題 3.3 次の関数を微分せよ．

(1) y = sin 3x (2) y = cos2 x (3) y =
1

tan x

解答 (1) y′=cos 3x·(3x)′ = 3 cos 3x

(2) y′=2 cos x·(cos x)′ = 2 cos x·(− sin x) ← 2 sin x cos x = sin 2x

=− sin 2x

(3) y′=−(tan x)′

tan2 x
= − 1

tan2 x
· 1

cos2 x
← tan2 x =

sin2 x

cos2 x

=− 1

sin2 x

補足 (1) f(x) = sin x とすると，y = f(3x)，f ′(x) = cos x である．

合成関数の微分法の公式により y′ = f ′(3x)·(3x)′ = 3 cos 3x

(2), (3)も同様である．

練習 3.16 次の関数を微分せよ．

(1) y = cos 2x

(2) y =
√

2 sin
(
3x +

π

4

)

(3) y = sin2 x
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(4) y = tan2 x

(5) y =
1

sin x

(6) y = cos2 3x

練習 3.17 次の関数を微分せよ．

(1) y = x sin x + cos x

(2) y = x cos x− sin x
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B〉〉対数関数の導関数

aを 1でない正の定数とする．対数関数 loga xの導関数を調べよう．

lim
h→0

loga(x + h)− loga x

h
= lim

h→0

{
1

h
loga

(
1 +

h

x

)}

= lim
h→0

{
1

x
·x
h

loga

(
1 +

h

x

)}

=
1

x
lim
h→0

loga

(
1 +

h

x

) x
h

ここで，
h

x
= k とおくと，h −→ 0 のとき k −→ 0 であるから

lim
h→0

loga(x + h)− loga x

h
=

1

x
lim
k→0

loga(1 + k)
1
k · · · 1©

0に近い kの値について，(1 + k)
1
k の値を計算すると，次の表のようになる．

k (1 + k)
1
k k (1 + k)

1
k

0.1 2.593742 · · · −0.1 2.867971 · · ·
0.01 2.704813 · · · −0.01 2.731999 · · ·
0.001 2.716923 · · · −0.001 2.719642 · · ·
0.0001 2.718145 · · · −0.0001 2.718417 · · ·
0.00001 2.718268 · · · −0.00001 2.718295 · · ·

この表から，k −→ 0 のとき (1 + k)
1
k は一定の値に限りなく近づくと予想される．

また，実際に極限値をもつことが知られている．この極限値を eで表す．

e = lim
k→0

(1 + k)
1
k ← e = lim

n→∞

„
1 +

1

n

«n

とも表される．

eは次のような数で，無理数であることが知られている．

e = 2.71828182845 · · ·

正の定数 eを用いると， 1©から次が成り立つ．

(loga x)′ =
1

x
loga e =

1

x loge a

とくに，対数の底が eのときは，次のようになる．

(loge x)′ =
1

x
loge e =

1

x
← loge e = 1
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eを底とする対数を自然対数という．微分法や積分法では loge xの底 eを省略して，
単に log xと書くことが多く，自然対数を単に対数ということもある．
対数関数の導関数についてまとめると，次のようになる．
対数関数の導関数¶ ³

1 (log x)0 =
1

x
2 (loga x)0 =

1

x log a
µ ´

例題 3.4 次の関数を微分せよ．

(1) y = log(2x + 3) (2) y = x log2 x

解答 (1) y′=
1

2x + 3
·(2x + 3)′ =

2

2x + 3
← 合成関数の微分法の公式を利用．

(2) y′=(x)′ log2 x + x(log2 x)′ = 1· log2 x + x· 1

x log 2

= log2 x +
1

log 2

一般に，次のことが成り立つ．

{log f(x)}0 = f 0(x)

f(x)

練習 3.18 次の関数を微分せよ．

(1) y = log 3x (2) y = log2(2x− 1)

(3) y = log(x2 + 1) (4) y = x log x− x
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C〉〉対数関数の導関数の応用

対数関数の導関数を用いて，関数 log |x|の導関数を求めよう．

x > 0 のとき (log |x|)′ = (log x)′ =
1

x

x < 0 のとき (log |x|)′ = {log(−x)}′ = 1

−x
·(−x)′ =

1

x

したがって，log |x|の導関数は，次の式で表される．

(log |x|)′ = 1

x

練習 3.19 (loga |x|)′ =
1

x log a
であることを示せ．

以上をまとめると，次のようになる．
絶対値を含む導関数¶ ³

3 (log |x|)0 = 1

x
4 (loga |x|)0 = 1

x log a
µ ´

例題 3.5 次の関数を微分せよ．

(1) y = log | cos x| (2) y = log2 |x2 − 1|

解答 (1) y′ =
1

cos x
·(cos x)′ =

− sin x

cos x
= − tan x

(2) y′ =
1

(x2 − 1) log 2
·(x2 − 1)′ =

2x

(x2 − 1) log 2
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一般に，次のことが成り立つ．

{log |f(x)|}0 = f 0(x)

f(x)

練習 3.20 次の関数を微分せよ．

(1) y = log |2x + 3| (2) y = log | sin x|

(3) y = log4 |2x− 1| (4) y = log2 |x2 − 4|

応用例題 3.1 log |y|の導関数を利用して，次の関数を微分せよ．
y = (x + 1)(x + 2)2(x + 3)3

考え方〉〉log |y|= log |(x + 1)(x + 2)2(x + 3)3|
= log |x + 1|+ log |x + 2|2 + log |x + 3|3
= log |x + 1|+ 2 log |x + 2|+ 3 log |x + 3|

と変形してから，微分の公式を適用する．

解答 両辺の絶対値の対数をとると

log |y| = log |x + 1|+ 2 log |x + 2|+ 3 log |x + 3|

両辺の関数を xで微分すると

y′

y
=

1

x + 1
+

2

x + 2
+

3

x + 3
=

2(3x2 + 11x + 9)

(x + 1)(x + 2)(x + 3)

よって y′=(x + 1)(x + 2)2(x + 3)3· 3(3x2 + 11x + 9)

(x + 1)(x + 2)(x + 3)

=2(x + 2)(x + 3)2(3x2 + 11x + 9)
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練習 3.21 log |y|の導関数を利用して，次の関数を微分せよ．

(1) y = (x− 1)(x− 2)2(x− 3)3

(2) y =
(x + 2)(x + 3)3

x2 + 1

D〉〉指数関数の導関数

aを 1でない正の定数とする．指数関数 y = ax の導関数を調べよう．

y = ax を xについて解くと x = loga y

逆関数の微分法と対数関数の導関数の公式により

dy

dx
=

1

dx

dy

=
1
1

y log a

= y log a

よって (ax)′ = ax log a

練習 3.22 (ex)′ = exであることを確かめよ．
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指数関数の導関数をまとめると，次のようになる．
指数関数の導関数¶ ³

1 (ex)0 = ex 2 (ax)0 = ax log a

µ ´

例題 3.6 次の関数を微分せよ．

(1) y = e3x (2) y = x·2x

解答 (1) y′= e3x·(3x)′ = 3e3x

(2) y′=(x)′2x + x(2x)′ = 1·2x + x·2x log 2

=2x(1 + x log 2)

練習 3.23 次の関数を微分せよ．ただし，(6)の aは 1でない正の定数とする．

(1) y = e2x (2) y = e−x2

(3) y = 3x (4) y = 2−3x

(5) y = xex (6) y = (2x− 1)ax
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3.2.2 第n次導関数

関数 y = f(x) の導関数 f ′(x)は xの関数である．この関数 f ′(x)が微分可能である
とき，さらに微分して得られる導関数を，関数 y = f(x)の第2次導関数といい，y00，

f 00(x)，d2y
dx2，

d2

dx2f(x) などの記号で表す．さらに，f ′′(x)の導関数を y = f(x) の

第 3次導関数といい，y000，f 000(x)，d3y
dx3，

d3

dx3f(x) などの記号で表す．

注意 y′，f ′(x)を第 1次導関数ということがある．

例 3.10 (1) y = sin x について

y′ = cos x，y′′ = − sin x，y′′′ = − cos x

(2) y = e−x について

y′ = −e−x，y′′ = e−x，y′′′ = −e−x

練習 3.24 次の関数について，第 3次までの導関数を求めよ．ただし，(1)の aは 0

でない定数とする．

(1) y = ax3 (2) y =
1

x

(3) y = cos x (4) y = log x
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(5) y = ex (6) y = e−2x

一般に，関数 y = f(x)をn回微分して得られる関数を，y = f(x)の第n次導関数

といい，y(n)，f (n)(x)，dny
dxn
， dn

dxn
f(x) などの記号で表す．なお，y(1)，y(2)，y(3)

は，それぞれ y′，y′′，y′′′ を表す．
たとえば，関数 y = e−x の導関数について，例 3.10(2)でも調べたが，第 n次導関

数は y(n) = (−1)ne−x である．

練習 3.25 次の関数の第 n次導関数を求めよ．

(1) y = xn

(2) y = e2x
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3.2.3 曲線の方程式と導関数

A〉〉x，yの方程式と導関数

方程式 y2 = 4xの表す曲線は，右の図のよ
うな放物線である．ところで，この方程式を
yについて解くと，次のようになる．

y = ±2
√

x

よって，この放物線は，2つの関数

y = 2
√

x · · · 1©
y = −2

√
x · · · 2©

のグラフを合わせたものである．

　

O

y

x

y = 2
√

x

y = −2
√

x

1

2

−2

関数 1©を微分すると
dy

dx
= 2· 1

2
√

x
=

1√
x

=
2

y
← (

√
x)′ =

“
x

1
2

”′
=

1

2
x

1
2−1

=
1

2
x−

1
2 =

1

2
√

x

関数 2©を微分すると
dy

dx
= −2· 1

2
√

x
= − 1√

x
=

2

y

これらは，次のようにまとめて表すことができる．

y2 = 4x ついて
dy

dx
=

2

y
ただし，y 6= 0
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練習 3.26 円 x2 + y2 = 1 について，次の問いに答えよ．

(1) 方程式を yについて解け．

(2)
dy

dx
= −x

y
であることを示せ．

x，yの方程式が与えられたとき，この方程式は xの関数 yを定めると考え，合成

関数の微分法により，
dy

dx
を求めることができる．

方程式 y2 = 4x について，
dy

dx
を求めてみよう．

yを xの関数と考えて，方程式の両辺を xで微分すると
d

dx
y2 = 4 · · · 1©

合成関数の微分法により
d

dx
y2 =

d

dy
y2·dy

dx
= 2y

dy

dx

であるから， 1©は 2y
dy

dx
= 4

よって，y 6= 0 のとき
dy

dx
=

2

y

このように，前ページで求めた
dy

dx
と同じ結果が得られた．
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例題 3.7 方程式
x2

9
+

y2

4
= 1 で定められる xの関数 yについて，

dy

dx
を求めよ．

解答
x2

9
+

y2

4
= 1 の両辺を xで微分すると

2x

9
+

2y

4
·dy

dx
= 0

よって，y 6= 0 のとき

dy

dx
= −4x

9y

　

O

y

x3−3

2

−2

x2

9
+

y2

4
= 1

注意 例題 3.7の方程式が表す曲線は，円 x2 + y2 = 9 を x軸をもとにして y軸方向

に
2

3
倍に縮小したものである．このような曲線を

だ

楕円という．

練習 3.27 次の方程式で定められる xの関数 yについて，
dy

dx
を求めよ．

(1) y2 = x (2) x2 − y2 = 1
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B〉〉曲線の媒介変数表示と導関数

曲線C上の点P(x, y)の x座標，y座標が，いずれもある 1つの変数 tの関数とし
て表されるとき，曲線Cについて調べてみよう．

例 3.11 曲線C上の点 P(x, y)の座標 x座標，y座標が，tの関数によって，

x = 2t2 · · · 1©
y = 2t · · · 2©

で表されるとする．
1©， 2©から tを消去すると

y2 = 4t2

から

y2 = 2x

　

O

y

x

y2 = 2x

2

2

−2

P(2t2, 2t)

よって，曲線Cは，放物線 y2 = 2x である． ［終］

一般に，曲線C上の点 P(x, y)の x座標，y座標が 1つの変数 tの関数 f(t)，g(t)

によって

x = f(t), y = g(t)

と表されるとき，この表し方を曲線Cの媒介変数表示といい，tを媒介変数またはパ
ラメータという．媒介変数には t以外の文字を用いることもある．

例 3.12 原点を中心とする半径 aの円

x2 + y2 = a2

は，媒介変数 θを用いて

x = a cos θ, y = a sin θ

と表される．

　

O

y

xa−a

a

−a

θ

a

(x, y)

注意 円の媒介変数表示では，媒介変数として θを用いることもある．



3.2. いろいろな関数の導関数 115

座標平面上の曲線Cが，媒介変数 tを用いて

x = f(t), y = g(t)

と表されているとき，yを xの関数と考えると，合成関数および逆関数の微分法に
より

dy

dx
=

dy

dt
· dt

dx
=

dy

dt
· 1

dx

dt

となる．したがって，次のことが成り立つ．
曲線の媒介変数表示と導関数¶ ³

x = f(t)，y = g(t) のとき
dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

=
g0(t)

f 0(t)

µ ´

例題 3.8 xの関数 yが，tを媒介変数として，次の式で表されているとき，
dy

dx
を tの

関数として表せ．

(1) x = 2t2，y = 4t (2) x = cos t，y = sin t

解答 (1)
dx

dt
= 4t，

dy

dt
= 4 から

dy

dx
=

4

4t
=

1

t

(2)
dx

dt
= − sin t，

dy

dt
= cos t から

dy

dx
=

cos t

− sin t
= − 1

tan t

補足 xまたは yを用いて表すと，次のようになる．

(1)
dy

dx
=

4

y
(2)

dy

dx
= −x

y

練習 3.28 xの関数 yが，tを媒介変数として，次の式で表されているとき，
dy

dx
を t

の関数として表せ．

(1) x = 2t，y = t2 − 1 (2) x = 3 cos t，y = 2 sin t
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3.2.4 補充問題

4 次の関数を微分せよ．ただし，(6)の aは 1でない正の定数とする．

(1) y =
1

1 + cos x

(2) y = sin2 x cos 2x

(3) y = (log x)2
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(4) y = log

∣∣∣∣
x + 1

x + 2

∣∣∣∣

(5) y = log
ex

ex + 1

(6) y = a2x+1
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5 aを定数とするとき，次のことを示せ．

d

dx
log(x +

√
x2 + a) =

1√
x2 + a

6 αを実数とするとき，次のことを示せ．

(xα)′ = αxα−1 ただし, x > 0
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3.3 章末問題

3.3.1 章末問題A

1 関数 y = x
√

x を，導関数の定義に従って微分せよ．

2 次の関数を微分せよ．

(1) y =
x2 + x + 1√

x

(2) y =
√

1 + cos x
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(3) y =
sin x

x

(4) y = 2log x

3 次の関数について，y′および y′′を求めよ．

(1) y =
x2

x− 1

(2) y = e−2x2
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4 nを正の整数とすると，x 6= 1 のとき，次の等式が成り立つ．

1 + x + x2 + · · ·+ xn =
1− xn+1

1− x

この両辺を xの関数とみて微分し，x 6= 1 のとき，次の和を求めよ．

1 + 2x + 3x2 + · · ·+ nxn−1

5 関数 f(x) = sin x について，次のことを数学的帰納法を用いて証明せよ．

f (n)(x) = sin
(
x +

nπ

2

)
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6 関数 y = ex(sin x + cos x) について，次の等式が成り立つことを示せ．

y′′ − 2y′ + 2y = 0

7 a，bを正の定数とする．次のことを示せ．

(1)
x2

a2
+

y2

b2
= 1 のとき

dy

dx
= − b2x

a2y

(2)
x2

a2
− y2

b2
= 1 のとき

dy

dx
=

b2x

a2y
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3.3.2 章末問題B

8 x = a で微分可能な関数 f(x)について，次のことを示せ．

lim
h→0

f(a + h)− f(a− h)

h
= 2f ′(a)

9 次の極限値を求めよ．

(1) lim
x→0

log(1 + x)

x

(2) lim
x→0

ex − 1

x

10 lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e であることを用いて，次の値を求めよ．

(1) lim
n→∞

(
1 +

1

n

)2n

(2) lim
n→∞

(
1 +

1

2n

)n

(3) lim
n→∞

(
1 +

2

n

)n
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11 次の関数を微分せよ．

(1) y =
1− tan x

1 + tan x

(2) y = x2(log x)3

(3) y =
ex − e−x

ex + e−x
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12 次の関数を微分せよ．

(1) y = xx (x > 0)

(2) y = 3

√
x + 1

(x + 2)2

13 任意の定数 a，bに対して，tの関数 y = a cos 2t + b sin 2t は
d2y

dt2
= ky を満た

すという．この定数 kの値を求めよ．
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14 方程式 x
2
3 + y

2
3 = 1 で定められる xの関数 yについて，

dy

dx
= −

(y

x

) 1
3
と表せ

ることを示せ．

ヒント¶ ³

8 lim
h→0

f(a− h)− f(a)

−h
= f ′(a)

9 微分係数の定義を利用する． (1) log 1 = 0 (2) e0 = 1 に注意する．

12 (1) log yの導関数を利用する． (2) log |y|の導関数を利用する．
µ ´
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4.1 導関数の応用

4.1.1 接線の方程式

A〉〉曲線 y = f(x) の接線

関数 y = f(x)が x = aで微分可能であるとき，微分係数 f ′(a)は曲線 y = f(x)上
の点 (a, f(a))における接線の傾きに等しい．
したがって，次のことが成り立つ．
接線の方程式¶ ³

曲線 y = f(x) 上の点 (a, f(a))における接線の方程式は

y − f(a) = f 0(a)(x − a)
µ ´

例題 4.1 次の曲線上の点 (4, 2)における接線の方程式を求めよ．

y =
√

x

解答 f(x) =
√

x とすると

f ′(x) =
1

2
√

x

であるから f ′(4) =
1

4

よって，点 (4, 2)における接線の方程式は

　

O

y

x4

2 y =
√

x

y − 2 =
1

4
(x− 4) すなわち y =

1

4
x + 1

127
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練習 4.1 次の曲線上の点Aにおける接線の方程式を求めよ．

(1) y =
4

x
，A(−1,−4)

O

y

x
−1

−4A

(2) y = tan x，A(0, 0)

O

y

xA
π
2

−π
2
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応用例題 4.1 曲線 y = log x について，次のような接線の方程式を求めよ．

(1) 傾きが eである (2) 原点を通る

考え方〉〉接点の座標を (a, log a)として，この点における接線の方程式を作り，
条件を満たすように aの値を定める．

解答 y = log x を微分すると y′ =
1

x

ここで，接点の座標を (a, log a)とすると，接線の方程式は

y − log a =
1

a
(x− a) · · · 1©

(1) 接線 1©の傾きが eであるから

1

a
= e すなわち a =

1

e

1©に代入すると

y − log
1

e
= e

(
x− 1

e

)

整理して y = ex− 2

　

O

y

x
a

log a

1

y = log x

(2) 接線 1©が原点 (0, 0)を通るから

0− log a =
1

a
(0− a)

よって log a=1

ゆえに a= e

1©に代入すると

y − 1 =
1

e
(x− e)

整理して y =
1

e
x

　

O

y

xa

log a

1

y = log x
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練習 4.2 曲線 y = ex について，次のような接線の方程式を求めよ．

(1) 傾きが 1である

(2) 原点を通る

O

y

x

A

1

a

ea

y = ex
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B〉〉曲線の方程式と接線

曲線が x，yの方程式で表されている場合には，yを xの関数とみて，方程式を x

で微分して導関数 y′を求めることができる．

例 4.1 円 x2 + y2 = 4 上の点 (
√

3, 1)における接線の傾きm

x2 + y2 = 4 の両辺を xで微分すると

2x + 2yy′ = 0

よって，y 6= 0 のとき y′ = −x

y
x =

√
3，y = 1 を代入して

m = −
√

3

1
= −

√
3

　

O

y

x

(
√

3, 1)

2−2

2

−2

例題 4.2 楕円
x2

8
+

y2

2
= 1 上の点 (2, 1)における接線の方程式を求めよ．

解答
x2

8
+

y2

2
= 1 の両辺を xで微分すると

2x

8
+

2yy′

2
= 0

ゆえに，y 6= 0 のとき

y′ = − x

4y

　

O

y

x
2

1

よって，点 (2, 1)における接線の傾きは − 2

4·1 = −1

2

したがって，求める接線の方程式は

y − 1 = −1

2
(x− 2) すなわち y = −1

2
x + 2
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練習 4.3 次の方程式で表される曲線上の点Aにおける接線の方程式を求めよ．

(1)
x2

2
+

y2

8
= 1，A(−1, 2)

O

y

x−1

2A

(2) x2 − y2 = 1，A(
√

2,−1)

O

y

x

√
2

−1
A



4.1. 導関数の応用 133

C〉〉法線の方程式

曲線上の点Aを通り，Aにおけるこ
の曲線の接線と垂直な直線を，点Aに
おけるこの曲線の法線という．
曲線 y = f(x) 上の点 A(a, f(a))に

おける接線の傾きは f ′(a) に等しいか
ら，f ′(a) 6= 0 のとき，点Aにおける法
線の傾きは − 1

f ′(a)
である．

したがって，次のことが成り立つ．

　

O

y

xa

接線

法線

A(a, f(a))

y=f(x)

¶ ³
曲線 y = f(x) 上の点 (a, f(a))における法線の方程式は

f ′(a) 6= 0 のとき y − f(a) = − 1
f 0(a)

(x − a)

µ ´
補足 f ′(a) = 0 のとき，法線の方程式は x = a である．

例 4.2 曲線 y = ex 上の点 (1, e)における法線の方程式

f(x) = ex とすると

f ′(x) = ex

よって f ′(1) = e

したがって，この法線の方程式は

y − e = −1

e
(x− 1)

すなわち y = −1

e
x + e +

1

e

　

O

y

x

1

(1, e)

y=ex
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練習 4.4 次の曲線上の点Aにおける法線の方程式を求めよ．

(1) y = e−x，A(−1, e)

O

y

x

1

A(−1, e)

y=e−x

(2) y = sin x，A

(
π

6
,

1

2

)

O

y

x

A
(

π
6
, 1

2

)
y=sin x
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4.1.2 平均値の定理

A〉〉平均値の定理

f(x)が連続関数のとき，y = f(x)の グラフ上に 2点 A(a, f(a))，B(b, f(b))を
とって，直線ABと平行な接線を考えてみよう．

f(x)が区間 (a, b)で微分可能ならば，このグ
ラフ上のA，B間の点における接線で，直線AB

と平行なものが少なくとも 1本存在することが
知られている．直線ABの傾きは f(b)− f(a)

b− a
で

ある．また，接点の x座標を cとすると，接線
の傾きは f ′(c)である．したがって，次のことが
成り立つ．

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c), a < c < b

　

O

y

x

A

B

y=f(x)

a c b

一般に，次の平均値の定理が成り立つ．
平均値の定理¶ ³

関数 f(x)が区間 [a, b]で連続で，区間 (a, b)で微分可能ならば，

f(b) − f(a)

b − a
= f 0(c), a < c < b

を満たす cが存在する．
µ ´

例 4.3 f(x) = x2 +1 は，区間 [0, 2]で連続で，区間
(0, 2)で微分可能である．

f(2)− f(0)

2− 0
=

5− 1

2
= 2

f ′(c) = 2c

よって，2c = 2 から c = 1

　

O

y

x1 2

5

1

y=x2 + 1
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練習 4.5 次の各場合に，平均値の定理における cの値を求めよ．

(1) f(x) = −x2 + 4x，a = 0，b = 3

O

y

x3c

(2) f(x) = x3，a = −1，b = 2

O

y

xc 2
−1
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B〉〉不等式への応用

平均値の定理を利用して，不等式を証明できる場合がある．

応用例題 4.2 平均値の定理を用いて，次のことを証明せよ．

0 < a < b のとき
1

b
<

log b− log a

b− a
<

1

a

考え方〉〉関数 f(x) = log xと区間 [a, b]について，平均値の定理を適用する．

証明 関数 f(x) = log x は，x > 0 で微分可能で f ′(x) =
1

x

区間 [a, b]において平均値の定理を用いると

log b− log a

b− a
=

1

c
· · · 1©

a < c < b · · · 2©

を満たす実数 cが存在する．

f ′(x) =
1

x
は x > 0 で減少するから， 2©より

1

a
>

1

c
>

1

b
すなわち

1

b
<

1

c
<

1

a

よって， 1©より 1

b
<

log b− log a

b− a
<

1

a
証終

練習 4.6 平均値の定理を用いて，次のことを証明せよ．

a < b のとき ea <
eb − ea

b− a
< eb
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4.1.3 関数の値の変化

A〉〉関数の増減

関数 f(x)が区間 [a, b]で連続で，区間 (a, b)で微分可能であるとき，平均値の定
理から，関数の増減1 について次のことが成り立つ．
導関数の符号と関数の増減¶ ³

1 区間 (a, b)で常に f ′(x) > 0 ならば，

f(x)は区間 [a, b]で増加する．

2 区間 (a, b)で常に f ′(x) < 0 ならば，

f(x)は区間 [a, b]で減少する．

3 区間 (a, b)で常に f ′(x) = 0 ならば，

f(x)は区間 [a, b]で定数である．
µ ´
［1の証明］区間 [a, b]において，a 5 x1 < x2 5 b となる任意の 2数 x1，x2に対し

て，平均値の定理により

f(x2)− f(x1) = f ′(c)(x2 − x1), x1 < c < x2

を満たす cが存在する．

ここで，区間 (a, b)で常に f ′(x) > 0 ならば，x1，x2のとり方によらず，常
に f ′(c) > 0 となる．x2 − x1 > 0 であるから，

f(x2)− f(x1) > 0 すなわち f(x1) < f(x2)

が成り立つ．よって，1が成り立つ． 証終

1 区間 I に含まれる任意の 2数 x1，x2 について，「x1 < x2 ならば f(x1) < f(x2)」が成り立つと
き，関数 f(x)は区間 I で増加するという．「x1 < x2 ならば f(x1) > f(x2)」が成り立つとき，関数
f(x)は区間 I で減少するという．
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練習 4.7 前ページの 2，3を証明せよ．

関数 f(x)，g(x)が区間 [a, b]で連続で，区間 (a, b)で微分可能であるとき，前ペー
ジの 3を用いると，次のことが導かれる．¶ ³
区間 (a, b)で常に g′(x) = f ′(x) ならば，区間 [a, b]で

g(x) = f(x) + C ただし，Cは定数
µ ´
練習 4.8 上のことを証明せよ．
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導関数 f ′(x)の符号を調べて，関数 f(x)の増減を調べてみよう．

例題 4.3 次の関数の増減を調べよ．

f(x) = x− 2
√

x

解答 f(x)の定義域は x = 0 である．

f ′(x) = 1− 1√
x

=

√
x− 1√

x

f ′(x) = 0 となる xの値は

x = 1

よって，f(x)の増減表は次のようになる．

x 0 · · · 1 · · ·
f ′(x) − 0 +

f(x) 0 ↘ −1 ↗

　

O

y

x
1

−1

y=f(x)

4

したがって，f(x)は，0 5 x 5 1 で減少，1 5 x で増加する．

練習 4.9 次の関数の増減を調べよ．

(1) f(x) = x− ex

O

y

x

y = x −1

(2) f(x) = x− log x

O

y

x1

1
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(3) f(x) = x + sin x (0 5 x 5 π)

O

y

xπ

π

B〉〉関数の極大と極小

連続な関数 f(x)が，x = a を境目と
して，増加から減少に移るとき，f(x)

は x = a で極大であるといい，関数の
値 f(a)を極大値という．関数 f(x)が，
x = bを境目として減少から増加に移る
とき，f(x)は x = b で極小であるとい
い，関数の値 f(b)を極小値という．極
大値と極小値をまとめて極値という．

　

O

y

x

極小

極大

極小

ab

関数 f(x)が x = aを含むある区間で微分可能なとき，増減が次のようになる場合
は，f(a)が極値である．

x · · · a · · ·
f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ 極大 ↘

x · · · a · · ·
f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 極小 ↗
一般に，次が成り立つことが知られている．
極値をとるための必要条件¶ ³

関数 f(x)が x = a で微分可能であるとき

f(x)が x = a で極値をとるならば f 0(a) = 0
µ ´
ただし，逆は成り立たない．すなわち，

f ′(a) = 0........................で......も......，......f(x)............が......x = a...............で......極......値......を......
と......る......と......は......限......ら......な......い......．......

たとえば，関数 f(x) = x3は，f ′(x) = 3x2，
f ′(0) = 0であるが，x = 0で極値をとらない．

f(x) = x3 の増減表
x · · · 0 · · ·

f ′(x) + 0 +

f(x) ↗ 0 ↗

したがって，関数 f(x)の極値を求めるには，まず f ′(x) = 0 となる xの値を求め，
その値の前後における f ′(x) の符号を調べる必要がある．
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例題 4.4 次の関数の極値を求めよ．

(1) f(x) = xe−x (2) f(x) = x +
4

x

解答 (1) f ′(x) = 1·e−x + x(−e−x) = (1− x)e−x

f ′(x) = 0 となる xの値を求めると x = 1

f(x)の増減表は次のようになる． ← e−x > 0 に注意

x · · · 1 · · ·
f ′(x) + 0 −

極大
f(x) ↗ ↘1

e

← f(1) = 1·e−1 =
1

e

よって，極大値は f(1) =
1

e
，極小値はない．

(2) 定義域は x 6= 0 である．

f ′(x) = 1− 4

x2
=

x2 − 4

x2
=

(x + 2)(x− 2)

x2

f ′(x) = 0 となる xの値を求めると x = −2, 2

f(x)の増減表は次のようになる． ← x2 > 0 に注意

x · · · −2 · · · 0 · · · 2 · · ·
f ′(x) + 0 − − 0 +

極大 極小f(x) ↗ ↘ ↘ ↗−4 4

よって，極大値は f(−2) = −4，極小値は f(2) = 4 である．

補足 例題 4.4の各関数のグラフは，次のようになる．

(1) (2)

O

y

x1

1
e

O

y

x2

4

−2

−4

y=x
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練習 4.10 次の関数の極値を求めよ．

(1) f(x) = x4 − 2x3 + 1

O

y

x

3
2

−11
16

1

(2) f(x) = x2e−x

O

y

x2

4
e2
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(3) f(x) = x log x

O

y

x1

1
e

−1
e

(4) f(x) = x +
2

x

O

y

x√
2

2
√

2

−√2

−2
√

2

y=x
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x = a で微分可能でなくても，x = a で極値をとる関数がある．

応用例題 4.3 関数 f(x) = |x|√x + 1の極値を求めよ．

考え方〉〉x = 0 のとき |x| = x，x < 0 のとき |x| = −x である．

それぞれの区間で導関数の符号を調べ，増減表を作る．

解答 関数の定義域は，x = −1 である．

x = 0 のとき f(x) = x
√

x + 1

x > 0 において

f ′(x) =
√

x + 1 +
x

2
√

x + 1
=

2(x + 1) + x

2
√

x + 1
=

3x + 2

2
√

x + 1

よって，x > 0 では，常に f ′(x) > 0

−1 5 x < 0 のとき f(x) = −x
√

x + 1

−1 < x < 0 において f ′(x) = − 3x + 2

2
√

x + 1

f ′(x) = 0 となる xの値は x = −2

3

以上から，f(x)の増減表は次のようになる．

x −1 · · · −2
3 · · · 0 · · ·

f ′(x) + 0 − +

極大
f(x) 0 ↗ ↘ 極小 ↗

2
√

3
9 0

　

O

y

x−1 −2
3

2
√

3
9

よって，極大値は f
(
−2

3

)
= 2

√
3

9 ，極小値は f(0) = 0 である．
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練習 4.11 次の関数の極値を求めよ．

(1) f(x) = |x− 1|

O

y

x1

1

(2) f(x) = |x|√x + 2

O

y

x−4
3−2

4
√

6
9
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応用例題 4.4 関数 f(x) =
x2 + x + a

x− 1
が x = −1 で極値をとるように，定数 aの値

を定めよ．また，このとき，関数 f(x)の極値を求めよ．
考え方 x = −1 で極値をとるので，f ′(−1) = 0 から aの値の候補を求めて，

増減表で確認する．

解答 f ′(x) =
(2x + 1)(x− 1)− (x2 + x + a)

(x− 1)2
=

x2 − 2x− 1− a

(x− 1)2

f(x)は x = −1 で微分可能であるから，f(x)が x = −1 で極値をとるならば

f ′(−1) = 0

すなわち
2− a

4
= 0 ← f ′(−1) =

2− a

4

これを解くと，a = 2 となる．

このとき

f(x) =
x2 + x + 2

x− 1

f ′(x) =
x2 − 2x− 3

(x− 1)2
=

(x + 1)(x− 3)

(x− 1)2

よって，f(x)の増減表は次のようになる． ← (x− 1)2 > 0 に注意

x · · · −1 · · · 1 · · · 3 · · ·
f ′(x) + 0 − − 0 +

極大 極小f(x) ↗ ↘ ↘ ↗−1 7

したがって，a = 2 のとき，x = −1 で確かに極値をとる．

このとき，極大値は f(−1) = −1，極小値は f(3) = 7 である．

(答) a = 2，極大値−1，極小値 7
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練習 4.12 関数 f(x) = x +
a

x
が x = 1 で極値をとるように，定数 aの値を定めよ．

また，このとき，関数 f(x)の極値を求めよ．
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C〉〉関数の最大と最小

増減を利用して，関数の最大値，最小値を求めてみよう．

例題 4.5 次の関数の最大値，最小値を求めよ．

y = (1 + sin x) cos x (0 5 x 5 2π)

解答 y′=cos x· cos x + (1 + sin x)·(− cos x)

= cos2 x− sin x− sin2 x

=−2 sin2 x− sin x + 1

=−(2 sin x− 1)(sin x + 1)

0 < x < 2π において y′ = 0 となる xの値を求めると

2 sin x− 1 = 0 または sin x + 1 = 0

より x =
π

6
,

5

6
π,

3

2
π

よって，yの増減表は次のようになる．

x 0 · · · π
6 · · · 5

6π · · · 3
2π · · · 2π

y′ + 0 − 0 + 0 +

極大 極小
y 1 ↗ ↘ ↗ 0 ↗ 13

√
3

4
−3

√
3

4

したがって，yは

x =
π

6
で最大値

3
√

3

4
, x =

5

6
π で最小値− 3

√
3

4

をとる．

補足 例題 4.5のグラフは次のようになる．

O

y

x

y=(1 + sin x) cos x

2π3
2
π

5
6
π

π
6

−3
√

3
4

1

3
√

3
4

π
2
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練習 4.13 次の関数の最大値，最小値を求めよ．

(1) y = (1 + cos x) sin x (0 5 x 5 2π)

(2) y =
4− 3x

x2 + 1
(1 5 x 5 4)
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4.1.4 関数のグラフ

A〉〉曲線の凹凸

関数 f(x)の第 2次導関数 f ′′(x)の正負
が何を表すか調べてみよう．
関数 y = f(x) のグラフをCとする．

f ′′(x)は f ′(x)の導関数であるから，f ′(x)

の値の増減は f ′′(x)の符号で調べることが
できる．また，f ′(x)の値の増減は，接線
の傾きの増減を表す．

よって，次のことがいえる．

f ′′(x) > 0...........................で......あ......る......区......間......では，f ′(x)の
値は増加する．すなわち，曲線Cの
接線の傾きが増加する．

f ′′(x) < 0...........................で......あ......る......区......間......では，f ′(x)の
値は減少する．すなわち，曲線Cの
接線の傾きが減少する．

　

O

y

x

C

接線の傾き
が増加する

O

y

x
C

接線の傾き
が減少する

一般に，ある区間で，xの値が増加すると曲線 y = f(x) の接線の傾きが増加する
とき，曲線はこの区間で下に凸であるという．また，接線の傾きが減少するとき，曲
線はこの区間で上に凸であるという．

上で調べたことをまとめると，次のことがいえる．
f 00(x)の符号と曲線 y = f(x) の凹凸¶ ³

関数 f(x)が第 2次導関数 f ′′(x)をもつとき

1 f ′′(x) > 0 である区間では，曲線 y = f(x) は下に凸である．

2 f ′′(x) < 0 である区間では，曲線 y = f(x) は上に凸である．
µ ´
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例 4.4 曲線 y = x3 − 3x2 + 4 の凹凸

y′ = 3x2 − 6x

y′′ = 6x− 6 = 6(x− 1)

y′′の符号により，この曲線の凹凸は，次
の表のようになる．

x · · · 1 · · ·
y′′ − 0 +

y 上に凸 2 下に凸 ［終］

　

O

y

x1 2

2

4

y=x3 − 3x2 + 4

例 4.4の曲線では，点 (1, 2)を境目として曲線の凹凸が入れ替わる．このように，
曲線の凹凸が入れ替わる境目の点を変曲点という．
変曲点について，次のことが成り立つ．
曲線 y = f(x) の変曲点¶ ³

f ′′(a) = 0 のとき，x = a の前後で f ′′(x)の符号が変わるならば，
点 (a, f(a))は曲線 y = f(x) の変曲点である．

µ ´
点 (a, f(a))が曲線 y = f(x)の変曲点ならば f ′′(a) = 0 である．

しかし，f ′′(a) = 0でも，点 (a, f(a))が曲線 y = f(x)の変曲点であるとは限らない．
たとえば，f(x) = x4 を考える．
f ′(x) = 4x3，f ′′(x) = 12x より，曲線
y = f(x)の凹凸は，右の表のようになる．
よって，f ′′(0) = 0でも，原点 (0, 0)はこ
の曲線の変曲点ではない．

　
x · · · 1 · · ·

f ′′(x) − 0 +

f(x) 上に凸 2 下に凸

練習 4.14 次の曲線の凹凸を調べよ．また，変曲点があればその座標を求めよ．

(1) y = x4 + 2x3 + 1

O

y

x−1

1
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(2) y = xe−x

O

y

x

(
2, 2

e2

)

(3) y = x− cos x (0 < x < π)

O

y

x
−1

π
2

π
2

π + 1

π

(4) y = −x4

O

y

x
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B〉〉グラフのかき方

例題 4.6 関数 y = e−2x2
の増減，グラフの凹凸，漸近線を調べて，グラフの概形を

かけ．

解答 y′ = −4xe−2x2

y′′ = −4{e−2x2
+ x(−4xe−2x2

)} = 4(4x2 − 1)e−2x2

よって，yの増減やグラフの凹凸は，次の表のようになる．

x · · · −1

2
· · · 0 · · · 1

2
· · ·

y′ + + + 0 − − −
y′′ + 0 − − − 0 +

変曲点 極大 変曲点
y 1√

e 1 1√
e

また

lim
x→+∞

y = 0, lim
x→−∞

y = 0

であるから，x軸はこの曲線の漸近
線である．
以上から，この関数のグラフの概形
は，右の図のようになる．

　

1
2−1

2

1√
e

O

y

x

1

注意 上の表において， は下に凸で増加， は上に凸で増加， は上に凸で減
少， は下に凸で減少であることを示している．

例題 4.6で f(x) = e−2x2
とすると，この関数は f(−x) = f(x)を満たしているから，

グラフは y軸に関して対称である．グラフの概形をかくときは，グラフの対称性に
も注意するとよい．
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練習 4.15 関数 y = e−
x2

2 の増減，グラフの凹凸，漸近線を調べて，グラフの概形を
かけ．
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例題 4.7 関数 y =
x2

x− 1
のグラフの概形をかけ．

解答 関数の定義域は x 6= 1である．

y = x + 1 +
1

x− 1
であるから

y′ = 1− 1

(x− 1)2
=

(x− 1)2 − 1

(x− 1)2
=

x(x− 2)

(x− 1)2

y′′ =
2

(x− 1)3

よって，yの増減やグラフの凹凸は，次の表のようになる．

x · · · 0 · · · 1 · · · 2 · · ·
y′ + 0 − − 0 +

y′′ − − − + + +

極大 極小
y 0 4

また， lim
x→1+0

y = ∞， lim
x→1−0

y = −∞

であるから，直線 x = 1 はこの曲線の漸近線である．

さらに， lim
x→∞

{y − (x + 1)}=0

lim
x→−∞

{y − (x + 1)}=0

であるから，直線 y = x + 1 もこの曲線
の漸近線である．
以上から，このグラフの概形は，右の図
のようになる．

　

O

y

x1 2

1

4

−1

x=1

y=x + 1

補足 関数 y = f(x)のグラフにおいて， lim
x→c+0

y， lim
x→c−0

yのうち，少なくとも 1つが

∞または−∞であるとき，直線 x = cが漸近線である．

また， lim
x→∞

{y − (ax + b)} = 0 または lim
x→−∞

{y − (ax + b)} = 0 であるとき，直

線 y = ax + bが漸近線である．
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練習 4.16 関数 y =
x2 − x− 2

x− 1
のグラフの概形をかけ．
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C〉〉第 2次導関数と極値

関数 f(x)の極値を判定するのに，第2次導関数f ′′(x)を利用する方法がある．f ′′(x)

が連続関数であるとき，次のことが成り立つ．
第 2次導関数と極限¶ ³

1 f ′(a) = 0 かつ f ′′(a) > 0 ならば，f(a)は極小値である．

2 f ′(a) = 0 かつ f ′′(a) < 0 ならば，f(a)は極大値である．
µ ´
［1の証明］f ′′(a) > 0 のとき，aに十分近い xでは f ′′(x) > 0 となり，

f ′(x)は増加する．
ここで，f ′(a) = 0 であるから，

x < a では f ′(x) < 0

x > a では f ′(x) > 0

x · · · a · · ·
f ′(x) − 0 +

f ′′(x) +

f(x) ↘ 極小 ↗
よって，このとき f(a)は極小値である．

証終

　

f ′(a)=0
f ′′(a)>0

f ′(x)>0f ′(x)<0

y=f(x)

O

y

xa

2についても，同様にして証明することができる．

例 4.5 関数 f(x) = −x3 + 3x の極限

f ′(x) = −3x2 + 3，f ′′(x) = −6x

f ′(x) = 0 となる xの値は

x = −1, 1

f ′′(−1) = 6 > 0，f ′′(1) = −6 < 0

であるから，
f(−1)が極小値，f(1)が極大値

　

O

y

x1
−1

f(−1)

f(1)

y=f(x)
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例題 4.8 次の関数の極値を，第 2次導関数を利用して求めよ．

f(x) = x + 2 cos x (0 5 x 5 π)

解答 f ′(x) = 1− 2 sin x，f ′′(x) = −2 cos x

0 < x < π において，f ′(x) = 0 となる xの値は

x =
π

6
,

5

6
π ← sin x =

1

2
の解

ここで f ′′
(π

6

)
= −√3 < 0，

f ′′
(

5

6
π

)
=
√

3 > 0

よって，極値は次のようになる．

極大値は f
(π

6

)
=

π

6
+
√

3，

極小値は f

(
5

6
π

)
=

5

6
π −√3

　

O

y

xπ
6

5
6
π

y=f(x)

練習 4.17 次の関数の極値を，第 2次導関数を利用して求めよ．

(1) f(x) = x4 − 6x2 + 5
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(2) f(x) = x + 2 sin x (0 5 x 5 2π)

関数 f(x)について，f ′(a) = 0，f ′′(a) = 0 であるときは，f(a)は極値となること
もあるし，極値とならないこともある．

例 4.6 (1) 関数 f(x) = x4 (2) 関数 f(x) = x3

f ′(x) = 4x3，f ′′(x) = 12x2 f ′(x) = 3x2，f ′′(x) = 6x

f ′(0) = 0，f ′′(0) = 0 f ′(0) = 0，f ′′(0) = 0

f(0)は極小値である． f(0)は極値ではない．

O

y

x

y=x4

O

y

x

y = x3
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4.1.5 補充問題

1 pを 0でない定数とする．放物線 y2 = 4px 上の点 (x1, y1) における接線の方
程式は，y1y = 2p(x + x1) であることを示せ．

2 次の関数の最大値，最小値を求めよ．

(1) y = x
√

4− x2 (−1 5 x 5 2)
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(2) y = x +
√

4− x2

3 曲線 y = x4 + ax3 + 3ax2 + 1 が変曲点をもつように，定数 aの値の範囲を定
めよ．
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4.2 いろいろな応用

4.2.1 方程式，不等式への応用

A〉〉不等式の証明

応用例題 4.5 x > 0 のとき，次の不等式を証明せよ．

ex > 1 + x

考え方〉〉x > 0 のとき，関数 f(x) = ex − (1 + x) の増減を利用する．

証明 f(x) = ex − (1 + x) とすると f ′(x) = ex − 1

x > 0 のとき f ′(x) > 0 ← x > 0 のとき ex > 1 　

よって，f(x)は x = 0 で増加する．

ゆえに，x > 0 のとき

f(x) > f(0) = 0 ← f(0) = e0 − (1 + 0) = 0 　

したがって，x > 0 のとき ex > 1 + x 証終

練習 4.18 x > 0 のとき，次の不等式を証明せよ．

(1) ex > 1 + x +
1

2
x2
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(2) log(x + 1) < x

x > 0 のとき，練習 4.18(1)の不等式から，さらに次の不等式が成り立つ．

ex >
x2

2
すなわち

ex

x
>

x

2
,

x

ex
<

2

x

ここで，x −→∞ のとき，x

2
−→∞，2

x
−→ 0 であるから

lim
x→∞

ex

x
= ∞, lim

x→∞
x

ex
= 0

注意 一般に，自然数 nに対して，次が成り立つことが知られている．

lim
x→∞

ex

xn
= ∞, lim

x→∞
xn

ex
= 0
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B〉〉方程式の実数解の個数

応用例題 4.6 aを定数とする．次の方程式の異なる実数解の個数を求めよ．

ex

x
= a

考え方〉〉y =
ex

x
のグラフと直線 y = aの共有点の個数を調べる．

グラフの漸近線にも注意する．

解答 f(x) =
ex

x
とすると

f ′(x) =
(x− 1)ex

x2

よって，f(x)の増減表は右のよう
になる．また

　
x · · · 0 · · · 1 · · ·

f ′(x) − − 0 +

極小f(x) ↘ ↘ ↗e

lim
x→∞

f(x) = ∞， lim
x→−∞

f(x) = 0

lim
x→+0

f(x) = ∞ lim
x→−0

f(x) = −∞

ゆえに，y = f(x)のグラフは，右
の図のようになる．
このグラフと直線 y = aの共有点
の個数は，求める実数解の個数と
一致する．したがって

a > e のとき 2個

a = e，a < 0 のとき 1個

0 5 a < e のとき 0個

　

O

y

x1

e

a

y= ex

x

y=a
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練習 4.19 aを定数とする．次の方程式の異なる実数解の個数を求めよ．

x3

x− 1
= a
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4.2.2 速度と加速度

A〉〉直線上の点の運動

直線上を運動する点の速度と加速度について考えてみよう．
数直線上を運動する点Pの座標 xが，

時刻 tの関数として

x = f(t)

　
O

P

x=f(t)

と表されるとする．このとき，時刻 tから t + ∆t までの平均速度は，
f(t + ∆t)− f(t)

∆t

で表される．
この平均速度において，∆t −→ 0 のときの極限値を，時刻 tにおける点 Pの速度
という．速度を vで表すと

v =
dx

dt
= f ′(t)

である．点Pは，v > 0 のとき数直線上を正の向きに動き，v < 0 のとき負の向きに
動く．また，vの絶対値 |v|を速さという．
さらに，速度 vの時刻 tにおける変化率を加速度という．加速度をαで表すと，次
のようになる．

α =
dv

dt
=

d2x

dt2
= f ′′(t)

以上のことをまとめると，次のようになる．
速度と加速度¶ ³

数直線上を運動する点Pの時刻 tにおける座標 xが x = f(t) で表されるとき，
時刻 tにおける点 Pの速度 v，加速度 αは

v =
dx

dt
= f 0(t), α =

dv

dt
=

d2x

dt2
= f 00(t)

µ ´

例題 4.9 数直線上を運動する点 Pの座標 xが，時刻 tの関数として，
x = 2 sin(πt− a) で表されるとき，時刻 tにおける速度 v，加速度 αを求めよ．ただ
し，aは定数とする．

解答 速度 vは v =
dx

dt
= 2π cos(πt− a)

加速度 αは α =
dv

dt
= −2π2 sin(πt− a)

補足 この点 Pの運動を単振動という．α = −π2x とも表される．
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練習 4.20 地上から，初速度 v0 m/秒でボールを真上に打ち上げるとき，t秒後の高
さ xmは，x = v0t− 1

2gt2 で与えられる．ただし，gは定数とする．t秒後における
ボールの速度 v m/秒と加速度 α m/秒2を求めよ．

B〉〉平面上の点の運動

座標平面上を運動する点 Pの速度と加速度について考えてみよう．
時刻 tにおける点Pの座標を (x, y)とす

ると，x，yは tの関数となる．このとき，
点Pから x軸，y軸に下ろした垂線を，そ
れぞれPQ，PRとすると，点Qは x軸上
で，点Rは y軸上で，それぞれ直線運動を
する．したがって，時刻 tにおける

点Qの速度は
dx

dt
，点Rの速度は

dy

dt

である．これらを，それぞれ点 Pの
x軸方向の速度，y軸方向の速度といい，

これらを成分とするベクトル

~v =

(
dx

dt
,

dy

dt

)

を，時刻 tにおける点 Pの速度という．
座標平面上を運動する点 P(x, y)の速

度 ~v =
(

dx
dt

,
dy
dt

)
が x軸の正の向きとな

す角を θとすると，

tan θ =

dy
dt
dx
dt

=
dy

dx

である．

　

O

y

x

P(x, y)R

Q

O

y

x

P
R

Q

~v

O

y

x

P

~v
dx
dt

dy
dt θ

よって，速度 ~vの向きは，点 Pの描く曲線の点 Pにおける接線の方向と同じであ
ることがわかる．
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速度 ~vの大きさ |~v|を，点 Pの速さという．

さらに，x軸方向の加速度 d2x
dt2
，y軸方向の加速度 d2y

dt2
を成分とするベクトル

~α =

(
d2x
dt2

,
d2y
dt2

)
を，時刻 tにおける点 Pの加速度という．また，加速度 ~αの大き

さ |~α|を，点 Pの加速度の大きさという．
これまでのことをまとめると，次のようになる．
速度と加速度¶ ³

座標平面上を運動する点P(x, y)の時刻 tにおける x座標，y座標が tの関数であ
るとき，時刻 tにおける点 Pの速度 ~v,速さ |~v|, 加速度 ~α,加速度の大きさ |~α|は

~v =

(
dx
dt

,
dy
dt

)
， |~v| =

√(
dx
dt

)2

+

(
dy
dt

)2

~α =

(
d2x
dt2

,
d2y
dt2

)
， |~α| =

√(
d2x
dt2

)2

+

(
d2y
dt2

)2

µ ´

例題 4.10 座標平面上を運動する点 Pの座標が，時刻 tの関数として

x = a cos ωt, y = a sin ωt (a, ωは正の定数)

で表されるとき，点 Pの時刻 tにおける速さと加速度の大きさを求めよ．

解答 点 Pの時刻 tにおける速度を ~v，加速度を ~αとする．

~vの成分は dx
dt

= −aω sin ωt，dy
dt

= aω cos ωt

よって，速さ |~v|は

|~v| =
√

(−aω sin ωt)2 + (aω cos ωt)2

=
√

a2ω2(sin2 ωt + cos2 ωt) = aw

~αの成分は d2x
dt2

= −aω2 cos ωt，d2y
dt2

= −aω2 sin ωt

よって，加速度の大きさ |~α|は

|~α| =
√

(−aω2 cos ωt)2 + (−aω2 sin ωt)2

=
√

a2ω4(cos2 ωt + sin2 ωt) = aω2
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例題 4.10の点 Pは円 x2 + y2 = a2 の周上
を動く．この円運動の速さは aωであるから
一定である．このように，速さが一定の円運
動を等速円運動という．
また，例題 4.10では，~α = ω2(−x,−y) と

表される．一般に，等速円運動する点Pの加
速度 ~αの向きは，Pから円の中心に向かう向
きである．

　

O

y

x
ωt

~α

~v

a−a

a

−a

P

練習 4.21 時刻 tにおける点Pの座標 (x, y)が次の式で与えられるとき，t = 3 にお
ける点 Pの速さ，加速度の大きさを求めよ．

(1) x = 2t + 1, y = t2 − 4t

(2) x = 2 cos πt, y = 2 sin πt
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4.2.3 近似式

A〉〉f(a + h)の近似式

関数 f(x)が x = a で微分可能であるとき，微分係数 f ′(a)は

lim
h→0

f(a + h)− f(a)

h
= f ′(a)

で定義される．よって，hが 0に十分近い値のときは

f(a + h)− f(a)

h
; f ′(a)

であると考えてよい．すなわち，次のことがいえる．

f(a + h) ; f(a) + f ′(a)h

これは，hが 0に十分近い値のとき，f(a + h)の値を hの 1次式で近似した式となっ
ている．

1次の近似式¶ ³

h ; 0 のとき f(a + h) ; f(a) + f 0(a)h
µ ´
上の近似式の意味を，グラフで考えてみよう．
曲線 y = f(x) 上の点 A(a, f(a))

における接線の方程式は

y = f(a) + f ′(a)(x− a)

と表される．
よって，h ; 0 のときは，右の図

において，点 Pの y座標を点Tの y

座標で近似するということである．

　

O

y

xa a + h

f(a)

f(a) + hf ′(a)

f(a + h)

hf ′(a)

h

P

A

T

Q

y=f(x)

例 4.7 h ; 0 のとき，sin(a + h)の 1次の近似式

(sin x)′ = cos x であるから，h ; 0 のとき

sin(a + h) ; sin a + h cos a
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練習 4.22 h ; 0 のとき，次の関数の値について，1次の近似式を作れ．

(1) cos(a + h)

(2) tan(a + h)

B〉〉x ; 0 のときの近似式

前ページの「1次の近似式」で，とくに a = 0 のときを考え，hを xにおき替える
と，次の近似式が得られる．

x ; 0 のときの 1次の近似式¶ ³

x ; 0 のとき f(x) ; f(0) + f 0(0)x
µ ´

例題 4.11 pを有理数とするとき，次の近似式を導け．

x ; 0 のとき (1 + x)p ; 1 + px

また，この近似式を用いて， 3
√

1.006の近似値を求めよ．

解答 f(x) = (1 + x)p について f ′(x) = p(1 + x)p−1

よって f(0) = 1， f ′(0) = p

これらを，f(x) ; f(0) + f ′(0)x に代入して

x ; 0 のとき (1 + x)p ; 1 + px

また， 3
√

1.006 = (1 + 0.006)
1
3 であるから

3
√

1.006 ; 1 +
1

3
× 0.006 = 1.002
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練習 4.23 x ; 0 のとき，次の関数について，1次の近似式を作れ．

(1) ex

(2) log(1 + x)

(3)
1

1 + x

練習 4.24 1次の近似式を用いて，次の数の近似値を求めよ．

(1) 4
√

16.1

(2) log 1.01

(3)
1

0.998
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4.2.4 補充問題

4 方程式 x2 = aex が異なる 3個の実数解をもつように，定数 aの値の範囲を定
めよ．

5 座標平面上を運動する点Pの，時刻 tにおける座標 (x, y)が次の式で与えられ
るとき，加速度の大きさを求めよ．

x = a(ωt− sin ωt), y = a(1− cos ωt) (a，ωは正の定数)
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6 球が毎秒 8cm3の割合で体積を増しているとする．体積を増し始めてから t秒
後の球の半径，表面積，体積を，それぞれ r cm，S cm2，V cm3 とするとき，
r = 2 のときの変化率 dV

dt
，dr

dt
，dS

dt
をそれぞれ求めよ．

4.3 章末問題

4.3.1 章末問題A

1 次の曲線の，与えられた点における接線と法線の方程式を求めよ．

(1) y =
x− 2

x + 2
，点 (2, 0)

(2) y = tan x，点
(π

4
, 1

)
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2 次の関数の増減を調べ，極値を求めよ．

(1) y = x2 log x

(2) y = |x3 − 3x|
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3 次の関数のグラフの概形をかけ．

(1) y =
(x− 1)2

x2 + 1
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(2) y = sin 2x + 2 cos x (0 5 x 5 π)
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4 円に内接する二等辺三角形の中で，周の長
さが最大になるものは正三角形である．こ
のことを，円の半径を r，二等辺三角形の
頂角の大きさを 2θとし，周の長さ lを θの
関数で表すことによって証明せよ．

　

θ θ

A

B C

2θr

O



180 第 4章 微分法の応用

5 aを定数とする．曲線 y =
x

x2 + a
の変曲点の個数を，次の各場合について求

めよ．

(1) a > 0 (2) a = 0 (3) a < 0
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6 x > 0 のとき，次の不等式を証明せよ．

(1) cos x > 1− x2

2

(2) sin x > x− x3

6
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4.3.2 章末問題B

7 曲線 y =
√

x 上の原点以外の任意の点 Pにおける法線が x軸と交わる点をQ

とし，Pから x軸に下ろした垂線をPRとする．このとき，線分QRの長さは
一定であることを証明せよ．

8 2つの曲線 y = ax2 + b，y = log x が，点A(e, 1)を共有し，かつ点Aで共通
な接線をもつように，定数 a，bの値を定めよ．
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9 体積が一定である直円柱の表面積を最小にするには，高さと底面の半径の比を
どのようにすればよいか．

10 3次関数 f(x) = x3 + 3ax2 + 3bx + c のグラフをCとし，曲線Cの変曲点をA

とする．曲線C上にA以外の任意の点Pをとり，点Aに関して点Pと対称な
点をQとすると，Qも曲線C上にあることを示せ．
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11 座標平面上を運動する点Pの時刻 tにおけ
る座標が，x = 4 cos t，y = sin 2t で与え
られるとき，0 5 t 5 2π における点 Pの
速さの最大値と最小値を求めよ．

　

O

y

x4−4

12 地面に垂直な壁に長さ5mの棒を立てかけ，
この棒の下端Aを，地面上を毎秒 0.3mの
速さで壁から垂直に遠ざける．棒の下端A

が壁から 4m離れたときに，棒の上端Bが
壁面上を動く速さを求めよ．

　

5m

A

B

ヒント¶ ³

9 体積を定数 k，底面の半径を変数 xとして，表面積を xの関数で表す．

12 点Oを座標平面の原点とし，直線OAを x軸，直線OBを y軸とする．

OA = x，OB = y とおくと，dx
dt

= 0.3 である．
µ ´
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5.1 不定積分

5.1.1 不定積分とその基本性質

A〉〉不定積分

数学 IIで学んだように，微分すると f(x)になる関数があれば，その関数を f(x)の
原始関数という．F (x)が f(x)の原始関数であるとき，すなわち F ′(x) = f(x) のと
き，任意の定数Cに対して

(F (x) + C)′ = F ′(x) = f(x)

が成り立つから，F (x) + C も f(x)の原始関数である．
また，F (x)とG(x)がともに f(x)の原始関数ならば，G′(x) = F ′(x) となるから，

139ページで学んだように

G(x) = F (x) + C

となる定数Cが存在する．
以上からわかるように，関数 f(x)の原始関数が存在するならば，それは無数にあ

る．その 1つを F (x)とすると，f(x)の原始関数全体は，次の形に書き表される．

F (x) + C Cは任意の定数

この表示を f(x)の不定積分といい1，
∫

f(x) dx で表す．f(x)の不定積分を求める

ことを，f(x)を積分するといい，上の定数Cを積分定数という．また，f(x)を被積
分関数といい，xを積分変数という．

f(x)の不定積分¶ ³

F ′(x) = f(x) のとき，f(x)の不定積分は∫
f(x) dx = F (x) + C Cは積分定数

µ ´
1 不定積分を原始関数と同じ意味で用いることもある．

185
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関数の不定積分を求めるには，導関数の公式が逆に利用される．
実数 αについて，(xα+1)′ = (α + 1)xαが成り立つ．また，(log |x|)′ = 1

x が成り立
つ．これらのことから，次の公式が得られる．

x¸の不定積分¶ ³
∫

x¸ dx =
1

α + 1
x¸+1 + C ただし，α 6= −1

∫
1

x
dx = log |x| + C

µ ´
注意 不定積分におけるCは積分定数を表すが，今後はその断りを省略する．

例 5.1 (1)

∫
1

x4
dx=

∫
x−4 dx =

1

−4 + 1
x−4+1 + C

=−1

3
x−3 + C = − 1

3x3
+ C

(2)

∫ √
x dx=

∫
x

1
2 dx =

1
1
2 + 1

x
1
2
+1 + C

=
2

3
x

3
2 + C =

2

3
x
√

x + C ← x
3
2 =

√
x3 = x

√
x

注意 今後は，
∫

1

f(x)
dx を

∫
dx

f(x)
と書くことがある．

練習 5.1 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
x5 dx (2)

∫
dx

x3

(3)

∫
x

1
3 dx (4)

∫
x−

1
3 dx

(5)

∫
x
√

x dx (6)

∫
dx√

x
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B〉〉不定積分の基本性質

不定積分について，次の公式が成り立つ．ただし，このように書いた不定積分に
ついての等式では，両辺の積分定数の違いは無視することにする．
関数の定数倍および和，差の不定積分¶ ³

1

∫
kf(x) dx = k

∫
f(x) dx kは定数

2

∫
{f(x) + g(x)}dx =

∫
f(x) dx +

∫
g(x) dx

3

∫
{f(x) − g(x)}dx =

∫
f(x) dx −

∫
g(x) dx

µ ´

例 5.2

∫
(x− 1)(x− 2)

x2
dx=

∫
x2 − 3x + 2

x2
dx =

∫ (
1− 3

x
+

2

x2

)
dx

=

∫
dx− 3

∫
dx

x
+ 2

∫
dx

x2

=x− 3 log |x| − 2

x
+ C

注意 不定積分を求める計算では，記号
∫
が取れた段階で積分定数Cをつければよ

い．また，
∫

1 dx は 1を省略して
∫

dx と書くことがある．

積分変数が x以外の場合も，同様にして不定積分が求められる．

練習 5.2 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
x2 − 4x + 1

x3
dx (2)

∫
(x2 − 2)(x2 − 3)

x4
dx
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(3)

∫
x + 2√

x
dx (4)

∫
(
√

x− 1)2

x
dx

(5)

∫
1− y − y2

y2
dy (6)

∫ (
3t2 − 1

t

)2

dt
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C〉〉三角関数，指数関数の不定積分

三角関数，指数関数の微分については，次の公式を学んだ．

(sin x)′ = cos x (cos x)′ = − sin x (tan x)′ =
1

cos2 x
(ex)′ = ex (ax)′ = ax log a

これらの公式から，次の公式が得られる．
三角関数，指数関数の不定積分¶ ³

∫
sin x dx = − cos x + C,

∫
cos x dx = sin x + C

∫
dx

cos2 x
= tan x + C,

∫
ex dx = ex + C,

∫
ax dx =

ax

log a
+ C

µ ´

例 5.3 (1)

∫
(2 sin x + 3 cos x)dx= 2

∫
sin x dx + 3

∫
cos x dx

=−2 cos x + 3 sin x + C

(2)

∫
tan2 x dx=

∫ (
1

cos2 x
− 1

)
dx ← 1 + tan2 x =

1

cos2 x

=tan x− x + C

例 5.4

∫
(3ex − 2x)dx = 3

∫
ex dx−

∫
2x dx = 3ex − 2x

log 2
+ C

練習 5.3 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
(cos x− 2 sin x)dx (2)

∫
2 cos3 x− 1

cos2 x
dx
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(3)

∫
dx

sin2 x− 1
(4)

∫
(2− tan θ) cos θ dθ

(5)

∫
4x dx (6)

∫
(3x − 2ex)dx

5.1.2 置換積分法と部分積分法

A〉〉f(ax + b)の不定積分

関数 f(x)の原始関数F (x)を利用して，合成関数 f(ax + b)の不定積分を求めるこ
とを考えよう．

F ′(x) = f(x) であるから，合成関数の微分法により

d

dx
F (ax + b) = aF ′(ax + b) = af(ax + b)

が成り立つ．したがって，次の公式が得られる．
f(ax + b)の不定積分¶ ³

F ′(x) = f(x)，a 6= 0 とするとき
∫

f(ax + b)dx =
1

a
F (ax + b) + C

µ ´
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例 5.5 (1)

∫ √
3x + 2 dx=

∫
(3x + 2)

1
2 dx =

1

3
·(3x + 2)

1
2
+1

1
2 + 1

+ C

=
2

9
(3x + 2)

3
2 + C =

2

9
(3x + 2)

√
3x + 2 + C

(2)

∫
cos 4x dx =

1

4
sin 4x + C

(3)

∫
e1−2x dx = −1

2
e1−2x + C

練習 5.4 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
(3x + 1)4 dx (2)

∫
(4x− 3)−3 dx

(3)

∫ √
2x + 1 dx (4)

∫
1√

1− 2x
dx

(5)

∫
sin 2x dx (6)

∫
e3x−1 dx
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B〉〉置換積分法

F (x)を f(x)の原始関数とする．xが tの関数として x = g(t) と表されるとき，
y = F (x) は tの関数でもある．g(t)が微分可能なとき

dy

dx
= F ′(x) = f(x)

dy

dt
=

dy

dx
·dx

dt
= f(x)g′(t) = f(g(t))g′(t) ←合成関数の微分法

yを 2通りの不定積分で表すと，次の置換積分法の公式が成り立つ．

置換積分法 (1)¶ ³

1

∫
f(x) dx =

∫
f(g(t))g0(t) dt ただし x = g(t)

µ ´

注意 g′(t) =
dx

dt
であるから，

∫
f(x) dx =

∫
f(g(t))

dx

dt
dt と書くことができる．

例題 5.1 不定積分
∫

x
√

1− x dx を求めよ．

解答
√

1− x = t とおくと x = 1− t2，
dx

dt
= −2t

よって
∫

x
√

1− x dx=

∫
(1− t2)t·(−2t)dt = 2

∫
(t4 − t2)dt

=2

(
t5

5
− t3

3

)
+ C =

2

15
t3(3t2 − 5) + C

=− 2

15
(3x + 2)(1− x)

√
1− x + C

練習 5.5 例題 5.1の不定積分を，1− x = t とおいて求めよ．
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練習 5.6 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
x(1− x)4 dx

(2)

∫
x
√

2x− 1 dx

(3)

∫
x√

x + 1
dx
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C〉〉f(g(x))g0(x)の不定積分

前ページの置換積分法 (1)の公式において，左辺と右辺を入れ替えて，積分変数 t，
xをそれぞれ x，uに書き変えると，次の公式が得られる．
置換積分法 (2)¶ ³

2

∫
f(g(x))g0(x) dx =

∫
f(u) du ただし u = g(x)

µ ´

注意 g′(x) =
du

dx
を形式的に g′(x) dx = du と書き表すと，公式が覚えやすい．

例題 5.2 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
x
√

x2 + 1 dx (2)

∫
cos2 x sin x dx

解答 (1) x2 + 1 = u とおくと 2x dx = du ← 2x =
du

dx
　

∫
x
√

x2 + 1 dx =
1

2

∫ √
x2 + 1·2x dx

=
1

2

∫ √
u du =

1

2
·2
3
u

3
2 + C

=
1

3
(x2 + 1)

√
x2 + 1 + C

(2) cos x = u とおくと (− sin x)dx = du ←− sin x =
du

dx
　

∫
cos2 x sin x dx = −

∫
cos2 x(− sin x)dx

= −
∫

u2 du = −1

3
u3 + C

= −1

3
cos3 x + C
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練習 5.7 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
x2
√

x3 + 2 dx (2)

∫
sin3 x cos x dx

(3)

∫
log x

x
dx (4)

∫
xex2

dx
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194ページの公式 2において，とくに f(u) =
1

u
とすると

∫
g′(x)

g(x)
dx =

∫
1

u
du = log |u|+ C = log |g(x)|+ C

となる．すなわち，次の公式が成り立つ．¶ ³

3

∫
g0(x)

g(x)
dx = log |g(x)| + C

µ ´

例題 5.3 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
2x

x2 − 3
dx (2)

∫
tan x dx

解答 (1)

∫
2x

x2 − 3
dx =

∫
(x2 − 3)′

x2 − 3
dx = log |x2 − 3|+ C

(2)

∫
tan x dx =

∫
sin x

cos x
dx = −

∫
(cos x)′

cos x
dx = − log | cos x|+ C

練習 5.8 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
2x + 1

x2 + x− 1
dx

(2)

∫
ex

ex + 1
dx

(3)

∫
dx

tan x



5.1. 不定積分 197

D〉〉部分積分法

積の微分法の公式 {f(x)g(x)}′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

より，f(x)g(x)は右辺の関数の原始関数である．

よって f(x)g(x) =

∫
f ′(x)g(x) dx +

∫
f(x)g′(x) dx

これより，次の部分積分法の公式が成り立つ．
部分積分法¶ ³

4

∫
f(x)g0(x) dx = f(x)g(x) −

∫
f 0(x)g(x) dx

µ ´

例題 5.4 不定積分
∫

x cos x dx を求めよ．

解答

∫
x cos x dx=

∫
x(sin x)′ dx

=x sin x−
∫

(x)′ sin x dx

=x sin x−
∫

sin x dx

=x sin x + cos x + C

←
Z

x g′(x) dx の形と考える．

部分積分法の公式を利用すると，とくに次のことが成り立つ．∫
x g′(x) dx = x g(x)−

∫
g(x) dx

練習 5.9 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
x sin x dx (2)

∫
xe−x dx
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応用例題 5.1 次の不定積分を求めよ．
∫

log x dx

考え方〉〉log x = (log x)·1 = (log x)·(x)′ と考える．

解答

∫
log x dx=

∫
(log x)·(x)′ dx

=(log x)·x−
∫

(log x)′·x dx

=x log x−
∫

1

x
·x dx

=x log x− x + C

練習 5.10 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
log 2x dx

(2)

∫
log x2 dx

(3)

∫
x log x dx
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5.1.3 いろいろな関数の不定積分

A〉〉分数関数の不定積分

分数関数の不定積分を求めるとき，式をうまく変形すると，これまでに学んだ不
定積分の公式が利用できるようになる場合がある．

例題 5.5 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
2x2 + 1

x + 1
dx (2)

∫
dx

x2 − 1

解答 (1)
2x2 + 1

x + 1
= 2x− 2 +

3

x + 1
であるから

∫
2x2 + 1

x + 1
dx=

∫ (
2x− 2 +

3

x + 1

)
dx

=x2 − 2x + 3 log |x + 1|+ C

(2)
1

x2 − 1
=

1

2

(
1

x− 1
− 1

x + 1

)
であるから

∫
dx

x2 − 1
=

1

2

∫ (
1

x− 1
− 1

x + 1

)
dx

=
1

2
(log |x− 1| − log |x + 1|) + C

=
1

2
log

∣∣∣∣
x− 1

x + 1

∣∣∣∣ + C

← 2x2 + 1 を x + 1 で割った

商が 2x− 2，余りが 3 である．

注意 例題 5.5(2)のように，1つの分数式を簡単な分数式の差や和の形で表わす変形
を，部分分数に分解するという．

練習 5.11
x

(x + 1)(x + 2)
=

a

x + 1
+

b

x + 2
を満たす定数 a，bの値を求めよ．また，

この結果を利用して，不定積分
∫

x

(x + 1)(x + 2)
dx を求めよ．
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練習 5.12 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
x2 − 1

x + 2
dx

(2)

∫
4x2

2x− 1
dx

(3)

∫
3

x2 + x− 2
dx
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B〉〉三角関数に関する不定積分

三角関数に関する積分では，次の公式がよく使われる．

sin2 α =
1− cos 2α

2
，cos2 α =

1 + cos 2α

2
，sin α cos α =

sin 2α

2

また，積を和や差の形にするとき，次の公式が使われる．

sin α cos β =
1

2
{sin(α + β) + sin(α− β)}

cos α cos β =
1

2
{cos(α + β) + cos(α− β)}

sin α sin β = −1

2
{cos(α + β)− cos(α− β)}

←右辺を計算すれば

左辺を導くことが

できる．

例題 5.6 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
sin2 x dx (2)

∫
sin 3x cos x dx

解答 (1)

∫
sin2 x dx=

∫
1− cos 2x

2
dx =

1

2

∫
(1− cos 2x)dx

=
1

2

(
x− 1

2
sin 2x

)
+ C =

1

2
x− 1

4
sin 2x + C

(2)

∫
sin 3x cos x dx=

1

2

∫
(sin 4x + sin 2x)dx

=
1

2

(
−1

4
cos 4x− 1

2
cos 2x

)
+ C

=−1

8
cos 4x− 1

4
cos 2x + C

練習 5.13 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
cos2 x dx
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(2)

∫
sin2 3x dx

(3)

∫
cos 3x cos 2x dx

(4)

∫
sin x sin 3x dx



5.1. 不定積分 203

5.1.4 補充問題

1 次のことを示せ．

(1)

∫
dx

sin2 x
= − 1

tan x
+ C (2)

∫
dx

tan2 x
= − 1

tan x
− x + C

2 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
x√

4− x2
dx (2)

∫
dx

ex + 1
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(3)

∫
log(x + 1)

x2
dx (4)

∫
(sin x + cos x)2 dx

(5)

∫
sin3 x dx (6)

∫
cos4 x dx
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3 不定積分
∫

dx

1 + cos x
を，次の各方法により求めよ．

(1) 分母と分子に 1− cos x を掛ける．

(2) 1 + cos x = 2 cos2 x

2
を利用する．

4 次の 2つの条件をともに満たす関数 F (x)を求めよ．

［1］ F ′(x) =
1

x2 + 3x + 2
［2］ F (0) = 0
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5.2 定積分

5.2.1 定積分とその基本性質

A〉〉定積分

数学 IIで学んだように，関数 f(x)の定積分
∫ b

a

f(x) dx は，次のように定義され

る．aをこの定積分の下端，bを上端という．
定積分¶ ³

区間 [a, b]で連続な関数 f(x)の原始関数の 1つを F (x)とするとき

∫ b

a

f(x) dx =

[
F (x)

]b

a

= F (b) − F (a)

µ ´

定積分
∫ b

a

f(x) dx を求めることを，f(x)

を aから bまで積分するという．

区間 [a, b]で常に f(x) = 0 のとき，定積

分
∫ b

a

f(x) dx は，曲線 y = f(x) と x軸およ

び 2直線 x = a，x = b で囲まれた右の図の

斜線部分の面積 Sを表す．

　

O

y

x

S

∫ b

a

f(x) dx
y=f(x)

a b

例 5.6 (1)

∫ 4

1

√
x dx =

[
2

3
x
√

x

]4

1

=
2

3
(4
√

4− 1) =
14

3

(2)

∫ π
2

0

sin θ dθ =

[
− cos θ

]π
2

0

= 0− (−1) = 1
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練習 5.14 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ 2

1

dx

x2
(2)

∫ 8

1

3
√

x dx

(3)

∫ π
2

0

cos θ dθ (4)

∫ 1

0

ex dx

(5)

∫ −1

−2

dx

x
(6)

∫ 1

−1

2x dx
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B〉〉定積分の基本性質

数学 IIで学んだように，定積分について，次のことが成り立つ．
定積分の性質¶ ³

1

∫ b

a

k f(x) dx = k

∫ b

a

f(x) dx kは定数

2

∫ b

a

{f(x) + g(x)}dx =

∫ b

a

f(x) dx +

∫ b

a

g(x) dx

3

∫ b

a

{f(x) − g(x)}dx =

∫ b

a

f(x) dx −
∫ b

a

g(x) dx

4

∫ a

a

f(x) dx = 0

5

∫ a

b

f(x) dx = −
∫ b

a

f(x) dx

6

∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx +

∫ b

c

f(x) dx

µ ´

例 5.7 (1)

∫ 2

1

3x− 4

x2
dx=

∫ 2

1

(
3

x
− 4

x2

)
dx = 3

∫ 2

1

dx

x
− 4

∫ 2

1

dx

x2

=3

[
log x

]2

1

− 4

[
−1

x

]2

1

=3(log 2− log 1)− 4

(
−1

2
+ 1

)

=3 log 2− 2

(2)

∫ π

0

sin2 x dx=

∫ π

0

1− cos 2x

2
dx =

1

2

∫ π

0

(1− cos 2x)dx

=
1

2

[
x− 1

2
sin 2x

]π

0

=
π

2
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練習 5.15 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ 2

1

√
x + 1 dx (2)

∫ 1

0

(2x + 1)3 dx

(3)

∫ 1

−1

(et − e−t)dt (4)

∫ π

0

sin 2x dx

(5)

∫ 2π

0

cos2 x dx (6)

∫ π
2

0

sin 4θ cos 2θ dθ
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C〉〉絶対値のついた関数の定積分

関数 f(x)が

a 5 x 5 c で f(x) = 0， c 5 x 5 b で f(x) 5 0

であるとき，絶対値のついた関数 |f(x)|を aから bまで積分するには，次のように区
間を分けて行う．

∫ b

a

|f(x)|dx =

∫ c

a

f(x) dx +

∫ b

c

{−f(x)} dx

この定積分は，y = |f(x)| のグラフと x軸およ
び 2直線 x = a，x = b で囲まれた 2つの部分
の面積の和を表している．

　

O

y

xa b

y = |f(x)|

y = f(x)

c

例題 5.7 定積分
∫ 2π

0

| sin x| dx を求めよ．

解答 0 5 x 5 π のとき

| sin x| = sin x

π 5 x 5 2π のとき

| sin x| = − sin x

であるから

　

O

y

xπ 2π

y = | sin x|

∫ 2π

0

| sin x| dx =

∫ π

0

sin x dx +

∫ 2π

π

(− sin x)dx

=

[
− cos x

]π

0

+

[
cos x

]2π

π

= (1 + 1) + (1 + 1) = 4
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練習 5.16 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ π

0

| cos x|dx

O

y

xπ
2

π

y = | cos x|

(2)

∫ 2

−1

|ex − 1|dx

O

y

x2−1

y = |ex − 1|
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5.2.2 置換積分法と部分積分法

A〉〉定積分の置換積分法

F (x)を f(x)の原始関数とする．xが微分
可能な関数 g(t)を用いて，x = g(t)と表され
るとき，合成関数の微分法により

d

dt
F (g(t)) = f(g(t))g′(t)

となる．a = g(α)，b = g(β) とすると

　

O

x

t

x = g(t)

α β

b

a

∫ β

α

f(g(t))g′(t) dt =

[
F (g(t))

]β

α

= F (g(β))− F (g(α))

= F (b)− F (a) =

∫ b

a

f(x) dx

となる．したがって，次の公式が成り立つ．
定積分の置換積分法¶ ³

x = g(t) とおくとき，a = g(α)，b = g(β) ならば
∫ b

a

f(x)dx =

∫ ˛

¸

f(g(t))g0(t)dt

x a−→ b

t α−→β

µ ´

例 5.8 定積分
∫ 2

1

x(2− x)4 dx を求めてみよう．

2− x = t とおくと

x = 2− t，dx = (−1)dt ←dx

dt
= −1

xと tの対応は右のよ

うになる．

x 1−→ 2

t 1−→ 0

よって

　

O

x

t1

1

2
x=2− t

∫ 2

1

x(2− x)4 dx =

∫ 0

1

(2− t)t4·(−1)dt =

∫ 1

0

(2t4 − t5)dt

=

[
2

5
t5 − 1

6
t6

]1

0

=
2

5
− 1

6
=

7

30
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練習 5.17 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ 1

0

x(1− x)5 dx

(2)

∫ 5

2

x
√

x− 1 dx
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例題 5.8 aを正の定数とするとき，定積分
∫ a

0

√
a2 − x2 dx を求めよ．

解答 x = a sin θ とおくと dx = a cos θ dθ ←dx
dθ

= a cos θ　

xと θの対応は右のようになる．

この範囲では cos θ = 0 である．

また，a > 0 であるから

x 0−→ a

θ 0−→ π
2

√
a2 − x2 =

√
a2(1− sin2 θ) =

√
a2 cos2 θ = a cos θ

よって
∫ a

0

√
a2 − x2 dx =

∫ π
2

0

(a cos θ)a cos θ dθ = a2

∫ π
2

0

cos2 θ dθ

= a2

∫ π
2

0

1 + cos 2θ

2
dθ =

a2

2

[
θ +

1

2
sin 2θ

]π
2

0

=
πa2

4

補足 例題 5.8の定積分において，被積分関数

y =
√

a2 − x2

のグラフは，右の図のような半円を表す．

定積分
∫ a

0

√
a2 − x2 dx は，半径 aの四分

円の面積を表す．

　

O

y

x

y=
√

a2 − x2
a

a−a

練習 5.18 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ 1

0

√
1− x2 dx
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(2)

∫ 3

−3

√
9− x2 dx

(3)

∫ √
3

−1

√
4− x2 dx

(4)

∫ √
3

1

dx√
4− x2
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応用例題 5.2 定積分
∫ 1

0

dx

x2 + 1
を求めよ．

考え方〉〉 x = tan θ とおいて，tan2 θ + 1 =
1

cos2 θ
を利用する．

解答 x = tan θ とおくと dx =
1

cos2 θ
dθ

xと θの対応は右のようになる．

　x 0−→ 1

θ 0−→ π
4

よって
∫ 1

0

dx

x2 + 1
=

∫ π
4

0

1

tan2 θ + 1
· 1

cos2 θ
dθ

=

∫ π
4

0

dθ =

[
θ

]π
4

0

=
π

4

注意 被積分関数が
1

x2 + a2
(a > 0)のときは，x = a tan θ とおくとよい．

練習 5.19 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ √
3

0

dx

x2 + 1
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(2)

∫ 2

−2

dx

x2 + 4

B〉〉偶関数と奇関数の定積分

関数 f(x)において
f(−x) = f(x) が常に成り立つとき，この関数を偶関数といい，
f(−x) = −f(x) が常に成り立つとき，この関数を奇関数という2．

たとえば，x2，cos x は偶関数であり，x，sin xは奇関数である．

O

y

xa−a

f(a)

y = f(x)

偶関数

a
−a

f(a)

−f(a)

y = f(x)

O

y

x

奇関数

練習 5.20 次の関数の中から，偶関数，奇関数を選べ．
1© x3 2© x4 + 3 3© tan x 4© x + cos x

2偶関数のグラフは y軸について対称で，奇関数のグラフは原点について対称である．
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関数 f(x)が偶関数または奇関数のとき，次のことが成り立つ．

偶関数，奇関数と定積分¶ ³

1 偶関数 f(x)について
∫ a

`a
f(x) dx = 2

∫ a

0

f(x) dx

2 奇関数 f(x)について
∫ a

`a
f(x) dx = 0

µ ´
証明 常に次の等式が成り立つ．

∫ a

−a

f(x) dx =

∫ 0

−a

f(x) dx +

∫ a

0

f(x) dx · · · 1©

∫ 0

−a

f(x) dx において x = −t とおくと dx = (−1)dt ← dx
dt

= −1

また，xと tの対応は右のようになる．

よって
x −a−→ 0

t a−→ 0

∫ 0

−a

f(x) dx =

∫ 0

a

f(−t)·(−1)dt

=

∫ a

0

f(−t) dt =

∫ a

0

f(−x) dx

したがって， 1©から
∫ a

−a

f(x) dx =

∫ a

0

{f(−x) + f(x)}dx

右辺において，f(x)が偶関数ならば f(−x) = f(x)，奇関数ならば

f(−x) = −f(x) であるから，1，2が成り立つ． 証終

例 5.9 (1) f(x) = cos x は偶関数であるから
∫ π

2

−π
2

cos x dx = 2

∫ π
2

0

cos x dx = 2

[
sin x

]π
2

0

= 2

(2) f(x) = sin x は奇関数であるから
∫ π

−π

sin x dx = 0
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練習 5.21 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ 2

−2

(x3 + 3x2 + 4x + 5) dx (2)

∫ 1

−1

(ex − e−x) dx

(3)

∫ 2

−2

x
√

4− x2 dx (4)

∫ π
2

−π
2

sin2 x dx

C〉〉定積分の部分積分

不定積分の部分積分法の公式から，次の公式が得られる．
定積分の部分積分法¶ ³

∫ b

a

f(x)g0(x) dx =

[
f(x)g(x)

]b

a

−
∫ b

a

f 0(x)g(x) dx

µ ´

例題 5.9 定積分
∫ π

2

0

x cos x dx を求めよ．

解答

∫ π
2

0

x cos x dx=

∫ π
2

0

x(sin x)′dx

=

[
x sin x

]π
2

0

−
∫ π

2

0

(x)′ sin x dx

=
π

2
−

∫ π
2

0

sin x dx

=
π

2
−

[
− cos x

]π
2

0

=
π

2
− 1
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練習 5.22 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ π

0

x sin x dx

(2)

∫ 1

0

xex dx

(3)

∫ 2

1

x log x dx
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練習 5.23 部分積分法によって，定積分
∫ 1

−1

(x + 1)3(x− 1) dx を求めよ．

5.2.3 定積分のいろいろな問題

A〉〉定積分と導関数

aを定数とするとき，定積分
∫ x

a

f(t) dtは xの関数である．

F ′(t) = f(t) とすると
∫ x

a

f(t) dt = F (x)− F (a)

この両辺の関数を xで微分すると，次の公式が得られる．
定積分と導関数¶ ³

aが定数のとき
d

dx

∫ x

a

f(t) dt = f(x)

µ ´

練習 5.24 次の関数を xで微分せよ．

(1)

∫ x

0

sin t dt (2)

∫ x

1

t log t dt
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応用例題 5.3 関数 G(x) =

∫ x

0

(x− t) cos t dt の導関数を求めよ．

考え方〉〉定積分の計算では，積分変数 tと異なる xは定数として扱う．

すなわち，
∫ x

0

x cos t dt = x

∫ x

0

cos t dt となる．

なお，
∫ x

0

cos t dt は xの関数である．

解答 G(x) = x

∫ x

0

cos t dt−
∫ x

0

t cos t dt であるから

G′(x) = (x)′
∫ x

0

cos t dt + x

(
d

dx

∫ x

0

cos t dt

)
− d

dx

∫ x

0

t cos t dt

=

∫ x

0

cos t dt + x· cos x− x cos x

=

[
sin t

]x

0

= sin x

練習 5.25 次の関数G(x)について，G′(x)，G′′(x)を求めよ．

G(x) =

∫ x

0

(x− t)et dt
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B〉〉定積分と和の極限

関数 f(x) = x2について，曲線 y = f(x)

と x軸および直線 x = 1 で囲まれた部分の
面積 Sを考えてみよう．
定積分を用いて Sを求めると

S =

∫ 1

0

x2 dx =

[
x3

3

]1

0

=
1

3

である．

　

［1］

O

y

x1

1

y = x2

S

一方，図［2］のように区間 [0, 1]を n等
分して n個の長方形を作り，それらの面積
の和を Snとする．n −→ ∞ のとき，この
長方形の集まりは図［1］の斜線で示した図
形に限りになく近づくから，Sn −→ S と予
想される．

　
［2］

O

y

x1

1

y = x2

1
n

2
n n− 1

n

Sn

実際に計算してみよう．

Sn =
1

n

{(
1

n

)2

+

(
2

n

)2

+

(
3

n

)2

+ · · ·+
(n

n

)2
}

=
1

n

n∑

k=1

(
k

n

)2

=
1

n3

n∑

k=1

k2

=
1

n3
·1
6
n(n + 1)(2n + 1)

であるから

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

1

6

(
1 +

1

n

)(
2 +

1

n

)
=

1

3

よって， lim
n→∞

Sn = S が成り立つことが計算で確かめられた．
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練習 5.26 前ページの Sn の代わりに，
右の図［3］の長方形の面積の和 Tn を
考えても， lim

n→∞
Tn = S となることを

示せ．

　
［3］

O

y

x1

1

y = x2

1
n

2
n n− 1

n

Tn
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これまでに示したような方法で，与えられた図形の面積を求めることを，一般に
区分求積法という．

関数 f(x)が区間 [a, b]で連続で，常......に........f(x) = 0.........................の......と......き......，面積 S =

∫ b

a

f(x) dx を

区分求積法で考えてみよう．

区間 [a, b]をn等分して，その分点の座標を，
aに近い方から順に

x1, x2, x3, · · · , xn−1

とし，次のようにおく．

a = x0, b = xn,
b− a

n
= ∆x

このとき，右の図の斜線部分の面積 Snは

　

O

y

x

y = f(x)

Sn

a x1 x2 b
|| ||
x0 xn

xn−1

∆x

Sn = f(x1)∆x + f(x2)∆x + f(x3)∆x + · · ·+ f(xn)∆x

であり，n −→∞ のとき Sn −→ S と考えられる．
一般に，常に f(x) = 0 と仮定しなくても，次のことが成り立つ．

区分求積法と定積分¶ ³

lim
n!1

n∑

k=1

f(xk)∆x =

∫ b

a

f(x) dx ただし ∆x =
b− a

n
，xk = a + k∆x

µ ´
上の公式で，とくに a = 0，b = 1 とすると，次の等式が成り立つ．

lim
n!1

1

n

n∑

k=1

f

(
k

n

)
=

∫ 1

0

f(x) dx ← ∆x =
1

n
, xk =

k

n



226 第 5章 積分法とその応用

応用例題 5.4 極限値 lim
n→∞

(
1

n + 1
+

1

n + 2
+

1

n + 3
+ · · ·+ 1

n + n

)
を求めよ．

考え方〉〉
1

n

n∑

k=1

f

(
k

n

)
の形を作るために，

1

n
をくくり出す．

解答 この極限値を Sとする．

S = lim
n→∞

1

n

(
1

1 + 1
n

+
1

1 + 2
n

+
1

1 + 3
n

+ · · ·+ 1

1 + n
n

)

= lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

(
1

1 + k
n

)

ここで，f(x) =
1

1 + x
とすると，求める極限値は

S = lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

f

(
k

n

)
=

∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 1

0

dx

1 + x
=

[
log(1 + x)

]1

0

= log 2

練習 5.27 次の極限値を求めよ．

(1) lim
n→∞

1

n5
(14 + 24 + 34 + · · ·+ n4)

(2) lim
n→∞

(√
1

n3
+

√
2

n3
+

√
3

n3
+ · · ·+

√
n

n3

)
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C〉〉定積分と不等式

関数 f(x) が区間 [a, b] で連続なとき，
y = f(x) のグラフと x軸および 2直線
x = a，x = b で囲まれた部分の面積につ
いて考えると，次のことが成り立つ．¶ ³

f(x) = 0 で，常には f(x) = 0 でない

ならば
∫ b

a

f(x) dx > 0

µ ´

　

O

y

x

∫ b

a

f(x) dx
y=f(x)

a b

さらに，次のことが成り立つ．
定積分と不等式¶ ³

区間 [a, b]で連続な関数 f(x)，g(x)について

f(x) = g(x) ならば
∫ b

a

f(x) dx =
∫ b

a

g(x) dx

等号は，常に f(x) = g(x) のときに成り立つ．
µ ´

例題 5.10 次のことを示せ．

(1) x = 0 のとき
1

x2 + x + 1
= 1

(x + 1)2

(2)

∫ 1

0

dx

x2 + x + 1
>

1

2

解答 (1) x = 0 のとき x2 + x + 1 5 (x2 + x + 1) + x

すなわち x2 + x + 1 5 (x + 1)2

両辺とも正なので，逆数をとって
1

x2 + x + 1
= 1

(x + 1)2

(2) (1)の不等式では，常には
1

x2 + x + 1
=

1

(x + 1)2
でないから

∫ 1

0

dx

x2 + x + 1
>

∫ 1

0

dx

(x + 1)2

右辺は
∫ 1

0

dx

(x + 1)2
=

[
− 1

x + 1

]1

0

=
1

2

よって
∫ 1

0

dx

x2 + x + 1
>

1

2
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練習 5.28 次のことを示せ．

(1) x = 0 のとき
1

x2 + x + 1
5 1

x + 1

(2)

∫ 1

0

dx

x2 + x + 1
< log 2
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応用例題 5.5 関数 f(x) =
1

x
の定積分を利用して，次の不等式を証明せよ．

log n >
1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · ·+ 1

n
ただし，nは 2以上の自然数

考え方〉〉自然数 kに対して，k 5 x 5 k + 1 では f(x) = f(k + 1) である．

常には f(x) = f(k + 1) ではないから，
∫ k+1

k

1

x
dx >

∫ k+1

k

1

k + 1
dx が成り立つ．

証明 自然数 kに対して，k 5 x 5 k + 1 では

1

x
= 1

k + 1

常には
1

x
=

1

k + 1
ではないから

∫ k+1

k

1

x
dx >

∫ k+1

k

1

k + 1
dx

すなわち
∫ k+1

k

dx

x
>

1

k + 1

k = 1, 2, 3, · · · , n− 1 として，
辺々を加えると

　

O

y

xk k+1

y =
1

x

1

k + 1

O

y

x1 2 3 4

y =
1

x

∫ 2

1

dx

x
+

∫ 3

2

dx

x
+

∫ 4

3

dx

x
+ · · ·+

∫ n

n−1

dx

x
>

1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · ·+ 1

n

ここで 左辺 =

∫ n

1

dx

x
=

[
log x

]n

1

= log n ← log 1 = 0　

したがって log n >
1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · ·+ 1

n
証終
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練習 5.29 関数 f(x) =
1

x
の定積分を利用して，次の不等式を証明せよ．

1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
> log(n + 1) ただし，nは自然数

O

y

xk k+1

y =
1

x

1

k

O

y

x1 2 3 4

y =
1

x
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5.2.4 補充問題

5 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ 4

1

1 + x√
x

dx (2)

∫ π
3

0

tan θ dθ

(3)

∫ π

−π
6

cos2 2θ dθ (4)

∫ 2

0

x

(3− x)2
dx
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(5)

∫ 1

0

xe−x2

dx (6)

∫ 4

1

√
x log x dx

6 aを正の定数とする．次の定積分を求めよ．

(1)

∫ a

−a

x2
√

a2 − x2 dx (2)

∫ a

−a

x2

x2 + a2
dx
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7 次の関数を xで微分せよ．ただし，(2)では x > 0とする．

(1)

∫ 2x

x

sin θ dθ (2)

∫ x2

x

log t dt

8 等式 f(x) = x +

∫ x

0

f(t) sin t dt を満たす関数 f(x)を求めよ．
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5.3 積分法の応用

5.3.1 面積

A〉〉曲線 y = f(x) と面積

曲線 y = f(x)と面積について，次のことが成り立つ．

曲線 y = f(x) と面積¶ ³

区間 [a, b]で常に f(x) = 0 のとき，曲
線 y = f(x) と x軸および 2直線 x = a，
x = b で囲まれた部分の面積 Sは，

S =

∫ b

a

f(x) dx

　

O

y

x

S

y=f(x)

a b

µ ´

例 5.10 曲線 y = ex と x軸および 2直線 x = −1，
x = 1 で囲まれた部分の面積 Sは

S =

∫ 1

−1

ex dx =

[
ex

]1

−1

= e− 1

e

　

O

y

x

S

1−1

1

y=ex

練習 5.30 次の曲線と 2直線，および x軸で囲まれた部分の面積を求めよ．

(1) y = x3，x = 1，x = 2

O

y

x1 2

y = x3
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(2) y =
√

x + 1，x = 0，x = 3

O

y

x3−1

y =
√

x + 1

上の公式において，区間 [a, b]で常に f(x) 5 0の
ときは，Sは次の式で表される．

S =

∫ b

a

{−f(x)} dx

　

O

y

x

S

S

y=f(x)

y=−f(x)

a b

例題 5.11 次の曲線と x軸で囲まれた部分の面積 Sを求めよ．

y = x(x + 2)2

解答 この曲線と x軸の交点の x座標は，
方程式

x(x + 2)2 = 0

を解いて

x = 0,−2

区間 −2 5 x 5 0 では，常に

y 5 0

　

O

y

x
S

y=x(x + 2)2

−2

であるから，求める面積 Sは，

S =

∫ 0

−2

{−x(x + 2)2} dx = −
∫ 0

−2

(x3 + 4x2 + 4x) dx

= −
[

x4

4
+

4

3
x3 + 2x2

]0

−2

=
4

3
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練習 5.31 次の曲線と x軸で囲まれた部分の面積を求めよ．

(1) y = x2(x− 1)

O

y

x1

y = x2(x− 1)

(2) y = cos x

(
π

2
5 x 5 3

2
π

)

O

y

xπ
2

3
2
π

y = cos x

練習 5.32 次の曲線と x軸で囲まれた 2つの部分の面積の和を求めよ．

y = x(x + 1)(x− 2)

O

y

x
−1

2

y = x(x + 1)(x− 2)
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また，数学 IIで学んだように，次のことが成り立つ．
2曲線間の面積¶ ³

区間 a 5 x 5 b で常に f(x) = g(x) の
とき，2つの曲線 y = f(x)，y = g(x)と
2直線 x = a，x = b で囲まれた部分の
面積 Sは

S =

∫ b

a

{f(x) − g(x)} dx

　

S

a

O

y

xb

y=f(x)

y=g(x)

µ ´

例題 5.12 2つの曲線

y = sin x, y = cos x

で囲まれた右の図の斜線部
分の面積 Sを求めよ．

　

O

y

x

S

π
4

π
2

π
5
4π

y = sin x

y = cos x

解答 2つの曲線の共有点の x座標は，x =
π

4
,

5

4
π である．

斜線部分の範囲では，sin x = cos x であるから

S =

∫ 5
4
π

π
4

(sin x− cos x) dx =

[
− cos x− sin x

] 5
4
π

π
4

= 2
√

2

練習 5.33 次の曲線や直線で囲まれた部分の面積を求めよ．

(1) y = x2，y =
√

x

O

y

x
y = x2

y =
√

x

1



238 第 5章 積分法とその応用

(2) x + 4y = 5，xy = 1

O

y

x1 4

xy = 1

x + 4y = 5

yの関数 x = g(y) で表される曲線については，次のことが成り立つ．
¶ ³

区間 c 5 y 5 d で常に g(y) = 0 のとき，曲線 x = g(y) と y軸および
2直線 y = c，y = d で囲まれた部分の面積 Sは

S =

∫ d

c

g(y) dy

µ ´

例題 5.13 曲線 y = log x と x軸，y軸および直線 y = 1 で囲まれた部分の面積 Sを
求めよ．

解答 y = log x より

x = ey

常に ey > 0 であるから

S =

∫ 1

0

ey dy =

[
ey

]1

0

= e− 1

　

O

y

x
S

y = log x

1

1
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練習 5.34 次の放物線と直線で囲まれた部分の面積を求めよ．

(1) y2 = x− 1，x軸，y軸，y = 2

O

y

x

2

(2) x = y2，x = y + 2

O

y

x

2

−1
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B〉〉曲線で囲まれた図形の面積

応用例題 5.6 a > 0，b > 0 とする．楕円 x2

a2 +
y2

b2 = 1 によって囲まれた図形の面積
は πabであることを示せ．

考え方〉〉この楕円は x軸に関して対称である．y = 0 のとき，方程式を yに
ついて解き，y = 0 の部分を 2倍すればよい．

解答 求める面積 Sは，右の図の斜線部
分の面積を 2倍したものに等しい．
y = 0 のとき，方程式を yについ
て解くと

y =
b

a

√
a2 − x2

　

O

y

x

b

−b

a−a

よって S = 2

∫ a

−a

b

a

√
a2 − x2 dx =

2b

a

∫ a

−a

√
a2 − x2 dx

ここで，
∫ a

−a

√
a2 − x2 dx は，半径 aの円の面積の半分である．

したがって S =
2b

a
·πa2

2
= πab

練習 5.35 次の曲線で囲まれた図形の面積を求めよ．

4x2 + 2y2 = 1

O

y

x1
2

−1
2

1√
2

− 1√
2
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aを正の定数とする．θを媒介変数
として，媒介変数表示

x = a(θ − sin θ),

y = a(1− cos θ)

の表す曲線は，右の図のようになる．
この曲線をサイクロイドという．

　

O

y

x

2a

πa 2πa
(θ=0) (θ=π) (θ=2π)

応用例題 5.7 a > 0 とする．サイクロイド

x = a(θ − sin θ), y = a(1− cos θ) (0 5 θ 5 2π)

と x軸で囲まれた部分の面積 Sを求めよ．

考え方〉〉曲線が x軸と交わる点の x座標は，x = 0, 2πa であるから，

S =

∫ 2πa

0

y dx である．置換積分法によって求める．

解答 求める面積は，右の図の斜線部分
の面積であるから

S =

∫ 2πa

0

y dx

また，x = a(θ − sin θ) より

　

O

y

x

S

2πa

dx = a(1− cos θ)dθ ← dx

dθ
= a(1− cos θ)　

で，xと θの対応は右のようになる．
よって，置換積分法により x 0−→ 2πa

θ 0−→ 2π

S =

∫ 2πa

0

y dx

=

∫ 2π

0

a(1− cos θ)·a(1− cos θ) dθ

= a2

∫ 2π

0

(1− 2 cos θ + cos2 θ) dθ

= a2

∫ 2π

0

(
1− 2 cos θ +

1 + cos 2θ

2

)
dθ

= a2

[
3

2
θ − 2 sin θ +

1

4
sin 2θ

]2π

0

= 3πa2
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練習 5.36 次の曲線と x軸で囲まれた部分の面積を求めよ．

(1) x = 3 cos θ，y = 2 sin θ (0 5 θ 5 π)

O

y

x3−3

2

(θ = 0)

(
θ = π

2

)

(θ = π)

(2) x = cos θ，y = cos 2θ (0 5 θ 5 π)

O

y

x

1

1−1

−1

(θ = 0)(θ = π)

− 1√
2

1√
2

(
θ = π

4

)(
θ = 3

4
π
)

(
θ = π

2

)
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5.3.2 体積

A〉〉定積分と体積

立体図形の体積を計算する方法を考えよう．
226ページでは，平面図形の面積を区分求積法によって計算し，定積分を和の極限
で表した．立体図形の体積についても，区分求積法の考えを利用して定積分で表す
ことができる．

右の図のように，1つの立体が x軸に垂
直な 2平面 α，βに挟まれているとする．
この部分の体積を V とし，2平面 α，βと
x軸との交点A，Bの座標を，それぞれ a，
bとする．ただし，a < b である．

　 α βγ
S(x)

xbxa
A P B

このとき，座標が xである点 Pを通り x軸に垂直な平面 γによる立体の切り口の
断面積を S(x)とすると，体積 V は次の式で与えられる．

断面積S(x)と立体の体積V¶ ³

V =

∫ b

a

S(x) dx ただし a < b

µ ´
【解説】区間 a 5 x 5 b を n等分し，その分点

の座標を aに近いほうから順に

x1, x2, x3, · · · , xn−1

とする．また，

a = x0, b = xn,
b− a

n
= ∆x

とおく．

　 S(xk)

xbxka
A B

xn−1x1

∆x

xk−1

· · ·· · ·
||
x0

||
xn

そして，各分点を通り x軸に垂直な平面でこの立体を分割する．
このとき

Vn = S(x1)∆x + S(x2)∆x + · · ·+ S(xn)∆x =
n∑

k=1

S(xk)∆x

とすると，n −→∞ のとき Vn −→ V と考えられる．
したがって，226ページの「区分求積法と定積分」の関係から

V = lim
n→∞

n∑

k=1

S(xk)∆x =

∫ b

a

S(x) dx ［終］
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例題 5.14 底面の半径が r，高さが hの直円
すい

錐の体積 V は，V = 1
3πr2h で与えられ

ることを示せ．

解答 この直円錐の頂点から底面に垂線を
下ろし，これを x軸とし，頂点を原
点にとる．
座標が xである点を通り x軸に垂直
な平面による直円錐の切り口の断面
積を S(x) とする．

　

x h

r

S

x

S(x)

O

この断面は円であり，底面の円と相似である．また，底面の面積をSとすると，
S = πr2 である．

断面と底面の相似比は x : h であるから，面積の比は

S(x) : S = x2 : h2

よって S(x) =
S

h2
x2

←相似比が a : b ならば

面積の比は a2 : b2

したがって V =

∫ h

0

S(x) dx =

∫ h

0

S

h2
x2 dx =

S

h2

[
x3

3

]h

0

=
S

h2
·h

3

3
=

1

3
Sh =

1

3
πr2h

練習 5.37 底面積が S，高さが hの角錐の体積 V は，V = 1
3Sh で与えられることを

示せ．

x h

S

x

S(x)

O
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応用例題 5.8 半径 aの円Oがある．この直径AB上の点Pを通り直線ABに垂直な
弦QRを底辺とし，高さが hである二等辺三角形を，円Oの面に対して垂直に作る．
PがAからBまで動くとき，この三角形が通過してできる立体の体積 V を求めよ．

考え方〉〉円の中心Oを原点，直線 ABを x軸にとる．点 Pの座標を xとし，
二等辺三角形の面積を xの式で表す．

解答 円の中心Oを原点に，直線 ABを
x軸にとる．点 Pの座標を xとす
ると

QR = 2PR = 2
√

a2 − x2

よって，線分QRを底辺とする高さ
hの二等辺三角形の面積 S(x)は

　

h

x

S(x)

B
a

P
O

R

QA
−a

x

S(x) =
1

2
× 2

√
a2 − x2 × h = h

√
a2 − x2

したがって

V =

∫ a

−a

S(x) dx =

∫ a

−a

h
√

a2 − x2 dx = h× πa2

2
=

π

2
a2h

練習 5.38 底面の半径が aで高さも aである直
円柱がある．この底面の直径ABを
含み底面と 45◦の傾きをなす平面で，
直円柱を2つの立体に分けるとき，小
さい方の立体の体積を求めよ．

　

45◦

x

A

O

B

x

x

y

y
O

S(x)

a
−a

a

−a
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B〉〉回転体の体積

右の図のように，曲線 y = f(x) と x

軸および 2直線 x = a，x = b で囲まれ
た部分が，x軸の周りに 1回転してでき
る回転体の体積 V を考えてみよう．

　

O

y

xa b

y=f(x)

点 (x, 0)を通り，x軸に垂直な平面
でこの立体を切ると，その断面は半径
が |f(x)|の円である．
よって，その断面積を S(x)とすると

S(x) = π|f(x)|2 = π{f(x)}2

であるから，次の公式が成り立つ．

　

O

y

xa b

y=f(x)

x

|f(x)|

S(x)

回転体の体積¶ ³

V = π

∫ b

a

{f(x)}2 dx = π

∫ b

a

y2 dx ただし a < b

µ ´

例題 5.15 半径 rの球の体積 V は，V =
4

3
πr3 で与えられることを示せ．

解答 半径 rの球は，半円 y =
√

r2 − x2 と x

軸で囲まれた部分が，x軸の周りに 1回
転するとできる．
よって

V = π

∫ r

−r

y2 dx

= π

∫ r

−r

(r2 − x2) dx

= 2π

∫ r

0

(r2 − x2) dx

= 2π

[
r2x− x3

3

]r

0

=
4

3
πr3

　

O

y

xr−r

r

−r

y=
√

r2 − x2
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練習 5.39 次の曲線と x軸で囲まれた部分が，x軸の周りに 1回転してできる回転体
の体積を求めよ．

(1) y = x2 − 2x

O

y

x2

y = x2 − 2x

(2) y = sin x (0 5 x 5 π)

O

y

xπ

y = sin x

練習 5.40 a > 0，b > 0 とする．楕円
x2

a2
+

y2

b2
= 1 で囲まれた部分が x軸の周りに

1回転してできる回転体の体積を求めよ．

O

y

x

b

−b

a−a
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応用例題 5.9 0 < r < a とする．円 x2 + (y− a)2 = r2 が x軸の周りに 1回転してで
きる回転体の体積 V を求めよ．

考え方〉〉方程式を yについて解く．V は 2つの回転体の体積の差になる．

解答 x2 + (y − a)2 = r2 を yについて解くと

y = a±
√

r2 − x2

半円 y = a +
√

r2 − x2 と x軸および 2

直線 x = −r，x = r で囲まれた部分が
x軸の周りに 1回転してできる回転体の
体積を V1，半円 y = a−√r2 − x2 と x

軸および 2直線 x = −r，x = r で囲ま
れた部分が x軸の周りに 1回転してで
きる回転体の体積を V2とすると

　

O

y

x

y=a+
√

r2−x2

y=a−√r2−x2

a

r−r

V1 = π

∫ r

−r

(a +
√

r2 − x2)2 dx, V2 = π

∫ r

−r

(a−
√

r2 − x2)2 dx

よって V =V1 − V2 = 4πa

∫ r

−r

√
r2 − x2 dx

=4πa× πr2

2
= 2π2r2a

補足 応用例題 5.9の回転体を円環体またはトーラスという．
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練習 5.41 放物線 y = 4x − x2 と直線 y = x で囲まれた部分が，x軸の周りに 1回
転してできる回転体の体積を求めよ．

O

y

x3

y=4x− x2

y=x

練習 5.42 曲線 y = ex と y軸および直線 y = e で囲まれた部分が，x軸の周りに 1

回転してできる回転体の体積を求めよ．

O

y

x1

1

e

y = ex

y = e
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C〉〉y軸の周りの回転体の体積

右の図のように，曲線 x = g(y) と y軸
および 2直線 y = c，y = d で囲まれた部
分が，y軸の周りに 1回転してできる回転
体の体積 V を考えてみよう．この場合も，
x軸の周りの回転体の体積と同様に考えれ
ば，次の公式が成り立つ．

　

O

y

x

c

y

d

x=g(y)

|g(y)|

y軸の周りの回転体の体積¶ ³

V = π

∫ d

c

{g(y)}2 dy = π

∫ d

c

x2 dy ただし c < d

µ ´

例題 5.16 放物線 y = x2 − 2 と直線 y = 3 で囲まれた部分が，y軸の周りに 1回転
してできる回転体の体積 V を求めよ．

解答 V =π

∫ 3

−2

x2 dy

=π

∫ 3

−2

(y + 2) dy

=π

[
y2

2
+ 2y

]3

−2

=
25

2
π

　

O

y

x

y=33

−2

y=x2 − 2
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練習 5.43 次の曲線と直線で囲まれた部分が，y軸の周りに 1回転してできる回転体
の体積を求めよ．

(1) y = 4− x2，y = 1

O

y

x

4

y=1
1

y=4− x2

(2) y = 1−√x，x軸，y軸

O

y

x

1

y=1−√x
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5.3.3 補充問題

9 0 5 x 5 πの範囲において，2つの曲線 y = sin x，y = sin 2x で囲まれた 2つ
の部分の面積の和を求めよ．

O

y

x

y = sin x

y = sin 2x

π
3 π

10 曲線 √
x +

√
y = 1 と x軸および y軸で囲まれた部分の面積を求めよ．

O

y

x1

1

√
x +

√
y = 1
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11 曲線 y = x3 − 4x と，その上の点 (1,−3)における接線とで囲まれた部分の面
積を求めよ．

O

y

x
1

−3

−2

y=x3 − 4x

12 0 5 x 5 π

3
の範囲において，2つの曲線 y = sin x，y = sin 2x で囲まれた部分

が，x軸の周りに 1回転してできる回転体の体積を求めよ．

O

y

x

y = sin x

y = sin 2x

π
3 π
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5.4 章末問題

5.4.1 章末問題A

1 次の関数の不定積分を求めよ．

(1) ex
√

ex + 1

(2)
x

(x− 1)3

(3)
x

x2 − 3x + 2
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(4) cos5 x

(5)
1

ex − e−x

(6) 2x log(x2 + 1)
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2 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ π
2

0

sin5 x cos x dx

(2)

∫ 1

0

ex

ex + 1
dx

(3)

∫ e

1

x2 log x dx
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(4)

∫ 4

0

|(x− 4)(x− 1)3| dx

(5)

∫ 1√
2

− 1√
2

x2

√
1− x2

dx

(6)

∫ √
3

0

t2

(1 + t2)2
dt
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3 m，nを自然数とする．定積分
∫ 2π

0

sin mt sin nt dt を，m 6= n，m = n の場合

に分けて求めよ．

4 次の極限値を求めよ．

lim
n→∞

1√
n

(
1√

n + 1
+

1√
n + 2

+
1√

n + 3
+ · · ·+ 1√

2n

)
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5 曲線 y2 = x2(1− x2) で囲まれた部分の面積の和を求めよ．

O

y

x1−1

y2 =x2(1− x2)

6 曲線 y = ex とこの曲線上の点 (1, e)における接線および y軸で囲まれた部分
の面積 Sを求めよ．また，この部分が x軸の周りに 1回転してできる回転体の
体積 V を求めよ．

O

y

x

y=ex

y=ex

1
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5.4.2 章末問題B

7 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
dx

x2(x + 3)

(2)

∫
dx

sin x

8 aを定数とする．定積分 I =

∫ 1

0

(ex − ax)2 dx を最小にする aの値と，Iの最

小値を求めよ．
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9 連続な関数 f(x)について，
∫ π

2

0

f(sin x) dx =

∫ π
2

0

f(cos x) dx を証明せよ．

10 aを正の定数とする．x > 0で定義された関数f(x)が等式
∫ x2

a

f(t) dt = log xを

満たすように，f(x)と aの値を定めよ．



262 第 5章 積分法とその応用

11 原点から曲線 y = log 2x に引いた接線とこの曲線および x軸で囲まれた部分
の面積を求めよ．

O

y

x

1

e
2

1
2

12 サイクロイド x = a(θ − sin θ)，y = a(1 − cos θ) (0 5 θ 5 2π) と x軸で囲
まれた部分が，x軸の周りに 1回転してできる回転体の体積を求めよ．ただし，
a > 0 とする．

O

y

x2πa

ヒント¶ ³

7 (1)
1

x2(x + 3)
=

a

x
+

b

x2
+

c

x + 3
と分解する．

(2)
1

sin x
=

sin x

sin2 x
=

sin x

1− cos2 x

9 置換積分法を利用する．
µ ´
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6.1.1 道のり

■速度と位置

数直線上を運動する点Pの座標や速度は，時刻 tの関数である．時刻 tにおける点
Pの座標を x = f(t)，速度を vとすると，167ページで学んだように，

v =
dx

dt
= f ′(t)

P

O f(t1) x f(t2)

v

が成り立つ．
よって，点 Pの t = t1 から t = t2 までの位置の変化量 f(t2)− f(t1) は，

f(t2)− f(t1) =

∫ t2

t1

v dt

で表される．
したがって，時刻 t = t2 における点 Pの座標 xは，次のようになる．

x = f(t2) = f(t1) +

∫ t2

t1

v dt

例 6.1 30m/秒の速さで地上から真上に打ち上
げられた物体の t秒後の速度 v m/秒は，
v = 30−9.8tで与えられるという．ただ
し，0 5 t 5 6 である．打ち上げられて
から 2秒後における物体の高さ hmは

h=

∫ 2

0

(30− 9.8t) dt =

[
30t− 4.9t2

]2

0

=60− 19.6 = 40.4 (m)

　

O

hm

v

263
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■道のり

数直線上を運動する点 Pの時刻 tにおける速度を vとし，時刻 t1から t2までに点
Pが通過する道のりを sとする．

t1 5 t 5 t2 において常に v > 0 ならば，
前ページで調べたことから

s =

∫ t2

t1

v dt
P

O t = t1

v > 0

t = t2

である．また，t1 5 t 5 t2 において常に
v < 0 ならば

s =

∫ t2

t1

(−v) dt
P

Ot = t2

v < 0

t = t1

である．
以上のことから，時刻 t1から t2までに点 Pが通過する道のり sは，vの正負に関

係なく次の式で表される．

s =

∫ t2

t1

|v| dt

ここで，|v|は点 Pの速度の大きさ，すなわち速さを表している．

例 6.2 数直線上を運動する点Pの時刻 tにおける
速度 vが，

v = 10− 2t (0 5 t 5 6)

で与えられるとき，t = 0 から t = 6 まで
に点 Pが通過する道のり sは

s =

∫ 6

0

|10− 2t| dt

=

[
10t− t2

]5

0

+

[
−10t + t2

]6

5

= (25− 0) + {−24− (−25)} = 26

　

O

v

t5 6

10

v=10− 2t

補足 例 6.2において，点 Pの道のり sは，斜線部の面積に等しい．
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■座標平面上の運動における道のり

座標平面上を運動する点 Pの道のりについて考えてみよう．

点 Pの時刻 tにおける座標 (x, y)を

x = f(t), y = g(t)

とする．いま，時刻 t1から tまでに点Pが
通過する道のりを tの関数とみて，s(t)で
表す．また，tの増分 ∆tに対する

s(t), x = f(t), y = g(t)

の増分を，それぞれ

∆s, ∆x, ∆y

とする．
∆t > 0 で ∆tが十分小さいときは

∆s ;
√

(∆x)2 + (∆y)2

と考えられるから

∆s

∆t
;

√(
∆x

∆t

)2

+
(

∆y

∆t

)2

である．∆t < 0 のときも同様である．

　

O

y

xx=f(t)

y=g(t)
P(x, y)

O

y

xx=f(t)

y=g(t)
∆x

∆y∆s

ここで，∆t −→ 0 のときの極限を考えると，次が成り立つ．

s′(t) =

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

169ページで学んだように，時刻 tにおける点Pの速度ベクトル~vは ~v =
(

dx
dt

,
dy
dt

)
で

あり，上の結果から，s′(t) = |~v| が成り立つ．
以上のことから，時刻 t1から t2までに点Pが通過する道のり sは，次の式で表さ

れる．

s = s(t2) − s(t1) =

∫ t2

t1

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt =

∫ t2

t1

|~v| dt
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例 6.3 座標平面上を運動する点 Pの時刻 tにおける座標 (x, y)が

x = 2t3, y = 3t2

で表されるとき，Pが t = 0 から
t =

√
3 までに通過する道のり sは

s =

∫ √
3

0

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt

=

∫ √
3

0

√
(6t2)2 + (6t)2 dt

=

∫ √
3

0

6t
√

t2 + 1 dt

　

O

y

x2 6
√

3

3

9

ここで，t2 + 1 = u とおくと，

2t dt = du と考えられるから

t 0−→√
3

u 1−→ 4

s =

∫ 4

1

3
√

u du =

[
2u
√

u

]4

1

= 14

練習 6.1 数直線上を運動する点 Pがあり，時刻 tにおける Pの速度は
v = sin t + sin 2t であるという．ただし，t = 0 のとき，Pは原点にあるとする．

(1) 時刻 tにおける Pの座標を求めよ．

(2) t = 0 から t = π までに Pが通過する道のりを求めよ．

【答】(1) − cos t− 1

2
cos 2t +

3

2
(2)

5

2

練習 6.2 座標平面上を運動する点Pの時刻 tにおける
座標 (x, y)が

x = e−t cos πt, y = e−t sin πt

で表されるとき，t = 0 から t = 2 までに P

が通過する道のりを求めよ．

　

O

y

x1

【答】
√

1 + π2(1− e−2)
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6.1.2 曲線の長さ

■媒介変数表示された曲線の長さ

座標平面上の曲線Cが，媒介変数 tを用いて

x = f(t), y = g(t) (a 5 t 5 b)

で表されているとき，この曲線の長さLを求め
てみよう．
曲線C上の点Pの座標 (x, y)が，時刻 tの関

数として

x = f(t), y = g(t)

　

O

y

xf(a) f(b)

g(a)

g(b)

L
P(x, y)

で表されると考えると，Pが時刻 aから bまでに通過する道のりが，この曲線の長さ
Lになる．
したがって，Lは次の式で表される．

L=

∫ b

a

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt

=

∫ b

a

√
{f 0(t)}2 + {g0(t)}2 dt

例 6.4 r > 0 とするとき，曲線

x = r cos t, y = r sin t (0 5 t 5 2π)

の長さ Lを求めてみよう．

L =

∫ 2π

0

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt

=

∫ 2π

0

√
r2(sin2 t + cos2 t) dt

=

∫ 2π

0

r dt = r

[
t

]2π

0

= 2πr

　

O

y

xr−r

r

−r

例 6.4によって，半径 rの円の周の長さが 2πrになることが示された．
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■曲線 y = f(x) の長さ

次の曲線の長さ Lを考えてみよう．

y = f(x) (a 5 x 5 b)

この曲線は，媒介変数 tを用いて

x = t, y = f(t) (a 5 t 5 b)

と表される．

dx
dt

= 1,
dy
dt

=
dy
dx
·dx
dt

= f ′(x)

　

O

y

xa b

L

y=f(x)

であることから，この曲線の長さ Lは，次の式で表される．

L =

∫ b

a

√
1 + {f 0(x)}2 dx =

∫ b

a

√
1 + y02 dx

例 6.5 曲線 y =
ex + e−x

2
(−1 5 x 5 1) の長さ Lを求めてみよう．

y′ =
ex − e−x

2
であるから

1 + y′2 = 1 +

(
ex − e−x

2

)2

=

(
ex + e−x

2

)2

よって

　

O

y

x1−1

1

L

L =

∫ 1

−1

√
1 + y′2 dx = 2

∫ 1

0

ex + e−x

2
dx =

[
ex − e−x

]1

0

= e− 1

e

練習 6.3 aを正の定数とする．次のサイクロイドの長さを求めよ．

x = a(t− sin t), y = a(1− cos t) (0 5 t 5 2π)

【答】8a

練習 6.4 aを正の定数とする．次の曲線の長さを求めよ．

x = a cos3 t, y = a sin3 t
(
0 5 t 5 π

2

)

【答】
3

2
a
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6.1.3 微分方程式

■微分方程式

点Pが x軸上を等速度 aで運動する場合，時刻 tにおけるPの座標を xとすると，
xは tの関数であって，

dx
dt

= a · · · 1© P

O x x

を満たす．

また，物体が地点Oから自由に落下する場合，鉛直上
向きの直線を y軸にとり，時刻 tにおける物体の位置を座
標 yで表すと，yは tの関数であって，

d2y
dt2

= −g · · · 2©

を満たす．ただし，gは重力加速度の大きさである．
等式 1©， 2©のように，未知の関数の導関数を含む等式

を微分方程式という．

　 y

O

yP

■微分方程式の解き方

a，gを定数とするとき，上の微分方程式 1©， 2©を満たす関数を，それぞれ求めて
みよう．

1©において，両辺を tで積分すると

y = at + C， Cは任意の定数 · · · 3©

2©において，両辺を tで積分すると

dy
dt

= −gt + C1， C1は任意の定数

さらに，両辺を tについて積分すると

y = −1

2
gt2 + C1t + C2， C1，C2は任意の定数 · · · 4©

以上のことから，微分方程式 1©を満たす関数は 3©，微分方程式 2©を満たす関数
は 4©であることがわかる．
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一般に，微分方程式を満たす関数を，その微分方程式の解といい，すべての解を
求めることを，その微分方程式を解くという．
微分方程式を解くと，いくつかの任意の定数を含んだ解が得られる．その定数に
特定の値を与えれば，解の１つが定まる．

例 6.6 yを xの関数，kを定数とするとき，次の微分方程式を解いてみよう．

y′ = ky

［1］定数関数 y = 0は明らかに解である．

［2］y 6= 0 のとき，方程式を変形すると

1

y
·dy

dx
= k

よって
∫

1

y
·dy

dx
dx =

∫
k dx

左辺に置換積分法の公式を適用すると
∫

1

y
dy =

∫
k dx

ゆえに log |y|= kx + C，Cは任意の定数

|y|= eCekx

すなわち y =±eCekx

ここで，±eC = A とおくとAは 0以外の任意の値をとる．

［1］で求めた解 y = 0 は，y = Aekx において，A = 0 とおくと得られる．
したがって，求める解は y = Aekx，Aは任意の定数 ［終］

一般に， f(y)
dy
dx

= g(x)

の形に変形できる微分方程式の解は，次の等式から求めることができる．
∫

f(y) dy =

∫
g(x) dx
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例 6.7 曲線F 上の任意の点P(x, y)における接線が，原点Oと点Pを結ぶ直線に常
に垂直であるという．この曲線が点 (3, 4)を通るとき，この曲線 F の方程式を求め
てみよう．

点 Pにおける接線が直線OPと垂直であるから，それらの傾きの積は，

xy 6= 0 のとき dy
dx
·yx = −1

すなわち y
dy
dx

= −x

両辺を xで積分すると
∫

y dy =

∫
(−x) dx

よって
1

2
y2 = −1

2
x2 + C

　

O

y

x

P(x, y)

F

ゆえに x2 + y2 = 2C，Cは任意の定数

この曲線が点 (3, 4)を通るから 32 + 42 = 2C

よって，x2 + y2 = 25 で，xy = 0 のときも条件を満たす．

したがって，曲線 F の方程式は x2 + y2 = 25 ［終］

例 6.7において，
√

2C = r とおくと，この方程式は x2 + y2 = r2 となり，曲線が
原点を中心とする任意の半径の円であることがわかる．

練習 6.5 yを xの関数とするとき，微分方程式 y′ = 2xy を解け．

【答】y = Aex2
，Aは任意の定数

練習 6.6 Aを 0でない任意の定数として，方程式 xy = A の表す直角双曲線全体を
考える．これらの直角双曲線のどれとも直交するような曲線の方程式を求めよ．た
だし，2つの曲線が直交するとは，2つの曲線の交点におけるそれぞれの接線が垂直
に交わることである．

【答】x2 − y2 = C，Cは任意の定数
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