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第 1 章 関数

1.1.1 分数関数
¶ ³
練習 1.1 次の関数のグラフをかけ．

(1) y =
1

x
(2) y =

2

x
(3) y = −3

x
µ ´
【答】(1) (2) (3)

O

y

x1

1−1

−1
O

y

x1
−1

−2

2

O

y

x
−1

1

3

−3

¶ ³
練習 1.2 次の関数のグラフをかけ．また，その定義域，値域を求めよ．

(1) y = −2

x
+ 1 (2) y =

1

x− 2
− 1 (3) y =

2

x + 1
− 3

µ ´
【答】(1) (2) (3)

O

y

x−1

3

2

1
O

y

x

−3
2

32
−1

O

y

x−1

−3

−4

−3

−1

定義域 x 6= 0 定義域 x 6= 2 定義域 x 6= −1

値域 y 6= 1 値域 y 6= −1 値域 y 6= −3

1



2 第 1章 関数

¶ ³
練習 1.3 次の関数のグラフをかけ．また，その定義域，値域を求めよ．

(1) y =
x− 1

x− 2
(2) y =

−2x + 5

x− 1
(3) y =

3x + 1

x + 1
µ ´
【解】(1)

x− 1

x− 2
=

(x− 2) + 1

x− 2
であるから y =

1

x− 2
+ 1

よって，定義域は x 6= 2，値域は y 6= 1 である．

(2)
−2x + 5

x− 1
=
−2(x− 1) + 3

x− 1
であるから y =

3

x− 1
− 2

よって，定義域は x 6= 1，値域は y 6= −2 である．

(3)
3x + 1

x + 1
=

3(x + 1)− 2

x + 1
であるから y = − 2

x + 1
+ 3

よって，定義域は x 6= −1，値域は y 6= 3 である．
(1) (2) (3)

O

y

x1
2

1

3

2
O

y

x1

−2

5
2

−5
O

y

x

1

−1−3

4

3

¶ ³

練習 1.4 関数 y =
3

x + 1
のグラフと次の直線の共有点の座標を求めよ．

(1) y = x− 1 (2) y =
1

2
x (3) y = −3

µ ´
【解】 (1)

3

x + 1
= x− 1 より 3 = (x− 1)(x + 1)

すなわち x2 − 4 = 0 これを解くと x = 2,−2

y = x− 1 であるから，求める共有点の座標は (2, 1), (−2,−3)

(2)
3

x + 1
=

1

2
x より 6 = x(x + 1)

すなわち x2 + x− 6 = 0 これを解くと x = −3, 2

y =
1

2
x であるから，求める共有点の座標は

(
−3,−3

2

)
, (2, 1)

(3)
3

x + 1
= −3 より 3 = −3(x + 1) すなわち x = −2

よって，求める共有点の座標は (−2,−3)
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¶ ³
練習 1.5 次の不等式を解け．

(1)
2

x− 1
< x (2)

2

x + 2
= 3 (3)

1

x− 1
5 1

µ ´
【解】 (1) 関数y =

2

x− 1
のグラフと直線y = x

の共有点の x座標は
2

x− 1
= x より 2 = x(x− 1)

すなわち x2 − x− 2 = 0

これを解くと x = −1, 2

グラフから，不等式
2

x− 1
< x

の解は −1 < x < 1，2 < x

　

O

y

x2

2

−1

−1

y = x

y =
2

x− 1

1

(2) 関数 y =
2

x + 2
のグラフと直線

y = x + 3の共有点の x座標は
2

x + 2
= x + 3 より

2 = (x + 3)(x + 2)

すなわち x2 + 5x + 4 = 0

これを解くと x = −4,−1

グラフから，不等式
2

x + 2
= x + 3

の解は x 5 −4, − 2 < x 5 −1

　

O

y

x−1
−4

−1

2

y =
2

x + 2

y = x + 3

−2

1

3

(3) 関数 y =
1

x− 1
のグラフと直線

y = 1の共有点の x座標は
1

x− 1
= 1 より 1 = x− 1

すなわち x = 2

グラフから，不等式
1

x− 1
5 1

の解は x < 1, 2 5 x

　

O

y

x1 2

1y = 1

y =
1

x− 1
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1.1.2 無理関数
¶ ³
練習 1.6 次の関数のグラフをかけ．また，その定義域，値域を求めよ．

(1) y =
√

2x (2) y = −√2x (3) y =
√−2x

µ ´
【答】(1) (2) (3)

O

y

x2

2
O

y

x
2

−2

O

y

x

2

−2

定義域 x = 0 定義域 x = 0 定義域 x 5 0

値域 y = 0 値域 y 5 0 値域 y = 0
¶ ³
練習 1.7 次の関数のグラフをかけ．また，その定義域，値域を求めよ．

(1) y =
√

x− 1 (2) y =
√−2x + 4 (3) y = −√3x + 3

µ ´
【解】(1) 求めるグラフは，y =

√
xのグラフを x軸方向に 1だけ平行移動したもので

ある．定義域は x = 1，値域は y = 0 である．

(2) 変形すると y =
√
−2(x− 2)

このグラフは，y =
√−2x のグラフを x軸方向に 2だけ平行移動したもの

である．定義域は x 5 2，値域は y = 0 である．

(3) 変形すると y = −
√

3(x + 1)

このグラフは，y = −√3x のグラフを x軸方向に−1だけ平行移動したも
のである．定義域は x = −1，値域は y 5 0 である．

(1) (2) (3)

O

y

x1 2

1

O

y

x2

2 O

y

x
−1

−√3
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¶ ³
練習 1.8 次の 2つの関数について，グラフの共有点の座標を求めよ．

(1) y =
√

2x + 2，y = x− 3 (2) y = −√x + 1，y = x− 1

µ ´
【解】(1)

√
2x + 2 = x− 3 · · · 1© の両辺を 2乗して整理すると x2 − 8x + 7 = 0

これを解いて x = 1, 7

このうち， 1©を満たすのは x = 7 で，このとき 1©の両辺の値は 4である．
よって，共有点の座標は (7, 4)

(2) −√x + 1 = x− 1 · · · 1© の両辺を 2乗して整理すると x2 − 3x = 0

これを解いて x = 0, 3

このうち， 1©を満たすのは x = 0 で，このとき 1©の両辺の値は−1であ
る．よって，共有点の座標は (0,−1)

¶ ³
練習 1.9 次の不等式を解け．

(1)
√

x + 2 5 x (2) −√x + 2 > x

µ ´
【解】(1)

√
x + 2 = x より x2 − x− 2 = 0

これを解くと x = −1, 2

このうち，等式
√

x + 2 = xを満たすのは x = 2 で，
このとき両辺の値は 2である．
グラフから，不等式

√
x + 2 5 x を解くと x = 2

(2) −√x + 2 = x より x2 − x− 2 = 0

これを解くと x = −1, 2

このうち，等式−√x + 2 = xを満たすのは x = −1 で，
このとき両辺の値は−1である．
グラフから，不等式 −√x + 2 > x を解くと −2 5 x < −1

(1) (2)

O

y

x

y =
√

x + 2

y = x

2

2

−2

O

y

x

y = −√x + 2

y = x

−2 −1

−1
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1.1.3 逆関数と合成関数
¶ ³
練習 1.10 次の関数の逆関数を求めよ．

(1) y = 2x− 1 (0 5 x 5 3) (2) y = −√x

µ ´
【解】(1) 与えられた関数の値域は −1 5 y 5 5

y = 2x− 1 を xについて解くと

x =
y + 1

2
(−1 5 y 5 5)

xと yを入れ替えて，求める逆関数は

y =
1

2
x +

1

2
(−1 5 x 5 5)

　

O

y

x3 5

3

5

1
2

1
2−1

−1

(2) 与えられた関数の値域は y 5 0

y = −√x を xについて解くと

x = y2 (y 5 0)

xと yを入れ替えて，求める逆関数は

y = x2 (x 5 0)

　

O

y

x
1

−1

−1

1

¶ ³
練習 1.11 次の関数の逆関数を求めよ．

(1) y = 3x (2) y = log4 x

µ ´
【解】(1) y = 3x を xについて解くと x = log3 y

xと yを入れ替えて，求める逆関数は y = log3 x (x > 0)

(2) y = log4 x を xについて解くと x = 4y

xと yを入れ替えて，求める逆関数は y = 4x
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¶ ³
練習 1.12 次の関数の逆関数を求めよ．

(1) y =
2x + 3

x− 1
(2) y =

−x + 2

x + 3
µ ´
【解】(1)

2x + 3

x− 1
=

5

x− 1
+ 2 であるから，

関数 y =
2x + 3

x− 1
の値域は y 6= 2 である．

y(x− 1) = 2x + 3 より (y − 2)x = y + 3

ここで，y 6= 2 であるから x =
y + 3

y − 2

よって，求める逆関数は y =
x + 3

x− 2

(2)
−x + 2

x + 3
=

5

x + 3
− 1 であるから，

関数 y =
−x + 2

x + 3
の値域は y 6= −1 である．

y(x + 3) = −x + 2 より (y + 1)x = −3y + 2

ここで，y 6= −1 であるから x =
−3y + 2

y + 1

よって，求める逆関数は y =
−3x + 2

x + 1¶ ³
練習 1.13 次の関数の逆関数を求めよ．

(1) y = x2 + 2 (x = 0) (2) y = −x2 (x 5 0)

µ ´
【解】(1) y = x2 + 2 を xについて解くと x = ±√y − 2

x = 0 であるから x =
√

y − 2

よって，求める逆関数は y =
√

x− 2

(2) y = −x2 を xについて解くと x = ±√−y

x 5 0 であるから x = −√−y

よって，求める逆関数は y = −√−x
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¶ ³
練習 1.14 a 6= 0 とする．関数 f(x) = ax + b とその逆関数 f−1(x)について，
f(2) = 4，f−1(1) = −4であるとき，定数 a，bの値を求めよ．

µ ´
【解】f(2) = 4 であるから 2a + b = 4 · · · 1©

f−1(1) = −4 のとき f(−4) = 1 であるから −4a + b = 1 · · · 2©
1©， 2© を解いて a =

1

2
，b = 3

¶ ³
練習 1.15 次の関数およびその逆関数のグラフを同じ図中にかけ．

(1) y =
√−x (2) y = log 1

2
x

µ ´
【解】(1) y =

√−x を xについて解くと

x = −y2 (y = 0)

よって，与えられた関数の逆関数は

y = −x2 (x = 0)

　

O

y

x

y =
√−x

y = −x2 (x = 0)

1

−1

−1

1

y = x

(2) y = log 1
2
x を xについて解くと

x =

(
1

2

)y

よって，与えられた関数の逆関数は

y =

(
1

2

)x

　

O

y

x

y = log 1
2
x

y =
(

1
2

)x

1

1

y = x

¶ ³
練習 1.16 f(x) = x2，g(x) = log2(x + 1) について，次の合成関数を求めよ．

(1) (g◦f)(x) (2) (f ◦g)(x)

µ ´
【解】(1) (g◦f)(x) = g(f(x)) = g(x2) = log2(x

2 + 1)

(2) (f ◦g)(x) = f(g(x)) = f(log2(x + 1)) = {log2(x + 1)}2
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1.1.4 補充問題
¶ ³

1 関数 y =
4x + 3

2x + 1
のグラフをかけ．また，定義域，値域を求めよ．

µ ´
【解】

4x + 3

2x + 1
=

1

2x + 1
+ 2 であるから

y =
4x + 3

2x + 1

よって，グラフは右の図である．
漸近線は，次の 2直線である．

x = −1

2
, y = 2

定義域は x 6= −1

2
，値域は y 6= 2である．

　

O

y

x

2

−1
2

3

−3
4

¶ ³
2 次の関数のグラフ上に点 (2,−a)があるように，定数 aの値を定めよ．

(1) y =
3x− a

x− a
(2) y =

√
3x− a

µ ´
【解】(1) 条件より −a =

3·2− a

2− a
· · · 1©

よって a2 − a− 6 = 0

これを解くと a = −2, 3

これらは 1©を満たす． (答) a = −2, 3

(2) 条件より −a =
√

3·2− a · · · 2©
両辺を 2乗して整理すると a2 + a− 6 = 0

これを解くと a = −3, 2

a = 2 は 2©を満たさない． (答) a = −3
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¶ ³
3 次の方程式を解け．

(1)
2x− 4

x− 1
= x− 2 (2)

2x− 4

x− 1
< x− 2

(3)
√

x− 1 = 7− x (4)
√

x− 1 5 7− x

µ ´
【解】 (1)

2x− 4

x− 1
= x− 2 より 2x− 4 = (x− 2)(x− 1)

すなわち x2 − 5x + 6 = 0

これを解いて x = 2, 3

(2)
2x− 4

x− 1
= − 2

x− 1
+ 2 であるから

y =
2x− 4

x− 1

このグラフと直線 y = x−2は右の図で
ある．(1)の結果とグラフから，不等式

2x− 4

x− 1
< x− 2

の解は 1 < x < 2, 3 < x

　

O

y

x

−2

1

2

3

2 3

y =
2x− 4

x− 1

y = x− 2

(3)
√

x− 1 = 7− x · · · 1©
の両辺を 2乗して整理すると

x2 − 15x + 50 = 0

これを解いて x = 5, 10

このうち， 1©を満たすのは x = 5

(4) y =
√

x− 1のグラフと直線 y = 7 − x

は右の図である．(3)の結果とグラフか
ら，不等式

√
x− 1 5 7− x

の解は 1 5 x 5 5

　

O

y

x51 7

2

7
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¶ ³
4 次の関数を，2つの関数 f(x)，g(x)の合成関数として表したい．各場合に

f(x)と g(x)を定め，y = f(g(x))，y = g(f(x))のいずれであるかを示せ．
ただし，f(x)を三角関数とせよ．

(1) y = sin 2x (2) y = 2 cos x (3) y = tan2 x

µ ´
【答】(1) f(x) = sin x，g(x) = 2x，y = f(g(x))

(2) f(x) = cos x，g(x) = 2x，y = g(f(x))

(3) f(x) = tan x，g(x) = x2，y = g(f(x))

1.2 章末問題

1.2.1 章末問題A
¶ ³

1 関数 y =
3x + 4

x + 2
のグラフは，関数 y =

x

x + 2
のグラフを，どのように平

行移動したものか．
µ ´
【解】

3x + 4

x + 2
=

3(x + 2)− 2

x + 2
= − 2

x + 2
+ 3

x

x + 2
=

(x + 2)− 2

x + 2
= − 2

x + 2
+ 1

よって，y =
3x + 4

x + 2
のグラフは，y =

x

x + 2
のグラフを y軸方向に 2だけ平行

移動したものである．
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¶ ³
2 次の関数のグラフをかけ．また，その値域を求めよ．

(1) y =
3 + x

3− x
(0 5 x 5 2) (2) y = −√2x + 6 (−1 5 x 5 5)

µ ´
【解】(1)

3 + x

3− x
=
−x− 3

x− 3
=
−(x− 3)− 6

x− 3
であるから

y = − 6

x− 3
− 1 (0 5 x 5 2)

漸近線は 2直線 x = 3，y = −1

値域は 1 5 y 5 5

(2) y = −
√

2(x + 3) であるから，y = −√2x のグラフを x軸方向に−3 だけ
平行移動したものである．
値域は −4 5 y 5 −2

(1) (2)

O

y

x
−1

1
3−3

2

5

O

y

x
5

−4

−1

−2

¶ ³
3 k 6= 0とする．関数 f(x) = kx+k2とその逆関数f−1(x)について，f(1) = 6，

f−1(2) = −1 であるとき，定数 kの値を求めよ．
µ ´
【解】f(1) = 6 より k + k2 = 6 · · · 1©

f−1(2) = −1 より f(−1) = 2

よって −k + k2 = 2 · · · 2©
1© より (k + 3)(k − 2) = 0

ゆえに k = −3, 2

2© より (k + 1)(k − 2) = 0

ゆえに k = −1, 2

したがって， 1©， 2©を同時に満たす kの値は，k = 2 で，これは k 6= 0 も満た
す． (答) k = 2
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1.2.2 章末問題B
¶ ³

4 次の方程式，不等式を解け．
(1)

√
3x− 5 = x− 1 (2)

√
3x− 5 < x− 1

(3)
√

1− 2x = −x + 1 (4)
√

1− 2x = −x + 1

µ ´
【解】 (1)

√
3x− 5 = x− 1 · · · 1©
の両辺を 2乗して整理すると x2 − 5x + 6 = 0

これを解いて x = 2, 3

これらは 1©を満たす． (答) x = 2, 3

(2) y =
√

3x− 5と y = x − 1のグラフは，
右の図のようになる．(1)の結果とグラ
フから，不等式

√
3x− 5 < x− 1

の解は
5

3
5 x < 2, 3 < x

　

O

y

x2 3
−1

5
3

1

(3)
√

1− 2x = −x + 1 · · · 2©
の両辺を 2乗して整理すると x2 = 0

これを解いて x = 0

これは 2©を満たす． (答) x = 0

(4) y =
√

1− 2xと y = −x+1のグラフは，
右の図のようになる．(3)の結果とグラ
フから，不等式

√
1− 2x = −x + 1

の解は x = 0

　

O

y

x1
2

1

1



14 第 1章 関数

¶ ³

5 関数 f(x) =
x + 1

x− a
について，f−1(x) = f(x) が成り立つように，定数 aの

値を定めよ．
µ ´
【解】y =

x + 1

x− a
を xについて解くと

(x− a)y = x + 1

(y − 1)x = ay + 1

x =
ay + 1

y − 1
(y 6= 1)

よって，逆関数は y =
ax + 1

x− 1
ax + 1

x− 1
=

x + 1

x− a
が常に成り立つことから a = 1

¶ ³

6 2つの関数 f(x) =
1

1− x
，g(x) =

x

x− 1
について，次の合成関数を求めよ．

(1) f(g(x)) (2) g(g(x))

µ ´
【解】(1) f(g(x)) =

1

1− x

x− 1

=
x− 1

(x− 1)− x
= −(x− 1)

ただし，g(x) の定義域は x 6= 1

よって f(g(x)) = 1− x (x 6= 1)

(2) g(g(x)) =

x

x− 1
x

x− 1
− 1

=
x

x− (x− 1)
= x

ただし，g(x) の定義域は x 6= 1

よって g(g(x)) = x (x 6= 1)



第 2 章 極限

2.1 数列の極限

2.1.1 数列の極限
¶ ³
練習 2.1 次の数列の極限値をいえ．

(1)
2

1
，

3

2
，

4

3
，· · ·，n + 1

n
，· · ·

(2) −1，
1

2
，−1

3
，· · ·，(−1)n

n
，· · ·

(3) cos π，cos 3π，cos 5π，· · ·，cos(2n− 1)π，· · ·
µ ´
【答】(1) 1 (2) 0 (3) −1
¶ ³
練習 2.2 第 n項が次の式で表される数列について，その極限を調べよ．

(1) 2n (2)
1√
n

(3) −n2 (4) 1 + (−1)n

µ ´
【答】(1) 極限は ∞ (2) 極限は 0 (3) 極限は −∞ (4) 極限はない

15
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¶ ³
練習 2.3 lim

n→∞
an = 1， lim

n→∞
bn = −2 のとき，次の極限値を求めよ．

(1) lim
n→∞

(an − bn) (2) lim
n→∞

(3an + 2bn) (3) lim
n→∞

(an − 1)

(4) lim
n→∞

anbn (5) lim
n→∞

bn + 5

2an − 1
(6) lim

n→∞
an − bn

an + bn

µ ´
【解】(1) lim

n→∞
(an − bn) = lim

n→∞
an − lim

n→∞
bn = 1− (−2) = 3

(2) lim
n→∞

(3an + 2bn) = 3 lim
n→∞

an + 2 lim
n→∞

bn = 3·1 + 2·(−2) = −1

(3) lim
n→∞

(an − 1) = lim
n→∞

an − 1 = 1− 1 = 0

(4) lim
n→∞

anbn = lim
n→∞

an lim
n→∞

bn = 1·(−2) = −2

(5) lim
n→∞

bn + 5

2an − 1
=

lim
n→∞

(bn + 5)

lim
n→∞

(2an − 1)
=
−2 + 5

2·1− 1
= 3

(6) lim
n→∞

an − bn

an + bn

=
lim

n→∞
(an − bn)

lim
n→∞

(an + bn)
=

1− (−2)

1 + (−2)
= −3
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¶ ³
練習 2.4 次の極限を求めよ．

(1) lim
n→∞

(2n3 − n2) (2) lim
n→∞

(n− 3n2) (3) lim
n→∞

(2n− n3)

(4) lim
n→∞

2n + 1

3n− 2
(5) lim

n→∞
4n− 1

n2 + 3
(6) lim

n→∞
n2 − 2n

2n + 1
µ ´

【解】 (1) lim
n→∞

(2n3 − n2) = lim
n→∞

n3

(
2− 1

n

)
= ∞

(2) lim
n→∞

(n− 3n2) = lim
n→∞

n2

(
1

n
− 3

)
= −∞

(3) lim
n→∞

(2n− n3) = lim
n→∞

n3

(
2

n2
− 1

)
= −∞

(4) lim
n→∞

2n + 1

3n− 2
= lim

n→∞

2 +
1

n

3− 2

n

=
2

3

(5) lim
n→∞

4n− 1

n2 + 3
= lim

n→∞

4

n
− 1

n2

1 +
3

n2

= 0

(6) lim
n→∞

n2 − 2n

2n + 1
= lim

n→∞
n− 2

2 +
1

n

= ∞
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¶ ³
練習 2.5 次の極限を求めよ．

(1) lim
n→∞

(
√

n + 2−√n) (2) lim
n→∞

(
√

n2 − n− n)

µ ´

【解】(1) lim
n→∞

(
√

n + 2−√n)= lim
n→∞

(
√

n + 2−√n)(
√

n + 2 +
√

n)√
n + 2 +

√
n

= lim
n→∞

(n + 2)− n√
n + 2 +

√
n

= lim
n→∞

2√
n + 2 +

√
n

= 0

(2) lim
n→∞

(
√

n2 − n− n)= lim
n→∞

(
√

n2 − n− n)(
√

n2 − n + n)√
n2 − n + n

= lim
n→∞

(n2 − n)− n2

√
n2 − n + n

= lim
n→∞

−n

n

√
1− 1

n
+ n

= lim
n→∞

−1√
1− 1

n
+ 1

= −1

2

¶ ³
練習 2.6 θを定数とするとき，次の極限値を求めよ．

(1) lim
n→∞

1

n
sin nθ (2) lim

n→∞
1

n
cos

nθ

6
µ ´
【解】(1) 常に−1 5 sin nθ 5 1 であるから

− 1

n
5 1

n
sin θ 5 1

n

ここで， lim
n→∞

(
− 1

n

)
= 0， lim

n→∞
1

n
= 0 であるから

lim
n→∞

1

n
sin nθ = 0

(2) 常に −1 5 cos
nθ

6
5 1 であるから

− 1

n
5 1

n
cos

nθ

6
5 1

n

ここで， lim
n→∞

(
− 1

n

)
= 0， lim

n→∞
1

n
= 0 であるから

lim
n→∞

1

n
cos

nθ

6
= 0
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2.1.2 無限等比数列
¶ ³
練習 2.7 第 n項が次の式で表される数列の極限を調べよ．

(1) (
√

3 )n (2)

(
2

3

)n

(3)

(
−4

3

)n

(4)

(
− 1√

2

)n

µ ´
【解】(1) 数列 {(√3)n}では √

3 > 1 であるから lim
n→∞

(
√

3)n = ∞

(2) 数列
{(

2

3

)n}
では

∣∣∣∣
2

3

∣∣∣∣ < 1 であるから lim
n→∞

(
2

3

)n

= 0

(3) 数列
{(

−4

3

)n}
では −4

3
< −1 であるから，極限はない (振動)．

(4) 数列
{(

− 1√
2

)n}
では

∣∣∣∣−
1√
2

∣∣∣∣ < 1 であるから lim
n→∞

(
− 1√

2

)n

= 0

¶ ³
練習 2.8 数列 {(x− 1)n}が収束するような xの値の範囲を求めよ．またそのと
きの極限値を求めよ．

µ ´
【解】数列 {(x− 1)n}が収束するための必要十分条件は

−1 < x− 1 5 1 すなわち 0 < x 5 2

−1 < x− 1 < 1 すなわち 0 < x < 2 のとき lim
n→∞

(x− 1)n = 0

x− 1 = 1 すなわち x = 2 のとき lim
n→∞

(x− 1)n = 1
¶ ³
練習 2.9 次の極限を求めよ．

(1) lim
n→∞

5n − 2n

5n + 2n
(2) lim

n→∞
4n − 2n

3n
(3) lim

n→∞
2n+1

3n − 2n

µ ´

【解】(1) lim
n→∞

5n − 2n

5n + 2n
= lim

n→∞

1−
(

2

5

)n

1 +

(
2

5

)n = 1

(2) lim
n→∞

4n − 2n

3n
= lim

n→∞

{(
4

3

)n

−
(

2

3

)n}
= ∞

(3) lim
n→∞

2n+1

3n − 2n
= lim

n→∞

2

(
2

3

)n

1−
(

2

3

)n = 0



20 第 2章 極限

¶ ³

練習 2.10 数列
{

1− rn

1 + rn

}
の極限を，次の各場合について求めよ．

(1) r > 1 (2) r = 1 (3) |r| < 1 (4) r < −1

µ ´
【解】(1) r > 1 のとき，

∣∣∣∣
1

r

∣∣∣∣ < 1 より lim
n→∞

(
1

r

)n

= 0 であるから

lim
n→∞

1− rn

1 + rn
= lim

n→∞

(
1

r

)n

− 1

(
1

r

)n

+ 1

= −1

(2) r = 1 のとき， lim
n→∞

rn = 1 であるから lim
n→∞

1− rn

1 + rn
=

1− 1

1 + 1
= 0

(3) |r| < 1 のとき， lim
n→∞

rn = 0 であるから lim
n→∞

1− rn

1 + rn
=

1− 0

1 + 0
= 1

(4) r < −1 のとき，
∣∣∣∣

1

r

∣∣∣∣ < 1 より lim
n→∞

(
1

r

)n

= 0 であるから

lim
n→∞

1− rn

1 + rn
= lim

n→∞

(
1

r

)n

− 1

(
1

r

)n

+ 1

= −1
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¶ ³
練習 2.11 次の条件によって定められる数列 {an}の極限値を求めよ．

(1) a1 = 1, an+1 =
1

3
an + 1 (n = 1, 2, 3, . . .)

(2) a1 = 3, an+1 = −1

2
an + 3 (n = 1, 2, 3, . . .)

µ ´

【解】 (1) 与えられた漸化式を変形すると an+1 − 3

2
=

1

3

(
an − 3

2

)

よって，数列
{

an − 3

2

}
は公比

1

3
の等比数列である．

その初項は，a1 − 3

2
= 1− 3

2
= −1

2
であるから

an − 3

2
=

(
−1

2

)
·
(

1

3

)n−1

lim
n→∞

(
1

3

)n−1

= 0 であるから lim
n→∞

(
an − 3

2

)
= 0

したがって lim
n→∞

an =
3

2

(2) 与えられた漸化式を変形すると an+1 − 2 = −1

2
(an − 2)

よって，数列 {an − 2}は公比−1

2
の等比数列である．

その初項は，a1 − 2 = 3− 2 = 1 であるから

an − 2 = 1·
(
−1

2

)n−1

lim
n→∞

(
−1

2

)n−1

= 0 であるから lim
n→∞

(an − 2) = 0

したがって lim
n→∞

an = 2
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2.1.3 無限等比級数
¶ ³
練習 2.12 次の無限級数は収束することを示し，その和を求めよ．

1

1·3 +
1

2·4 +
1

3·5 + · · ·+ 1

n(n + 2)
+ · · ·

µ ´
【解】第 n項までの部分和を Snとすると

Sn =
1

1·3 +
1

2·4 +
1

3·5 + · · ·+ 1

n(n + 2)

=
1

2

{(
1

1
− 1

3

)
+

(
1

2
− 1

4

)
+

(
1

3
− 1

5

)
+ · · ·+

(
1

n
− 1

n + 2

)}

=
1

2

(
1 +

1

2
− 1

n + 1
− 1

n + 2

)

よって lim
n→∞

Sn =
1

2

(
1 +

1

2

)
=

3

4

したがって，この無限級数は収束して，その和は
3

4
である．
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¶ ³
練習 2.13 次のような無限等比級数の収束，発散を調べ，収束するときはその和
を求めよ．

(1) 初項 1，公比
1

2
(2) 初項

√
2，公比−√2

(3) 1− 1

3
+

1

9
+ · · · (4) (

√
2 + 1) + 1 + (

√
2− 1) + · · ·

µ ´

【解】(1) 公比について
∣∣∣∣

1

2

∣∣∣∣ < 1 であるから収束して，その和は

1

1− 1

2

=
1
1

2

= 2

(2) 公比について | − √2| > 1 であるから，発散する．

(3) 公比 r = −1

3

公比について
∣∣∣∣−

1

3

∣∣∣∣ < 1 であるから収束して，その和は

1

1−
(
−1

3

) =
1
4

3

=
3

4

(4) 公比 r =
√

2− 1

公比について |√2− 1| < 1 であるから収束して，その和は
√

2 + 1

1− (
√

2− 1)
=

√
2 + 1

2−√2
=

(
√

2 + 1)(2 +
√

2)

4− 2
=

4 + 3
√

2

2
¶ ³
練習 2.14 次の無限等比級数が収束するような xの値の範囲を求めよ．

(1) 1 + (2− x) + (2− x)2 + · · ·

(2) x + x(2− x) + x(2− x)2 + · · ·
µ ´
【解】(1) 初項が 1，公比が 2− xであるから，この無限等比級数が収束するための必

要十分条件は |2− x| < 1 より −1 < 2− x < 1

よって 1 < x < 3

(2) 初項が x，公比が 2− xであるから，この無限等比級数が収束するための必
要十分条件は x = 0 または |2− x| < 1

|2− x| < 1 より 1 < x < 3

よって x = 0，1 < x < 3
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¶ ³
練習 2.15 数直線上で，点 Pが原点Oから正の向きに 1だけ進み，そこから負

の向きに
1

22
，そこから正の向きに

1

24
，そこから負の向きに

1

26
と進む．以下，こ

のような運動を限りなく続けるとき，点 Pの極限の位置の座標を求めよ．
µ ´
【解】点 Pの座標は，順に次のようになる．

1，1− 1

22
，1− 1

22
+

1

24
，1− 1

22
+

1

24
− 1

26

よって，点Pの極限の位置の座標は，初項 1，公比− 1

22
の無限等比級数で表さ

れる．公比について
∣∣∣∣−

1

22

∣∣∣∣ < 1 であるから，この無限等比級数は収束して，そ

の和は

1− 1

22
+

1

24
− 1

26
+ · · · = 1

1−
(
− 1

22

) =
4

5

したがって，点 Pの極限の位置の座標は
4

5
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¶ ³

応用例題 2.4 面積 aの4ABCがある．その
各辺の中点を結んで4A1B1C1を作り，次に
4A1B1C1 の各辺の中点を結んで 4A2B2C2

を作る．
このようにして無数の三角形 4A1B1C1，
4A2B2C2，4A3B3C3，· · ·，4AnBnCn，· · ·
を作るとき，これらの面積の和 Sを求めよ．

　

A3

B3C3

A2

B2 C2

A1

B1C1

A

B Cµ ´
【解】4An+1Bn+1Cn+1と4AnBnCnは相似で，相似比は 1 : 2であるから，面積比は

12 : 22である．4AnBnCnの面積を Snとすると

S1 =
1

4
a, Sn+1 =

1

4
Sn

よって，

S1 + S2 + S3 + · · ·+ Sn + · · ·
は，初項

1

4
a，公比

1

4
の無限等比級数である．

公比について
∣∣∣∣
1

4

∣∣∣∣ < 1 であるから，この無限等比級数は収束する．

よって，求める和 Sは S =

1

4
a

1− 1

4

=
1

3
a

¶ ³
練習 2.16 応用例題2.4において，4ABCの周の長さが bであるとき，4A1B1C1，
4A2B2C2，4A3B3C3，· · ·，4AnBnCn，· · · の周の長さの和 l を求めよ．

µ ´
【解】4An+1Bn+1Cn+1と4AnBnCnは相似で，相似比は 1 : 2であるから，4AnBnCn

の周の長さを lnとすると

l1 =
1

2
b，ln+1 =

1

2
ln

よって，l1 + l2 + l3 + · · · + ln + · · · は，初項 1

2
b，公比

1

2
の無限等比級数であ

る．公比について
∣∣∣∣
1

2

∣∣∣∣ < 1であるから，この無限等比級数は収束する．

よって，求める lは l =

1

2
b

1− 1

2

= b
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¶ ³
練習 2.17 次の無限級数の和を求めよ．

(1)
∞∑

n=1

(
1

4n
+

2

3n

)
(2)

∞∑
n=1

2n − 3n

4n

µ ´
【解】(1)

∞∑
n=1

1

4n
は，初項

1

4
，公比

1

4
の無限等比級数であり，

∞∑
n=1

2

3n
は，初項

2

3
，公比

1

3
の無限等比級数である．

公比について，
∣∣∣∣
1

4

∣∣∣∣ < 1，
∣∣∣∣
1

3

∣∣∣∣ < 1 であるから，これらの無限等比級数は

ともに収束して，それぞれの和は

∞∑
n=1

1

4n
=

1

4

1− 1

4

=
1

3
，

∞∑
n=1

2

3n
=

2

3

1− 1

3

= 1

よって
∞∑

n=1

(
1

4n
+

2

3n

)
=

1

3
+ 1 =

4

3

(2)
2n − 3n

4n
=

(
1

2

)n

−
(

3

4

)n

∞∑
n=1

(
1

2

)n

は，初項
1

2
，公比

1

2
の無限等比級数であり，

∞∑
n=1

(
3

4

)n

は，初項
3

4
，公比

3

4
の無限等比級数である．

公比について，
∣∣∣∣
1

2

∣∣∣∣ < 1，
∣∣∣∣
3

4

∣∣∣∣ < 1 であるから，これらの無限等比級数は

ともに収束して，それぞれの和は

∞∑
n=1

(
1

2

)n

=

1

2

1− 1

2

= 1，
∞∑

n=1

(
3

4

)n

=

3

4

1− 3

4

= 3

よって
∞∑

n=1

2n − 3n

4n
=

∞∑
n=1

{(
1

2

)n

−
(

3

4

)n}
= 1− 3 = −2
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2.1.4 補充問題
¶ ³

1 次の極限を求めよ．

(1) lim
n→∞

(
√

n2 + n−
√

n2 − n) (2) lim
n→∞

1√
n2 − n− n

(3) lim
n→∞

3n + 4n+1

22n − 3n
(4) lim

n→∞
3n−1 − 2n

3n + (−2)n

µ ´

【解】 (1) (与式)= lim
n→∞

(
√

n2 + n−√n2 − n)(
√

n2 + n +
√

n2 − n)√
n2 + n +

√
n2 − n

= lim
n→∞

(n2 + n)− (n2 − n)√
n2 + n +

√
n2 − n

= lim
n→∞

2n

n

√
1 +

1

n
+ n

√
1− 1

n

= lim
n→∞

2√
1 +

1

n
+

√
1− 1

n

= 1

(2) (与式)= lim
n→∞

√
n2 − n + n

(
√

n2 − n− n)(
√

n2 − n + n)
= lim

n→∞

√
n2 − n + n

(n2 − n)− n2

= lim
n→∞

n

√
1− 1

n
+ n

−n
= lim

n→∞

√
1− 1

n
+ 1

−1
= −2

(3) (与式) = lim
n→∞

(
3

4

)n

+ 4

1−
(

3

4

)n = 4

(4) (与式) = lim
n→∞

1

3
−

(
2

3

)n

1−
(
−2

3

)n =
1

3
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¶ ³
2 次の条件によって定められる数列 {an}の極限を求めよ．

a1 = 1, an+1 = 2an + 1 (n = 1, 2, 3, . . .)
µ ´
【解】与えられた漸化式を変形すると an+1 + 1 = 2 (an + 1)

よって，数列 {an + 1}は公比 2の等比数列である．

その初項は，a1 + 1 = 1 + 1 = 2 であるから

an + 1 = 2·2n−1 すなわち an = 2n − 1

したがって lim
n→∞

an = lim
n→∞

(2n − 1) = ∞

¶ ³
3 次の無限級数は発散することを示せ．

1√
2 + 1

+
1√

3 +
√

2
+

1√
4 +

√
3

+ · · ·+ 1√
n + 1 +

√
n

+ · · ·
µ ´

【解】
1√

n + 1 +
√

n
=

√
n + 1−√n

(
√

n + 1 +
√

n)(
√

n + 1−√n)

=
√

n + 1−√n

よって，この無限級数の部分和 Snは

Sn = (
√

2− 1) + (
√

3−√2) + (
√

4−√3) + · · ·+ (
√

n + 1−√n)

=
√

n + 1− 1

lim
n→∞

Sn = ∞ であるから，この無限級数は発散する．
¶ ³

4 循環小数 0.31̇8̇ = 0.3 + 0.018 + 0.00018 + 0.0000018 + · · · を，無限等比級
数の和を利用して，分数に直せ．

µ ´
右辺の第 2項以下は，初項 0.018，公比 0.01の無限等比級数となるから

0.31̇8̇ = 0.3 +
0.018

1− 0.01
=

3

10
+

18

990
=

7

22
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2.2 関数の極限

2.2.1 関数の極限 (1)

¶ ³
練習 2.18 次の極限値を求めよ．
(1) lim

x→1
(2x2 − 3x− 1) (2) lim

x→−2
(x− 3)(x + 2)

(3) lim
x→0

x + 1

2x− 3
(4) lim

x→−1

√
1− x

µ ´
【解】(1) lim

x→1
(2x2 − 3x− 1) = 2·12 − 3·1− 1 = −2

(2) lim
x→−2

(x− 3)(x + 2) = (−2− 3)·(−2 + 2) = 0

(3) lim
x→0

x + 1

2x− 3
=

0 + 1

2·0− 3
= −1

3

(4) lim
x→−1

√
1− x =

√
1− (−1) =

√
2

¶ ³
練習 2.19 次の極限値を求めよ．ただし，(3)の aは 0でない定数とする．

(1) lim
x→−3

x2 − 9

x + 3
(2) lim

x→1

x3 − 1

x2 − 3x + 2
(3) lim

x→0

1

x

(
1

a
− 1

a + x

)

µ ´

【解】(1) lim
x→−3

x2 − 9

x + 3
= lim

x→−3

(x + 3)(x− 3)

x + 3
= lim

x→−3
(x− 3) = −6

(2) lim
x→1

x3 − 1

x2 − 3x + 2
= lim

x→1

(x− 1)(x2 + x + 1)

(x− 1)(x− 2)
= lim

x→1

x2 + x + 1

x− 2
= −3

(3) lim
x→0

1

x

(
1

a
− 1

a + x

)
= lim

x→0

1

x

{
(a + x)− a

a(a + x)

}
= lim

x→0

1

a(a + x)
=

1

a2

¶ ³
練習 2.20 次の極限値を求めよ．

(1) lim
x→1

√
x + 3− 2

x− 1
(2) lim

x→4

x− 4√
x− 2

µ ´

【解】(1) lim
x→1

√
x + 3− 2

x− 1
= lim

x→1

(x + 3)− 22

(x− 1)(
√

x + 3 + 2)
= lim

x→1

1√
x + 3 + 2

=
1

4

(2) lim
x→4

x− 4√
x− 2

= lim
x→4

(x− 4)(
√

x + 2)

x− 22
= lim

x→4
(
√

x + 2) = 4
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¶ ³
練習 2.21 次の等式が成り立つように，定数 a，bの値を定めよ．

(1) lim
x→2

a
√

x + b

x− 2
= −1 (2) lim

x→0

a
√

x + 4 + b

x
= 1

µ ´

【解】 (1) lim
x→2

a
√

x + b

x− 2
= −1 · · · 1©

において，lim
x→2

(x− 2) = 0 であるから lim
x→2

(a
√

x + b) = 0

ゆえに，
√

2a + b = 0 となり b = −√2a · · · 2©
このとき

lim
x→2

a
√

x + b

x− 2
= lim

x→2

a(
√

x−√2)

x− 2

= lim
x→2

a(
√

x−√2)(
√

x +
√

2)

(x− 2)(
√

x +
√

2)

= lim
x→2

a√
x +

√
2

=
a

2
√

2

1©から a

2
√

2
= −1 であるから a = −2

√
2

このとき， 2©から b = 4

(2) lim
x→0

a
√

x + 4 + b

x
= 1 · · · 1©

において，lim
x→0

x = 0 であるから lim
x→0

(a
√

x + 4 + b) = 0

ゆえに，2a + b = 0 となり b = −2a · · · 2©
このとき

lim
x→0

a
√

x + 4 + b

x
= lim

x→0

a(
√

x + 4− 2)

x

= lim
x→0

a(
√

x + 4− 2)(
√

x + 4 + 2)

x(
√

x + 4 + 2)

= lim
x→0

a√
x + 4 + 2

=
a

4

1©から a

4
= 1 であるから a = 4

このとき， 2©から b = −8
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¶ ³
練習 2.22 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→2

1

(x− 2)2
(2) lim

x→−1

{
− 1

(x + 1)2

}

µ ´

【答】(1) lim
x→2

1

(x− 2)2
= ∞ (2) lim

x→−1

{
− 1

(x + 1)2

}
= −∞

¶ ³
練習 2.23 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→+0

|x|
x

(2) lim
x→−0

|x|
x

(3) lim
x→1+0

x2 − 1

|x− 1| (4) lim
x→1−0

x2 − 1

|x− 1|
µ ´
【解】(1) x > 0 のとき

|x|
x

= 1 よって lim
x→+0

|x|
x

= 1

(2) x < 0 のとき
|x|
x

= −1 よって lim
x→−0

|x|
x

= −1

(3) x > 1 のとき
x2 − 1

|x− 1| =
(x + 1)(x− 1)

x− 1
= x + 1

よって lim
x→1+0

x2 − 1

|x− 1| = 2

(4) x < 1 のとき
x2 − 1

|x− 1| =
(x + 1)(x− 1)

−(x− 1)
= −(x + 1)

よって lim
x→1−0

x2 − 1

|x− 1| = −2

¶ ³
練習 2.24 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→1+0

1

x− 1
(2) lim

x→1−0

1

x− 1
µ ´
【答】(1) lim

x→1+0

1

x− 1
= ∞ (2) lim

x→1−0

1

x− 1
= −∞
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2.2.2 関数の極限 (2)

¶ ³
練習 2.25 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→−∞

1

x2
(2) lim

x→∞
1

1− x2

(3) lim
x→∞

(x2 − 2x) (4) lim
x→−∞

(x + x3)

µ ´
【解】(1) lim

x→−∞
1

x2
= 0

(2) lim
x→∞

1

1− x2
= 0

(3) lim
x→∞

(x2 − 2x) = lim
x→∞

x2

(
1− 2

x

)
= ∞

(4) lim
x→−∞

(x + x3) = lim
x→−∞

x3

(
1

x2
+ 1

)
= −∞

¶ ³
練習 2.26 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→∞

2x− 1

4x + 3
(2) lim

x→−∞
5x2 + 4

2x2 − 3x

(3) lim
x→∞

4− x2

3x + 2
(4) lim

x→−∞
3− 2x

x2 − 4x + 1
µ ´

【解】(1) lim
x→∞

2x− 1

4x + 3
= lim

x→∞

2− 1

x

4 +
3

x

=
1

2

(2) lim
x→−∞

5x2 + 4

2x2 − 3x
= lim

x→−∞

5 +
4

x2

2− 3

x

=
5

2

(3) lim
x→∞

4− x2

3x + 2
= lim

x→∞

4

x
− x

3 +
2

x

= −∞

(4) lim
x→−∞

3− 2x

x2 − 4x + 1
= lim

x→−∞

3

x2
− 2

x

1− 4

x
+

1

x2

= 0
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¶ ³
練習 2.27 次の極限値を求めよ．
(1) lim

x→∞
(
√

x2 + 2x− x) (2) lim
x→−∞

(
√

4x2 + 2x + 2x)

µ ´

【解】(1) lim
x→∞

(
√

x2 + 2x− x)= lim
x→∞

(
√

x2 + 2x− x)(
√

x2 + 2x + x)√
x2 + 2x + x

= lim
x→∞

(x2 + 2x)− x2

√
x2 + 2x + x

= lim
x→∞

2x√
x2 + 2x + x

= lim
x→∞

2x

x

√
1 +

2

x
+ x

= lim
x→∞

2√
1 +

2

x
+ 1

= 1

(2) x = −t とおくと，x −→ −∞ のとき t −→∞ であるから
lim

x→−∞
(
√

4x2 + 2x + 2x)= lim
t→∞

(
√

4t2 − 2t− 2t)

= lim
t→∞

(
√

4t2 − 2t− 2t)(
√

4t2 − 2t + 2t)√
4t2 − 2t + 2t

= lim
t→∞

(4t2 − 2t)− (2t)2

√
4t2 − 2t + 2t

= lim
t→∞

−2t√
4t2 − 2t + 2t

= lim
t→∞

−2t

t

√
4− 2

t
+ 2t

= lim
t→∞

−2√
4− 2

t
+ 2

= −1

2

¶ ³
練習 2.28 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→−∞

2x (2) lim
x→∞

(
1

3

)x

(3) lim
x→∞

log2 x (4) lim
x→+0

log0.5 x

µ ´

【答】(1) lim
x→−∞

2x = 0 (2) lim
x→∞

(
1

3

)x

= 0 (3) lim
x→∞

log2 x = ∞
(4) lim

x→+0
log0.5 x = ∞
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¶ ³
練習 2.29 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→∞

2−3x (2) lim
x→−∞

2−2x (3) lim
x→∞

log2

4x− 1

x + 2
µ ´
【解】(1) x −→∞ のとき −3x −→ −∞ であるから lim

x→∞
2−3x = 0

(2) x −→ −∞ のとき −2x −→∞ であるから lim
x→−∞

2−2x = ∞

(3)
4x− 1

x + 2
=

4− 1

x

1 +
2

x

であるから，x −→∞ のとき 4x− 1

x + 2
−→ 4

よって lim
x→∞

log2

4x− 1

x + 2
= log2 4 = 2

2.2.3 三角関数と極限
¶ ³
練習 2.30 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→−∞

sin
1

x
(2) lim

x→−∞
cos

1

x
(3) lim

x→π
tan x

µ ´
【答】(1) lim

x→−∞
sin

1

x
= 0 (2) lim

x→−∞
cos

1

x
= 1 (3) lim

x→π
tan x = 0
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¶ ³
練習 2.31 次の極限値を求めよ．

(1) lim
x→0

x cos
1

x
(2) lim

x→∞
sin x

x
(3) lim

x→−∞
cos x

x
µ ´

【解】(1) 常に 0 5
∣∣∣∣cos

1

x

∣∣∣∣ 5 1 であるから

0 5
∣∣∣∣x cos

1

x

∣∣∣∣ = |x|
∣∣∣∣cos

1

x

∣∣∣∣ 5 |x|

ここで，lim
x→0

|x| = 0 であるから lim
x→0

∣∣∣∣x cos
1

x

∣∣∣∣ = 0

よって lim
x→0

x cos
1

x
= 0

(2) 常に 0 5 | sin x| 5 1 であるから

0 5
∣∣∣∣
sin x

x

∣∣∣∣ =
| sin x|
|x| 5 1

|x|

ここで， lim
x→∞

1

|x| = 0 であるから lim
x→∞

∣∣∣∣
sin x

x

∣∣∣∣ = 0

よって lim
x→∞

sin x

x
= 0

(3) 常に 0 5 | cos x| 5 1 であるから

0 5
∣∣∣cos x

x

∣∣∣ =
| cos x|
|x| 5 1

|x|
ここで， lim

x→−∞
1

|x| = 0 であるから lim
x→−∞

∣∣∣cos x

x

∣∣∣ = 0

よって lim
x→−∞

cos x

x
= 0

¶ ³
練習 2.32 次の極限値を求めよ．

(1) lim
x→0

sin 2x

3x
(2) lim

x→0

tan x

x
(3) lim

x→0

sin 3x

sin 5x
µ ´

【解】(1) lim
x→0

sin 2x

3x
= lim

x→0

(
2

3
·sin 2x

2x

)
=

2

3
·1 =

2

3

(2) lim
x→0

tan x

x
= lim

x→0

(
sin x

x
· 1

cos x

)
= 1·1 = 1

(3) lim
x→0

sin 3x

sin 5x
= lim

x→0

(
3

5
·sin 3x

3x
· 5x

sin 5x

)
=

3

5
·1·1 =

3

5
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¶ ³
練習 2.33 次の極限値を求めよ．

(1) lim
x→0

1− cos x

x2
(2) lim

x→0

1− cos x

x sin x
µ ´
【解】(1) lim

x→0

1− cos x

x2
= lim

x→0

(1− cos x)(1 + cos x)

x2(1 + cos x)

= lim
x→0

1− cos2 x

x2(1 + cos x)
= lim

x→0

sin2 x

x2(1 + cos x)

= lim
x→0

{(
sin x

x

)2

· 1

1 + cos x

}
= 12·1

2
=

1

2

(2) lim
x→0

1− cos x

x sin x
= lim

x→0

(1− cos x)(1 + cos x)

x sin x(1 + cos x)

= lim
x→0

1− cos2 x

x sin x(1 + cos x)
= lim

x→0

sin2 x

x sin x(1 + cos x)

= lim
x→0

(
sin x

x
· 1

1 + cos x

)
= 1·1

2
=

1

2
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2.2.4 関数の連続性
¶ ³
練習 2.34 次の関数 f(x)が，x = 0 で連続であるか不連続であるかを調べよ．

(1) f(x) = x[x] (2) f(x) = (x + 1)[x] (3) f(x) =
√

x

µ ´
【解】(1) lim

x→−0
x[x] = 0·(−1) = 0， lim

x→+0
x[x] = 0·0 = 0

よって lim
x→0

f(x) = 0

また f(0) = 0·0 = 0

したがって，lim
x→0

f(x) = f(0)が成り立つから，関数 f(x) = x[x]は x = 0で

連続である．

(2) lim
x→−0

(x + 1)[x] = 1·(−1) = −1， lim
x→+0

(x + 1)[x] = 1·0 = 0

よって，x −→ 0 のときの f(x)の極限はない．

したがって，関数 f(x) = (x + 1)[x] は x = 0 で不連続である．

(3) 関数 f(x) =
√

x の定義域は x = 0 で lim
x→+0

f(x) = 0，f(0) = 0

したがって， lim
x→+0

f(x) = f(0)が成り立つから，関数 f(x) =
√

xは x = 0で

連続である．
¶ ³
練習 2.35 次の関数が連続である区間を求めよ．

(1) f(x) =
√

1− x (2) f(x) =
x + 1

x2 − 3x + 2
µ ´
【解】(1) f(x) =

√
−(x− 1)

関数 f(x) =
√

1− x が連続である区間は (−∞, 1]

(2) f(x) =
x + 1

(x− 1)(x− 2)

関数 f(x) =
x + 1

x2 − 3x + 2
が連続である区間は (−∞, 1)，(1, 2)，(2, ∞)
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¶ ³
練習 2.36 次の区間における関数 f(x) = cos xの最大値，最小値について調べよ．

(1) [0, π] (2) [−π, π]

µ ´
【解】(1) 区間 [0, π]において，f(x)は

x = 0で最大値 1，x = πで最小値−1

をとる．

(2) 区間 [−π, π]において，f(x)は

x = 0で最大値 1，x = −π, πで最小値−1

をとる．

¶ ³
練習 2.37 方程式 2x − 3x = 0 は，3 < x < 4 の範囲に少なくとも 1つの実数解
をもつことを示せ．

µ ´
【解】f(x) = 2x − 3x とおくと，f(x)は閉区間 [3, 4]で連続である．

また f(3) = 23 − 3·3 = −1 < 0

f(4) = 24 − 3·4 = 4 > 0

であり，f(3)と f(4)は符号が異なる．
したがって，方程式 f(x) = 0 すなわち 2x − 3x = 0 は，
3 < x < 4 の範囲に少なくとも 1つの実数解をもつ．
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2.2.5 補充問題
¶ ³

5 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→−∞

2x − 2−x

2x + 2−x
(2) lim

x→∞
{log2(x

2 + 4)− log2 2x2}
µ ´
【解】(1) 分母，分子を 2−xで割って

lim
x→−∞

2x − 2−x

2x + 2−x
= lim

x→−∞
22x − 1

22x + 1
=

0− 1

0 + 1
= −1

(2) lim
x→∞

{log2(x
2 + 4)− log2 2x2}= lim

x→∞
log2

x2 + 4

2x2
= lim

x→∞
log2

(
1

2
+

2

x2

)

= log2

1

2
= log2 2−1 = −1

¶ ³
6 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→0

tan x

sin 3x
(2) lim

x→0

x2

cos 2x− 1
(3) lim

x→π

1 + cos x

(x− π)2

µ ´
【解】(1) 与式= lim

x→0

sin x

cos x
· 1

sin 3x

= lim
x→0

(
1

cos x
·sin x

x
· 3x

sin 3x
·1
3

)
=

1

3

(2) 与式= lim
x→0

x2

(1− 2 sin2 x)− 1
= lim

x→0

x2

−2 sin2 x

= lim
x→0

(
−1

2

)
·
( x

sin x

)2

= −1

2

(3) x− π = θ とおくと，x −→ π のとき θ −→ 0 より

lim
x→π

1 + cos x

(x− π)2
= lim

θ→0

1 + cos(π + θ)

θ2

= lim
θ→0

1− cos θ

θ2
= lim

θ→0

sin2 θ

θ2(1 + cos θ)

= lim
θ→0

(
sin θ

θ

)2

· 1

1 + cos θ
=

1

2
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¶ ³
7 次の関数 f(x)が x = 0 で連続であるように定数 aの値を定めよ．

f(x) =





x2 + x

x
(x 6= 0)

a (x = 0)

µ ´

【解】 lim
x→0

f(x) = lim
x→0

x2 + x

x
= lim

x→0
(x + 1) = 1，f(0) = a

よって a = 1

¶ ³
8 3次方程式 x3 − 3x + 1 = 0 は負の解をもつことを示せ．

µ ´
【解】f(x) = x3 − 3x + 1 とおくと，f(x) は閉区間 [−2, 0]で連続であり，かつ

f(−2) = −1 < 0，f(0) = 1 > 0

よって，方程式 f(x) = 0 は −2 < x < 0 の範囲に少なくとも 1つの負の解を
もつ．
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2.3 章末問題

2.3.1 章末問題A
¶ ³

1 次の極限を求めよ．

(1) lim
n→∞

12 + 22 + 32 + · · ·+ n2

(1 + 2 + 3 + · · ·+ n)2
(2) lim

n→∞
1 + 3 + 32 + · · ·+ 3n−1

1 + 2 + 22 + · · ·+ 2n−1

µ ´

【解】(1) 分子 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
，分母 =

{
n(n + 1)

2

}2

=
n2(n + 1)2

4

よって 与式= lim
n→∞

n(n + 1)(2n + 1)

6
n2(n + 1)2

4

= lim
n→∞

2

3
· 2n + 1

n(n + 1)

= lim
n→∞

2

3
·
2

n
+

1

n2

1 +
1

n

= 0

(2) 分子 =
1·(3n − 1)

3− 1
=

3n − 1

2
，分母 =

1·(2n − 1)

2− 1
= 2n − 1

よって 与式 = lim
n→∞

3n − 1

2
2n − 1

= lim
n→∞

1

2
·

(
3

2

)n

−
(

1

2

)n

1−
(

1

2

)n = ∞



42 第 2章 極限

¶ ³
2 nを自然数とするとき，次の問いに答えよ．

(1) 不等式 2n = 1 + n +
n(n− 1)

2
が成り立つことを示せ．

(2) (1)の不等式を用いて，極限 lim
n→∞

n

2n
を求めよ．

µ ´
【解】 (1) 二項定理により

2n = (1 + 1)n = nC0 + nC1 + nC2 + nC3 + · · ·+ nCn

nCr > 0 であるから nC3 + · · ·+ nCn = 0

よって 2n = nC0 + nC1 + nC2 = 1 + n +
n(n− 1)

2

(2) (1)の不等式から

0 <
n

2n
5 n

1 + n +
n(n− 1)

2

=
2n

2 + 2n + n2 − n
=

2n

n2 + n + 2

ここで lim
n→∞

2n

n2 + n + 2
= lim

n→∞

2

n

1 +
1

n
+

1

n2

= 0

よって lim
n→∞

n

2n
= 0
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¶ ³
3 座標平面上で，点Pが原点Oからx軸の正
の向きに 1だけ進み，次に y軸の正の向き
に 1

2 だけ進み，次に x軸の正の向きに 1
22

だけ進み，次に y軸の正の向きに 1
23 だけ

進む．以下，同様な運動を限りなく続ける
とき，点 Pの極限の位置の座標を求めよ．

　

O

y

x1

1
2

µ ´
【解】求める点の座標を (x, y) とする．点 Pの x座標は原点Oから順に

1，1，1 +
1

22
，1 +

1

22
，1 +

1

22
+

1

24
，1 +

1

22
+

1

24
，· · ·

となる．

x = 1 +
1

22
+

1

24
+ · · · = 1

1− 1

22

=
4

3

点 Pの y座標は原点Oから順に

0，
1

2
，

1

2
，

1

2
+

1

23
，

1

2
+

1

23
，

1

2
+

1

23
+

1

25
，

1

2
+

1

23
+

1

25
，· · ·

となる．

y =
1

2
+

1

23
+

1

25
+ · · · =

1

2

1− 1

22

=
2

3

よって，点 Pの極限の位置の座標は
(

4

3
,

2

3

)
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¶ ³
4 次の極限を求めよ．ただし，(4)の aは 1でない正の定数とする．

(1) lim
x→1

√
x + 1−√3x− 1

x− 1
(2) lim

x→−∞

√
1 + x2 − 1

x

(3) lim
x→−0

2
1
x (4) lim

x→∞
{loga(ax2 + 1)− loga x2}

µ ´
【解】(1) 与式= lim

x→1

(x + 1)− (3x− 1)

(x− 1)(
√

x + 1 +
√

3x− 1)

= lim
x→1

−2(x− 1)

(x− 1)(
√

x + 1 +
√

3x− 1)

= lim
x→1

−2√
x + 1 +

√
3x− 1

= − 1√
2

(2) 与式= lim
x→−∞

1

x

(√
x2

√
1

x2
+ 1− 1

)

= lim
x→−∞

1

x

(
−x

√
1

x2
+ 1− 1

)

= lim
x→−∞

(
−

√
1

x2
+ 1− 1

x

)
= −1

(3) x −→ −0 のとき
1

x
−→ −∞

t −→ −∞ のとき 2t −→ 0 より

lim
x→−0

2
1
x = 0

(4) 与式 = lim
x→∞

loga

ax2 + 1

x2
= lim

x→∞
loga

(
a +

1

x2

)
= loga a = 1
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¶ ³
5 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→0

1− cos 2x

x tan x
(2) lim

x→0

tan x− sin x

x3

µ ´

【解】(1) 与式= lim
x→0

sin2 2x

x· sin x

cos x
·(1 + cos 2x)

= lim
x→0

(
sin 2x

2x

)2

· 4x
sin x

cos x

· 1

1 + cos 2x

= lim
x→0

(
sin 2x

2x

)2

· x

sin x
· 4 cos x

1 + cos 2x
= 12·1· 4

1 + 1
= 2

【別解】sin2 x =
1− cos 2x

2
より

与式 = lim
x→0

2 sin2 x

x· sin x

cos x

= lim
x→0

2·sin x

x
· cos x = 2·1·1 = 2

(2) 与式= lim
x→0

1

x3

(
sin x

cos x
− sin x

)

= lim
x→0

sin x

x3
·1− cos x

cos x

= lim
x→0

sin x

x3
· sin2 x

cos x(1 + cos x)

= lim
x→0

(
sin x

x

)3

· 1

cos x(1 + cos x)
= 13· 1

1·2 =
1

2

¶ ³

6 方程式 log2 x +
1

2
x = 1 は，1 < x < 2 の範囲に少なくとも 1つの実数解を

もつことを示せ．
µ ´
【解】f(x) = log2 x +

1

2
x− 1 とすると，f(x)は閉区間 [1, 2]で連続であり

f(1) = −1

2
< 0，f(2) = 1 > 0

したがって，f(c) = 0，1 < c < 2 を満たす cがある．

すなわち方程式 log2 x +
1

2
x = 1 は，1 < x < 2 の範囲に実数解をもつ．
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2.3.2 章末問題B
¶ ³

7 次の条件によって定まる数列 {an}について，以下の問いに答えよ．

a1 =
3

2
, an+1 =

2

3− an

(n = 1, 2, 3, . . .)

(1) an =
2n−1 + 2

2n−1 + 1
を示せ． (2) 数列 {an}の極限を求めよ．

µ ´
【解】(1) ［証明］数学的帰納法で証明する．

an =
2n−1 + 2

2n−1 + 1
· · · 1© とする．

［1］ n = 1 のとき， 1©は a1 =
1 + 2

1 + 1
=

3

2
となるから， 1©は n = 1 のと

き成り立つ．

［2］ n = k のとき 1©が成り立つ，すなわち ak =
2k−1 + 2

2k−1 + 1
であると仮定

すると

ak+1 =
2

3− ak

=
2

3− 2k−1 + 2

2k−1 + 1

=
2(2k−1 + 1)

3(2k−1 + 1)− (2k−1 + 2)

=
2·2k−1 + 2

2·2k−1 + 1
=

2(k+1)−1 + 2

2(k+1)−1 + 1

よって， 1©は n = k + 1 のときも成り立つ．

［1］,［2］から， 1©はすべての自然数 nについて成り立つ．［証終］

(2) lim
n→∞

an = lim
n→∞

2n−1 + 2

2n−1 + 1
= lim

n→∞

1 +
2

2n−1

1 +
1

2n−1

= 1
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¶ ³
8 和が 1の無限等比級数がある．この各項を 2乗して得られる無限等比級数
の和は 2である．もとの無限等比級数の初項と公比を求めよ．

µ ´
【解】初項を a，公比を rとすると，|r| < 1 のとき収束して

a

1− r
= 1 · · · 1©

|r| < 1 のとき，|r2| = |r|2 < 1 だから，各項を 2乗して得られる無限等比級数
も収束して

a2

1− r2
= 2 · · · 2©

2©より a

1 + r
· a

1− r
= 2

1©を代入して a

1 + r
= 2 · · · 3©

1©より a = 1− r， 3©より a = 2 + 2r

よって 1− r = 2 + 2r これを解いて r = −1

3

これは，|r| < 1 を満たす．

また a = 1− r = 1−
(
−1

3

)
=

4

3

したがって，初項は
4

3
，公比は−1

3
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¶ ³
9 次の 2つの条件［1］，［2］をともに満たす 2次関数 f(x)を求めよ．

［1］ lim
x→∞

f(x)

x2 − 1
= 2 ［2］ lim

x→1

f(x)

x2 − 1
= −1

µ ´
【解】f(x) = ax2 + bx + c (a 6= 0) とすると

lim
x→∞

f(x)

x2 − 1
= lim

x→∞
ax2 + bx + c

x2 − 1
= lim

x→∞

a +
b

x
+

c

x2

1− 1

x2

= a

条件 lim
x→∞

f(x)

x2 − 1
= 2 より a = 2

一方，条件 lim
x→1

f(x)

x2 − 1
= −1 と lim

x→1
(x2 − 1) = 0 から lim

x→1
f(x) = 0

また lim
x→1

f(x) = lim
x→1

(2x2 + bx + c) = 2 + b + c であるから

2 + b + c = 0

ゆえに c = −b− 2

このとき

lim
x→1

f(x)

x2 − 1
= lim

x→1

2x2 + bx− b− 2

x2 − 1

= lim
x→1

(x− 1)(2x + b + 2)

(x + 1)(x− 1)

= lim
x→1

2x + b + 2

x + 1
=

b + 4

2
= −1

ゆえに b = −6 よって c = 4

したがって f(x) = 2x2 − 6x + 4
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¶ ³
10 半径 rの円Oの周上に中心角 θラジア

ンの弧ABをとり，弦AB，弧ABを 2

等分する点を，それぞれC，Dとする．
次の極限を求めよ．

(1) lim
θ→+0

AB

AB
(2) lim

θ→+0

CD

AB2

　

O
A

B

D

r

C

θ

µ ´
【解】(1) AB = rθ

ABとOCは垂直でOCは∠AOBの 2等分線より ∠AOC =
θ

2
であるから

AC = r sin
θ

2

ゆえに AB = 2AC = 2r sin
θ

2

よって lim
θ→+0

AB

AB
= lim

θ→+0

rθ

2r sin
θ

2

= lim
θ→+0

θ

2

sin
θ

2

= 1

(2) CD = OD−OC = r − r cos
θ

2
= r

(
1− cos

θ

2

)
であるから

lim
θ→+0

CD

AB2
= lim

θ→+0

r

(
1− cos

θ

2

)

(
2r sin

θ

2

)2 = lim
θ→+0

1

4r
·
1− cos

θ

2

sin2 θ

2

= lim
θ→+0

1

4r
·

1− cos
θ

2(
1 + cos

θ

2

)(
1− cos

θ

2

)

= lim
θ→+0

1

4r

(
1 + cos

θ

2

) =
1

8r
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¶ ³
11 xを実数とするとき，次の問いに答えよ．

(1) 無限等比級数 x2 +
x2

x2 + 1
+

x2

(x2 + 1)2
+ · · ·+ x2

(x2 + 1)n−1
+ · · · が収

束することを示せ．

(2) (1)の無限級数の和をf(x)とするとき，関数 y = f(x)のグラフをかけ．

(3) 関数 f(x)が不連続となる xの値を求めよ．
µ ´
【解】 (1) この無限等比級数は，初項 x2，公比

1

x2 + 1
の無限等比級数である．

［1］ x = 0 のとき
初項が 0だからこの級数は収束し，和は 0である．
ゆえに f(0) = 0

［2］ x 6= 0 のとき

0 < x2 より 0 <
1

x2 + 1
< 1

よって |公比 | < 1 であるから，この級数は収束し，和は

x2

1− 1

x2 + 1

=
x2(x2 + 1)

(x2 + 1)− 1
=

x2(x2 + 1)

x2
= x2 + 1

ゆえに f(x) = x2 + 1

［1］,［2］より f(x) =

{
x2 + 1 (x 6= 0)

0 (x = 0)

(2) y = f(x) のグラフは下の図のようになる．

O

y

x1−1

1

2

(3) lim
x→0

f(x) = lim
x→0

(x2 + 1) = 1，f(0) = 1

したがって lim
x→0

f(x) 6= f(0)

よって，f(x) が不連続となる xの値は x = 0
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3.1 導関数

3.1.1 微分係数と導関数
¶ ³
練習 3.1 関数 f(x) =

√
x について，次の微分係数を求めよ．

(1) f ′(1) (2) f ′(2)

µ ´

【解】(1) f ′(1)= lim
h→0

√
1 + h−√1

h
= lim

h→0

(
√

1 + h− 1)(
√

1 + h + 1)

h(
√

1 + h + 1)

= lim
h→0

(1 + h)− 1

h(
√

1 + h + 1)
= lim

h→0

1√
1 + h + 1

=
1

2

(2) f ′(2)= lim
h→0

√
2 + h−√2

h
= lim

h→0

(
√

2 + h−√2)(
√

2 + h +
√

2)

h(
√

2 + h +
√

2)

= lim
h→0

(2 + h)− 2

h(
√

2 + h +
√

2)
= lim

h→0

1√
2 + h +

√
2

=
1

2
√

2

¶ ³
練習 3.2 関数 f(x) =

√
xのグラフ上の点 (3,

√
3)における接線の傾きを求めよ．

µ ´

【解】f ′(3)= lim
h→0

√
3 + h−√3

h
= lim

h→0

(
√

3 + h−√3)(
√

3 + h +
√

3)

h(
√

3 + h +
√

3)

= lim
h→0

(3 + h)− 3

h(
√

3 + h +
√

3)
= lim

h→0

1√
3 + h +

√
3

=
1

2
√

3

よって，求める接線の傾きは
1

2
√

3

51
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¶ ³
練習 3.3 次の関数 f(x)は x = 1 で微分可能でないことを示せ．
(1) f(x) = |x− 1| (2) f(x) = |x2 − 1|

µ ´
【解】(1)

f(1 + h)− f(1)

h
=
|h|
h

ここで lim
h→+0

|h|
h

= lim
h→+0

h

h
= 1， lim

h→−0

|h|
h

= lim
h→−0

−h

h
= −1

よって，lim
h→0

f(1 + h)− f(1)

h
すなわち f ′(1)は存在しない．

したがって，関数 f(x)は x = 1 で微分可能でない．

(2)
f(1 + h)− f(1)

h
=
|h(h + 2)|

h

ここで lim
h→+0

|h(h + 2)|
h

= lim
h→+0

h(h + 2)

h
= lim

h→+0
(h + 2) = 2

lim
h→−0

|h(h + 2)|
h

= lim
h→−0

−h(h + 2)

h
= lim

h→−0
(−h− 2) = −2

よって，lim
h→0

f(1 + h)− f(1)

h
すなわち f ′(1)は存在しない．

したがって，関数 f(x)は x = 1 で微分可能でない．

¶ ³
練習 3.4 導関数の定義に従って，次の関数の導関数を求めよ．

(1) f(x) =
1

2x
(2) f(x) =

√
x

µ ´

【解】(1) f ′(x)= lim
h→0

1

h

{
1

2(x + h)
− 1

2x

}
= lim

h→0

1

h

{
x− (x + h)

2(x + h)x

}

= lim
h→0

−1

2(x + h)x
= − 1

2x2

(2) f ′(x)= lim
h→0

√
x + h−√x

h
= lim

h→0

(
√

x + h−√x)(
√

x + h +
√

x)

h(
√

x + h +
√

x)

= lim
h→0

(x + h)− x

h(
√

x + h +
√

x)
= lim

h→0

1√
x + h +

√
x

=
1

2
√

x
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3.1.2 導関数の計算

例 3.4 (x4)′ = (x3·x)′ = (x3)′x + x3(x)′ = 3x2·x + x3·1
よって (x4)′ = 4x3

¶ ³
練習 3.5 例 3.4と同様にして，次のことを示せ．
(1) (x5)′ = 5x4 (2) (x6)′ = 6x5

µ ´
【解】(1)は例 3.4の結果を利用し，(2)は (1)の結果を利用する．

(1) (x5)′ = (x4·x)′ = (x4)′x + x4(x)′ = 4x3·x + x4·1 = 5x4

(2) (x6)′ = (x5·x)′ = (x5)′x + x5(x)′ = 5x4·x + x5·1 = 6x5

¶ ³
練習 3.6 次の関数を微分せよ．

(1) y = x5 + 2x4 (2) y = 3x6 − 4x3

(3) y = (x + 1)(x3 − 4x) (4) y = (3x2 − 2)(x2 + x + 1)

µ ´
【解】(1) y′=5x4 + 2·4x3 = 5x4 + 8x3

(2) y′= 3·6x5 − 4·3x2 = 18x5 − 12x2

(3) y′=(x + 1)′(x3 − 4x) + (x + 1)(x3 − 4x)′

=1·(x3 − 4x) + (x + 1)(3x2 − 4)

=x3 − 4x + 3x3 + 3x2 − 4x− 4

=4x3 + 3x2 − 8x− 4

(4) y′=(3x2 − 2)′(x2 + x + 1) + (3x2 − 2)(x2 + x + 1)′

=6x(x2 + x + 1) + (3x2 − 2)(2x + 1)

= 6x3 + 6x2 + 6x + 6x3 + 3x2 − 4x− 2

=12x3 + 9x2 + 2x− 2
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導関数の公式¶ ³

関数 f(x)，g(x)がともに微分可能であるとき

4 {f(x)g(x)}0 = f 0(x)g(x) + f(x)g0(x)

µ ´
商の導関数¶ ³

関数 f(x)，g(x)がともに微分可能であるとき

5

{
1

g(x)

}0
= − g0(x)

{g(x)}2

6

{
f(x)

g(x)

}0
=

f 0(x)g(x) − f(x)g0(x)

{g(x)}2

µ ´¶ ³
練習 3.7 次の問いに答えよ．

(1) 導関数の定義に従って，公式 5を証明せよ．

(2)
f(x)

g(x)
= f(x)· 1

g(x)
と公式 4，5 を用いて公式 6を証明せよ．

µ ´

証明 (1)

{
1

g(x)

}′
= lim

h→0

1

h

{
1

g(x + h)
− 1

g(x)

}

= lim
h→0

1

h
·g(x)− g(x + h)

g(x + h)g(x)

= lim
h→0

{
−g(x + h)− g(x)

h
· 1

g(x + h)g(x)

}

ここで，g(x)は微分可能であるから
g(x + h)− g(x)

h
= g′(x)

また，微分可能ならば連続であるから lim
h→0

g(x + h) = g(x)

よって
{

1

g(x)

}′
= −g′(x)· 1

g(x)g(x)
= − g′(x)

{g(x)}2

(2)
f(x)

g(x)
= f(x)· 1

g(x)
の両辺を微分すると

{
f(x)

g(x)

}′
= f ′(x)· 1

g(x)
+ f(x)

{
1

g(x)

}′

=
f ′(x)g(x)

{g(x)}2
+ f(x)

{
− g′(x)

{g(x)}2

}

したがって
{

f(x)

g(x)

}′
=

f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

{g(x)}2
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¶ ³
練習 3.8 次の関数を微分せよ．

(1) y =
1

2x− 3
(2) y =

x2

x + 3
(3) y =

2x− 1

x2 + 1
µ ´
【解】(1) y′=− (2x− 3)′

(2x− 3)2
= − 2

(2x− 3)2

(2) y′=
(x2)′(x + 3)− x2(x + 3)′

(x + 3)2
=

2x(x + 3)− x2

(x + 3)2
=

x2 + 6x

(x + 3)2

(3) y′=
(2x− 1)′(x2 + 1)− (2x− 1)(x2 + 1)′

(x2 + 1)2
=

2(x2 + 1)− (2x− 1)·2x
(x2 + 1)2

=
−2x2 + 2x + 2

(x2 + 1)2

¶ ³
練習 3.9 次の関数を微分せよ．

(1) y =
1

x
(2) y =

1

x3
(3) y = − 4

x2

µ ´
【解】(1) y′ = (x−1)′ = −1x−2 = − 1

x2

(2) y′ = (x−3)′ = −3x−4 = − 3

x4

(3) y′ = (−4x−2)′ = −4·(−2)x−3 = 8x−3 =
8

x3
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¶ ³
練習 3.10 次の関数を微分せよ．

(1) y = (3x + 1)4 (3) y =
1

(4x + 3)2

µ ´
【解】(1) u = 3x + 1 とすると y = u4 であり

dy

du
= 4u3，

du

dx
= 3

よって
dy

dx
=

dy

du
·du

dx
= 4u3·3 = 12(3x + 1)3

(2) u = 4x + 3 とすると y = u−2 であり

dy

du
= −2u−3，

du

dx
= 4

よって
dy

dx
=

dy

du
·du

dx
= −2u−3·4 = −8u−3 = − 8

(4x + 3)3

【別解】(1) y′ = 4(3x + 1)3·(3x + 1)′ = 4(3x + 1)3·3 = 12(3x + 1)3

(2) y = (4x + 3)−2 であるから

y′ = −2(4x + 3)−3·(4x + 3)′ = −2(4x + 3)−3·4 = − 8

(4x + 3)3

¶ ³
練習 3.11 次の関数を微分せよ．ただし，a，bは定数とする．

(1) y = (ax + b)6 (2) y =
1

(ax + b)3

µ ´
【解】(1) u = ax + b とすると y = u6 であり

dy

du
= 6u5，

du

dx
= a

よって
dy

dx
=

dy

du
·du

dx
= 6u5·a = 6a(ax + b)5

(2) u = ax + b とすると y = u−3 であり
dy

du
= −3u−4，

du

dx
= a

よって
dy

dx
=

dy

du
·du

dx
= −3u−4·a = −3a(ax + b)−4 = − 3a

(ax + b)4

【別解】(1) y′ = 6(ax + b)5·(ax + b)′ = 6a(ax + b)5

(2) y′= {(ax + b)−3}′ = −3(ax + b)−4·(ax + b)′

=−3a(ax + b)−4 = − 3a

(ax + b)4
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¶ ³
練習 3.12 次の関数を微分せよ．

(1) y = (2x2 + 5)3 (2) y = (1− 2x2)3

(3) y = (x2 + x + 1)4 (4) y =
1

(x2 + 1)3

µ ´
【解】 (1) y′=3(2x2 + 5)2·(2x2 + 5)′

=3(2x2 + 5)2·4x
=12x(2x2 + 5)2

(2) y′=3(1− 2x2)2·(1− 2x2)′

=3(1− 2x2)2·(−4x)

=−12x(1− 2x2)2

(3) y′=4(x2 + x + 1)3·(x2 + x + 1)′

=4(x2 + x + 1)3·(2x + 1)

=4(2x + 1)(x2 + x + 1)3

(4) y =
1

(x2 + 1)3
= (x2 + 1)−3 より

y′=−3(x2 + 1)−4·(x2 + 1)′

=− 3

(x2 + 1)4
·2x

=− 6x

(x2 + 1)4
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¶ ³
練習 3.13 逆関数の微分法の公式を用いて，次の関数を微分せよ．

(1) y = 6
√

x (2) y = 3
√

x (x > 0)

µ ´
【解】(1) y = 6

√
x を xについて解くと，x = y6 であるから

dy

dx
=

1

dx
dy

=
1

6y5
=

1

6( 6
√

x)5
=

1

6
6
√

x5

(2) y = 3
√

x を xについて解くと，x = y3 であるから

dy

dx
=

1

dx
dy

=
1

3y2
=

1

3( 3
√

x)2
=

1

3
3
√

x2
(x > 0)

¶ ³
練習 3.14 次の関数を微分せよ．

(1) y =
√

x (2) y =
3
√

x2 (3) y =
1√
x

µ ´
【解】(1) y = x

1
2 より y′ =

1

2
x

1
2
−1 =

1

2
x−

1
2 =

1

2
√

x

(2) y = x
2
3 より y′ =

2

3
x

2
3
−1 =

2

3
x−

1
3 =

2

3 3
√

x

(3) y = x−
1
2 より y′ = −1

2
x−

1
2
−1 = − 1

2
√

x3
= − 1

2x
√

x
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3.1.3 補充問題
¶ ³

1 関数 y = f(x)g(x)h(x) の導関数は

y′ = f ′(x)g(x)h(x) + f(x)g′(x)h(x) + f(x)g(x)h′(x)

であることを示せ．また，これを用いて，次の関数を微分せよ．

y = (x2 + 1)(x + 2)(3x− 4)
µ ´
【解】(前半)

y′ = {f(x)g(x)}′h(x) + {f(x)g(x)}h′(x)

= {f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)}h(x) + f(x)g(x)h′(x)

= f ′(x)g(x)h(x) + f(x)g′(x)h(x) + f(x)g(x)h′(x)

(後半)

y′ = 2x(x + 2)(3x− 4) + (x2 + 1)·1·(3x− 4) + (x2 + 1)(x + 2)·3
= 12x3 + 6x2 − 10x + 2

¶ ³
2 次のことを示せ．ただし，a，bは定数，pは有理数とする．

(1)
d

dx
f(ax + b) = af ′(ax + b) (2)

d

dx
{f(x)}p = p{f(x)}p−1f ′(x)

µ ´
【解】 (1) y = f(ax + b)，u = ax + b とすると y = f(u) であるから

d

dx
f(ax + b) =

dy

dx
=

dy

du
·du

dx
= f ′(u)·a = af ′(ax + b)

(2) y = {f(x)}n，u = f(x) とすると y = un であるから

d

dx
{f(x)}p =

dy

dx
=

dy

du
·du

dx
= pup−1f ′(x) = p{f(x)}p−1f ′(x)
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¶ ³
3 次の関数を微分せよ．

(1) y =

(
1 +

1

x

)2

(2) y =

(
x− 1

x

)3

(3) y =
√

4− x2 (4) y =
1√

1− x2

µ ´

【解】 (1) y′=2

(
1 +

1

x

)
·
(

1 +
1

x

)′

=2

(
1 +

1

x

)(
− 1

x2

)

=− 2

x2

(
1 +

1

x

)

(2) y′=3

(
x− 1

x

)2

·
(

x− 1

x

)′

=3

(
x− 1

x

)2 (
1 +

1

x2

)

(3) y = (4− x2)
1
2 より

y′=
1

2
(4− x2)−

1
2 ·(4− x2)′

=
1

2
√

4− x2
·(−2x)

=− x√
4− x2

(4) y = (1− x2)−
1
2 より

y′=−1

2
(1− x2)−

3
2 ·(1− x2)′

=− 1

2
√

(1− x2)3
·(−2x)

=
x

(1− x2)
√

1− x2
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3.2 いろいろな関数の導関数

3.2.1 いろいろな関数の導関数
¶ ³
練習 3.15 関数 cos x の導関数が，次のようになることを示せ．

(cos x)′ = − sin x
µ ´
［証明］ (cos x)′ = lim

h→0

cos(x + h)− cos x

h

において，cos(x + h)− cos x=cos x cos h− sin x sin h− cos x

= (cos h− 1) cos x− sin x sin h

であるから (cos x)′ = lim
h→0

(
cos h− 1

h
cos x− sin h

h
sin x

)

ここで lim
h→0

cos h− 1

h
= lim

h→0

cos2 h− 1

h(cos h + 1)
= lim

h→0

− sin2 h

h(cos h + 1)

= lim
h→0

(
−sin h

h
· sin h

cos h + 1

)
= −1· 0

1 + 1
= 0

よって (cos x)′ = 0· cos x− 1· sin x = − sin x ［証終］

［別証］cos x = sin
(
x +

π

2

)
であるから，合成関数の微分法により

(cos x)′ =
{

sin
(
x +

π

2

)}′
= cos

(
x +

π

2

)
·
(
x +

π

2

)′
= − sin x

よって (cos x)′ = − sin x ［証終］
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¶ ³
練習 3.16 次の関数を微分せよ．

(1) y = cos 2x (2) y =
√

2 sin
(
3x +

π

4

)

(3) y = sin2 x (4) y = tan2 x

(5) y =
1

sin x
(6) y = cos2 3x

µ ´
【解】(1) y′ = − sin 2x·(2x)′ = −2 sin 2x

(2) y′ =
√

2 cos
(
3x +

π

4

)
·
(
3x +

π

4

)′
= 3

√
2 cos

(
3x +

π

4

)

(3) y′ = 2 sin x·(sin x)′ = 2 sin x cos x = sin 2x

(4) y′ = 2 tan x·(tan x)′ =
2 tan x

cos2 x
=

2 sin x

cos3 x

(5) y′ = −(sin x)′

sin2 x
= − cos x

sin2 x

(6) y′ = 2 cos 3x·(cos 3x)′ = 2 cos 3x·(−3 sin 3x) = −6 sin 3x cos 3x = −3 sin 6x

¶ ³
練習 3.17 次の関数を微分せよ．

(1) y = x sin x + cos x (2) y = x cos x− sin x

µ ´
【解】(1) y′=(x)′ sin x + x(sin x)′ + (cos x)′

=1· sin x + x cos x− sin x = x cos x

(2) y′= (x)′ cos x + x(cos x)′ − (sin x)′

= 1· cos x− x sin x− cos x = −x sin x



3.2. いろいろな関数の導関数 63

¶ ³
練習 3.18 次の関数を微分せよ．
(1) y = log 3x (2) y = log2(2x− 1)

(3) y = log(x2 + 1) (4) y = x log x− x

µ ´
【解】(1) y′ =

1

3x
·(3x)′ =

3

3x
=

1

x

(2) y′ =
1

(2x− 1) log 2
·(2x− 1)′ =

2

(2x− 1) log 2

(3) y′ =
1

x2 + 1
·(x2 + 1)′ =

2x

x2 + 1

(4) y′ = 1· log x + x·1
x
− 1 = log x + 1− 1 = log x

¶ ³
練習 3.19 次のことを示せ．

(loga |x|)′ =
1

x log a
µ ´
【解】x > 0 のとき (loga |x|)′ = (loga x)′ =

1

x log a

x < 0 のとき (loga |x|)′ = {loga(−x)} =
1

−x log a
·(−x)′ =

1

x log a

よって (loga |x|)′ =
1

x log a
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¶ ³
練習 3.20 次の関数を微分せよ．

(1) y = log |2x + 3| (2) y = log | sin x|
(3) y = log4 |2x− 1| (4) y = log2 |x2 − 4|

µ ´
【解】(1) y′ =

1

2x + 3
·(2x + 3)′ =

2

2x + 3

(2) y′ =
1

sin x
·(sin x)′ =

cos x

sin x
=

1

tan x

(3) y′ =
1

(2x− 1) log 4
·(2x− 1)′ =

2

(2x− 1) log 4

(4) y′ =
1

(x2 − 4) log 2
·(x2 − 4)′ =

2x

(x2 − 4) log 2
¶ ³
練習 3.21 log |y|の導関数を利用して，次の関数を微分せよ．
(1) y = (x− 1)(x− 2)2(x− 3)3 (2) y =

(x + 2)(x + 3)3

x2 + 1
µ ´
【解】 (1) 両辺の絶対値の対数をとると

log |y| = log |x− 1|+ 2 log |x− 2|+ 3 log |x− 3|
両辺を xで微分すると

y′

y
=

1

x− 1
+

2

x− 2
+

3

x− 3
=

2(3x2 − 11x + 9)

(x− 1)(x− 2)(x− 3)

よって y′=(x− 1)(x− 2)2(x− 3)2· 2(3x2 − 11x + 9)

(x− 1)(x− 2)(x− 3)

=2(x− 2)(x− 3)2(3x2 − 11x + 9)

(2) 両辺の絶対値の対数をとると

log |y| = log |x + 2|+ 3 log |x + 3| − log(x2 + 1)

両辺を xで微分すると

y′

y
=

1

x + 2
+

3

x + 3
− 2x

x2 + 1
=

2x3 − x2 − 8x + 9

(x + 2)(x + 3)(x2 + 1)

よって y′=
(x + 2)(x + 3)3

x2 + 1
· 2x3 − x2 − 8x + 9

(x + 2)(x + 3)(x2 + 1)

=
(x + 3)2(2x3 − x2 − 8x + 9)

(x2 + 1)2
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¶ ³
練習 3.22 (ex)′ = exであることを確かめよ．

µ ´
【解】y = exを xについて解くと x = log y

逆関数の微分法と対数関数の導関数の公式により

dy

dx
=

1

dx

dy

=
1
1

y

= y

よって (ex)′ = ex

¶ ³
練習 3.23 次の関数を微分せよ．ただし，(6)の aは 1でない正の定数とする．

(1) y = e2x (2) y = e−x2
(3) y = 3x

(4) y = 2−3x (5) y = xex (6) y = (2x− 1)ax

µ ´
【解】(1) y′ = e2x·(2x)′ = 2e2x

(2) y′ = e−x2·(−x2)′ = −2xe−x2

(3) y′ = 3x log 3

(4) y′ = 2−3x log 2·(−3x)′ = −3·2−3x log 2

(5) y′ = 1·ex + xex = (x + 1)ex

(6) y′=(2x− 1)′ax + (2x− 1)(ax)′

= 2ax + (2x− 1)ax log a

= ax{2 + (2x− 1) log a}
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3.2.2 第n次導関数
¶ ³
練習 3.24 次の関数について，第 3次までの導関数を求めよ．ただし，(1)の a

は 0でない定数とする．

(1) y = ax3 (2) y =
1

x
(3) y = cos x

(4) y = log x (5) y = ex (6) y = e−2x

µ ´
【答】(1) y′ = 3ax2，y′′ = 6ax，y′′′ = 6a

(2) y = x−1であるから y′ = −x−2，y′′ = 2x−3，y′′′ = −6x−4

よって y′ = − 1

x2
，y′′ =

2

x3
，y′′′ = − 6

x4

(3) y′ = − sin x，y′′ = − cos x，y′′′ = sin x

(4) y′ =
1

x
，y′′ = − 1

x2
，y′′′ =

2

x3

(5) y′ = ex，y′′ = ex，y′′′ = ex

(6) y′ = −2e−2x，y′′ = 4e−2x，y′′′ = −8e−2x

¶ ³
練習 3.25 次の関数の第 n次導関数を求めよ．

(1) y = xn (2) y = e2x

µ ´
【解】(1) y′ = nxn−1，y′′ = n(n− 1)xn−2，· · ·，y(n) = n(n− 1)· · · · ·2·1 = n!

(2) y′ = 2e2x，y′′ = 22e2x，· · ·，y(n) = 2ne2x
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3.2.3 曲線の方程式と導関数
¶ ³
練習 3.26 円 x2 + y2 = 1 について，次の問いに答えよ．

(1) 方程式を yについて解け．

(2)
dy

dx
= −x

y
であることを示せ．

µ ´
【解】(1) y2 = 1− x2 より y = ±√1− x2

(2) y =
√

1− x2 のとき

dy

dx
=

−2x

2
√

1− x2
= − x√

1− x2
= −x

y

y = −√1− x2 のとき

dy

dx
=

2x

2
√

1− x2
=

x√
1− x2

= −x

y

よって，x2 + y2 = 1 について
dy

dx
= −x

y

¶ ³

練習 3.27 次の方程式で定められる xの関数 yについて，
dy

dx
を求めよ．

(1) y2 = x (2) x2 − y2 = 1

µ ´
【解】(1) y2 = x の両辺を xで微分すると 2y·dy

dx
= 1

よって
dy

dx
=

1

2y

(2) x2 − y2 = 1 の両辺を xで微分すると 2x− 2y·dy

dx
= 0

よって
dy

dx
=

x

y
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¶ ³

練習 3.28 xの関数 yが，tを媒介変数として，次の式で表されているとき，
dy

dx
を tの関数として表せ．

(1) x = 2t，y = t2 − 1 (2) x = 3 cos t，y = 2 sin t

µ ´
【解】(1)

dx

dt
= 2，

dy

dt
= 2t から

dy

dx
=

2t

2
= t

(2)
dx

dt
= −3 sin t，

dy

dt
= 2 cos t から

dy

dx
=

2 cos t

−3 sin t
= −2 cos t

3 sin t

3.2.4 補充問題
¶ ³

4 次の関数を微分せよ．ただし，(6)の aは 1でない正の定数とする．

(1) y =
1

1 + cos x
(2) y = sin2 x cos 2x (3) y = (log x)2

(4) y = log

∣∣∣∣
x + 1

x + 2

∣∣∣∣ (5) y =
ex

ex + 1
(6) y = a2x+1

µ ´
【解】(1) y′ = − − sin x

(1 + cos x)2
=

sin x

(1 + cos x)2

(2) y = sin2 x(1− 2 sin2 x) = sin2 x− 2 sin4 x より

y′= 2 sin x cos x− 8 sin3 x cos x

= sin 2x− 4 sin 2x sin2 x

=sin 2x(1− 4 sin2 x)

(3) y′ = 2(log x)·(log x)′ =
2 log x

x
(4) y = log |x + 1| − log |x + 2|

y′ =
1

x + 1
− 1

x + 2
=

1

(x + 1)(x + 2)

(5) y′ =
ex(ex + 1)− ex·ex

(ex + 1)2
=

ex

(ex + 1)2

(6) y′ = 2a2x+1 log a
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¶ ³
5 aが定数のとき，次のことを示せ．

d

dx
log(x +

√
x2 + a) =

1√
x2 + a

µ ´
【解】u = x +

√
x2 + a，y = log u とおくと

d

dx
log(x +

√
x2 + a) =

dy

dx
=

dy

du
·du

dx

=
1

u

(
1 +

x√
x2 + a

)
=

1

u

(√
x2 + a + x√

x2 + a

)

=
1√

x2 + a

¶ ³
6 αを実数とするとき，次のことを示せ．

(xα)′ = αxα−1 ただし，x > 0
µ ´
【解】xα > 0 であるから，y = xα について，両辺の対数をとると

log y = α log x

この両辺の関数を xで微分すると

y′

y
= α·1

x
← (log y)′ =

y′

y

すなわち y′ = α·y
x

よって (xα)′ = α·x
α

x
= αxα−1
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3.3 章末問題

3.3.1 章末問題A
¶ ³

1 関数 y = x
√

x を，導関数の定義に従って微分せよ．
µ ´

【解】y′= lim
h→0

(x + h)
√

x + h− x
√

x

h

= lim
h→0

(x + h)3 − x3

h{(x + h)
√

x + h + x
√

x}

= lim
h→0

(x3 + 3x2h + 3xh2 + h3)− x3

h{(x + h)
√

x + h + x
√

x}

= lim
h→0

3x2 + 3xh + h2

(x + h)
√

x + h + x
√

x

=
3x2

x
√

x + x
√

x
=

3

2

√
x

¶ ³
2 次の関数を微分せよ．

(1) y =
x2 + x + 1√

x
(2) y =

√
1 + cos x

(3) y =
sin x

x
(4) y = 2log x

µ ´

【解】(1) y′ =
(2x + 1)

√
x− (x2 + x + 1)

1

2
√

x

x
=

3x2 + x− 1

2x
√

x

【別解】y = x
√

x +
√

x +
1√
x
より

y′ =
3

2

√
x +

1

2
√

x
− 1

2x
√

x
=

3x2 + x− 1

2x
√

x

(2) y′ =
(1 + cos x)′

2
√

1 + cos x
= − sin x

2
√

1 + cos x

(3) y′ =
cos x·x− sin x·1

x2
=

x cos x− sin x

x2

(4) y′ = 2log x· log 2·(log x)′ =
2log x log 2

x
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¶ ³
3 次の関数について，y′および y′′を求めよ．

(1) y =
x2

x− 1
(2) y = e−2x2

µ ´
【解】 (1) y = x + 1 +

1

x− 1
より

y′ = 1− 1

(x− 1)2
=

x(x− 2)

(x− 1)2

y′′ =
2

(x− 1)3

(2) y′ = e−2x2·(−2x2)′ = −4xe−2x2

y′′ = (−4x)′e−2x2

+ (−4x)·(e−2x2

)′

= −4e−2x2

+ (−4x)·(−4xe−2x2

) = 4(4x2 − 1)e−2x2

¶ ³
4 nを正の整数とすると，x 6= 1 のとき，次の等式が成り立つ．

1 + x + x2 + · · ·+ xn =
1− xn+1

1− x

この両辺を xの関数とみて微分し，x 6= 1 のとき，次の和を求めよ．

1 + 2x + 3x2 + · · ·+ nxn−1

µ ´
【解】(1 + x + x2 + · · ·+ xn)′ = 1 + 2x + 3x2 + · · ·+ nxn−1 の左辺は

(
1− xn+1

1− x

)′
=
−(n + 1)xn·(1− x)− (1− xn+1)(−1)

(1− x)2

=
(n + 1)(xn+1 − xn) + 1− xn+1

(1− x)2

=
nxn+1 − (n + 1)xn + 1

(1− x)2

よって，x 6= 1 のとき 1 + 2x + 3x2 + · · ·+ nxn−1 =
nxn+1 − (n + 1)xn + 1

(1− x)2
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¶ ³
5 関数 f(x) = sin x について，次のことを数学的帰納法を用いて証明せよ．

f (n)(x) = sin
(
x +

nπ

2

)

µ ´
［証明］f (n)(x) = sin

(
x +

nπ

2

)
· · · (A) とする．

［1］f ′(x) = cos x = sin
(
x +

π

2

)

ゆえに，(A)は n = 1 のとき成り立つ．

［2］n = k のとき (A)が成り立つ，すなわち

f (k)(x) = sin

(
x +

kπ

2

)

と仮定する．このとき

f (k+1)(x) =
d

dx
sin

(
x +

kπ

2

)

= cos

(
x +

kπ

2

)

= sin

{(
x +

kπ

2

)
+

π

2

}

= sin

{
x +

(k + 1)π

2

}

よって，(A)は n = k + 1 のときも成り立つ．

［1］,［2］から (A)はすべての自然数 nについて成り立つ． ［証終］
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¶ ³
6 関数 y = ex(sin x + cos x) について，次の等式が成り立つことを示せ．

y′′ − 2y′ + 2y = 0
µ ´
［証明］ y′= ex(sin x + cos x) + ex(cos x− sin x) = 2ex cos x

y′′=2(ex cos x− ex sin x) = 2ex(cos x− sin x)

であるから

y′′ − 2y′ + 2y = 2ex(cos x− sin x)− 2·2ex cos x + 2ex(sin x + cos x)

= 2ex cos x− 2ex sin x− 4ex cos x + 2ex sin x + 2ex cos x

= 0

［証終］

¶ ³
7 a，bは正の定数とする．次のことを示せ．

(1)
x2

a2
+

y2

b2
= 1 のとき

dy

dx
= − b2x

a2y

(2)
x2

a2
− y2

b2
= 1 のとき

dy

dx
=

b2x

a2y
µ ´

【解】 (1)
x2

a2
+

y2

b2
= 1 の両辺を xで微分すると

2x

a2
+

2y

b2
·dy

dx
= 0

よって
dy

dx
= − b2x

a2y

(2)
x2

a2
− y2

b2
= 1 の両辺を xで微分すると

2x

a2
− 2y

b2
·dy

dx
= 0

よって
dy

dx
=

b2x

a2y
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3.3.2 章末問題B
¶ ³

8 微分可能な関数 f(x)について，次のことを示せ．

lim
h→0

f(a + h)− f(a− h)

h
= 2f ′(a)

µ ´
【解】左辺= lim

h→0

f(a + h)− f(a)− {f(a− h)− f(a)}
h

= lim
h→0

f(a + h)− f(a)

h
+ lim

h→0

f(a− h)− f(a)

−h

= f ′(a) + f ′(a) = 2f ′(a)

¶ ³
9 次の極限値を求めよ．

(1) lim
x→0

log(1 + x)

x
(2) lim

x→0

ex − 1

x
µ ´
【解】(1) f(x) = log(1 + x) とすると f ′(x) =

1

1 + x

lim
x→0

log(1 + x)

x
= lim

x→0

log(1 + x)− log 1

x− 0

= lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0

= f ′(0) =
1

1 + 0
= 1

(2) g(x) = ex とすると g′(x) = ex

lim
x→0

ex − 1

x
= lim

x→0

ex − e0

x− 0

= lim
x→0

g(x)− g(0)

x− 0

= g′(0) = e0 = 1
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¶ ³

10 lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e であることを用いて，次の極限値を求めよ．

(1) lim
n→∞

(
1 +

1

n

)2n

(2) lim
n→∞

(
1 +

1

2n

)n

(3) lim
n→∞

(
1 +

2

n

)n

µ ´

【解】 (1) lim
n→∞

(
1 +

1

n

)2n

= lim
n→∞

{(
1 +

1

n

)n}2

= e2

(2) lim
n→∞

(
1 +

1

2n

)n

= lim
n→∞

{(
1 +

1

2n

)2n
} 1

2

= e
1
2 =

√
e

(3) lim
n→∞

(
1 +

2

n

)n

= lim
n→∞

{(
1 +

1
n
2

)n
2

}2

= e2

¶ ³
11 次の関数を微分せよ．

(1) y =
1− tan x

1 + tan x
(2) y = x2(log x)3 (3) y =

ex − e−x

ex + e−x

µ ´

【解】(1) y′=
− 1

cos2 x
(1 + tan x)− (1− tan x)

1

cos2 x
(1 + tan x)2

=
−(1 + tan x)− (1− tan x)

(1 + tan x)2 cos2 x
=

−2

{(1 + tan x) cos x}2

=− 2

(cos x + sin x)2

【別解】y =
2− (1 + tan x)

1 + tan x
=

2

1 + tan x
− 1 より

y′=−2·
1

cos2 x
(1 + tan x)2

= −2· 1

{cos x(1 + tan x)}2

=− 2

(cos x + sin x)2

(2) y′ = 2x(log x)3 + x2·3(log x)2·1
x

= 2x(log x)3 + 3x(log x)2

(3) y′ =
(ex + e−x)2 − (ex − e−x)2

(ex + e−x)2
=

4

(ex + e−x)2
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¶ ³
12 次の関数を微分せよ．

(1) y = xx (x > 0) (2) y = 3

√
x + 1

(x + 2)2

µ ´
【解】 (1) xx > 0 であるから，y = xx について，両辺の対数をとると

log y = x log x

この両辺の関数を xで微分すると

y′

y
= 1· log x + x·1

x
= log x + 1

よって y′ = y(log x + 1) = xx(log x + 1)

(2) y = 3

√
x + 1

(x + 2)
について，両辺の絶対値の対数をとると

log |y| = 1

3
log |x + 1| − 2

3
log |x + 2|

この両辺の関数を xで微分すると

y′

y
=

1

3(x + 1)
− 2

3(x + 2)
= − x

3(x + 1)(x + 2)

よって y′=− x

3(x + 1)(x + 2)
·y

=− x

3(x + 1)(x + 2)
· 3

√
x + 1

(x + 2)

=− x

3(x + 2) 3
√

(x + 1)2(x + 2)2
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¶ ³

13 任意の定数 a，bに対して，tの関数 y = a cos 2t + b sin 2t は
d2y

dt2
= ky を

満たすという．この定数 kの値を求めよ．
µ ´

【解】
dy

dt
= −2a sin 2t + 2b cos 2t，

d2y

dt2
= −4a cos 2t− 4b sin 2t

d2y

dt2
= ky より −4a cos 2t− 4b sin 2t = k(a cos 2t + b sin 2t)

よって k = −4

¶ ³

14 方程式 x
2
3 + y

2
3 = 1 で定められる xの関数 yについて，

dy

dx
= −

(y

x

) 1
3
と

表せることを示せ．
µ ´
【解】x

2
3 + y

2
3 = 1 において，yを xの関数とみなして，両辺を xで微分すると

2

3
x−

1
3 +

2

3
y−

1
3 ·dy

dx
= 0

よって
dy

dx
= −x−

1
3

y−
1
3

= −y
1
3

x
1
3

= −
(y

x

) 1
3





第 4 章 微分法の応用

4.1 導関数の応用

4.1.1 接線の方程式
¶ ³
練習 4.1 次の曲線上の点Aにおける接線の方程式を求めよ．

(1) y =
4

x
，A(−1,−4) (2) y = tan x，A(0, 0)

µ ´
【解】(1) f(x) =

4

x
とすると f ′(x) = − 4

x2
であるから

f ′(−1) = −4

よって，点 (−1,−4)における接線の方程式は

y − (−4) = −4{x− (−1)} すなわち y = −4x− 8

(2) f(x) = tan x とすると f ′(x) =
1

cos2 x
であるから

f ′(0) = 1

よって，点 (0, 0)における接線の方程式は

y − 0 = 1(x− 0) すなわち y = x

(1) (2)

O

y

x
−1

−4

y =
4

x O

y

x

y=tan x

79
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¶ ³
練習 4.2 曲線 y = ex について，次のような接線の方程式を求めよ．

(1) 傾きが 1である (2) 原点を通る
µ ´
【解】y = ex を微分すると y′ = ex

ここで，接点の座標を (a, ea) とすると，接線の方程式は

y − ea = ea(x− a) · · · 1©
(1) 接線 1©の傾きが 1であるから

ea = 1 すなわち a = 0

1©に代入すると y − 1 = x

整理して y = x + 1

(2) 接線 1©が原点 (0, 0)を通るから 0− ea = ea(0− a)

−ea = −aea すなわち ea(a− 1) = 0

ea 6= 0 であるから a = 1

1©に代入すると y − e = e(x− 1)

整理して y = ex
¶ ³
練習 4.3 次の方程式で表される曲線上の点Aにおける接線の方程式を求めよ．

(1)
x2

2
+

y2

8
= 1，A(−1, 2) (2) x2 − y2 = 1，A(

√
2,−1)

µ ´

【解】(1)
x2

2
+

y2

8
= 1 の両辺を xで微分すると

2x

2
+

2yy′

8
= 0

ゆえに，y 6= 0 のとき y′ = −4x

y

よって，点 (−1, 2)における接線の傾きは −4·(−1)

2
= 2

したがって，求める接線の方程式は

y − 2 = 2(x + 1) すなわち y = 2x + 4

(2) x2 − y2 = 1 の両辺を xで微分すると 2x− 2yy′ = 0

ゆえに，y 6= 0 のとき y′ =
x

y

よって，点 (
√

2,−1)における接線の傾きは

√
2

−1
= −√2

したがって，求める接線の方程式は

y + 1 = −√2(x−√2) すなわち y = −√2x + 1
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¶ ³
練習 4.4 次の曲線上の点Aにおける法線の方程式を求めよ．

(1) y = e−x，A(−1, e) (2) y = sin x，A

(
π

6
,

1

2

)

µ ´
【解】(1) f(x) = e−x とすると f ′(x) = −e−x

よって f ′(−1) = −e

したがって，この法線の方程式は

y − e =
1

e
(x + 1) すなわち y =

1

e
x + e +

1

e

(2) f(x) = sin x とすると f ′(x) = cos x

よって f ′
(π

6

)
=

√
3

2

したがって，この法線の方程式は

y − 1

2
= − 2√

3

(
x− π

6

)
すなわち y = − 2√

3
x +

π

3
√

3
+

1

2

4.1.2 平均値の定理
¶ ³
練習 4.5 次の各場合に，平均値の定理における cの値を求めよ．

(1) f(x) = −x2 + 4x，a = 0，b = 3

(2) f(x) = x3，a = −1，b = 2
µ ´
【解】(1) f(x) = −x2 + 4x は，区間 [0, 3]で連続で，区間 (0, 3)で微分可能である．

f(3)− f(0)

3− 0
=

3− 0

3
= 1， f ′(c) = −2c + 4

よって，−2c + 4 = 1 から c =
3

2

(2) f(x) = x3 は，区間 [−1, 2]で連続で，区間 (−1, 2)で微分可能である．

f(2)− f(−1)

2− (−1)
=

8− (−1)

3
= 3， f ′(c) = 3c2

よって 3c2 = 3 すなわち c2 = 1

−1 < c < 2 であるから c = 1
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¶ ³
練習 4.6 平均値の定理を用いて，次のことを証明せよ．

a < b のとき ea <
eb − ea

b− a
< eb

µ ´
［証明］関数 f(x) = ex は，(a, b)で微分可能で，f ′(x) = ex

区間 [a, b]において平均値の定理を用いると

eb − ea

b− a
= ec · · · 1©

a < c < b · · · 2©
を同時に満たす cが存在する．
exは増加関数であるから， 2© より ea < ec < eb

よって， 1© により ea <
eb − ea

b− a
< eb ［証終］

4.1.3 関数の値の変化

導関数の符号と関数の増減¶ ³

1 区間 (a, b)で常に f ′(x) > 0 ならば，

f(x)は区間 [a, b]で増加する．

2 区間 (a, b)で常に f ′(x) < 0 ならば，

f(x)は区間 [a, b]で減少する．

3 区間 (a, b)で常に f ′(x) = 0 ならば，

f(x)は区間 [a, b]で定数である．
µ ´
［1の証明］区間 [a, b]において，a 5 x1 < x2 5 b となる任意の 2数 x1，x2に対し

て，平均値の定理により

f(x2)− f(x1) = f ′(c)(x2 − x1), x1 < c < x2

を満たす cがとれる．

区間 (a, b)で常に f ′(x) > 0ならば，x1，x2のとり方によらず，常に f ′(c) > 0と
なる．ここで，x2 − x1 > 0 であるから，

f(x2)− f(x1) > 0 すなわち f(x1) < f(x2)

が成り立つ．よって，1が成り立つ． ［証終］
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¶ ³
練習 4.7 前ページの 2，3を証明せよ．

µ ´
［2の証明］区間 [a, b]において，a 5 x1 < x2 5 b となる任意の 2数 x1，x2に対し

て，平均値の定理により

f(x2)− f(x1) = f ′(c)(x2 − x1), x1 < c < x2

を満たす cがとれる．

区間 (a, b)で常に f ′(x) < 0ならば，x1，x2のとり方によらず，常に f ′(c) < 0と
なる．ここで，x2 − x1 > 0 であるから，

f(x2)− f(x1) < 0 すなわち f(x1) > f(x2)

が成り立つ．よって，2が成り立つ． ［証終］

［3の証明］区間 [a, b]において，a 5 x1 < x2 5 b となる任意の 2数 x1，x2に対し

て，平均値の定理により

f(x2)− f(x1) = f ′(c)(x2 − x1), x1 < c < x2

を満たす cがとれる．

区間 (a, b)で常に f ′(x) = 0ならば，x1，x2のとり方によらず，常に f ′(c) = 0で
あるから，

f(x2)− f(x1) = 0 すなわち f(x1) = f(x2)

が成り立つ．よって，3が成り立つ． ［証終］

¶ ³
関数 f(x)，g(x)が区間 (a, b)でともに微分可能で，常に g′(x) = f ′(x) ならば，

f(x)，g(x)には次の関係がある．

区間 [a, b]で g(x) = f(x) + C ただし，Cは定数
µ ´¶ ³
練習 4.8 上のことを証明せよ．

µ ´
［証明］h(x) = g(x)−f(x)とおくと，区間 (a, b)で，常に h′(x) = g′(x)−f ′(x) = 0で

あるから，h(x)は区間 [a, b]で定数である．
したがって，定数Cを用いて，h(x) = C とおける．
ゆえに，区間 [a, b]で g(x) = f(x) + C ただし，Cは定数． ［証終］
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¶ ³
練習 4.9 次の関数の増減を調べよ．
(1) f(x) = x− ex (2) f(x) = x− log x

(3) f(x) = x + sin x (0 5 x 5 π)

µ ´
【解】(グラフは参考)

(1) f ′(x) = 1− ex

f ′(x)の符号を調べると，
f(x)の増減表は，次のようになる．

x · · · 0 · · ·
f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ −1 ↘
よって，f(x)は x 5 0 で増加，

0 5 x で減少する．

　

O

y

x

y = x −1

(2) f ′(x) = 1− 1

x
=

x− 1

x

f ′(x)の符号を調べると，
f(x)の増減表は，次のようになる．

x 0 · · · 1 · · ·
f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 1 ↗
よって，f(x)は 0 < x 5 1 で減少，

1 5 x で増加する．

　

O

y

x1

1

(3) f ′(x) = 1 + cos x

f ′(x)の符号を調べると，
f(x)の増減表は，次のようになる．

x 0 · · · π

f ′(x) +

f(x) 0 ↗ π

よって，f(x)は定義域で常に増加する．

　

O

y

xπ

π
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¶ ³
練習 4.10 次の関数の極値を求めよ．
(1) f(x) = x4 − 2x3 + 1 (2) f(x) = x2e−x

(3) f(x) = x log x (4) f(x) = x +
2

x
µ ´
【解】(1) f ′(x) = 4x3 − 6x2 = 2x2(2x− 3)

f ′(x) = 0 となる xの値を求めると x = 0,
3

2
f(x)の増減表は次のようになる．

x · · · 0 · · · 3
2

· · ·
f ′(x) − 0 − 0 +

極小
f(x) ↘ 1 ↘ ↗−11

16

よって，極小値は f

(
3

2

)
= −11

16
，極大値はない．

(2) f ′(x) = 2xe−x − x2e−x = (2− x)xe−x

f ′(x) = 0 となる xの値を求めると x = 0, 2

f(x)の増減表は次のようになる．

x · · · 0 · · · 2 · · ·
f ′(x) − 0 + 0 −

極小 極大
f(x) ↘ ↗ ↘

0 4
e2

よって，極小値は f(0) = 0，極大値は f(2) =
4

e2
である．

(1) (2)

O

y

x

3
2

1

−11
16

O

y

x2

4
e2
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(3) 定義域は x > 0 である． f ′(x) = 1· log x + x·1
x

= log x + 1

f ′(x) = 0 となる xの値を求めると x =
1

e
f(x)の増減表は次のようになる．

x 0 · · · 1
e

· · ·
f ′(x) − 0 +

極小
f(x) ↘ ↗−1

e

よって，極小値は f

(
1

e

)
= −1

e
，極大値はない．

(4) 定義域は x 6= 0 である． f ′(x) = 1− 2

x2
=

x2 − 2

x2

f ′(x) = 0 となる xの値を求めると x = −√2,
√

2

f(x)の増減表は次のようになる．

x · · · −√2 · · · 0 · · · √
2 · · ·

f ′(x) + 0 − − 0 +

極大 極小
f(x) ↗ ↘ ↘ ↗−2

√
2 2

√
2

よって，極大値は f(−√2) = −2
√

2，極小値は f(
√

2) = 2
√

2 である．

(3) (4)

O

y

x

1
e

−1
e

1
O

y

x

y=x

√
2

−√2

−2
√

2

2
√

2
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¶ ³
練習 4.11 次の関数の極値を求めよ．

(1) f(x) = |x− 1| (2) f(x) = |x|√x + 2

µ ´
【解】 (1) x = 1 のとき f(x) = x− 1

f ′(x) = 1 > 0

x < 1 のとき f(x) = −x + 1

f ′(x) = −1 < 0

よって，f(x)の増減表は次のようになる．

x · · · 1 · · ·
f ′(x) − +

極小f(x) ↘ ↗0

よって，極小値はf(1) = 0，極大値はない．

　

O

y

x1

1

(2) この関数の定義域は，x = −2である．
x = 0 のとき f(x) = x

√
x + 2

f ′(x)=
√

x + 2 +
x

2
√

x + 2

=
2(x + 2) + x

2
√

x + 2
=

3x + 4

2
√

x + 2

よって，x > 0では，常に f ′(x) > 0

　

O

y

x−4
3−2

4
√

6
9

−2 5 x < 0 のとき f(x) = −x
√

x + 2

f ′(x) = − 3x + 4

2
√

x + 2

f ′(x) = 0 となる xの値を求めると x = −4

3
以上から，f(x)の増減表は次のようになる．

x −2 · · · −4
3

· · · 0 · · ·
f ′(x) + 0 − +

極大 極小
f(x) 0 ↗ ↘ ↗4

√
6

9
0

よって，極大値は f

(
−4

3

)
=

4
√

6

9
，極小値は f(0) = 0 である．
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¶ ³
練習 4.12 関数 f(x) = x + a

x が x = 1 で極値をとるように，定数 aの値を定め
よ．また，このとき，関数 f(x)の極値を求めよ．

µ ´

【解】 f ′(x) = 1− a

x2
=

x2 − a

x2

f(x)は x = 1 で微分可能であるから，f(x)が x = 1 で極値をとるならば

f ′(1) = 0 すなわち 1− a = 0

これを解くと a = 1

このとき f(x) = x +
1

x

f ′(x) =
x2 − 1

x2
=

(x + 1)(x− 1)

x2

よって，f(x)の増減表は次のようになる．

x · · · −1 · · · 0 · · · 1 · · ·
f ′(x) + 0 − − 0 +

極大 極小f(x) ↗ ↘ ↘ ↗−2 2

ゆえに，a = 1 のとき，x = 1 で確かに極値をとる．

このとき，極大値は f(−1) = −2，極小値は f(1) = 2

(答) a = 1，極大値−2，極小値 2

O

y

x1

2

−1

−2

y=x
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¶ ³
練習 4.13 次の関数の最大値，最小値を求めよ．

(1) y = (1 + cos x) sin x (0 5 x 5 2π)

(2) y =
4− 3x

x2 + 1
(1 5 x 5 4)

µ ´
【解】 (1) y′=− sin x· sin x + (1 + cos x) cos x

=cos2 x− 1 + cos x + cos2 x

=2 cos2 x + cos x− 1

= (2 cos x− 1)(cos x + 1)

0 < x < 2π で y′ = 0 となる xの値は

cos x =
1

2
，cos x = −1

より x =
π

3
,

5

3
π, π

ゆえに，0 5 x 5 2π における yの増減表は

x 0 · · · π
3

· · · π · · · 5
3
π · · · 2π

y′ + 0 − 0 − 0 +

極大 極小
y 0 ↗ ↘ 0 ↘ ↗ 03

√
3

4
−3

√
3

4

したがって，yは

x =
π

3
で最大値

3
√

3

4
，x =

5

3
π で最小値−3

√
3

4

をとる．

O

y

xπ
3

5
3
π

−3
√

3
4

3
√

3
4

π
2π
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(2) y′=
−3(x2 + 1)− (4− 3x)·2x

(x2 + 1)2

=
3x2 − 8x− 3

(x2 + 1)2
=

(3x + 1)(x− 3)

(x2 + 1)2

1 < x < 4 で y′ = 0 となる xの値は x = 3

ゆえに，1 5 x 5 4 における yの増減表は

x 1 · · · 3 · · · 4

y′ − 0 +

極小
y 1

2
↘ ↗ − 8

17−1
2

したがって，yは

x = 1 で最大値
1

2
，x = 3 で最小値−1

2

をとる．

O

y

x3

−1
2

(
1, 1

2

)

(
4,− 8

17

)
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4.1.4 関数のグラフ
¶ ³
練習 4.14 次の曲線の凹凸を調べよ．また，変曲点があればその座標を求めよ．
(1) y = x4 + 2x3 + 1 (2) y = xe−x

(3) y = x− cos x (0 < x < π) (4) y = −x4

µ ´
【解】 (1) y′ = 4x3 + 6x2，y′′ = 12x2 + 12x = 12x(x + 1)

よって，この曲線の凹凸は，次のようになる．

x · · · −1 · · · 0 · · ·
y′′ + 0 − 0 +

変曲点 変曲点y 下に凸 上に凸 下に凸0 1

変曲点の座標は (−1, 0)，(0, 1)

(2) y′ = e−x + x(−e−x) = (1− x)e−x

y′′ = −e−x + (1− x)(−e−x) = (x− 2)e−x

よって，この曲線の凹凸は，次のようになる．

x · · · 2 · · ·
y′′ − 0 +

変曲点
y 上に凸 下に凸2

e2

変曲点の座標は
(

2,
2

e2

)

(1) (2)

O

y

x

1

−1 O

y

x

(
2, 2

e2

)
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(3) y′ = 1 + sin x，y′′ = cos x

よって，この曲線の凹凸は，次のようになる．

x 0 · · · π
2

· · · π

y′′ + 0 −
変曲点

y 下に凸 上に凸π
2

変曲点の座標は
(π

2
,

π

2

)

(4) y′ = −4x3，y′′ = −12x2

よって，この曲線の凹凸は，次のようになる．

x · · · 0 · · ·
y′′ − 0 −
y 上に凸 0 上に凸

変曲点はない

(3) (4)

O

y

x

π + 1

ππ
2

π
2

−1

O

y

x
1−1

−1
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¶ ³

練習 4.15 関数 y = e−
x2

2 の増減，グラフの凹凸，漸近線を調べて，グラフの概
形をかけ．

µ ´
【解】y′ = −xe−

x2

2

y′′ = −e−
x2

2 − x(−xe−
x2

2 ) = (x2 − 1)e−
x2

2

よって，増減やグラフの凹凸は，次の表のようになる．

x · · · −1 · · · 0 · · · 1 · · ·
y′ + + + 0 − − −
y′′ + 0 − − − 0 +

変曲点 極大 変曲点
y 1√

e 1 1√
e

lim
x→±∞

e−
x2

2 = 0 であるから，x軸は漸近線である．

また，f(x) = e−
x2

2 とすると f(−x) = f(x)

ゆえに，曲線は y軸について対称である．

以上から，この関数のグラフの概形は，下の図のようになる．

O

y

x1−1

1√
e

1
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¶ ³

練習 4.16 関数 y =
x2 − x− 2

x− 1
のグラフの概形をかけ．

µ ´

【解】 y =
x(x− 1)− 2

x− 1
= x− 2

x− 1

y′ = 1 +
2

(x− 1)2

y′′ = − 4

(x− 1)3

よって，増減やグラフの凹凸は，次の表のようになる．

x · · · 1 · · ·
y′ + +

y′′ + −
y

lim
x→1−0

y = ∞， lim
x→1+0

y = −∞， lim
x→±∞

(y − x) = 0

よって，漸近線は直線 x = 1，直線 y = xである．

以上から，この関数のグラフの概形は，下の図のようになる．

O

y

x1 2

2

y=x

x=1

−1
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¶ ³
練習 4.17 次の関数の極値を，第 2次導関数を利用して求めよ．

(1) f(x) = x4 − 6x2 + 5 (2) f(x) = x + 2 sin x (0 5 x 5 2π)

µ ´
【解】(1) f ′(x) = 4x3 − 12x，f ′′(x) = 12x2 − 12

f ′(x) = 0 を解くと x = 0,
√

3, −√3

f ′′(0) = −12 < 0，f ′′(
√

3) = 24 > 0，f ′(−√3) = 24 > 0

よって f(0)は極大値，f(±√3)は極小値

ゆえに，f(x)は

x = 0 で極大値 5，x = ±√3で極小値−4

をとる．

(2) f ′(x) = 1 + 2 cos x，f ′′(x) = −2 sin x

f ′(x) = 0 を解くと cos x = −1

2

0 < x < 2π では x =
2

3
π,

4

3
π

f ′′
(

2

3
π

)
= −√3 < 0，f ′′

(
4

3
π

)
=
√

3 > 0

よって f

(
2

3
π

)
は極大値，f

(
4

3
π

)
は極小値

ゆえに，f(x)は

x =
2

3
πで極大値

2

3
π +

√
3，x =

4

3
πで極小値

4

3
π −√3

をとる．
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4.1.5 補充問題
¶ ³

1 pは 0でない定数とする．放物線 y2 = 4px 上の点 (x1, y1) における接線の
方程式は，y1y = 2p(x + x1) であることを示せ．

µ ´
【解】y2 = 4px より 2yy′ = 4p

y1 6= 0 のとき y − y1 =
2p

y1

(x− x1)

y1y = 2px + y1
2 − 2px1

y1
2 = 4px1 であるから y1y = 2px + 2px1

ゆえに y1y = 2p(x + x1) · · · 1©
y1 = 0 のとき 点 (0, 0)における接線の方程式は x = 0 で，

p 6= 0 より 1©が得られる．
¶ ³

2 次の関数の最大値，最小値を求めよ．

(1) y = x
√

4− x2 (−1 5 x 5 2) (2) y = x +
√

4− x2

µ ´

【解】 (1) y′ =
√

4− x2 + x· −2x

2
√

4− x2
=

2(2− x2)√
4− x2

−1 < x < 2 において y′ = 0 となる xの値は，x =
√

2 である．

よって，yの増減表は

x −1 · · · √
2 · · · 2

y′ + 0 −
極大y −√3 ↗ ↘ 02

x =
√

2 で最大値 2，x = −1で最小値−√3
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(2) 定義域は，4− x2 = 0 より −2 5 x 5 2

y′ = 1− x√
4− x2

=

√
4− x2 − x√

4− x2
(−2 < x < 2)

y′ = 0 とすると，
√

4− x2 = x より x =
√

2

したがって，yの増減表は

x −2 · · · √
2 · · · 2

y′ + 0 −
極大

y −2 ↗ ↘ 2
2
√

2

x =
√

2 で最大値 2
√

2，x = −2で最小値−2

¶ ³
3 曲線 y = x4 + ax3 + 3ax2 + 1 が変曲点をもつように，定数 aの値の範囲を
定めよ．

µ ´
【解】 y = x4 + ax3 + 3ax2 + 1 · · · 1©

y′ = 4x3 + 3ax2 + 6ax，y′′ = 12x2 + 6ax + 6a

y′′ = 0 とすると 2x2 + ax + a = 0 · · · 2©

曲線 1©が変曲点をもつためには， 2©が実数解 αをもち，x = α の前後で y′′

の符号が変わらなければならない．したがって， 2©が異なる 2つの実数解をも
たなければならない．

逆に 2©が異なる 2つの実数解をもつとき，これを α, β (α < β)とすると，
下の表のように確かに曲線 1©は変曲点をもつ．

x · · · α · · · β · · ·
y′′ + 0 − 0 +

y 下に凸 変曲点 上に凸 変曲点 下に凸

よって，D = a2 − 8a > 0 が必要かつ十分な条件である．

これを解いて a < 0，8 < a
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4.2 いろいろな応用

4.2.1 方程式，不等式への応用

応用例題 4.5 x > 0 のとき，次の不等式を証明せよ．

ex > 1 + x

¶ ³

考え方 x > 0 のとき，関数 f(x) = ex − (1 + x) の増減を利用する．
µ ´
［証明］f(x) = ex − (1 + x) とすると f ′(x) = ex − 1

x > 0 のとき，ex > 1 であるから f ′(x) > 0

よって，f(x)は区間 x = 0 で増加する．
ゆえに，x > 0 のとき f(x) > f(0) = 0

したがって ex > 1 + x ［証終］
← f(0) = e0 − (1 + 0) = 0

¶ ³
練習 4.18 x > 0 のとき，次の不等式を証明せよ．

(1) ex > 1 + x +
1

2
x2 (2) log(x + 1) < x

µ ´

［証明］ (1) f(x) = ex −
(

1 + x +
1

2
x2

)
とすると f ′(x) = ex − (1 + x)

応用例題 4.5の結果より，x > 0 のとき f ′(x) > 0

よって，f(x)は区間 x = 0 で増加する．

ゆえに，x > 0 のとき f(x) > f(0) = 0

したがって ex −
(

1 + x +
1

2
x2

)
> 0

すなわち ex > 1 + x +
1

2
x2

(2) f(x) = x− log(x + 1) とすると f ′(x) = 1− 1

x + 1
=

x

x + 1

x > 0 のとき，
x

x + 1
> 0 であるから f ′(x) > 0

よって，f(x)は区間 x = 0 で増加する．

ゆえに，x > 0 のとき f(x) > f(0) = 0

したがって x− log(x + 1) > 0

すなわち log(x + 1) < x ［証終］
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¶ ³
練習 4.19 aを定数とする．次の方程式の異なる実数解の個数を調べよ．

x3

x− 1
= a

µ ´

【解】f(x) =
x3

x− 1
とすると

f ′(x) =
3x2(x− 1)− x3·1

(x− 1)2
=

2x3 − 3x2

(x− 1)2
=

x2(2x− 3)

(x− 1)2

よって，f(x)の増減表は次のようになる．

x · · · 0 · · · 1 · · · 3
2

· · ·
f ′(x) − 0 − − 0 +

極小
f(x) ↘ 0 ↘ ↘ ↗27

4

また lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

x2

1− 1

x

= ∞

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

x2

1− 1

x

= ∞

lim
x→1−0

f(x) = −∞， lim
x→1+0

f(x) = ∞

ゆえに，y = f(x)のグラフは，右の図のよ

うになる．

O

y

x
1

3
2

27
4

y=a

このグラフと直線 y = a の共有点の個数は，求める実数解の個数と一致する．

したがって a >
27

4
のとき 3個，a =

27

4
のとき 2個，a <

27

4
のとき 1個

4.2.2 速度と加速度
¶ ³
練習 4.20 地上から，初速度 v0 m/秒でボールを真上に打ち上げるとき，t秒後
の高さ xmは，x = v0t − 1

2gt2 で与えられる．ただし，gは定数とする．t秒後
におけるボールの速度 v m/秒と加速度 α m/秒2を求めよ．

µ ´
【解】速度 vは v =

dx

dt
= v0 − gt (m/秒)， 加速度 αは α =

dv

dt
= −g (m/秒2)
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¶ ³
練習 4.21 時刻 tにおける点Pの座標 (x, y)が次の式で与えられるとき，t = 3に
おける点 Pの速さ，加速度の大きさを求めよ．

(1) x = 2t + 1, y = t2 − 4t (2) x = 2 cos πt, y = 2 sin πt

µ ´
【解】点 Pの時刻 tにおける速度を~v，加速度を ~αとする．

(1) ~vの成分は
dx

dt
= 2，

dy

dt
= 2t− 4

t = 3 のとき
dy

dt
= 2·3− 4 = 2

よって， 速度~vは ~v = (2, 2)

速さ |~v|は |~v| = √
22 + 22 =

√
8 = 2

√
2

また，~αの成分は
d2x

dt2
= 0，

d2y

dt2
= 2

よって， 加速度 ~αは ~α = (0, 2)

加速度の大きさ |~α|は |~α| = √
02 + 22 =

√
4 = 2

(2) ~vの成分は
dx

dt
= −2π sin πt，

dy

dt
= 2π cos πt

t = 3 のとき
dx

dt
= 0，

dy

dt
= −2π

よって，速度~vは ~v = (0, − 2π)

速さ |~v|は |~v| =
√

02 + (−2π)2 =
√

4π2 = 2π

また，~αの成分は
d2x

dt2
= −2π2 cos πt，

d2y

dt2
= −2π2 sin πt

t = 3 のとき
d2x

dt2
= 2π2，

d2y

dt2
= 0

よって， 加速度 ~αは ~α = (2π2, 0)

加速度の大きさ |~α|は |~α| =
√

(2π2)2 + 02 =
√

(2π2)2 = 2π2
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4.2.3 近似式
¶ ³
練習 4.22 h ; 0 のとき，次の関数の値について，1次の近似式を作れ．

(1) cos(a + h) (2) tan(a + h)

µ ´
【解】 (1) (cos x)′ = − sin x であるから，h ; 0 のとき

cos(a + h) ; cos a− h sin a

(2) (tan x)′ =
1

cos2 x
であるから，h ; 0 のとき

tan(a + h) ; tan a + h
cos2 a

¶ ³
練習 4.23 x ; 0 のとき，次の関数について，1次の近似式を作れ．

(1) ex (2) log(1 + x) (3)
1

1 + x
µ ´
【解】 (1) f(x) = ex について f ′(x) = ex

よって f(0) = 1， f ′(0) = 1

これらを，f(x) ; f(0) + f ′(0)x に代入して

x ; 0 のとき ex ; 1 + x

(2) f(x) = log(1 + x) について f ′(x) =
1

1 + x
よって f(0) = 0， f ′(0) = 1

これらを，f(x) ; f(0) + f ′(0)x に代入して

x ; 0 のとき log(1 + x) ; x

(3) f(x) =
1

1 + x
について f ′(x) = − 1

(1 + x)2

よって f(0) = 1， f ′(0) = −1

これらを，f(x) ; f(0) + f ′(0)x に代入して

x ; 0 のとき
1

1 + x
; 1− x
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¶ ³
練習 4.24 1次の近似式を用いて，次の数の近似値を求めよ．

(1) 4
√

16.1 (2) log 1.01 (3)
1

0.998
µ ´
【解】 (1) x ; 0 のとき (1 + x)p ; 1 + px

4
√

16.1 = 4

√
24

(
1 +

1

24·10

)
= 2 4

√
1 + 0.00625

4
√

1 + 0.00625 = (1 + 0.00625)
1
4 であるから

4
√

16.1 = 2 4
√

1 + 0.00625

; 2

(
1 +

1

4
× 0.00625

)
= 2.003125 ; 2.003

(2) x ; 0 のとき log(1 + x) ; x

log 1.01 = log(1 + 0.01) であるから

log 1.01 = 0.01

(3) x ; 0 のとき
1

1 + x
; 1− x

1

0.098
=

1

1 + (−0.002)
であるから

1

0.998
; 1− (−0.002) = 1.002
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4.2.4 補充問題
¶ ³

4 方程式 x2 = aexが異なる 3個の実数解をもつように，定数 aの値の範囲を
定めよ．

µ ´
【解】f(x) = x2e−xとすると

f ′(x) = 2xe−x + x2·(−e−x) = −x(x− 2)e−x

よって，f(x)の増減表は次のようになる．

x · · · 0 · · · 2 · · ·
y′ − 0 + 0 −

極小 極大
y ↘ ↗ ↘

0 4
e2

また lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

x2e−x = ∞
lim

x→∞
f(x) = lim

x→∞
x2e−x = 0

　

O

y

x2

4
e2 y = f(x)

ゆえに，y = f(x)のグラフは，右の図のようになる．このグラフと直線 y = a

の共有点の個数は，方程式の実数解の個数と一致する．

したがって，方程式 x2 = aexが 3個の実数解をもつのは 0 < a <
4

e2

¶ ³
5 座標平面上を運動する点 Pの，時刻 tにおける座標が次の式で与えられる
とき，加速度の大きさを求めよ．

x = a(ωt− sin ωt), y = a(1− cos ωt) (a，ωは正の定数)
µ ´
【解】

dx

dt
= aω(1− cos ωt)，

dy

dt
= aω sin ωt

d2x

dt2
= aω2 sin ωt，

d2y

dt2
= aω2 cos ωt

よって，加速度の大きさは
√(

d2x

dt2

)2

+

(
d2y

dt2

)2

=
√

(aω2)2(sin2 ωt + cos2 ωt) = aω2
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¶ ³
6 球が毎秒 8cm3の割合で体積を増しているとする．時刻 tにおけるこの球の
半径，表面積，体積を，それぞれ r cm，S cm2，V cm3とするとき，r = 2の
ときの変化率 dV

dt
，dr

dt
，dS

dt
をそれぞれ求めよ．

µ ´
【解】S = 4πr2，V =

4

3
πr3 であるから

dS

dt
=

dS

dr
·dr

dt
= 8πr·dr

dt
· · · 1©

dV

dt
=

dV

dr
·dr

dt
= 4πr2·dr

dt
· · · 2©

毎秒 8cm3の割合で体積が増加しているから

dV

dt
= 8 (cm3/秒) · · · 3©

3©を 2©に代入して dr

dt
=

2

πr2
· · · 4©

4©を 1©に代入して dS

dt
=

16

r

ゆえに，r = 2 のとき

dV

dt
= 8 (cm3/秒)，

dr

dt
=

1

2π
(cm/秒)，

dS

dt
= 8 (cm2/秒)
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4.3 章末問題

4.3.1 章末問題A
¶ ³

1 次の曲線の，与えられた点における接線と法線の方程式を求めよ．

(1) y =
x− 2

x + 2
，点 (2, 0) (2) y = tan x，点

(π

4
, 1

)

µ ´
【解】 (1) y = 1− 4

x + 2
から y′ =

4

(x + 2)2

ゆえに，x = 2 のとき y′ =
4

(2 + 2)2
=

1

4

よって，接線の方程式は y =
1

4
(x− 2)

すなわち y =
1

4
x− 1

2

法線の方程式は y = −4(x− 2)

すなわち y = −4x + 8

(2) y′ =
1

cos2 x

x =
π

4
のとき y′ =

1(
1√
2

)2 = 2

よって，接線の方程式は y − 1 = 2
(
x− π

4

)

すなわち y = 2x− π

2
+ 1

法線の方程式は y − 1 = −1

2

(
x− π

4

)

すなわち y = −1

2
x +

π

8
+ 1
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¶ ³
2 次の関数の増減を調べ，極値を求めよ．

(1) y = x2 log x (2) y = |x3 − 3x|
µ ´
【解】 (1) 定義域は x > 0 で，y′ = x(2 log x + 1)

y′ = 0 とすると x =
1√
e

yの増減表は，次のようになる．

x 0 · · · 1√
e

· · ·
y′ − 0 +

極小
y ↘ ↗− 1

2e

x =
1√
e
で極小値− 1

2e

(2) f(x) = x3 − 3x とすると f ′(x) = 3(x + 1)(x− 1)

f(x)の増減表は次のようになる．

x · · · −1 · · · 1 · · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

極大 極小f(x) ↗ ↘ ↗2 −2

f(x) = 0 を解くと x(x2 − 3) = 0 より x = 0, ±√3

よって，y = |f(x)| の増減表は
x · · · −√3 · · · −1 · · · 0 · · · 1 · · · √

3 · · ·
y′ − + 0 − + 0 − +

極小 極大 極小 極大 極小y ↘ ↗ ↘ ↗ ↘ ↗0 2 0 2 0

ゆえに， x = −√3, 0,
√

3で極小値 0

x = −1, 1 で極大値 2
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¶ ³
3 次の関数のグラフの概形をかけ．

(1) y =
(x− 1)2

x2 + 1
(2) y = sin 2x + 2 cos x (0 5 x 5 π)

µ ´
【解】 (1) y = 1− 2x

x2 + 1
· · · 1©

y′ = −2·1·(x
2 + 1)− x·2x
(x2 + 1)2

=
2(x + 1)(x− 1)

(x2 + 1)2

y′ = 0 とすると x = −1, 1

y′′=
2x(x2 + 1)2 − (x2 − 1)·2(x2 + 1)·2x

(x2 + 1)4

=2·−2x3 + 6x

(x2 + 1)3
= −4x(x +

√
3)(x−√3)

(x2 + 1)3

y′′ = 0 とすると x = 0, −√3,
√

3

yの増減，極値，グラフの凹凸と変曲点は，次の表のようになる．

x · · · −√3 · · · −1 · · · 0 · · · 1 · · · √
3 · · ·

y′ + + + 0 − − − 0 + + +

y′′ + 0 − − − 0 + + + 0 −
変曲点 極大 変曲点 極小 変曲点

y 1 +
√

3
2

2 1 0 1−
√

3
2

また， 1©より
lim

x→∞
y = 1， lim

x→−∞
y = 1

よって，漸近線は直線 y = 1

ゆえに，グラフは下の図のようになる．

O

y

x−1 1

2
y = 1

√
3−√3

1
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(2) y′=2 cos 2x− 2 sin x

=2(1− 2 sin2 x− sin x)

=−2(2 sin x− 1)(sin x + 1)

y′ = 0 とすると 0 < x < π では x =
π

6
,

5

6
π

y′′=−4 sin 2x− 2 cos x

=−4·2 sin x cos x− 2 cos x

=−2 cos x(4 sin x + 1)

y′′ = 0 とすると 0 < x < π では x =
π

2
ゆえに，yの増減，極値，グラフの凹凸と変曲点は，次の表のようになる．

x 0 · · · π
6

· · · π
2

· · · 5
6
π · · · π

y′ + 0 − − − 0 +

y′′ − − − 0 + + +

極大 変曲点 極小
y 2 −23

2

√
3 0 −3

2

√
3

よって，グラフは下の図のようになる．

O

y

xπ
6

π
2

5
6
π

2

π

−2
−3

√
3

2

3
√

3
2
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¶ ³
4 円に内接する二等辺三角形の中で，周の長
さが最大になるものは正三角形である．こ
のことを，円の半径を r，二等辺三角形の
頂角の大きさを 2θとし，周の長さ lを θの
関数で表すことによって証明せよ．

　

θ θ

A

B C

2θr

O

µ ´

【解】AB = 2r cos θ，BC = 2r sin 2θ

ゆえに l = 2AB + BC = 2r(2 cos θ + sin 2θ)

よって
dl

dθ
=2r(−2 sin θ + 2 cos 2θ)

=−4r(2 sin θ − 1)(sin θ + 1)

0 < θ <
π

2
で

dl

dθ
= 0 となる θは θ =

π

6

lの増減表は，下の表のようになる．

θ 0 · · · π
6

· · · π
2

dl
dθ

+ 0 −
l ↗ 極大 ↘

したがって，θ =
π

6
で lは最大となる．

このとき，2θ =
π

3
であるからこの二等辺三角形は正三角形である．
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¶ ³

5 aを定数とする．曲線 y =
x

x2 + a
の変曲点の個数を，次の各場合について

求めよ．

(1) a > 0 (2) a = 0 (3) a < 0

µ ´

【解】y′ =
x2 + a− x·2x

(x2 + a)2
=

a− x2

(x2 + a)2

y′′ =
−2x(x2 + a)2 − (a− x2)·4x(x2 + a)

(x2 + a)4
=

2x(x2 − 3a)

(x2 + a)3

(1) a > 0 より，y′′ = 0 とすると

x = 0, ±√3a

y′′ =
2(x +

√
3a)x(x−√3a)

(x2 + a)3

であるから，x = −√3a, 0,
√

3a の前後で y′′の符号は変わる．

ゆえに，変曲点は 3個

(2) a = 0 のとき y′′ =
2

x3
6= 0

ゆえに，変曲点は 0個

(3) a < 0 のとき x2 − 3a > 0

よって，y′′ = 0 とすると x = 0

x = 0 の前後で，y′′の符号は変わる．

ゆえに，変曲点は 1個
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¶ ³
6 x > 0 のとき，次の不等式を証明せよ．

(1) cos x > 1− x2

2
(2) sin x > x− x3

6
µ ´

【解】 (1) f(x) = cos x−
(

1− x2

2

)
とすると

f ′(x) = − sin x + x

x > 0 のとき x > sin x であるから f ′(x) > 0

よって，f(x)は区間 x = 0 で増加する．

ゆえに，x > 0 のとき f(x) > f(0) = 0

したがって cos x > 1− x2

2

(2) g(x) = sin x−
(

x− x3

6

)
とすると

g′(x) = cos x−
(

1− x2

2

)

(1)から x > 0 のとき g′(x) > 0

よって，g(x)は区間 x = 0 で増加する．

ゆえに，x > 0 のとき g(x) > g(0) = 0

したがって sin x > x− x3

6
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4.3.2 章末問題B
¶ ³

7 曲線 y =
√

x 上の原点以外の任意の点Pにおける法線が x軸と交わる点を
Qとし，Pから x軸に下ろした垂線を PRとする．このとき，線分QRの
長さは一定であることを証明せよ．

µ ´
【解】点 Pの x座標を tとする．

y′ =
1

2
√

x

よって，x = t のとき

y′ =
1

2
√

t

ゆえに，点Pにおける法線の傾きは−2
√

tで，
その方程式は

y −√t = −2
√

t(x− t)

　

O

y

x

P(t,
√

t)

Q
R

y = 0 とすると x = t +
1

2

これが，点Qの x座標である．

点Rの x座標は tであるから QR =
1

2

したがって，線分QRの長さは一定である．

¶ ³
8 2つの曲線 y = ax2 + b，y = log x が，点A(e, 1)を共有し，かつ点Aで共
通な接線をもつように，定数 a，bの値を定めよ．

µ ´
【解】曲線 y = ax2 + b 上に点A(e, 1)があるから，

ae2 + b = 1 · · · 1©

y′ = 2ax より点Aにおける接線の傾きは 2ae

また，曲線 y = log x 上の点Aにおける接線の傾きは y′ =
1

x
より

1

e

接線が一致するから 2ae =
1

e
· · · 2©

2©より a =
1

2e2
，これを 1©へ代入して b =

1

2
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¶ ³
9 体積が一定である直円柱の表面積を最小にするには，高さと底面の半径の
比をどのようにすればよいか．

µ ´
【解】この直円柱の底面の半径を x，高さを h，体積を k (定数)，表面積を S(x) とす

ると

S(x)= 2πx2 + 2πxh · · · 1©
k =πx2h · · · 2©

2©より h =
k

πx2
これを 1©へ代入して

S(x)= 2πx2 +
2k

x

S ′(x)= 4πx− 2k

x2
=

2(2πx3 − k)

x2

S ′(x) = 0 とすると x3 =
k

2π
より x = 3

√
k

2π

x > 0 の範囲で S(x) の増減表は，次のようになる．

x 0 · · · 3

√
k
2π

· · ·
S ′(x) − 0 +

S(x) ↘ 極小 ↗

よって，S(x)は x = 3

√
k

2π
のとき最小となる．

このとき h : x =
k

πx2
: x =

k

πx3
: 1 =

k

π· k

2π

: 1 = 2 : 1
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¶ ³
10 3次関数 f(x) = x3 + 3ax2 + 3bx + c のグラフをCとし，曲線Cの変曲点

をAとする．曲線 C上にA以外の任意の点 Pをとり，点Aについて点 P

と対称な点をQとすれば，Qも曲線C上にあることを示せ．
µ ´
【解】f ′(x) = 3x2 + 6ax + 3b，f ′′(x) = 6x + 6a

f ′′(x) = 0 とすると x = −a

よって，曲線 y = f(x) の凹凸は下の表のようになる．

x · · · −a · · ·
y′′ − 0 +

y 上に凸 2a3 − 3ab + c 下に凸

よって，変曲点Aの座標は (−a, 2a3 − 3ab + c)

曲線 y = f(x) を，点Aが原点に重なるように

x軸方向に a，y軸方向に−2a3 + 3ab− c

だけ平行移動すると，その曲線の方程式は

y − (−2a3 + 3ab− c) = (x− a)3 + 3a(x− a)2 + 3b(x− a) + c

これを整理すると y = x3 + 3(b− a2)x

ここで，g(x) = x3 + 3(b− a2)x とすると

g(−x) = (−x)3 + 3(b− a2)(−x)

= −{x3 + 3(b− a2)x}

よって，g(−x) = −g(x) が成り立つから，曲線 y = g(x) は原点について対称
である．

したがって，もとの曲線 y = f(x) は変曲点Aについて対称であるから，点 P

と対称な点Qもこの曲線上にある．
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¶ ³
11 座標平面上を運動する点Pの時刻 tにおけ

る座標が，x = 4 cos t，y = sin 2t で与え
られるとき，0 5 t 5 2π における点 Pの
速さの最大値と最小値を求めよ．

　

O

y

x4−4

µ ´

【解】
dx

dt
= −4 sin t，

dy

dt
= 2 cos 2t であるから，点 Pの速さは

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

=
√

(−4 sin t)2 + (2 cos 2t)2

=
√

16 sin2 t + 4(1− 2 sin2 t)2

=
√

4(4 sin4 t + 1)

= 2
√

4 sin4 t + 1

0 5 t 5 2π のとき −1 5 sin t 5 1 であるから

0 5 sin2 t 5 1 よって 0 5 sin4 t 5 1

ゆえに，sin4 tは sin t = ±1 のとき最大値 1，sin t = 0 のとき最小値 0をとる．

よって，速さは t =
π

2
,

3

2
π のとき 最大値 2

√
5

t = 0, π, 2π のとき 最小値 2
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¶ ³
12 地面に垂直な壁に長さ5mの棒を立てかけ，

この棒の下端Aを，地面上を毎秒 0.3mの
速さで壁から垂直に遠ざける．棒の下端A

が壁から 4m離れたときに，棒の上端Bが
壁面上を動く速さを求めよ．

　

5m

A

B

µ ´
【解】点Aを x軸上に，点 Bを y軸上にとり，OA = x，OB = y とおくと，三平方

の定理により

x2 + y2 = 52 · · · 1©

よって，x = 4 のとき y = 3

x，yは時刻 tの関数であるから， 1©の両辺を tで微分して 2で割ると

x
dx

dt
+ y

dy

dt
= 0

ここで，
dx

dt
= 0.3，x = 4，y = 3 を代入すると

4× 0.3 + 3× dy

dt
= 0

よって
dy

dt
= −0.4

したがって，棒の上端Bの速さは，0.4m/秒 である．
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5.1 不定積分

5.1.1 不定積分とその基本性質
¶ ³
練習 5.1 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
x5 dx (2)

∫
dx

x3
(3)

∫
x

1
3 dx

(4)

∫
x−

1
3 dx (5)

∫
x
√

x dx (6)

∫
dx√

x
µ ´
【解】Cは積分定数とする．

(1)

∫
x5 dx =

1

5 + 1
x5+1 + C =

1

6
x6 + C

(2)

∫
dx

x3
=

∫
x−3 dx =

1

−3 + 1
x−3+1 + C = −1

2
x−2 + C = − 1

2x2
+ C

(3)

∫
x

1
3 dx =

1
1
3

+ 1
x

1
3
+1 + C =

3

4
x

4
3 + C

(4)

∫
x−

1
3 dx =

1

−1
3

+ 1
x−

1
3
+1 =

3

2
x

2
3 + C

(5)

∫
x
√

x dx =

∫
x

3
2 dx =

1
3
2

+ 1
x

3
2
+1 + C =

2

5
x

5
2 + C =

2

5
x2
√

x + C

(6)

∫
dx√

x
=

∫
x−

1
2 dx =

1

−1
2

+ 1
x−

1
2
+1 + C = 2x

1
2 + C = 2

√
x + C

117
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¶ ³
練習 5.2 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
x2 − 4x + 1

x3
dx (2)

∫
(x2 − 2)(x2 − 3)

x4
dx

(3)

∫
x + 2√

x
dx (4)

∫
(
√

x− 1)2

x
dx

(5)

∫
1− y − y2

y2
dy (6)

∫ (
3t2 − 1

t

)2

dt

µ ´
【解】Cは積分定数とする．

(1)

∫
x2 − 4x + 1

x3
dx =

∫ (
1

x
− 4

x2
+

1

x3

)
dx = log |x|+ 4

x
− 1

2x2
+ C

(2)

∫
(x2 − 2)(x2 − 3)

x4
dx=

∫
x4 − 5x2 + 6

x4
dx =

∫ (
1− 5

x2
+

6

x4

)
dx

=x +
5

x
− 2

x3
+ C

(3)

∫
x + 2√

x
dx =

∫ (√
x +

2√
x

)
dx =

2

3
x
√

x + 4
√

x + C

(4)

∫
(
√

x− 1)2

x
dx=

∫
x− 2

√
x + 1

x
dx =

∫ (
1− 2√

x
+

1

x

)
dx

=x− 4
√

x + log x + C

(5)

∫
1− y − y2

y2
dy =

∫ (
1

y2
− 1

y
− 1

)
dy = −1

y
− log |y| − y + C

(6)

∫ (
3t2 − 1

t

)2

dt =

∫ (
9t4 − 6t +

1

t2

)
dt =

9

5
t5 − 3t2 − 1

t
+ C
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¶ ³
練習 5.3 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
(cos x− 2 sin x)dx (2)

∫
2 cos3 x− 1

cos2 x
dx

(3)

∫
dx

sin2 x− 1
(4)

∫
(2− tan θ) cos θ dθ

(5)

∫
4x dx (6)

∫
(3x − 2ex)dx

µ ´
【解】Cは積分定数とする．

(1)

∫
(cos x− 2 sin x) dx = sin x + 2 cos x + C

(2)

∫
2 cos3 x− 1

cos2 x
dx =

∫ (
2 cos x− 1

cos2 x

)
dx = 2 sin x− tan x + C

(3)

∫
dx

sin2 x− 1
= −

∫
dx

cos2 x
= − tan x + C

(4)

∫
(2− tan θ) cos θ dθ =

∫
(2 cos θ − sin θ) dθ = 2 sin θ + cos θ + C

(5)

∫
4x dx =

4x

log 4
+ C

(6)

∫
(3x − 2ex) dx =

3x

log 3
− 2ex + C



120 第 5章 積分法とその応用

5.1.2 置換積分法と部分積分法
¶ ³
練習 5.4 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
(3x + 1)4 dx (2)

∫
(4x− 3)−3 dx

(3)

∫ √
2x + 1 dx (4)

∫
1√

1− 2x
dx

(5)

∫
sin 2x dx (6)

∫
e3x−1 dx

µ ´
【解】Cは積分定数とする．

(1)

∫
(3x + 1)4 dx =

1

3
·1
5
(3x + 1)5 + C =

1

15
(3x + 1)5 + C

(2)

∫
(4x− 3)−3 dx =

1

4
· 1

−2
(4x− 3)−2 + C = −1

8
(4x− 3)−2 + C

(3)

∫ √
2x + 1 dx=

∫
(2x + 1)

1
2 dx =

1

2
·2
3
(2x + 1)

3
2 + C

=
1

3
(2x + 1)

√
2x + 1 + C

(4)

∫
1√

1− 2x
dx =

∫
(1− 2x)−

1
2 dx =

1

−2
·2(1− 2x)

1
2 + C = −√1− 2x + C

(5)

∫
sin 2x dx =

1

2
(− cos 2x) + C = −1

2
cos 2x + C

(6)

∫
e3x−1 dx =

1

3
e3x−1 + C



5.1. 不定積分 121

例題 5.1 不定積分
∫

x
√

1− x dx を求めよ．

【解】
√

1− x = t とおくと x = 1− t2，
dx

dt
= −2t

よって
∫

x
√

1− x dx=

∫
(1− t2)t(−2t)dt = 2

∫
(t4 − t2)dt

=2

(
t5

5
− t3

3

)
+ C =

2

15
t3(3t2 − 5) + C

=− 2

15
(3x + 2)(1− x)

√
1− x + C

¶ ³
練習 5.5 例題 5.1の不定積分を，1− x = t とおいて求めよ．

µ ´
【解】1− x = t とおくと x = 1− t，

dx

dt
= −1

よって
∫

x
√

1− x dx=

∫
(1− t)

√
t (−1)dt =

∫
(t

3
2 − t

1
2 )dt

=
2

5
t

5
2 − 2

3
t

3
2 + C =

2

15
t

3
2 (3t− 5) + C

=− 2

15
(3x + 2)(1− x)

√
1− x + C (Cは積分定数)
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¶ ³
練習 5.6 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
x(1− x)4 dx (2)

∫
x
√

2x− 1 dx (3)

∫
x√

x + 1
dx

µ ´
【解】Cは積分定数とする．

(1) 1− x = t とおくと x = 1− t，
dx

dt
= −1

よって
∫

x(1− x)4 dx=

∫
(1− t)t4(−1) dt =

∫
(t5 − t4) dt

=
1

6
t6 − 1

5
t5 + C =

1

30
(5t− 6)t5 + C

=− 1

30
(5x + 1)(1− x)5 + C

(2)
√

2x− 1 = t とおくと x =
t2 + 1

2
，

dx

dt
= t

よって
∫

x
√

2x− 1 dx=

∫
t2 + 1

2
·t·t dt =

1

2

∫
(t4 + t2) dt

=
1

2

(
1

5
t5 +

1

3
t3

)
+ C =

1

2
· 1

15
(3t2 + 5)t3 + C

=
1

15
(3x + 1)(2x− 1)

√
2x− 1 + C

(3)
√

x + 1 = t とおくと x = t2 − 1，
dx

dt
= 2t

よって
∫

x√
x + 1

dx=

∫
t2 − 1

t
·2t dt = 2

∫
(t2 − 1) dt

=2

(
1

3
t3 − t

)
+ C =

2

3
(t2 − 3)t + C

=
2

3
(x− 2)

√
x + 1 + C
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¶ ³
練習 5.7 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
x2
√

x3 + 2 dx (2)

∫
sin3 x cos x dx

(3)

∫
log x

x
dx (4)

∫
xex2

dx

µ ´
【解】Cは積分定数とする．

(1) (x3 + 2)′ = 3x2 であるから，x3 + 2 = u とおくと
∫

x2
√

x3 + 2 dx=
1

3

∫ √
x3 + 2(x3 + 2)′ dx

=
1

3

∫ √
u du =

1

3
·2
3
u

3
2 + C

=
2

9
(x3 + 2)

√
x3 + 2 + C

(2) (sin x)′ = cos x であるから，sin x = u とおくと
∫

sin3 x cos x dx=

∫
sin3 x(sin x)′ dx =

∫
u3 du

=
1

4
u4 + C =

1

4
sin4 x + C

(3) (log x)′ =
1

x
であるから，log x = u とおくと

∫
log x

x
dx=

∫
log x·(log x)′ dx =

∫
u du

=
1

2
u2 + C =

1

2
(log x)2 + C

(4) (x2)′ = 2x であるから，x2 = u とおくと
∫

xex2

dx=
1

2

∫
ex2

(x2)′ dx =
1

2

∫
eu du

=
1

2
eu + C =

1

2
ex2

+ C
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¶ ³
練習 5.8 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
2x + 1

x2 + x− 1
dx (2)

∫
ex

ex + 1
dx (3)

∫
dx

tan x
µ ´
【解】Cは積分定数とする．

(1)

∫
2x + 1

x2 + x + 1
dx =

∫
(x2 + x− 1)′

x2 + x− 1
dx = log |x2 + x− 1|+ C

(2)

∫
ex

ex + 1
dx =

∫
(ex + 1)′

ex + 1
dx = log(ex + 1) + C

(3)

∫
dx

tan x
=

∫
cos x

sin x
dx =

∫
(sin x)′

sin x
dx = log | sin x|+ C

¶ ³
練習 5.9 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
x sin x dx (2)

∫
xe−x dx

µ ´
【解】Cは積分定数とする．

(1)

∫
x sin x dx=

∫
x(− cos x)′ dx = x(− cos x)−

∫
1·(− cos x) dx

=−x cos x +

∫
cos x dx

=−x cos x + sin x + C

(2)

∫
xe−x dx=

∫
x(−e−x)′ dx = x(−e−x)−

∫
1·(−e−x) dx

=−xe−x +

∫
e−x dx

=−(x + 1)e−x + C
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¶ ³
練習 5.10 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
log 2x dx (2)

∫
log x2 dx (3)

∫
x log x dx

µ ´
【解】Cは積分定数とする．

(1)

∫
log 2x dx=

∫
(log 2x)·(x)′ dx = (log 2x)·x−

∫
2

2x
·x dx

=x log 2x− x + C

(2)

∫
log x2 dx=

∫
(log x2)·(x)′ dx = (log x2)·x−

∫
2x

x2
·x dx

=x log x2 − 2x + C

(3)

∫
x log x dx=

∫ (
x2

2

)′
log x dx =

x2

2
log x−

∫
x2

2
·1
x

dx

=
1

2
x2 log x− 1

4
x2 + C

5.1.3 いろいろな関数の不定積分
¶ ³

練習 5.11
x

(x + 1)(x + 2)
=

a

x + 1
+

b

x + 2
を満たす定数 a，bの値を求めよ．ま

た，この結果を利用して，不定積分
∫

x

(x + 1)(x + 2)
dx を求めよ．

µ ´
【解】等式の両辺に (x + 1)(x + 2)をかけて x = a(x + 2) + b(x + 1)

よって x = (a + b)x + (2a + b)

両辺の同じ次数の項の係数を比較して a + b = 1，2a + b = 0

これを解いて a = −1，b = 2

よって
∫

x

(x + 1)(x + 2)
dx=

∫ (
− 1

x + 1
+

2

x + 2

)
dx

=− log |x + 1|+ 2 log |x + 2|+ C

= log
(x + 2)2

|x + 1| + C (Cは積分定数)
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¶ ³
練習 5.12 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
x2 − 1

x + 2
dx (2)

∫
4x2

2x− 1
dx (3)

∫
3

x2 + x− 2
dx

µ ´
【解】Cは積分定数とする．

(1)
x2 − 1

x + 2
= x− 2 +

3

x + 2
であるから

∫
x2 − 1

x + 2
dx=

∫ (
x− 2 +

3

x + 2

)
dx

=
1

2
x2 − 2x + 3 log |x + 2|+ C

(2)
4x2

2x− 1
= 2x + 1 +

1

2x− 1
であるから

∫
4x2

2x− 1
dx=

∫ (
2x + 1 +

1

2x− 1

)
dx

=x2 + x +
1

2
log |2x− 1|+ C

(3)
3

x2 + x− 2
=

a

x− 1
+

b

x + 2
とする．

等式の両辺に (x− 1)(x + 2)を掛けて 3 = a(x + 2) + b(x− 1)

よって 3 = (a + b)x + (2a− b)

両辺の同じ次数の項の係数を比較して a + b = 0，2a− b = 3

これを解いて a = 1，b = −1

したがって
3

x2 + x− 2
=

1

x− 1
− 1

x + 2

∫
3

x2 + x− 2
dx=

∫ (
1

x− 1
− 1

x + 2

)
dx

= log |x− 1| − log |x + 2|+ C

= log

∣∣∣∣
x− 1

x + 2

∣∣∣∣ + C
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¶ ³
練習 5.13 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
cos2 x dx (2)

∫
sin2 3x dx

(3)

∫
cos 3x cos 2x dx (4)

∫
sin 3x sin x dx

µ ´
【解】Cは積分定数とする．

(1)

∫
cos2 x dx =

∫
1 + cos 2x

2
dx =

1

2
x +

1

4
sin 2x + C

(2)

∫
sin2 3x dx =

∫
1− cos 6x

2
dx =

1

2
x− 1

12
sin 6x + C

(3)

∫
cos 3x cos 2x dx=

1

2

∫
(cos 5x + cos x) dx

=
1

10
sin 5x +

1

2
sin x + C

(4)

∫
sin 3x sin x dx=−1

2

∫
(cos 4x− cos 2x) dx

=−1

8
sin 4x +

1

4
sin 2x + C

5.1.4 補充問題
¶ ³

1 次のことを示せ．

(1)

∫
dx

sin2 x
= − 1

tan x
+ C (2)

∫
dx

tan2 x
= − 1

tan x
− x + C

µ ´
【解】Cは積分定数とする．

(1)

(
− 1

tan x

)′
=

(tan x)′

tan2 x
=

1

tan2 x
· 1

cos2 x
=

1

sin2 x
であるから

∫
dx

sin2 x
= − 1

tan x
+ C

(2)

(
− 1

tan x
− x

)′
=

1

sin2 x
− 1 =

1

tan2 x
であるから

∫
dx

tan2 x
= − 1

tan x
− x + C
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¶ ³
2 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
x√

4− x2
dx (2)

∫
dx

ex + 1
(3)

∫
log(x + 1)

x2
dx

(4)

∫
(sin x + cos x)2 dx (5)

∫
sin3 x dx (6)

∫
cos4 x dx

µ ´
【解】Cは積分定数とする．

(1) 4− x2 = t とおくと −2x
dx

dt
= 1

与式 = −1

2

∫
dt√

t
= −

√
t + C = −

√
4− x2 + C

(2) ex = t とおくと ex dx

dt
= 1

与式=

∫
dt

t(t + 1)
=

∫ (
1

t
− 1

t + 1

)
dt

= log t− log(t + 1) + C = x− log(ex + 1) + C

(3) 与式=− log(x + 1)

x
+

∫
dx

x(x + 1)

=− log(x + 1)

x
+ log

|x|
x + 1

+ C

(4) 与式=

∫
(sin2 x + 2 sin x cos x + cos2 x) dx

=

∫
(1 + sin 2x) dx = x− 1

2
cos 2x + C

(5) 与式=

∫
sin x(1− cos2 x) dx

=

∫
(sin x− sin x cos2 x) dx

=− cos x +
1

3
cos3 x + C

(6) 与式=

∫ (
1 + cos 2x

2

)2

dx

=

∫ (
1

8
cos 4x +

1

2
cos 2x +

3

8

)
dx

=
1

32
sin 4x +

1

4
sin 2x +

3

8
x + C



5.1. 不定積分 129

¶ ³

3 不定積分
∫

dx

1 + cos x
を，次の各方法により求めよ．

(1) 分母と分子に 1− cos x をかける．

(2) 1 + cos x = 2 cos2 x

2
を利用する．

µ ´
【解】Cは積分定数とする．

(1) 与式=

∫
1− cos x

sin2 x
dx

=

∫ (
1

sin2 x
− cos x

sin2 x

)
dx = − tan x +

1

sin x
+ C

(2) 与式=
1

2

∫
dx

cos2
x

2

= tan
x

2
+ C

¶ ³
4 次の 2つの条件をともに満たす関数 F (x)を求めよ．

［1］ F ′(x) =
1

x2 + 3x + 2
［2］ F (0) = 0

µ ´

【解】F (x) =

∫
dx

x2 + 3x + 2
= log

∣∣∣∣
x + 1

x + 2

∣∣∣∣ + C (Cは積分定数)

［2］より log
1

2
+ C = 0 ゆえに C = log 2

よって F (x) = log

∣∣∣∣
2(x + 1)

x + 2

∣∣∣∣
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5.2 定積分

5.2.1 定積分とその基本性質
¶ ³
練習 5.14 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ 2

1

dx

x2
(2)

∫ 8

1

3
√

x dx (3)

∫ π
2

0

cos θ dθ

(4)

∫ 1

0

ex dx (5)

∫ −1

−2

dx

x
(6)

∫ 1

−1

2x dx

µ ´

【解】 (1)

∫ 2

1

dx

x2
=

[
−1

x

]2

1

= −
(

1

2
− 1

)
=

1

2

(2)

∫ 8

1

3
√

x dx =

[
3

4
x 3
√

x

]8

1

=
3

4
(8

3
√

8− 1) =
45

4

(3)

∫ π
2

0

cos θ dθ =

[
sin θ

]π
2

0

= 1

(4)

∫ 1

0

ex dx =

[
ex

]1

0

= e− 1

(5)

∫ −1

−2

dx

x
=

[
log |x|

]−1

−2

= − log 2

(6)

∫ 1

−1

2x dx =

[
2x

log 2

]1

−1

=
1

log 2

(
2− 1

2

)
=

3

2 log 2
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¶ ³
練習 5.15 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ 2

1

√
x + 1 dx (2)

∫ 1

0

(2x + 1)3 dx (3)

∫ 1

−1

(et − e−t)dt

(4)

∫ π

0

sin 2x dx (5)

∫ 2π

0

cos2 x dx (6)

∫ π
2

0

sin 4θ cos 2θ dθ

µ ´

【解】 (1)

∫ 2

1

√
x + 1 dx =

[
2

3
(x + 1)

√
x + 1

]2

1

=
2

3
(3
√

3− 2
√

2)

(2)

∫ 1

0

(2x + 1)3 dx =

[
1

8
(2x + 1)4

]1

0

=
1

8
(34 − 1) = 10

(3)

∫ 1

−1

(et − e−t) dt =

[
et + e−t

]1

−1

= 0

(4)

∫ π

0

sin 2x dx =

[
−1

2
cos 2x

]π

0

= 0

(5)

∫ 2π

0

cos2 x dx =

∫ 2π

0

1 + cos 2x

2
dx =

[
1

2
x +

1

4
sin 2x

]2π

0

= π

(6)

∫ π
2

0

sin 4θ cos 2θ dθ =
1

2

∫ π
2

0

(sin 6θ + sin 2θ) dθ

=
1

2

[
−1

6
cos 6θ − 1

2
cos 2θ

]π
2

0

=
1

2

{
1

6
+

1

2
−

(
−1

6
− 1

2

)}
=

2

3
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¶ ³
練習 5.16 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ π

0

| cos x|dx (2)

∫ 2

−1

|ex − 1|dx

µ ´
【解】 (1) 0 5 x 5 π

2
のとき | cos x| = cos x

π

2
5 x 5 π のとき | cos x| = − cos x

であるから
∫ π

0

| cos x| dx=

∫ π
2

0

cos x dx +

∫ π

π
2

(− cos x) dx

=

[
sin x

]π
2

0

+

[
− sin x

]π

π
2

=(1− 0) + (0 + 1) = 2

(2) −1 5 x 5 0 のとき |ex − 1| = 1− ex

0 5 x 5 2 のとき |ex − 1| = ex − 1

であるから
∫ 2

−1

|ex − 1| dx=

∫ 0

−1

(1− ex) dx +

∫ 2

0

(ex − 1) dx

=

[
x− ex

]0

−1

+

[
ex − x

]2

0

=

{
−1−

(
−1− 1

e

)}
+ (e2 − 2− 1)

= e2 +
1

e
− 3



5.2. 定積分 133

5.2.2 置換積分法と部分積分法
¶ ³
練習 5.17 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ 1

0

x(1− x)5 dx (2)

∫ 5

2

x
√

x− 1 dx

µ ´
【解】 (1) 1− x = t とおくと x = 1− t，dx = (−1)dt

xと tの対応は右のようになる．
したがって

　
x 0 −→ 1

t 1 −→ 0

∫ 1

0

x(1− x)5 dx =

∫ 0

1

(1− t)t5 (−1)dt

=

∫ 0

1

(t6 − t5) dt

=

[
1

7
t7 − 1

6
t6

]0

1

= 0−
(

1

7
− 1

6

)

=
1

42

(2) x− 1 = t とおくと x = t + 1，dx = dt

xと tの対応は右のようになる．
したがって

　
x 2 −→ 5

t 1 −→ 4

∫ 5

2

x
√

x− 1 dx =

∫ 4

1

(t + 1)
√

t dt

=

∫ 4

1

(t
3
2 + t

1
2 ) dt

=

[
2

5
t

5
2 +

2

3
t

3
2

]4

1

=

(
64

5
+

16

3

)
−

(
2

5
+

2

3

)

=
256

15
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¶ ³
練習 5.18 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ 1

0

√
1− x2 dx (2)

∫ 3

−3

√
9− x2 dx

(3)

∫ √
3

−1

√
4− x2 dx (4)

∫ √
3

1

dx√
4− x2

µ ´
【解】 (1) x = sin θ とおくと dx = cos θ dθ

xと θの対応は右のようになる．
この範囲では cos θ = 0 であるから

　
x 0 −→ 1

θ 0 −→ π
2

√
1− x2 =

√
1− sin2 θ =

√
cos2 θ = cos θ

したがって
∫ 1

−1

√
1− x2 dx=

∫ π
2

0

cos θ cos θ dθ

=

∫ π
2

0

cos2 θ dθ =

∫ π
2

0

1 + cos 2θ

2
dθ

=
1

2

[
θ +

1

2
sin 2θ

]π
2

0

=
π

4

(2) x = 3 sin θ とおくと dx = 3 cos θ dθ

xと θの対応は右のようになる．
この範囲では cos θ = 0 であるから

　
x −3 −→ 3

θ −π
2

−→ π
2

√
9− x2 =

√
9− (3 sin θ)2 =

√
9 cos2 θ = 3 cos θ

したがって
∫ 3

−3

√
9− x2 dx=

∫ π
2

−π
2

3 cos θ·3 cos θ dθ

=

∫ π
2

−π
2

9 cos2 θ dθ = 9

∫ π
2

−π
2

1 + cos 2θ

2
dθ

=
9

2

[
θ +

1

2
sin 2θ

]π
2

−π
2

=
9π

2
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(3) x = 2 sin θ とおくと dx = 2 cos θ dθ

xと θの対応は右のようになる．
この範囲では cos θ = 0 であるから

　
x −1 −→ √

3

θ −π
6

−→ π
3

√
4− x2 =

√
4(1− sin2 θ) =

√
4 cos2 θ = 2 cos θ

したがって
∫ √

3

−1

√
4− x2 dx=

∫ π
3

−π
6

2 cos θ·2 cos θ dθ

= 4

∫ π
3

−π
6

cos2 θ dθ = 2

∫ π
3

−π
6

(1 + cos 2θ) dθ

= 2

[
θ +

1

2
sin 2θ

]π
3

−π
6

= π +
√

3

(4) x = 2 sin θ とおくと dx = 2 cos θ dθ

xと θの対応は右のようになる．
この範囲では cos θ = 0 であるから

　
x 1 −→ √

3

θ π
6

−→ π
3

√
4− x2 =

√
4(1− sin2 θ) =

√
4 cos2 θ = 2 cos θ

したがって
∫ √

3

1

dx√
4− x2

dx=

∫ π
3

π
6

1

2 cos θ
·2 cos θ dθ

=

∫ π
3

π
6

dθ =

[
θ

]π
3

π
6

=
π

6
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¶ ³
練習 5.19 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ √
3

0

dx

x2 + 1
(2)

∫ 2

−2

dx

x2 + 4
µ ´
【解】 (1) x = tan θ とおくと dx =

1

cos2 θ
dθ

xと θの対応は右のようになる．

　x 0 −→ √
3

θ 0 −→ π
3

したがって
∫ √

3

0

dx

x2 + 1
=

∫ π
3

0

1

tan2 θ + 1
· 1

cos2 θ
dθ

=

∫ π
3

0

dθ =

[
θ

]π
3

0

=
π

3

(2) x = 2 tan θ とおくと dx =
2

cos2 θ
dθ

xと θの対応は右のようになる．

　x −2 −→ 2

θ −π
4

−→ π
4

したがって
∫ 2

−2

dx

x2 + 4
=

∫ π
4

−π
4

1

4 tan2 θ + 4
· 2

cos2 θ
dθ

=
1

2

∫ π
4

−π
4

dθ =
1

2

[
θ

]π
4

−π
4

=
π

4

¶ ³
練習 5.20 次の関数の中から，偶関数，奇関数を選べ．

1© x3 2© x4 + 3 3© tan x 4© x + cos x

µ ´
【答】偶関数は 2©， 奇関数は 1©， 3©
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¶ ³
練習 5.21 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ 2

−2

(x3 + 3x2 + 4x + 5) dx (2)

∫ 1

−1

(ex − e−x) dx

(3)

∫ 2

−2

x
√

4− x2 dx (4)

∫ π
2

−π
2

sin2 x dx

µ ´
【解】 (1) x3，4xはともに奇関数，3x2，5はともに偶関数であるから

∫ 2

−2

(x3 + 3x2 + 4x + 5) dx=2

∫ 2

0

(3x2 + 5) dx

= 2

[
x3 + 5x

]2

0

= 36

(2) ex − e−x は奇関数であるから
∫ 1

−1

(ex − e−x) dx = 0

(3) x
√

4− x2 は奇関数であるから
∫ 2

−2

x
√

4− x2 dx = 0

(4) sin2 x は偶関数であるから
∫ π

2

−π
2

sin2 x dx=2

∫ π
2

0

sin2 x dx

=2

∫ π
2

0

1− cos 2x

2
dx

=

[
x− 1

2
sin 2x

]π
2

0

=
π

2
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¶ ³
練習 5.22 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ π

0

x sin x dx (2)

∫ 1

0

xex dx (3)

∫ 2

1

x log x dx

µ ´

【解】 (1)

∫ π

0

x sin x dx=

∫ π

0

x(− cos x)′ dx

=

[
x(− cos x)

]π

0

−
∫ π

0

1·(− cos x) dx

=π +

[
sin x

]π

0

= π

(2)

∫ 1

0

xex dx=

∫ 1

0

x(ex)′ dx

=

[
xex

]1

0

−
∫ 1

0

1·ex dx

= e−
[

ex

]1

0

= 1

(3)

∫ 2

1

x log x dx=

∫ 2

1

(
x2

2

)′
log x dx

=

[
x2

2
log x

]2

1

−
∫ 2

1

x2

2
·1
x

dx

=2 log 2− 1

2

[
x2

2

]2

1

= 2 log 2− 3

4

¶ ³

練習 5.23 部分積分法によって，定積分
∫ 1

−1

(x + 1)3(x− 1) dx を求めよ．

µ ´

【解】
∫ 1

−1

(x + 1)3(x− 1) dx=

∫ 1

−1

{
1

4
(x + 1)4

}′
(x− 1) dx

=

[
1

4
(x + 1)4(x− 1)

]1

−1

−
∫ 1

−1

1

4
(x + 1)4(x− 1)′dx

=0−
∫ 1

−1

1

4
(x + 1)4dx

=−
[

1

20
(x + 1)5

]1

−1

= −8

5



5.2. 定積分 139

5.2.3 定積分のいろいろな問題
¶ ³
練習 5.24 次の関数を xで微分せよ．

(1)

∫ x

0

sin t dt (2)

∫ x

1

t log t dt

µ ´
【答】(1)

d

dx

∫ x

0

sin t dt = sin x (2)
d

dx

∫ x

1

t log t dt = x log x

¶ ³
練習 5.25 次の関数G(x)について，G′(x)，G′′(x)を求めよ．

G(x) =

∫ x

0

(x− t)et dt

µ ´

【解】G(x) = x

∫ x

0

et dt−
∫ x

0

tet dt であるから

G′(x) =

∫ x

0

et dt + xex − xex =

[
et

]x

0

= ex − 1

G′′(x) = ex
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¶ ³

練習 5.26 前ページの Sn の代わりに，
右の図［3］の長方形の面積の和 Tn を
考えても， lim

n→∞
Tn = S となることを

示せ．

　
［3］

O

y

x1

1

y = x2

1
n

2
n n− 1

n

Tn

µ ´
【解】Snと同様に計算すると

Tn =
1

n

{
0 +

(
1

n

)2

+

(
2

n

)2

+ · · ·+
(

n− 1

n

)2
}

=
1

n3
{12 + 22 + · · ·+ (n− 1)2}

=
1

n3
·1
6
(n− 1)n(2n− 1)

よって lim
n→∞

Tn = lim
n→∞

1

6

(
1− 1

n

)(
2− 1

n

)
=

1

3
= S
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¶ ³
練習 5.27 次の極限値を求めよ．

(1) lim
n→∞

1

n5
(14 + 24 + 34 + · · ·+ n4)

(2) lim
n→∞

(√
1

n3
+

√
2

n3
+

√
3

n3
+ · · ·+

√
n

n3

)

µ ´
【解】 (1) lim

n→∞
1

n5
(14 + 24 + 34 + · · ·+ n4)

= lim
n→∞

1

n

{(
1

n

)4

+

(
2

n

)4

+

(
3

n

)4

+ · · ·+
(n

n

)4
}

= lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

(
k

n

)4

=

∫ 1

0

x4 dx =

[
1

5
x5

]1

0

=
1

5

(2) lim
n→∞

(√
1

n3
+

√
2

n3
+

√
3

n3
+ · · ·+

√
n

n3

)

= lim
n→∞

1

n

(√
1

n
+

√
2

n
+

√
3

n
+ · · ·+

√
n

n

)

= lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

√
k

n
=

∫ 1

0

√
x dx =

[
2

3
x

3
2

]1

0

=
2

3
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¶ ³
練習 5.28 次のことを示せ．

(1) x = 0 のとき
1

x2 + x + 1
5 1

x + 1

(2)

∫ 1

0

dx

x2 + x + 1
< log 2

µ ´
【解】 (1) x = 0 のとき x2 + x + 1 = x + 1

両辺とも正なので，逆数をとって
1

x2 + x + 1
5 1

x + 1

(2) (1)の不等式では，常には
1

x2 + x + 1
=

1

x + 1
でないから

∫ 1

0

dx

x2 + x + 1
<

∫ 1

0

dx

x + 1

右辺は
∫ 1

0

dx

x + 1
=

[
log(x + 1)

]1

0

= log 2

よって
∫ 1

0

dx

x2 + x + 1
< log 2
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¶ ³

練習 5.29 関数 f(x) =
1

x
の定積分を利用して，次の不等式を証明せよ．

1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
> log(n + 1) ただし，nは自然数

µ ´
証明 自然数 kに対して，k 5 x 5 k + 1 では

1

k
= 1

x

常には
1

k
=

1

x
ではないから

∫ k+1

k

1

k
dx >

∫ k+1

k

1

x
dx

すなわち

1

k
>

∫ k+1

k

dx

x

k = 1, 2, 3, · · · , n として，
辺々を加えると

　

O

y

xk k+1

y =
1

x

1

k

O

y

x1 2 3 4

y =
1

x

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · ·+ 1

n
>

∫ 2

1

dx

x
+

∫ 3

2

dx

x
+

∫ 4

3

dx

x
+ · · ·+

∫ n+1

n

dx

x

ここで 右辺 =

∫ n+1

1

dx

x
=

[
log x

]n+1

1

= log(n + 1) ← log 1 = 0　

したがって 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · ·+ 1

n
> log(n + 1) 証終
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5.2.4 補充問題
¶ ³

5 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ 4

1

1 + x√
x

dx (2)

∫ π
3

0

tan θ dθ (3)

∫ π

−π
6

cos2 2θ dθ

(4)

∫ 2

0

x

(3− x)2
dx (5)

∫ 1

0

xe−x2

dx (6)

∫ 4

1

√
x log x dx

µ ´

【解】 (1) 与式 =

∫ 4

1

(
1√
x

+
√

x

)
dx =

[
2
√

x +
2

3
x
√

x

]4

1

=
20

3

(2) 与式 =

[
− log(cos θ)

]π
3

0

= log 2

(3) 与式 =

∫ π

−π
6

1 + cos 4θ

2
dθ =

1

2

[
θ +

sin 4θ

4

]π

−π
6

=
7

12
π +

√
3

16

(4) 3− x = t とおくと

dx

dt
= −1

x 0 −→ 2

t 3 −→ 1

与式=

∫ 1

3

3− t

t2
·(−1)dt =

∫ 3

1

(
3

t2
− 1

t

)
dt

=

[
−3

t
− log t

]3

1

= 2− log 3

(5) −x2 = t とおくと

−2x
dx

dt
= 1

x 0 −→ 1

t 0 −→ −1

与式=

∫ −1

0

et·
(
−1

2

)
dt =

1

2

∫ 0

−1

et dt

=
1

2

[
et

]0

−1

=
1

2

(
1− 1

e

)

(6) 与式=

[
2

3
x
√

x log x

]4

1

−
∫ 4

1

2

3
x
√

x·1
x

dx

=
16

3
log 4− 4

9

[
x
√

x

]4

1

=
32

3
log 2− 28

9
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¶ ³
6 aを正の定数とする．次の定積分を求めよ．

(1)

∫ a

−a

x2
√

a2 − x2 dx (2)

∫ a

−a

x2

x2 + a2
dx

µ ´

【解】 (1) 与式 = 2

∫ a

0

x2
√

a2 − x2 dx

x = a sin θ とおくと dx = a cos θ dθ

与式 = 2

∫ π
2

0

a2 sin2 θ·a cos θ·a cos θ dθ

=
1

2
a4

∫ π
2

0

sin2 2θ dθ =
1

2
a4

∫ π
2

0

1− cos 4θ

2
dθ

=
1

2
a4

[
1

2
θ − 1

8
sin 4θ

]π
2

0

=
πa4

8

(2) 与式 = 2

∫ a

0

x2

x2 + a2
dx

x = a tan θ とおくと dx =
a

cos2 θ
dθ

与式 = 2

∫ π
4

0

a2 tan2 θ· 1

a2(tan2 θ + 1)
· a

cos2 θ
dθ

= 2a

∫ π
4

0

tan2 θ dθ = 2a

∫ π
4

0

(
1

cos2 θ
− 1

)
dθ

= 2a

[
tan θ − θ

]π
4

0

= 2a
(
1− π

4

)
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¶ ³
7 次の関数を xで微分せよ．ただし，(2)では x > 0とする．

(1)

∫ 2x

x

sin θ dθ (2)

∫ x2

x

log t dt

µ ´
【解】 (1) F ′(θ) = sin θ とおくと

d

dx

∫ 2x

x

sin θ dθ =
d

dx
{F (2x)− F (x)}

= F ′(2x)(2x)′ − F ′(x)

= 2 sin 2x− sin x

(2) F ′(t) = log t とおくと

d

dx

∫ x2

x

log t dt =
d

dx
{F (x2)− F (x)}

= F ′(x2)(x2)′ − F ′(x)

= 2x log x2 − log x

= (4x− 1) log x

¶ ³

8 等式 f(x) = x +

∫ x

0

f(t) sin t dtを満たす関数 f(x)を求めよ．

µ ´

【解】
∫ π

0

f(t) sin t dt は定数であるから
∫ π

0

f(t) sin t dt = a とすると

f(x) = x + a · · · 1©

となる．よって
∫ π

0

f(t) sin t dt =

∫ π

0

(t + a) sin t dt =

∫ π

0

(t + a)(− cos t)′dt

=

[
(t + a)(− cos t)

]π

0

−
∫ π

0

(t + a)′(− cos t) dt

= π + 2a +

∫ π

0

cos t dt

= π + 2a +

[
sin t

]π

0

= π + 2a

ゆえに a = π + 2a すなわち a = −π

これを 1©に代入して f(x) = x− π
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5.3 積分法の応用

5.3.1 面積
¶ ³
練習 5.30 次の曲線と 2直線，および x軸で囲まれた部分の面積を求めよ．

(1) y = x3，x = 1，x = 2 (2) y =
√

x + 1，x = 0，x = 3

µ ´
【解】 (1) 求める面積 Sは

S =

∫ 2

1

x3 dx =

[
x4

4

]2

1

=
15

4

(2) 求める面積 Sは

S =

∫ 3

0

√
x + 1 dx =

[
2

3
(x + 1)

3
2

]3

0

=
2

3
(8− 1) =

14

3

(1) (2)

O

y

x1 2

y = x3

O

y

x3−1

y =
√

x + 1
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¶ ³
練習 5.31 次の曲線と x軸で囲まれた部分の面積を求めよ．

(1) y = x2(x− 1) (2) y = cos x

(
π

2
5 x 5 3

2
π

)

µ ´
【解】 (1) この曲線と x軸の共有点の x座標は，

方程式

x2(x− 1) = 0

を解いて

x = 0, 1

区間 0 5 x 5 1 では，常に

y 5 0

であるから，求める面積 Sは

　

O

y

x1

y = x2(x− 1)

S =

∫ 1

0

{−x2(x− 1)} dx = −
∫ 1

0

(x3 − x2) dx

= −
[

x4

4
− x3

3

]1

0

=
1

12

(2) この曲線と x軸の共有点の x座標は

x =
π

2
,

3

2
π

区間
π

2
5 x 5 3

2
π では，常に

y 5 0

であるから，求める面積 Sは

　

O

y

xπ
2

3
2
π

y = cos x

S =

∫ 3
2
π

π
2

(− cos x) dx

= −
[

sin x

] 3
2
π

π
2

= −(−1− 1) = 2
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¶ ³
練習 5.32 次の曲線と x軸で囲まれた 2つの部分の面積の和を求めよ．

y = x(x + 1)(x− 2)
µ ´
【解】この曲線とx軸の共有点のx座標は，方

程式 x(x + 1)(x− 2) = 0 を解いて

x = −1, 0, 2

区間 −1 5 x 5 0 では

y = 0

区間 0 5 x 5 2 では

y 5 0

であるから，求める面積 Sは

　

O

y

x
−1

2

y = x(x + 1)(x− 2)

S =

∫ 0

−1

x(x + 1)(x− 2) dx +

∫ 2

0

{−x(x + 1)(x− 2)} dx

=

∫ 0

−1

(x3 − x2 − 2x) dx−
∫ 2

0

(x3 − x2 − 2x) dx

=

[
x4

4
− x3

3
− x2

]0

−1

−
[

x4

4
− x3

3
− x2

]2

0

=

{
0−

(
1

4
+

1

3
− 1

)}
−

{(
4− 8

3
− 4

)
− 0

}
=

37

12
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¶ ³
練習 5.33 次の曲線や直線で囲まれた部分の面積を求めよ．

(1) y = x2，y =
√

x (2) x + 4y = 5，xy = 1

µ ´
【解】 (1) 2つの曲線の共有点の x座標は，

x = 0, 1

である．区間 0 5 x 5 1 では
√

x = x2

であるから，求める面積 Sは

S =

∫ 1

0

(
√

x− x2) dx

=

[
2

3
x

3
2 − x3

3

]1

0

=
2

3
− 1

3
=

1

3

　

O

y

x
y = x2

y =
√

x

1

(2) x + 4y = 5，xy = 1 から yを消去して

x·1
4
(5− x) = 1

式を整理すると x2 − 5x + 4 = 0

2つの曲線の共有点のx座標は，この方
程式を解いて x = 1, 4

区間 1 5 x 5 4 では
1

4
(5− x) = 1

x

であるから，求める面積 Sは

　

O

y

x1 4

xy = 1

x + 4y = 5

S =

∫ 4

1

{
1

4
(5− x)− 1

x

}
dx

=

[
5

4
x− x2

8
− log x

]4

1

=
15

8
− 2 log 2
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¶ ³
練習 5.34 次の放物線と直線で囲まれた部分の面積を求めよ．

(1) y2 = x− 1，x軸，y軸，y = 2 (2) x = y2，x = y + 2

µ ´
【解】 (1) 与式から x = y2 + 1

常に y2 + 1 > 0であるから

S =

∫ 2

0

(y2+1)dy =

[
y3

3
+ y

]2

0

=
14

3

　

O

y

x

2

(2) x = y2，x = y + 2 から xを消去して

y2 = y + 2

式を整理すると y2 − y − 2 = 0

2つの曲線の共有点の y座標は，この方
程式を解いて y = −1, 2

区間 −1 5 y 5 2 では y + 2 = y2

であるから，求める面積 Sは

　

O

y

x

2

−1

S =

∫ 2

−1

{(y + 2)− y2} dy =

[
−y3

3
+

y2

2
+ 2y

]2

−1

=
9

2
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¶ ³
練習 5.35 次の曲線で囲まれた図形の面積を求めよ．

4x2 + 2y2 = 1
µ ´

【解】4x2 +2y2 = 1より
x2

(
1

2

)2 +
y2

(
1√
2

)2 = 1

求める面積Sは，右の図の斜線部分の面積を
2倍したものに等しい．
y = 0 のとき，方程式を yについて解くと

y =
√

2

√(
1

2

)2

− x2

よって

S = 2

∫ 1
2

− 1
2

√
2

√(
1

2

)2

− x2 dx

= 2
√

2×
π

(
1

2

)2

2
=

√
2

4
π

　

O

y

x1
2

−1
2

1√
2

− 1√
2
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¶ ³
練習 5.36 次の曲線と x軸で囲まれた部分の面積を求めよ．

(1) x = 3 cos θ，y = 2 sin θ (0 5 θ 5 π)

(2) x = cos θ，y = cos 2θ (0 5 θ 5 π)
µ ´
【解】 (1) 求める面積 Sは，右の図の斜線部分の

面積であるから

S =

∫ 3

−3

y dy

また，x = 3 cos θ のとき

dx = −3 sin θ dθ

で，xと θの対応は次のようになる．

x −3 −→ 3

θ π −→ 0

したがって，置換積分法によって

　

O

y

x3−3

2

(θ = 0)

(
θ = π

2

)

(θ = π)

S =

∫ 3

−3

y dx =

∫ 0

π

2 sin θ·(−3 sin θ) dθ

= 6

∫ π

0

sin2 θ dθ = 3

∫ π

0

(1− cos 2θ) dθ

= 3

[
θ − 1

2
sin 2θ

]π

0

= 3π
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(2) 求める面積 Sは，右の図の斜線部分
の面積であるから

S = −
∫ 1√

2

− 1√
2

y dy

また，x = cos θ のとき

dx = − sin θ dθ

で，xと θの対応は次のようになる．

x − 1√
2

−→ 1√
2

θ 3
4
π −→ π

4

したがって，置換積分法によって

　

O

y

x

1

1−1

−1

(θ = 0)(θ = π)

− 1√
2

1√
2

(
θ = π

4

)(
θ = 3

4
π
)

(
θ = π

2

)

S = −
∫ 1√

2

− 1√
2

y dx = −
∫ π

4

3
4
π

cos 2θ·(− sin θ) dθ

=

∫ 3
4
π

π
4

(2 cos2 θ − 1)·(cos θ)′dθ =

[
2

3
cos3 θ − cos θ

] 3
4
π

π
4

=

{
−2

3
· 1

2
√

2
+

1√
2

}
−

{
2

3
· 1

2
√

2
− 1√

2

}
=

2
√

2

3
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5.3.2 体積
¶ ³

練習 5.37 底面積が S，高さが hの角錐の体積 V は，V = 1
3Sh で与えられるこ

とを示せ．
µ ´
【解】この角錐の頂点から底面に垂線を下

ろし，これを x軸とし，頂点を原点
にとる．
座標が xである点を通り x軸に垂直
な平面による角錐の切り口の断面積
を S(x) とする．

　

x h

S

x

S(x)

O

断面と底面の相似比は x : h であるから，面積の比は

S(x) : S = x2 : h2

よって S(x) =
S

h2
x2

したがって V =

∫ h

0

S(x) dx =

∫ h

0

S

h2
x2 dx =

S

h2

[
x3

3

]h

0

=
S

h2
·h

3

3
=

1

3
Sh
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¶ ³
練習 5.38 底面の半径が aで高さも aである直

円柱がある．この底面の直径ABを
含み底面と 45◦の傾きをなす平面で，
直円柱を2つの立体に分けるとき，小
さい方の立体の体積を求めよ．

　

45◦

x

A

O

B

µ ´
【解】底面の中心を Oとし，切り取る底面の直

径を x軸にとる．点 (x, 0)に対する直角二
等辺三角形の面積を S(x)とすると，底面
の円の方程式が x2 + y2 = a2 であるから

S(x) =
1

2
y2 =

1

2
(a2 − x2)

したがって，求める体積 V は

　

x

x

y

y
O

S(x)

a
−a

a

−a

V =

∫ a

−a

S(x) dx =
1

2

∫ a

−a

(a2 − x2) dx

=

∫ a

0

(a2 − x2) dx =

[
a2x− x3

3

]a

0

=
2

3
a3
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¶ ³
練習 5.39 次の曲線と x軸で囲まれた部分が，x軸の周りに 1回転してできる回
転体の体積を求めよ．

(1) y = x2 − 2x (2) y = sin x (0 5 x 5 π)

µ ´
【解】 (1) 求める回転体の体積 V は

V = π

∫ 2

0

(x2 − 2x)2 dx

= π

∫ 2

0

(x4 − 4x3 + 4x2) dx

= π

[
x5

5
− x4 +

4

3
x3

]2

0

=
16

15
π

　

O

y

x2

y = x2 − 2x

(2) 求める回転体の体積 V は

V = π

∫ π

0

sin2 x dx

= π

∫ π

0

1− cos 2x

2
dx

=
π

2

[
x− 1

2
sin 2x

]π

0

=
π2

2

　

O

y

xπ

y = sin x

¶ ³

練習 5.40 a > 0，b > 0 とする．楕円
x2

a2
+

y2

b2
= 1 で囲まれた部分が x軸の周

りに 1回転してできる回転体の体積を求めよ．
µ ´
【解】求める回転体の体積 V は

V = π

∫ a

−a

y2 dx = π

∫ a

−a

b2

(
1− x2

a2

)
dx

= 2πb2

∫ a

0

(
1− x2

a2

)
dx

= 2πb2

[
x− x3

3a2

]a

0

=
4

3
πab2

　

O

y

x

b

−b

a−a
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¶ ³
練習 5.41 放物線 y = 4x− x2 と直線 y = x で囲まれた部分が，x軸の周りに 1

回転してできる回転体の体積を求めよ．
µ ´
【解】放物線 y = 4x − x2と直線 y = xの交点の x座

標は，方程式 4x− x2 = x を解いて

x = 0, 3

よって，求める回転体の体積 V は

V = π

∫ 3

0

{(4x− x2)2 − x2} dx

= π

∫ 3

0

(x4 − 8x3 + 15x2) dx

= π

[
x5

5
− 2x4 + 5x3

]3

0

=
108

5
π

　

O

y

x3

¶ ³
練習 5.42 曲線 y = ex と y軸および直線 y = e で囲まれた部分が，x軸の周り
に 1回転してできる回転体の体積を求めよ．

µ ´
【解】曲線と直線の共有点の x座標は，

方程式 ex = e を解いて

x = 1

よって，求める回転体の体積 V は

V = π

∫ 1

0

{e2 − (ex)2} dx

= π

∫ 1

0

(e2 − e2x) dx

= π

[
e2x− e2x

2

]1

0

=
e2 + 1

2
π

　

O

y

x1

1

e
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¶ ³
練習 5.43 次の曲線と直線で囲まれた部分が，y軸の周りに 1回転してできる回
転体の体積を求めよ．

(1) y = 4− x2，y = 1 (2) y = 1−√x，x軸，y軸
µ ´
【解】 (1) 求める回転体の体積を V とすると

V = π

∫ 4

1

x2 dy = π

∫ 4

1

(4− y) dy

= π

[
4y − y2

2

]4

1

=
9

2
π

　

O

y

x

4

y=1
1

(2) 求める回転体の体積を V とすると

V = π

∫ 1

0

x2 dy = π

∫ 1

0

(1− y)4 dy

= π

[
−1

5
(1− y)5

]1

0

=
π

5

　

O

y

x

1

y=1−√x

5.3.3 補充問題
¶ ³

9 0 5 x 5 πの範囲において，2つの曲線 y = sin x，y = sin 2x で囲まれた 2

つの部分の面積の和を求めよ．
µ ´
【解】sin x = sin 2x より

sin x(2 cos x− 1) = 0

0 5 x 5 π では

x = 0,
π

3
, π

よって，求める面積 Sは

　

O

y

x

y = sin x

y = sin 2x

π
3 π

S =

∫ π
3

0

(sin 2x− sin x) dx +

∫ π

π
3

(sin x− sin 2x) dx

=

[
− cos 2x

2
+ cos x

]π
3

0

+

[
− cos x +

cos 2x

2

]π

π
3

=
5

2
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¶ ³
10 曲線 √

x +
√

y = 1 と x軸および y軸
で囲まれた部分の面積を求めよ．

　

O

y

x1

1

√
x +

√
y = 1

µ ´
【解】

√
x +

√
y = 1 から

y = (1−√x)2 (0 5 x 5 1)

よって，求める面積 Sは

S =

∫ 1

0

(1−√x)2 dx =

∫ 1

0

(1− 2
√

x + x) dx =
1

6

¶ ³
11 曲線 y = x3− 4x と，その上の点 (1,−3)における接線とで囲まれた部分の

面積を求めよ．
µ ´
【解】y′ = 3x2 − 4 であるから，x = 1 のとき y′ = −1

ゆえに，点 (1,−3)における接線の方程式は

y − (−3) = −(x− 1) すなわち y = −x− 2

この接線と曲線の共有点の x座標は

x3 − 4x = −x− 2

の解である．これを解くと

(x− 1)2(x + 2) = 0 より x = 1,−2

求める面積 S は，右の図の斜線部分であ
るから

　

O

y

x
1

−3

−2

y=x3 − 4x

S =

∫ 1

−2

{(x3 − 4x)− (−x− 2)} dx

=

∫ 1

−2

(x3 − 3x + 2) dx

=

[
x4

4
− 3

2
x2 + 2x

]1

−2

=
27

4
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¶ ³

12 0 5 x 5 π

3
の範囲において，2つの曲線 y = sin x，y = sin 2x で囲まれた

部分が，x軸の周りに 1回転してできる回転体の体積を求めよ．
µ ´
【解】sin x = sin 2x より

sin x(2 cos x− 1) = 0

0 5 x 5 π

3
では

x = 0,
π

3

求める体積 V は

　

O

y

x

y = sin x

y = sin 2x

π
3 π

V = π

∫ π
3

0

sin2 2x dx− π

∫ π
3

0

sin2 x dx

= π

∫ π
3

0

1− cos 4x

2
dx− π

∫ π
3

0

1− cos 2x

2
dx

=
π

2

∫ π
3

0

(cos 2x− cos 4x) dx

=
π

2

[
1

2
sin 2x− 1

4
sin 4x

]π
3

0

=
3
√

3

16
π
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5.4 章末問題

5.4.1 章末問題A
¶ ³

1 次の関数の不定積分を求めよ．

(1) ex
√

ex + 1 (2)
x

(x− 1)3
(3)

x

x2 − 3x + 2

(4) cos5 x (5)
1

ex − e−x
(6) 2x log(x2 + 1)

µ ´
【解】Cは積分定数とする．

(1) 与式=

∫ √
ex + 1(ex + 1)′ dx

=
2

3
(ex + 1)

3
2 + C =

2

3
(ex + 1)

√
ex + 1 + C

(2) x− 1 = t とおくと x = t + 1，
dx

dt
= 1

よって 与式=

∫
t + 1

t3
·1·dt =

∫
(t−2 + t−3) dt = −t−1 − 1

2
t−2 + C

=− 1

x− 1
− 1

2(x− 1)2
+ C = − 2x− 1

2(x− 1)2
+ C

(3)
x

x2 − 3x + 2
=

x

(x− 2)(x− 1)
=

2

x− 2
− 1

x− 1
であるから

与式=

∫ (
2

x− 2
− 1

x− 1

)
dx

=2 log |x− 2| − log |x− 1|+ C = log
(x− 2)2

|x− 1| + C

(4) cos5 x = (1− sin2 x)2 cos x であるから

sin x = t とおくと cos x·dx

dt
= 1

よって 与式=

∫
(1− t2)2 dt =

∫
(1− 2t2 + t4) dt

= t− 2

3
t3 +

1

5
t5 + C = sin x− 2

3
sin3 x +

1

5
sin5 x + C
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(5) ex = t とおくと ex·dx

dt
= 1

ゆえに 与式=

∫
1

t− 1

t

·1
t
dt =

∫
1

t2 − 1
dt =

1

2

∫ (
1

t− 1
− 1

t + 1

)
dt

=
1

2
(log |t− 1| − log |t + 1|) + C

=
1

2
log

∣∣∣∣
t− 1

t + 1

∣∣∣∣ + C =
1

2
log

|ex − 1|
ex + 1

+ C

(6) 与式=

∫
log(x2 + 1)·(x2)′dx

=x2 log(x2 + 1)−
∫

2x

x2 + 1
·x2 dx

ここで，
2x3

x2 + 1
= 2x− 2x

x2 + 1
であるから

与式=x2 log(x2 + 1)−
∫ (

2x− 2x

x2 + 1

)
dx

=x2 log(x2 + 1)−
∫

2x dx +

∫
(x2 + 1)′

x2 + 1
dx

=x2 log(x2 + 1)− x2 + log(x2 + 1) + C

=(x2 + 1) log(x2 + 1)− x2 + C

【別解】(6) 与式=

∫
log(x2 + 1)·(x2 + 1)′dx

=(x2 + 1) log(x2 + 1)−
∫

2x

x2 + 1
·(x2 + 1) dx

=(x2 + 1) log(x2 + 1)− x2 + C
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¶ ³
2 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ π
2

0

sin5 x cos x dx (2)

∫ 1

0

ex

ex + 1
dx

(3)

∫ e

1

x2 log x dx (4)

∫ 4

0

|(x− 4)(x− 1)3| dx

(5)

∫ 1√
2

− 1√
2

x2

√
1− x2

dx (6)

∫ √
3

0

t2

(1 + t2)2
dt

µ ´
【解】 (1) sin x = t とおくと

cos x
dx

dt
= 1

x 0 −→ π
2

t 0 −→ 1

よって 与式 =

∫ 1

0

t5 dt =

[
t6

6

]1

0

=
1

6

(2) 与式 =

∫ 1

0

(ex + 1)′

ex + 1
dx =

[
log(ex + 1)

]1

0

= log(e + 1)− log 2

(3) 与式=

∫ e

1

(
x3

3

)′
log x dx =

[
x3

3
log x

]e

1

−
∫ e

1

x3

3
·1
x

dx

=
e3

3
log e− 1

3

∫ e

1

x2 dx =
e3

3
− 1

3

[
x3

3

]e

1

=
2e3 + 1

9

(4) 与式 =

∫ 1

0

(x− 4)(x− 1)3 dx +

∫ 4

1

{−(x− 4)(x− 1)3} dx

x− 1 = t とおくと

dx

dt
= 1

x 0 −→ 1

t −1 −→ 0

x 1 −→ 4

t 0 −→ 3

よって 与式=

∫ 0

−1

(t− 3)t3 dt−
∫ 3

0

(t− 3)t3 dt

=

[
t5

5
− 3

4
t4

]0

−1

−
[

t5

5
− 3

4
t4

]3

0

=
131

10



5.4. 章末問題 165

(5) 与式 = 2

∫ 1√
2

0

x2

√
1− x2

dx

x = sin θ とおくと

dx

dθ
= cos θ

x 0 −→ 1√
2

θ 0 −→ π
4

よって 与式=2

∫ π
4

0

sin2 θ√
1− sin2 θ

· cos θ dθ = 2

∫ π
4

0

sin2 θ dθ

=2

∫ π
4

0

1− cos 2θ

2
dθ =

[
θ − sin 2θ

2

]π
4

0

=
π

4
− 1

2

(6) t = tan θ とおくと

dt

dθ
=

1

cos2 θ

t 0 −→ √
3

θ 0 −→ π
3

よって 与式=

∫ π
3

0

tan2 θ

(1 + tan2 θ)2
· 1

cos2 θ
=

∫ π
3

0

sin2 θ dθ

=

∫ π
3

0

1− cos 2θ

2
dθ =

1

2

[
θ − sin 2θ

2

]π
3

0

=
π

6
−
√

3

8

¶ ³

3 m，nを自然数とする．定積分
∫ 2π

0

sin mt sin nt dt を，m 6= n，m = n の

場合に分けて求めよ．
µ ´
【解】sin mt sin nt = −1

2
{cos(m + n)t− cos(m− n)t}

ゆえに，m 6= n のとき
∫ 2π

0

sin mt sin nt dt = −1

2

[
1

m + n
sin(m+n)t− 1

m− n
sin(m−n)t

]2π

0

= 0

また，m = n のとき

sin mt sin nt = −1

2
{cos(m + n)t− cos(m−m)t} = −1

2
{cos(m + n)t− 1}

であるから
∫ 2π

0

sin mt sin nt dt = −1

2

[
1

m + n
sin(m + n)t− t

]2π

0

= −1

2
{(0− 2π)− 0} = π
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¶ ³
4 次の極限値を求めよ．

lim
n→∞

1√
n

(
1√

n + 1
+

1√
n + 2

+
1√

n + 3
+ · · ·+ 1√

2n

)

µ ´

【解】
1√
n
· 1√

n + k
=

1

n
·
√

n√
n + k

=
1

n
· 1√

1 +
k

n

であるから

1√
n

(
1√

n + 1
+

1√
n + 2

+ · · ·+ 1√
2n

)

=
1

n




1√
1 +

1

n

+
1√

1 +
2

n

+ · · ·+ 1√
1 +

n

n


 =

n∑

k=1

1

n
· 1√

1 +
k

n

ここで，f(x) =
1√

1 + x
とすると，求める極限値は

lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

f

(
k

n

)
=

∫ 1

0

dx√
1 + x

=

[
2
√

1 + x

]1

0

= 2(
√

2− 1)
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¶ ³
5 曲線 y2 = x2(1−x2) で囲まれた部分の
面積の和を求めよ．

　

O

y

x1−1

y2 =x2(1− x2)

µ ´
【解】曲線 y2 = x2(1− x2) 上に任意の点 P(a, b)をとると，b2 = a2(1− a2) である．

したがって，

(−b)2 = a2(1− a2), b2 = (−a)2{1− (−a)2}

も成り立ち，Pと x軸について対称な点Q(a,−b)も，点Pと y軸について対称
な点R(−a, b)も，この曲線上の点となる．よって，この曲線は，x軸および y

軸について対称である．

曲線 y2 = x2(1− x2) は，x軸，y軸のそれぞれについて対称であるから，求め
る面積 Sは，この曲線の第 1象限にある部分と，x軸，y軸とで囲まれた部分
の面積の 4倍である．

この曲線の方程式を yについて解くと

x = 0，y = 0 のとき y = x
√

1− x2

また，1− x2 = 0 より 0 5 x 5 1

よって S = 4

∫ 1

0

x
√

1− x2 dx

ここで，1− x2 = t とおくと

−2x
dx

dt
= 1

x 0 −→ 1

t 1 −→ 0

ゆえに S =4

∫ 0

1

√
t·

(
−1

2

)
dt

=2

∫ 1

0

√
t dt = 2

[
2

3
t

3
2

]1

0

=
4

3
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¶ ³
6 曲線 y = ex とこの曲線上の点 (1, e)における接線および y軸で囲まれた
部分の面積 Sを求めよ．また，この部分が x軸の周りに 1回転してできる
回転体の体積 V を求めよ．

µ ´
【解】y′ = ex であるから，点 (1, e) における接

線の方程式は

y − e = e(x− 1)

すなわち y = ex

求める面積 Sは

S =

∫ 1

0

ex dx−
∫ 1

0

ex dx

=

[
ex

]1

0

−
[

e

2
x2

]1

0

= (e− 1)−
(e

2
− 0

)

=
e

2
− 1

　

O

y

x

y=ex

y=ex

1

求める体積 V は

V = π

∫ 1

0

(ex)2 dx− 1

3
·π·e2·1 =

e2 − 3

6
π
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5.4.2 章末問題B
¶ ³

7 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
dx

x2(x + 3)
(2)

∫
dx

sin x
µ ´
【解】Cは積分定数とする．

(1)
1

x2(x + 3)
=

a

x
+

b

x2
+

c

x + 3
とおいて，分母を払うと

1 = ax(x + 3) + b(x + 3) + cx2

よって 1 = (a + c)x2 + (3a + b)x + 3b

両辺の各項の係数を比較して

a + c = 0, 3a + b = 0, 3b = 1

これを解いて a = −1

9
，b =

1

3
，c =

1

9

よって 与式=−1

9

∫
dx

x
+

1

3

∫
dx

x2
+

1

9

∫
dx

x + 3

=−1

9
log |x| − 1

3
·1
x

+
1

9
log |x + 3|+ C

=
1

9
log

∣∣∣∣
x + 3

x

∣∣∣∣−
1

3x
+ C

(2)
1

sin x
=

sin x

sin2 x
=

sin x

1− cos2 x

t = cos x とおくと
dt

dx
= − sin x

∫
dx

sin x
=

∫
sin x

1− cos2 x
dx

=

∫
1

1− t2
(−dt) =

∫
dt

t2 − 1

=
1

2

∫ (
1

t− 1
− 1

t + 1

)
dt

=
1

2
log

∣∣∣∣
t− 1

t + 1

∣∣∣∣ + C =
1

2
log

1− cos x

1 + cos x
+ C
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¶ ³

8 aを定数とする．定積分 I =

∫ 1

0

(ex− ax)2 dx を最小にする aの値と，Iの

最小値を求めよ．
µ ´

【解】 I =

∫ 1

0

(ex − ax)2 dx

=

∫ 1

0

(e2x − 2axex + a2x2) dx

=

[
1

2
e2x

]1

0

− 2a

([
xex

]1

0

−
∫ 1

0

ex dx

)
+ a2

[
x3

3

]1

0

=
1

2
(e2 − 1)− 2a{e− (e− 1)}+

a2

3

=
1

3
a2 − 2a +

1

2
(e2 − 1)

ゆえに I =
1

3
(a− 3)2 +

1

2
(e2 − 7)

よって，a = 3 で最小値
1

2
(e2 − 7) をとる

¶ ³

9 連続な関数 f(x)について，
∫ π

2

0

f(sin x) dx =

∫ π
2

0

f(cos x) dx を証明せよ．

µ ´

【解】
∫ π

2

0

f(sin x) dx =

∫ π
2

0

f
(
cos

(π

2
− x

))
dx

π

2
− x = t とおくと

−dx

dt
= 1

x 0 −→ π
2

t π
2

−→ 0

よって
∫ π

2

0

f(sin x) dx=

∫ π
2

0

f
(
cos

(π

2
− x

))
dx

=

∫ 0

π
2

f(cos t)(−1)dt

=

∫ π
2

0

f(cos t) dt =

∫ π
2

0

f(cos x) dx
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¶ ³
10 aを正の定数とする．x > 0で定義された関数 f(x)が等式

∫ x2

a

f(t) dt = log x を満たすように，f(x)と aの値を定めよ．

µ ´
【解】f(t)の原始関数の 1つを F (t)とすると，与えられた等式から

F (x2)− F (a) = log x

この両辺を xで微分して 2xf(x2) =
1

x

よって f(x2) =
1

2x2

ゆえに f(x) =
1

2x
(x > 0)

また，与えられた等式で x2 = a とおくと，x =
√

a で 0 = log
√

a

よって
√

a = 1 すなわち a = 1
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¶ ³
11 原点から曲線 y = log 2x に引いた接線とこの曲線および x軸で囲まれた部

分の面積を求めよ．
µ ´
【解】接点の座標を (a, log 2a)とすると接線の方程式は

y − log 2a =
1

a
(x− a)

この接線が原点を通るから

0− log 2a = −1

すなわち a =
e

2

よって，接点の座標は
(e

2
, 1

)

右の図より，求める面積 Sは

　

O

y

x

1

e
2

1
2

S =
1

2
× e

2
× 1−

∫ e
2

1
2

log 2x dx

∫
log 2x dx =

∫
(log 2x)·(x)′dx

= (log 2x)·x−
∫

(log 2x)′·x dx

= x log 2x− x + C (Cは積分定数)

よって S =
e

4
−

[
x log 2x− x

] e
2

1
2

=
e

4
−

{(e

2
− e

2

)
−

(
0− 1

2

)}

=
e

4
− 1

2
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¶ ³
12 サイクロイド x = a(θ− sin θ)，y = a(1− cos θ) (0 5 θ 5 2π) と x軸で囲

まれた部分が，x軸の周りに 1回転してできる回転体の体積を求めよ．た
だし，a > 0 とする．

µ ´

【解】V = π

∫ 2πa

0

y2 dx

dx = a(1− cos θ)dθ

x 0 −→ 2πa

θ 0 −→ 2π

であるから，置換積分法によって

　

O

y

x2πa

V = π

∫ 2π

0

a2(1− cos θ)2·a(1− cos θ) dθ

= πa3

∫ 2π

0

(1− 3 cos θ + 3 cos2 θ − cos3 θ) dθ

ここで，
∫ 2π

0

cos3 θ dθ =

∫ 2π

0

(1− sin2 θ) cos θ dθ

=

[
sin θ − 1

3
sin3 θ

]2π

0

= 0

ゆえに

V = πa3

∫ 2π

0

(
1− 3 cos θ + 3·1 + cos 2θ

2

)
dθ

= πa3

[
θ − 3 sin θ +

3

2
θ +

3

4
sin 2θ

]2π

0

= 5π2a3
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6.1.1 道のり
¶ ³
練習 6.1 数直線上を運動する点 Pがあり，時刻 tにおける Pの速度は
v = sin t + sin 2t であるという．ただし，t = 0 のとき，Pは原点にあるとする．

(1) 時刻 tにおける Pの座標を求めよ．

(2) t = 0 から t = π までに Pが通過する道のりを求めよ．
µ ´
【解】 (1) 時刻 tにおける点 Pの座標を xとすると

x = 0 +

∫ t

0

v dt =

∫ t

0

(sin t + sin 2t) dt =

[
− cos t− 1

2
cos 2t

]t

0

= − cos t− 1

2
cos 2t +

3

2

(2) v = sin t + sin 2t = sin t(1 + 2 cos t) であるから

0 < t < π のとき v = 0 とおくと cos t = −1

2

ゆえに t =
2

3
π

よって，0 5 t 5 2

3
π のとき v = 0

2

3
π 5 t 5 π のとき v 5 0

したがって，求める道のりを sとすると

s =

∫ π

0

|v| dt =

∫ 2
3
π

0

v dt +

∫ π

2
3
π

(−v) dt

=

[
− cos t− 1

2
cos 2t

] 2
3
π

0

+

[
cos t +

1

2
cos 2t

]π

2
3
π

=

(
1

2
+

1

4

)
−

(
−1− 1

2

)
+

(
−1 +

1

2

)
−

(
−1

2
− 1

4

)
=

5

2

175
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¶ ³
練習 6.2 座標平面上を運動する点Pの時刻 tにおけ

る座標が

x = e−t cos πt, y = e−t sin πt

で表されるとき，t = 0 から t = 2 までに
Pが通過する道のりを求めよ．

　

O

y

x1

µ ´
【解】

dx

dt
= −e−t(cos πt + π sin πt)

dy

dt
= −e−t(sin πt− π cos πt)

であるから，道のり sは

s =

∫ 2

0

√
e−2t{cos2 πt + sin2 πt + π2(sin2 πt + cos2 πt)} dt

=
√

1 + π2

∫ 2

0

e−t dt =
√

1 + π2

[
− e−t

]2

0

=
√

1 + π2(1− e−2)
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6.1.2 曲線の長さ
¶ ³
練習 6.3 aを正の定数とする．次のサイクロイドの長さを求めよ．

x = a(t− sin t), y = a(1− cos t) (0 5 t 5 2π)
µ ´
【解】

dx

dt
= a(1− cos t)，

dy

dt
= a sin t より

L =

∫ 2π

0

√
{a(1− cos t)}2 + (a sin t)2 dt =

∫ 2π

0

√
2a2(1− cos t) dt

= 2a

∫ 2π

0

√
sin2 t

2
dt = 2a

∫ 2π

0

sin
t

2
dt = 2a

[
−2 cos

t

2

]2π

0

= 8a

¶ ³
練習 6.4 aを正の定数とする．次の曲線の長さを求めよ．

x = a cos3 t, y = a sin3 t
(
0 5 t 5 π

2

)

µ ´
【解】

dx

dt
= −3a cos2 t sin t，

dy

dt
= 3a sin2 t cos t であるから

L =

∫ π
2

0

√
9a2 sin2 t cos2 t(cos2 t + sin2 t) dt

= 3a

∫ π
2

0

sin t cos t dt =
3

2
a

∫ π
2

0

sin 2t dt

=
3

2
a

[
−1

2
cos 2t

]π
2

0

=
3

2
a

　

O

y

xa

a

−a

−a

L
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6.1.3 微分方程式
¶ ³
練習 6.5 微分方程式 y′ = 2xy を解け．

µ ´
【解】［1］定数関数 y = 0 は解である．

［2］y 6= 0 のとき
1

y
·dy

dx
= 2x

よって
∫

1

y
dy =

∫
2x dx

log |y|=x2 + C，Cは任意の定数

y =±eCex2

ここで，±eC = A とおくと，Aは 0以外の任意の値をとる．

［1］における y = 0は，y = Aex2
において，A = 0とおくと得られる．

したがって，求める解は y = Aex2
，Aは任意の定数

¶ ³
練習 6.6 Aを 0でない任意の定数として，方程式 xy = A の直角双曲線全体を
考える．これらの直角双曲線のどれとも直交するような曲線の方程式を求めよ．
ただし，2つの曲線が直交するとは，2つの曲線の交点におけるそれぞれの接線
が垂直に交わることである．

µ ´
【解】xy = A から y + xy′ = 0

A 6= 0 より x 6= 0 であるから，直角双曲線 xy = A上の点 (x, y)における接線
の傾きは，−y

x
である．

したがって，
dy

dx

(
−y

x

)
= −1 すなわち

y

x
·dy

dx
= 1 を解けばよい．

∫
y dy =

∫
x dx より

1

2
y2 =

1

2
x2 + C1, C1は任意の定数

よって x2 − y2 = C， Cは任意の定数
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