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はじめに

2014年に開催された第 68回九州算数・数学教育研究 (熊本)大会で研究発表者 (熊
本県数学部会)より九州地区国立大学の入試問題を分析した大学入試問題集の作成に
向けた取り組みが報告されました．この報告に対し多くの先生方からご賛同を頂き

『大学受験　数学 I・A・II・B』 『大学受験　数学 III』

が作成されました．
また，情報化に対応するため，本書および解答集の電子文書化 (PDF)を推進し，

携帯端末やパソコンでの操作に対応した電子書籍も作成されました．

本書の編集にあたり，以下の点に留意しました．

1. 本書に掲載した問題は，九州大学・九州工業大学・福岡教育大学・佐賀大学・
長崎大学・熊本大学・大分大学・宮崎大学・鹿児島大学・琉球大学の全学部全
学科過去 16年分 (2001-2016)の一般前期試験問題から厳選しました．

2. 本書は，系統的な問題配置を行うと共に，難易度を問題ごとに「基本」「標準」
「応用」「発展」として明示しました．頻出問題については，□□を付けて繰り
返し確認できるように配慮しました．

3. 本書に掲載した問題を含め，上記10大学の全学部全学科過去16年分 (2001-2016)

の一般前期試験問題および解答を次のサイトから入手することもできます．

http://kumamoto.s12.xrea.com/ruihi.html

また，本書に関する最新情報は，同サイトに掲載しています．

平成 28年 5月　編者
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第 1 章 式と曲線

1.1 2次曲線

□□ 1.1 楕円
x2

3
+ y2 = 1上の点

(
1,

√
6

3

)
における接線の方程式を求めよ．

(長崎大学 2011) 5

基本 1.2 直線 l : ax + y − 2 = 0 (a = 0)について，次の問いに答えよ．
(福岡教育大学 2002) 8

(1) 直線 lと接し，原点を中心とする円の方程式を求めよ．

(2) 上の (1)で求めた円と直線 lの接点を Pとする．aが 0 5 aの範囲で動くとき，
Pの x座標の範囲を求めよ．

基本 1.3 点A(a, 0)と
だ

楕円C :
x2

3
+ y2 = 1を考える．点Aと楕円C上の点P(u, v)

との距離を dとする．ただし，aは正の定数とする．次の問いに答えよ．

(1) dを uの式で表せ． (福岡教育大学 2013) 3

(2) dの最小値を求めよ．また，そのときの uの値を求めよ．

基本 1.4 楕円
(x

3

)2

+
(y

5

)2

= 1上の点 P(a, b)における接線と x軸，y軸が作る三

角形の面積 Sとする．ただし，a > 0，b > 0とする． (福岡教育大学 2002) 3

(1) Sを a，bを用いて表せ．

(2) 点 Pが a > 0，b > 0の範囲で動くとき，Sの最小値とそのときの a，bの値を
求めよ．

基本 1.5 kを定数とする．座標平面上に曲線C : 2x2 + 3y2 − 12x− 12y + 24 = 0が
ある．次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2006) 3

(1) 曲線Cの概形をかけ．

(2) 曲線Cと直線 y = x + kの共有点の個数を求めよ．

(3) 曲線Cと直線 y = x + kが異なる 2点 P，Qで交わるとき，線分 PQの中点の
軌跡を求めよ．

1
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2 第 1章 式と曲線

基本 1.6 曲線 C : 4x2 + 9y2 = 36 (x > 0)上の点 P

(
3
√

3

2
, y1

)
が第 1象限にある．

点 Pにおける曲線Cの接線を `とする． (大分大学 2015) 4

(1) y1の値を求めなさい．

(2) 接線 `の方程式を求めなさい．

(3) 接線 `と x軸との交点の x座標を求めなさい．

(4) 曲線C，接線 `，x軸で囲まれた部分の面積 Sを求めなさい．

基本 1.7 m > 0とする．曲線C : x2 + 3y2 = 3 (x = 0)と直線 Lm : y = mx− 1の 2

つの共有点をA(0,−1)，Bm(p, q)とおく．次に答えよ． (九工大 [工]2006) 4

(1) p，qをmを用いて表せ．

(2) 2点A，Bmの間の距離を f(m)とする．f(m)の最大値とそのときのmの値m0

を求めよ．

(3) (2)で求めたm0に対して，曲線Cと線分ABmの囲む図形の面積 Sを求めよ．

基本 1.8 p > 1のとき，座標平面の点P(p, 0)から楕円 x2 +
y2

4
= 1に引いた 2本の

接線が直交する．このとき pの値を求めよ． (琉球大学 2005) 3

基本 1.9 次の文中にある空欄 　 に適する数を求め，その結果だけを答えよ．
(鹿児島大学 2002) 10

(1) 点 (1, 1)と直線 y = −2からの距離が等しい点の軌跡は放物線であり，その方

程式は y = ax2 +bx− 1

3
である．このとき，a = 　 ，b = 　 である．

(2) 2点 (3, 0)，(−1, 0)からの距離の和が 12である点の軌跡は楕円であり，その

方程式は
(x− r)2

p
+

y2

q
= 1である．このとき，p = 　 ，q = 　 ，

r = 　 である．見
本
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1.1. 2次曲線 3

標準 1.10 点Oを原点とし，x軸，y軸，z軸を座標軸とする座標空間において，3

点A(1, 0, 0)，B(2, 0, 0)，C(1, 0, 1)がある．点Aを中心とする xy平面上の半径

1の円周上に点Pをとり，図のように θ = ∠BAPとおく．ただし，
π

2
< θ <

3

2
πとす

る．また，直線CPと yz平面の交点をQとおく．このとき，次の問に答えよ．
(佐賀大学 2015) 3

(1) 点 Pの座標を θを用いて表せ．

θ

O

Bx

y

z

A P

(2) 点Qの座標を θを用いて表せ．

(3) θの値が
π

2
< θ <

3

2
πの範囲で変化するとき，

yz平面における点Qの軌跡の方程式を求め，
その概形を図示せよ．

標準 1.11 楕円C1 : 6x2 + 4y2 = 3と曲線C2 : 8x− 8y2 = 1について，次の問いに答
えよ． (長崎大学 2009) 5

(1) C1とC2の交点において，C1とC2の接線は直交することを証明せよ．

(2) x > 0の範囲において，C1とC2で囲まれた部分の面積を求めよ．

標準 1.12 次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2003) 10

(1) α，βを α > 0，β 6= 0，α > βを満たす定数とし，方程式
x2

α
+

y2

β
= 1で表さ

れる平面上の 2次曲線をCとする．点P(x0, y0) (ただし y0 6= 0)をC上の点と

し，点PにおけるCの接線の傾きをmとするとき，m = −βx0

αy0

であることを

示せ．ただしCが双曲線の場合，接線の傾きと漸近線の傾きが一致しないこと
を証明せずに用いてよい．

(2) tは 1 < t < 4を満たすとする．

方程式
x2

4
+ y2 = 1および

x2

4− t
+

y2

1− t
= 1で与えられる 2次曲線をそれぞれ

C1，C2とする．点P(x0, y0) (ただし y0 6= 0)がC1とC2の交点であるとき，点
Pにおける C1および C2の接線は互いに直交することを，(1)の結果を用いて
示せ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2003.pdf


4 第 1章 式と曲線

標準 1.13 x2 − y2 = 2で表される曲線をCとし，P(x0, y0)をC上の点とする．次
の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2010) 6

(1) 曲線Cの点 Pにおける接線 lの方程式は

x0x− y0y = 2

となることを証明せよ．

(2) 原点Oから lに下ろした垂線を OHとする．Hの座標を (x1, y1)とするとき，
x1，y1を x0と y0で表せ．

(3) F(1, 0)，F′(−1, 0)とする．FH·F′Hは点 Pの取り方によらず一定であること
を証明せよ．また，その値を求めよ．

標準 1.14 xy平面において，点 F(p, 0)と y軸から等距離にある点の軌跡をCとす
る．ただし，p > 0とする．次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2013) 6

(1) Cを表す方程式を求めよ．

(2) C上の点 P(x0, y0)におけるCの接線 lの方程式を求めよ．ただし，y0 6= 0と
する．

(3) (2)の lと x軸の交点をQとするとき，FP = FQであることを証明せよ．

標準 1.15 楕円C :
x2

4
+ y2 = 1について，次の各問いに答えよ．

(鹿児島大学 2006) 6

(1) 0でない実数mが与えられたとき，傾きがmであり y切片が正である Cの接
線 l1の方程式を求めよ．

(2) l1に直交し y切片が正であるCの接線 l2の方程式を求めよ．

(3) l1と l2の交点 Pの座標を求めよ．

(4) mが 0でない実数を動くとき，点 Pは一つの円周上にあることを示せ．

標準 1.16 xy平面において，原点Oと直線 x = 2からの距離の比が
√

r : 1であるよ
うな点 Pについて，次の問に答えよ． (鹿児島大学 2001) 10

(1) 点 Pの軌跡をCとするとき，曲線Cの方程式を求めよ．

(2) r = 2のとき，軌跡Cはどのような図形になるか答え，その軌跡の概形を描け．

(3) 軌跡Cが，長軸の長さが
√

5であるような楕円になるときの rの値を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2001.pdf


1.1. 2次曲線 5

標準 1.17 次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2009) 6

(1) 平面上の二点 F1(−1, 0)，F2(1, 0)からの距離の和が 2a (a > 1)である楕円C

の方程式を求めよ．

(2) 楕円Cが直線 x + y = 2と接するとき，aの値と接点 Pの座標を求めよ．

(3) 点 Pにおける楕円Cの法線が x軸と交わる点をQとするとき

PF1

PF2

=
QF1

QF2

であることを示せ．

標準 1.18 Oを原点とする座標空間の 2点A(0, 0, 2)，P(cos θ, 2 + sin θ, 1) に対し
て，直線AP上の点で原点Oから最も近い点をQ(X, Y, Z)とする．0 5 θ 5 2πと
して，次に答えよ． (九工大 [工]2010) 2

(1) X，Y，Zを θを用いて表せ．

(2) θが 0，π，
3

2
πのときの点Qの位置ベクトルをそれぞれ ~a，~b，~cとする．0 5

θ 5 2πのとき，
−→
OQ = s~a + t~b + u~c をみたす実数 s，t，uを θを用いて表せ．

また，s + t + uの値を求めよ．

(3) 点 Qから xy 平面にひいた垂線と xy 平面の交点を R(X, Y, 0)とする．θが
0 5 θ 5 2πの範囲を動くとき，xy平面における点Rの軌跡を求めよ．

応用 1.19 θを 0 < θ <
π

2
である定数とする．座標平面上で，a2 > 4bを満たす点

P(a, b)から放物線 y =
1

4
x2に引いた二つの接線の接点をQ，Rとし，接線PQ，PR

の傾きをそれぞれm1，m2とおく．点Pは∠QPR = θを満たしている．点Pの全体
が作る図形をGとする． (九大 [理]2003) 8

(1) m1 < 0 < m2のとき，tan θをm1とm2で表せ．

(2) Gを数式で表せ．

(3) θ =
π

4
のときGを図示せよ．

応用 1.20 楕円C : x2 + 4y2 = 4と点 P(2, 0)を考える．以下の問いに答えよ．
(熊大 [医]2011) 3

(1) 直線 y = x + bが楕円 C と異なる 2つの交点をもつような bの値の範囲を求
めよ．

(2) (1)における 2つの交点をA，Bとするとき，三角形PABの面積が最大となる
ような bの値を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2011.pdf
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応用 1.21 a < 0，bを実数とする．楕円C : x2 + 4y2 = 4と直線 l : y = ax + bが異
なる 2個の共有点 P(x1, y1)，Q(x2, y2) (x1 < x2)を持つとし，lに平行な直線mが
第 1象限の点AにおいてCと接しているとする．次に答えよ．(九工大 [工]2016) 3

(1) bの値の範囲を aを用いて表せ．

(2) 直線mの方程式を aを用いて表せ．

(3) x2 − x1を a，bを用いて表せ．

(4) 三角形APQの面積 Sを a，bを用いて表せ．

(5) bが (1)で求めた範囲を動くとき，(4)で求めた Sの最大値を求めよ．

発展 1.22 中心の xyz座標が (0, 0, 1)で半径が 1の球Gと点P(0,−2, a)に関して，
点 Pを通る直線が球Gと共有点をもつとき，この直線と xy平面の交点全体が作る
図形の外形を表す方程式を求めよ．また，その方程式が表す図形を実数 aに関して
分類せよ． (分大 [医]2010) 8

1.2 媒介変数表示と極方程式
基本 1.23 次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2012) 3

(1) 実数 aは 0 < a < 5をみたし，x = a cos θ + 5，y = 2a sin θとする．実数 θが
0 5 θ < 2πを動くとき，点 (x, y)はどのような曲線を表すか．

(2) 原点 (0, 0)を通り，(1)で求めた曲線に接する直線の方程式と，接点の座標を
求めよ．

(3) 原点 (0, 0)と (2)で求めた接点で作られる三角形の外心をCとする．Cの座標
を aを用いて表せ．(1)の曲線がCを通るように aの値を定めよ．

標準 1.24 放物線C : y =
1

4
x2および点 F(0, 1)について考える．以下の問いに答え

よ．ただし，Oは原点を表す． (熊大 [理]2008) 4

(1) 放物線C上の点A(x, y) (x > 0とする)に対して θ = ∠OFA，r = FAとおく．
rを θを用いて表せ．

(2) 放物線C上に n個の点A1(x1, y1)，A2(x2, y2)，· · ·，An(xn, yn)を

xk > 0 かつ ∠OFAk =
kπ

2n
(k = 1, 2, 3, · · · , n)

を満たすようにとる．極限 lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

FAkを求めよ．
見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2008.pdf
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標準 1.25 曲線Cは極方程式 r = 2 cos θで定義されているとする．このとき，次の
各問いに答えよ． (鹿児島大学 2011) 6

(1) 曲線Cを直交座標 (x, y)に関する方程式で表し，さらに図示せよ．

(2) 点 (−1, 0)を通る傾き kの直線を考える．この直線が曲線Cと 2点で交わるよ
うな kの値の範囲を求めよ．

(3) (2)のもとで，2交点の中点の軌跡を求めよ．

標準 1.26 極方程式 r = a cos θ
(
−π

2
5 θ 5 π

2

)
で与えられる曲線を C1とする．た

だし，aは正の定数である．このとき，次の各問いに答えよ．(鹿児島大学 2008) 6

(1) 曲線C1上の点 Pと極Oを結ぶ直線OPの点 Pの側の延長上に PQ = aとなる
ように点Qをとる．点 PがC1上を動くときの点Qの軌跡C2の極方程式を求
めよ．

(2) (1)で求めた曲線C2上の点Q(r0, θ0)を通り，点Qと極Oを結ぶ直線に垂直な
直線を lとする．直線 lの直交座標 (x, y)に関する方程式を求めよ．

(3) (2)で求めた直線 lは，点Qに関係なく常に点 (a, 0)を中心とし半径が aの円
に接することを証明せよ．

標準 1.27 次のように，円 C1は直交座標に関する方程式で表され，曲線 C2は極方
程式で表されている．

C1 : x2 + y2 + 6x− 2y + 7 = 0

C2 : r =
1√

2− sin θ

このとき，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2007) 6

(1) 円C1を媒介変数を用いて表せ．

(2) 曲線C2はどんな曲線になるか．また，その概形もかけ．

(3) 円C1の中心を通り曲線C2に接する直線の方程式を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2007.pdf
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標準 1.28 極方程式 r =
a

2 + cos θ
で与えれる 2次曲線がある．ただし，aは正の定

数とする．このとき次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2012) 6

(1) この 2次曲線を直交座標 (x, y)に関する方程式で表せ．

(2) (1)で求めた 2次曲線を x軸方向に
a

3
だけ平行移動した 2次曲線をCで表す．C

を直交座標 x，yの方程式で表せ．また，この 2次曲線Cは x軸と 2点A，Bで
交わる．この 2点A，Bの座標を求めよ．ただし，Bの x座標は正とする．

(3) (2)で求めた 2次曲線C上の x軸上にない点 P(α, β)から x軸に下ろした垂線
をPHとする．さらにPと x軸に関して対称な点をQとするとき，次の値は定
数であることを証明せよ．

PH·QH

AH·BH

標準 1.29 xy平面において，2点F1(a, a)，F2(−a,−a)からの距離の積が一定値 2a2

となるような点 Pの軌跡を Cとする．ただし，a > 0である．このとき，次の各問
いに答えよ． (鹿児島大学 2005) 10

(1) 直交座標 (x, y)に関してのCの方程式を求めよ．

(2) 原点を極とし x軸の正の部分を始線とする極座標 (r, θ)に関してのCの極方程
式を求めよ．

(3) Cから原点を除いた部分は，平面上の第 1象限と第 3象限を合わせた範囲に含
まれることを示せ．

(4) 点Pが第 1象限内にあるとき，Pは点
(

a√
2
,

a√
2

)
を中心とする半径 aの円の

周または内部にあることを証明せよ．

標準 1.30 原点Oを中心とし半径 aの円Oと，点 Cを中心とし半径 b (b < a)の円
Cが座標平面上にある．円Oの内側を円Cが内接しながら滑ることなく転がるとき
の円C上の定点Pの軌跡を考える．円O上に定点A(a, 0)をとる．点Pが点Aと重
なるように円 Cを円Oに内接させる．その位置から円 Cが回転して∠AOC = θの
位置まで移動したときの点 Pの座標を (x, y)とする．ただし，角度は弧度法で考え
る．このとき次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2004) 11

(1) Pの軌跡の方程式を θを媒介変数として表せ．

(2) a = 4bのとき，Pの軌跡の方程式を a，sin θ，cos θを用いて表せ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2004.pdf
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応用 1.31 点Oを原点，点Pを楕円
x2

16
+

(y − 3)2

25
= 1上の点とする．x軸の正の部

分を始線として動径OPの表す角を θ (0 5 θ < 2π)とする．以下の問いに答えよ．

(1) 点Pの y座標を
a + b sin θ

c + d sin θ
(a, b, c, dは実数) の形で表せ．(九工大 [情]2010) 3

(2) 点 Pにおける楕円の接線を lとする．直線 lの方程式を求めよ．

(3) 点Aの座標を (0, 6)とする．点Aを (2)の直線 lに関して対称移動した点をQ

とする．点Qの座標を θを用いて表せ．

応用 1.32 座標平面上に与えられた 2点 P(0, 1)，A(a, 0) (a = 0)に対し，点Qを
直線AP上にAから見て Pと同じ側にAP·AQ = a(a + 1)を満たすようにとる．以
下の問いに答えよ． (九工大 [情]2009) 3

(1) a > 0のとき x軸上に点 B(b, 0) (b 5 0)をAP·AQ = AO·ABを満たすように
とる．ただし，点Oは原点を表す．このとき bの値を求めよ．

(2) 点Aが a > 0を満たしながら x軸上を移動するとき，点Qは同一の円 Cの周
上にある．この円の中心の座標と半径を求めよ．

(3) 点Qの y座標の値が最大となるときの点Qの座標を求めよ．またそのときの a

の値を求めよ．

応用 1.33 原点Oを中心とし，半径 1の円をCとする．次の問いに答えよ．
(長大 [医]2012) 7

(1) 直線 y = 2上の点 P(t, 2)から円Cに 2本の接線を引き，その接点をM，Nと
する．直線OPと弦MNの交点をQとする．点Qの座標を tを用いて表せ．た
だし，tは実数とする．

(2) 点 Pが直線 y = 2上を動くとき，点Qの軌跡を求めよ．

応用 1.34 cと dを 0でない実数とする．CとDをそれぞれ sと tを媒介変数として

C :





x =
c

s2 + c2

y =
s

s2 + c2

D :





x =
t

t2 + d2

y =
d

t2 + d2

で与えられる曲線とする．このとき，次の各問に答えよ． (鹿児島大学 2014) 6

(1) CとDは円から 1点を除いた曲線になっている．それぞれの円を表す方程式と
除かれる点を求めよ．

(2) CとDの交点の座標を求めよ．

(3) CとDの交点におけるCの接線の方程式を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2014.pdf
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応用 1.35 楕円 E :
x2

a2
+

y2

b2
= 1 (a > 0, b > 0) を考える．楕円 E 上の点を

P(a cos θ, b sin θ)とし，直線 l :
cos θ

a
x +

sin θ

b
y = kが異なる 2点 Q，Rにおいて

楕円Eと交わるものとする．以下に答えよ． (九工大 [情]2003) 6

(1) 実数 kのとりうる値の範囲を求めよ．

(2) 点 Pと直線 lの距離を kと θを用いて表せ．

(3) 点Q，Rの座標を kと θを用いて表せ．

(4) 三角形 PQRの面積 S(k)は θによらないことを示せ．

(5) 三角形 PQRの面積 S(k)の最大値を求めよ．

応用 1.36 平面上の点Pのx座標と y座標が，変数 θの関数 f(θ) =
(θ − π)2

2π2
+

1

2
を用

いて

{
x = f(θ) cos θ

y = f(θ) sin θ
と表されている．θが 0 5 θ 5 2πの範囲で変化したとき，点

Pが描く曲線をCとする．点PをP(θ)で表し，P1 = P(0)，P2 = P
(π

2

)
，P3 = P(π)

とおく．次の問いに答えよ． (九大 [理]2002) 7

(1) 方程式
(x− α)2

a2
+

(y − β)2

b2
= 1 (a > 0, b > 0) で与えられる楕円が点 P1を通

るとする．このとき，点P3がこの楕円の内部に含まれる (ただし，楕円の上に
ない)ための必要十分条件を αのみを用いて表せ．

(2) 点 P2における曲線Cの接線を lとする．lの方程式を求めよ．

(3) 次の条件 (i)，(ii)，(iii)をみたす楕円Dを考える．

(i) Dの軸の一つは x軸上にある．

(ii) Dは点 P1，P2を通る．

(iii) 点 P2におけるDの接線は lである．

このとき，点 P3は楕円Dの内部に含まれるかどうか判定せよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2002.pdf
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1.3 問題研究

1.3.1 2次曲線の極方程式

Oを通らない直線 `(準線)に，点 P(r, θ)から下ろした垂線を PHとするとき

e =
OP

PH

の値が一定であるような点 Pの軌跡は，2次曲線になる．
点 L(λ, 0)を通り，始線OXに垂直な直線を `とする．
右の図において，LとHは `上にあるから

r cos θ +
r

e
= λ

ゆえに r =
eλ

1 + e cos θ
· · · 1©

　

θ

P(r, θ)

O

r

r
e

λ X

L(λ, 0)

H

`

同様に，点 L(λ, π
2
)を通り，始線OXに平行な直線を `とする．

右の図において，LとHは `上にあるから

r sin θ +
r

e
= λ

ゆえに r =
eλ

1 + e sin θ
· · · 2©

　

θ

P(r, θ)

O

r

r
e

λ

X

L(λ, π
2
) H `

1©， 2©が点 Pの軌跡を表す極方程式である．
一般に，極方程式 r = −f(θ + π)と r = f(θ)は一致する．
したがって，λ < 0のとき，d = −λとおくと (d > 0)， 1©， 2©は，それぞれ次のよ
うに表すこともできる．

r =
eλ

1 + cos θ
= − e(−λ)

1− e cos(θ + π)
=

ed

1− e cos θ
· · · 1©′

r =
eλ

1 + sin θ
= − e(−λ)

1− e sin(θ + π)
=

ed

1− e sin θ
· · · 2©′見
本
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極方程式 1©を直交座標 (x, y)に関する方程式で表すと

(1− e2)x2 + y2 + 2e2λx− e2λ2 = 0 · · · (∗)

(∗)は，e 6= 1のとき
(1− e2)2

e2λ2

(
x +

e2λ

1− e2

)2

+
1− e2

e2λ2
y2 = 1

i) 0 < e < 1のとき，
1

a
=

1− e2

e|λ| ，
1

b
=

√
1− e2

e|λ| とおくと e =

√
a2 − b2

a

したがって，(∗)は λの符号によって，次のようになる．

λ > 0のとき
(x + ea)2

a2
+

y2

b2
= 1，

中心 (−ea, 0)， 準線 x = −ea +
a

e

λ < 0のとき
(x− ea)2

a2
+

y2

b2
= 1，

中心 (ea, 0)， 準線 x = ea− a

e

ii) e = 1のとき，(∗)は y2 = −2λ

(
x− λ

2

)

iii) e > 1のとき，
1

a
=

e2 − 1

e|λ| ，
1

b
=

√
e2 − 1

e|λ| とおくと e =

√
a2 + b2

a

したがって，(∗)は λの符号によって，次のようになる．

λ > 0のとき
(x− ea)2

a2
− y2

b2
= 1，

中心 (ea, 0)， 準線 x = ea− a

e

λ < 0のとき
(x + ea)2

a2
− y2

b2
= 1，

中心 (−ea, 0)， 準線 x = −ea +
a

e

これらの表す曲線は，eのとる値によって，次のような 2次曲線に分類される．この
eの値を離心率という．

［1］ 0 < e < 1 のとき Oを焦点の 1つとする楕円

［2］ e = 1 のとき Oを焦点，`を準線とする放物線

［3］ e > 1 のとき Oを焦点の 1つとする双曲線

見
本
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同様に，極方程式 2©を直交座標 (x, y)に関する方程式で表すと

x2 + (1− e2)y2 + 2e2λx− e2λ2 = 0 · · · (∗∗)

(∗∗)は，e 6= 1のとき
1− e2

e2λ2
x2 +

(1− e2)2

e2λ2

(
y +

e2λ

1− e2

)2

= 1

i) 0 < e < 1のとき，
1

a
=

√
1− e2

e|λ| ，
1

b
=

1− e2

e|λ| とおくと e =

√
b2 − a2

b

したがって，(∗∗)は λの符号によって，次のようになる．

λ > 0のとき
x2

a2
+

(y + ea)2

b2
= 1，

中心 (0,−ea)， 準線 y = −ea +
a

e

λ < 0のとき
x2

a2
+

(y − ea)2

b2
= 1，

中心 (0, ea)， 準線 y = ea− a

e

ii) e = 1のとき，(∗∗)は x2 = −2λ

(
y − λ

2

)

iii) e > 1のとき，
1

a
=

√
e2 − 1

e|λ| ，
1

b
=

e2 − 1

e|λ| とおくと e =

√
a2 + b2

b

したがって，(∗∗)は λの符号によって，次のようになる．

λ > 0のとき −x2

a2
+

(y − ea)2

b2
= 1，

中心 (0, ea)， 準線 y = ea− a

e

λ < 0のとき −x2

a2
+

(y + ea)2

b2
= 1，

中心 (0,−ea)， 準線 y = −ea +
a

e見
本
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補足

9ページの 1.31の楕円
x2

16
+

(y − 3)2

25
= 1の焦

点は y軸上にあるから (準線は y軸に垂直)，極
方程式を次のようにおける．

r =
δ

1 + ε sin θ

2点 P1

(
8, π

2

)
，P2

(
2, 3π

2

)
を通ることから

δ =
16

5
, ε = −3

5
ゆえに r =

16

5− 3 sin θ

よって x =
16 cos θ

5− 3 sin θ
, y =

16 sin θ

5− 3 sin θ

　

O

y

x

P

H

C
3

B

P2 −2

r

5
3
r

θ

P1 8

`

(∗)，(∗∗)で示した楕円と双曲線の中心，放物線の頂点を，原点に平行移動した 2次
曲線は，次のようになる．

［1］楕円
x2

a2
+

y2

b2
= 1

a > bのとき e =

√
a2 − b2

a
，焦点 (±ea, 0)，準線 x = ±a

e
(複号同順)

a < bのとき e =

√
b2 − a2

b
，焦点 (0, ± eb)，準線 y = ±b

e
(複号同順)

［2］放物線 y2 = −2λx

e = 1，焦点
(
−λ

2
, 0

)
，準線 x =

λ

2

放物線 x2 = −2λy

e = 1，焦点
(

0, −λ

2

)
，準線 y =

λ

2

［3］双曲線
x2

a2
− y2

b2
= 1

e =

√
a2 + b2

a
，焦点 (±ea, 0)，準線 x = ±a

e
(複号同順)

双曲線−x2

a2
+

y2

b2
= 1

e =

√
a2 + b2

b
，焦点 (0, ± eb)，準線 y = ±b

e
(複号同順)

見
本
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楕円C :
x2

a2
+

y2

b2
= 1について (a > b)，

C上の点をP(x1, y1)，焦点をF(ea, 0)，
F′(−ea, 0)，CのPにおける接線を lと
する．F，F′から lにそれぞれ垂線FH，
F′H′を引くと，次が成り立つ．

FP = a− ex1

F′P = a + ex1

∠FPH = ∠F′PH′

　

O

y

x

P(x1, y1)

ea−ea

FF′
x1

H

H′

a−a

b

−b

l

C

証明

FP2 = (x1 − ea)2 + y1
2 = x1

2 − 2eax1 + e2a2 + y1
2

= x1
2 − 2eax1 +

(
a2 − b2

a2

)
a2 +

b2

a2
(a2 − x1

2)

= a2 − 2eax1 +
a2 − b2

a2
x1

2

= a2 − 2eax1 + e2x1
2 = (a− ex1)

2

a > ex1であるから FP = a− ex1 同様にして F′P = a + ex1

F(ea, 0)，F′(−ea, 0)から l :
x1

a2
x +

y1

b2
y − 1 = 0までの距離は，それぞれ

FH =

∣∣∣x1

a2
ea− 1

∣∣∣
√(x1

a2

)2

+
(y1

b2

)2
=

a− ex1√
x1

2 +
(ay1

b

)2
=

FP√
x1

2 +
(ay1

b

)2

F′H′ =

∣∣∣x1

a2
(−ea)− 1

∣∣∣
√(x1

a2

)2

+
(y1

b2

)2
=

a + ex1√
x1

2 +
(ay1

b

)2
=

F′P√
x1

2 +
(ay1

b

)2

上の 2式から
FH

FP
=

F′H′

F′P
ゆえに ∠FPH = ∠F′PH′ 証終見
本



見
本



第 2 章 複素数平面

2.1 複素数平面

□□ 2.1 複素数 z1，z2に対して |z1||z2| = z1z2 + z1z2

2
が成り立つことを示せ．ただ

し，複素数 zに対して zは zの共役複素数である． (福岡教育大学 2003) 5

基本 2.2 α，β，γはいずれも 0でない複素数として，次の各問いに答えよ．ただし，
複素数 zに対して，zは zの共役複素数，|z|は zの絶対値を表す．

(鹿児島大学 2002) 7

(1)
α

β
が正の実数ならば，|α + β| = |α|+ |β|が成り立つことを示せ．

(2) γ + γ = 2|γ|が成り立つならば，γは正の実数であることを示せ．

(3) |α + β| = |α|+ |β|が成り立つならば，α

β
は正の実数であることを示せ．

標準 2.3 次に答えよ． (九工大 [工]2004) 2

(1) 等式 α2 + 2α + 4 = 0をみたす複素数 αについて，α3の値を求めよ．

(2) (1)の αが α2 = 3α +
k

α
をみたすときの実数 kを求めよ．

(3) (2)で求めた実数 kについて方程式 z2 = 3z +
k

z
を解け．

2.2 複素数の極形式と乗法，除法
□□ 2.4 |z + i|+ |z − i| = √

6を満たし，偏角が 45◦である複素数 zを求めよ．
(福岡教育大学 2002) 5

17

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2002.pdf
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基本 2.5 0でない複素数 zの極形式を r(cos θ + i sin θ)とするとき，次の複素数を極
形式で表せ．ただし，0 5 θ < 2πとし，また zと共役な複素数を zで表す．

(1) −z (佐賀大学 2016) 3

(2)
1

z2

(3) z − |z|

基本 2.6 点Oを原点とする複素数平面上で，2つの複素数 α，βを表す点をそれぞ

れA，Bとする．α，βが
(

β

α

)2

− β

α
+ 1 = 0を満たすとき，次の各問に答えよ．

(1) 4OABは正三角形であることを示せ． (宮崎大学 2003) 6

(2) 複素数 1 + iを表す点を Cとする．正三角形 OABの 1辺の長さが 1であり，
4OABが直線OCに関して対称であるとき，複素数 α，βを求めよ．ただし，
αの実部は βの実部より大きく，ともに正とする．

基本 2.7 0でない複素数 z1，z2の絶対値を r1，r2とし，z1，z2の偏角をそれぞれ θ1，
θ2とする．ただし，θ2 > θ1とする．次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2004) 3

(1) 複素数平面上に 0，z1，z2，z1 + z2を頂点とする平行四辺形がある．この平行
四辺形の面積 Sを r1，r2，θ1，θ2で表せ．

(2) 等式

S2 = |z1|2|z2|2 − (z1z2 + z1z2)
2

4

が成り立つことを示せ．ただし，複素数 zに対して zは zの共役複素数を表す．

標準 2.8 方程式 4x3 + (12− 2a)x2 + (9− 6a)x + 27 = 0は 1つの実数解と 2つの虚
数解をもつ．ただし aは実数の定数とする．次の問いに答えよ．(長崎大学 2004) 4

(1) この方程式の左辺は x + 3を因数にもつことを示し，実数解と aの値の範囲を
求めよ．

(2) 2つの虚数解を r(cos θ± sin θ) (r > 0, 0◦ < θ < 180◦)と表す．rを求め，cos θ，
sin θを aで表せ．

(3) 複素数平面内で3つの解の表す点が正三角形をなすとする．θとaの値を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2004.pdf
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標準 2.9 実数 a (a > 0)と実数 t (t = 0)に対して，つぎのように表される複素数 z(t)

を考える．

z(t) =
1

2− 2t2 −√a ti

ただし，iは虚数単位とする．複素数平面上において，原点をOとし，複素数 z(t)と
z(2t)が表す点をそれぞれA，Bとする．以下に答えよ． (九工大 [情]2005) 2

(1) z(t)の実部と虚部をそれぞれ aと tを用いて表せ．

(2) a = 2のとき，∠AOBが直角となる tを求めよ．

(3) ∠AOBが直角となる tが存在する aの範囲を求めよ．

2.3 ド・モアブルの定理
□□ 2.10 z = 1 + iのとき，z4n+1を求めよ．ただし nは自然数とする．

(琉球大学 2005) 5

□□ 2.11 zを z2 + z + 1 = 0を満たす複素数とするとき，z3 = 1が成り立つことを

示し，さらに
1

(i− zn)(i− z2n)
の値を求めよ．ただし，iは虚数単位，nは自然数と

する． (琉球大学 2003) 5

基本 2.12 係数 a，bが実数である 2次方程式 x2 + ax + b = 0は異なる 2つの虚数解

α，βを持ち，α =
1

2
(
√

3 + i)βが成立しているとする．このとき，次の各問に答え

よ． (宮崎大学 2004) 7

(1) b > 0を示し，α2の偏角を求めよ．

(2) nを α2nが実数となる最小の自然数とする．b = 2のとき，α2nの値を求めよ．

基本 2.13 方程式 z5 = 1の解 zについて次の問いに答えよ． (佐賀大学 2003) 11

(1) zを極形式で表せ．

(2) z5 − 1 = (z − 1)(z4 + z3 + z2 + z + 1)を用いて z +
1

z
の値を求めよ．

(3) cos 144◦の値を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2003.pdf
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基本 2.14 次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2016) 7

(1) 複素数 z，wについて，次の関係が成立することを示せ．ただし複素数 αに対
し，αは αと共役な複素数を表す．

(a) z + w = z + w

(b) zw = z w

(2) 方程式 z2 − z + 1 = 0の 2つの解を α，βとする．次の各問いに答えよ．

(a) α，βを求めよ．さらにそれらを極形式で表せ．

(b) α100 + β100を求めよ．

基本 2.15 iを虚数単位とし，z = cos
2π

5
+ i sin

2π

5
とおく．次の問いに答えよ．

(1) z5および z4 + z3 + z2 + z + 1の値を求めよ． (琉球大学 2016) 1

(2) t = z +
1

z
とおく．t2 + tの値を求めよ．

(3) cos
2π

5
の値を求めよ．

(4) 半径 1の円に内接する正五角形の 1辺の長さの 2乗を求めよ．

基本 2.16 複素数 zは実部が

√
5− 1

4
，虚部は正で |z| = 1である．次の問いに答えよ．

(1)

(
z +

1

z

)2

+

(
z +

1

z

)
の値を求めよ． (福岡教育大学 2016) 3

(2) 1 + z + z2 + z3 + z4の値を求めよ．

(3) zの偏角 θを求めよ．ただし 0 5 θ < 2πとする．

基本 2.17 複素数 zについての次の方程式を解き，その解を複素数平面上に図示せよ．

(z − i)4 = −2− 2
√

3 i

ただし，iは虚数単位とする． (佐賀大学 2002) 9

基本 2.18 0でない複素数 zについて，次の問いに答えよ． (佐賀大学 2001) 10

(1) zの絶対値を r，偏角を θとするとき，z +
1

z
の実部と虚部を，rと θを用いて

表せ．

(2) nを正の整数とする．z +
1

z
が実数または純虚数ならば，zn +

1

zn
も実数または

純虚数であることを証明せよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2001.pdf
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基本 2.19 2つの複素数は α，βは

|α| = 1, |β| =
√

10,
β

α
= 3 + i

を満たしているとする．θ = arg
β

α
(0◦ < θ < 90◦) とおくとき，次の各問に答えよ．

(宮崎大学 2002) 6

(1) 複素数 α2，β2を表す複素数平面上の点をそれぞれ P，Qとし原点をOとする
とき，4POQの面積を求めよ．

(2) 30◦ < 2θ < 45◦であることを示せ．

(3) nθ > 90◦となる最小の自然数 nを求めよ．

標準 2.20 複素数平面上に複素数z = cos θ+i sin θ (0◦ < θ < 180◦)をとり，α = z+1，
β = z − 1とおく． (九大 [文]2004) 2

(1) | β | = 2 sin

(
θ

2

)
を示せ．

(2) arg β =
θ

2
+ 90◦を示せ．ただし，0◦ 5 arg β < 360◦とする．

(3) θ = 60◦とする．9つの複素数αmβn (m, n = 1, 2, 3)の虚部の最小値を求め，そ
の最小値を与える (m, n)のすべてを決定せよ．

標準 2.21 0 < θ <
π

2
を満たす θに対して，α = 2(cos θ + i sin θ)とする．ただし，i

は虚数単位である．n = 1, 2, 3, · · · に対して

zn = αn − 2αn−1

とおく．以下の問いに答えよ． (熊大 [理]2016) 3

(1) θ =
π

3
とするとき，znを極形式で表せ．

(2) θ =
π

3
とするとき，

n∑

k=1

|zk| > 500となる最小の nを求めよ．

(3) z1000が実数となるような θの値の個数を求めよ．

標準 2.22 複素数 z = x + yi (x, yは実数)について，次の問いに答えよ．
(長崎大学 2001) 6

(1) z4が 0でない実数であるとき，zの偏角 αを求めよ．(0◦ 5 α < 360◦)

(2) (z − 1)3が純虚数であるとき，z − 1の偏角 βを求めよ．(0◦ 5 β < 360◦)

(3) x > 0，y > 0で z4が実数，(z − 1)3が純虚数となるときの z4をすべて求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2001.pdf
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応用 2.23 以下の問いに答えよ． (九大 [理]2016) 5

(1) θを 0 5 θ < 2πを満たす実数，iを虚数単位とし，zを z = cos θ + i sin θで表
される複素数とする．このとき，整数 nに対して次の式を証明せよ．

cos nθ =
1

2

(
zn +

1

zn

)
, sin nθ = − i

2

(
zn − 1

zn

)

(2) 次の方程式を満たす実数 x (0 5 x < 2π)を求めよ．

cos x + cos 2x− cos 3x = 1

(3) 次の式を証明せよ．

sin2 20◦ + sin2 40◦ + sin2 60◦ + sin2 80◦ =
9

4

応用 2.24 方程式 x4 + x2 + 1 = 0の解で，実部と虚部がともに正のものを x1，実部
が負で虚部が正のものを x2，実部と虚部がともに負のものを x3，実部が正で虚部が
負のものを x4とする． (分大 [医]2015) 7

(1) この方程式を解きなさい．

(2) x1
k (k = 1, 2, · · · , 6)を計算しなさい．

(3) 与方程式の解 xiと自然数 nに対して，xi
4n + xi

2n + 1 (i = 1, 2, 3, 4) を求めな
さい．

2.4 複素数と図形
□□ 2.25 複素数平面上の 3点A(α)，B(β)，C(γ)が正三角形の頂点で，
α = (1 +

√
3i)6− (1−√3i)6かつ β = (1 + i)3であるとき，γの値を求めよ．ただし，

iは虚数単位とする． (福岡教育大学 2001) 5

基本 2.26 aは a 6= 0をみたす実数である．α，βを方程式 x2 − 2x + a = 0の 2つの
解とし，複素数平面上の 3点をA(α)，O(0)，B(β)とする． (大分大学 2005) 3

(1) ∠AOB = 180◦となるような aの範囲を求めなさい．

(2) ∠AOB = 30◦となるような aの値を求めなさい．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2005.pdf
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基本 2.27 整式 F (x) = x3 − x2 + (k2 − 1)x + k2 + 1について，次の各問に答えよ．
ただし，k > 0とする． (宮崎大学 2001) 7

(1) F (x)は x + 1で割り切れることを示せ．また，F (x) = 0の 2つの虚数解を求
めよ．

(2) 複素数平面において，F (x) = 0の 2つの虚数解を表す点をP，Qとし，実数解
を表す点をRとする．このとき，次の (A)，(B)に答えよ．

(A) 3点 P，Q，Rを通る円の方程式を複素数 zを用いて表せ．

(B) ∠PRQ = 45◦であるとき，kの値を求めよ．

基本 2.28 複素数 α，βを α = 1 + 2i，β = 4 + 4iとする．次の問いに答えよ．

(1) |α−β|の値を求めよ．ただし，βは βの共役複素数を表す．(熊大 [文]2004) 3

(2) 次の値を最小にする実数 xを求めよ．

|x− α|+ |x− β|

基本 2.29 原点をOとする複素数平面上に，Oと異なる点A(α)，および，2点O，A

を通る直線 lがある．次に答えよ． (九工大 [工]2003) 2

(1) 直線 lに関してP(z)と対称な点をP′(z′)とするとき，z′ =
α

α
zが成り立つこと

を示せ．

(2) α = 3 + iとする．β = 2 + 4i，γ = −8 + 7iを表す点をそれぞれB，C とおく．

(ア) 点Bの直線 lに関して対称な点をB′(β′)とする．β′を求めよ．

(イ) 線分OA上の点Q(w)について，∠AQB = ∠CQOが成り立つときのwを
求めよ．

基本 2.30 複素数平面上の 2点をA(−1 + i)，B(2 + i)とするとき，次の問いに答え
なさい． (大分大学 2003) 6

(1) 線分ABを一辺とする正三角形ABCの頂点C(γ)を表す複素数 γを求めなさい．

(2) 点P(z)が線分AB上をAからBまで動く．このとき複素数 iz2が表す点は，複
素数平面上でどのような図形をえがくか図示しなさい．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2003.pdf
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基本 2.31 次に答えよ． (九工大 [工]2005) 2

(1) 複素数 z = x + yi (x, yは実数)が

(
√

3− i)z + (
√

3 + i)z = 2 · · · (∗)

をみたすとき，xと yの間に成り立つ関係式を求めよ．

(2) |z + i| = |2z − i|および (∗)をみたす複素数 zの表す点が描く図形Dを，複素
数平面上に図示せよ．

(3) 複素数 zの表す点が (2)で求めたD上を動くとき，k = |2z − 1− 2i|のとる値
の最大値と最小値を求めよ．

基本 2.32 複素数 zとwの間にw = (1 +
√

3 i)zという関係があるとき，以下の問に
答えよ．ただし，iは虚数単位とする． (佐賀大学 2005) 2

(1) z 6= 0のとき，複素数平面の原点Oと z，wを頂点とする三角形はどんな形の
三角形か．

(2) 複素数平面上の 2点
√

3 iと−3を通る直線の上を zが動くとき，wが描く図形
の概形とwが満たす方程式を求めよ．

(3) zが
√

3 iを中心とする半径
√

3の円周上を動くとき，wが描く図形の概形とw

が満たす方程式を求めよ．

基本 2.33 z1，z2は複素数で，z1 6= z2，z1 6= 1，z2 6= 1およびarg(z1−1) = arg(z2−1)

を満たすものとする．このとき次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2004) 8

(1) 複素数平面上において，2点 z1，z2を結ぶ直線 lは，点 1を通ることを示せ．

(2) arg(z1 − 1) = arg(z2 − 1) = arg(i − 1)であるとき，(1)の直線 lの方程式を求
め，これを図示せよ．ここで，iは虚数単位である．

(3) 2点z1，z2が (2)で求めた直線 l上にあり，かつ
z1

|z1|，−
z2

|z2|が3次方程式z3−1 =

0の解であるとき，z1を求めよ．

基本 2.34 複素数平面上に原点を中心とし半径 1の円周C上の点P(z) (zの偏角を θ

とする)をとる．点Pを点A(1 + i)を中心として，角 αだけ回転させた点をQ(w)と
する．このとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2005) 8

(1) 点PがC上を動くとき，点Qはある点B(a + bi)を中心とする円周上を動くこ
とを示し，その半径を求めよ．ただし，a，bは実数とする．

(2) (1)において，b = 1のとき，aの値を求めよ．
見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2005.pdf
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標準 2.35 αを 0でない複素数とし，k，mは互いに異なる正の実数とする．このと
き，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2005) 7

(1) 複素数平面上において，複素数 k2αを表す点をAとし，複素数m2αを表す点
をBとする．線分ABを k : mに内分する点を表す複素数を γ，k : mに外分す
る点を表す複素数を δとする．このとき，γと δそれぞれを k，m，αを用いて
表せ．

(2) 複素数 zがm|z− k2α| = k|z−m2α|を満たすとき，|z|を k，m，|α |を用いて
表せ．

(3) zは γ，δと異なる複素数で，m|z−k2α| = k|z−m2α|を満たすものとする．こ
のとき，

γ − z

δ − z
は純虚数であることを証明せよ．

標準 2.36 複素数 zの方程式 z3 + i = z2 + iz (iは虚数単位)の 3つの解を，その偏角
θ (ただし，0 5 θ < 2π)の小さい順に α，β，γとする．複素数平面上で，α，β，γ

の表す点をそれぞれA，B，Cとし，直線ACに関してBと対称な点をD，直線AB

に関してCと対称な点を Eとする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) α，β，γを x + yi (x，yは実数)の形でそれぞれ表せ． (宮崎大学 2016) 2

(2) 4ABCの面積を求めよ．

(3) 複素数平面上で，3点A，D，Eを通る円周上のどの複素数 zも，
zz + sz + tz + u = 0を満たすような複素数の定数 s，t，uを求めよ．

標準 2.37 虚数単位 iとは異なる複素数 zに対し，α = zz−zi+zi+1，w = i+
1

z + i
とおくとき，以下に答えよ． (九工大 [情]2002) 2

(1) αが正の実数であることを示せ．

(2) ww − wi + wi + 1を αを用いて表せ．

(3) wが実数となるような zの集合を複素数平面上に図示せよ．

標準 2.38 rを正の数とし，複素数平面において，点 zが原点を中心とする半径 rの

円周上を動くとき，w =
1

z − i
を満たす点wが描く図形を求めよ．ただし，iは虚数

単位とする． (福岡教育大学 2001) 2見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2001.pdf
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標準 2.39 複素数平面上において，3つの複素数 z，u，wを表す点をそれぞれP(z)，
Q(u)，R(w)とする．以下に答えよ．ただし，iは虚数単位とする．

(九工大 [情]2003) 3

(1) 点 P(z)が，点 1 + iを中心とする半径 rの円周上を動くとき，u =
z + (1− i)

2
で表される点Q(u)が描く図形を求めよ．

(2) 点P(z)が，点1+iを中心とする半径 rの円周上を動くとき，w =
4{z − (1 + i)}

z − (2 + i)
で表される点R(w)が描く図形を求めよ．ただし r 6= 1とする．

標準 2.40 次の各問いに答えよ．ただし，iは虚数単位とする．

(1) 方程式 z4 = −1を解け． (鹿児島大学 2015) 7

(2) αを方程式 z4 = −1の解の一つとする．複素数平面に点 βがあって
|z− β| = √

2|z−α|を満たす点 z全体が原点を中心とする円Cを描くとき，複
素数 βを αで表せ．

(3) 点 zが (2)の円C上を動くとき，点 iと zを結ぶ線分の中点wはどのような図
形を描くか．

標準 2.41 複素数平面上の点 zが |z + 1| = |2z − 1|を満たして動くとき，次の問い
に答えよ． (長崎大学 2002) 6

(1) 点 zはどのような図形を描くか．

(2) z − 1の偏角を θとするとき，|z2 − 4z|を cos θを用いて表せ．

(3) |z2 − 4z|が最大となる zの値と最大値を求めよ．

標準 2.42 iを虚数単位とするとき，次の各問に答えよ． (鹿児島大学 2001) 7

(1) 複素数 zに対して，
z − 2i

i(z − 2)
が実数となるとき，複素数平面において点 zはど

のような図形を描くか．

(2) (1)で与えられる図形上の原点O，A(α)，B(β)が正三角形の頂点をなすとき，
複素数 α，βを求めよ．ただし，0◦ 5 arg α < arg β < 360◦とし，arg zは zの
偏角を表す．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2001.pdf
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標準 2.43 1の 3乗根のうち，実数でないものの 1つをαとするとき，複素数平面上

の 3点A(α)，B(β)，C(α2)を頂点する4ABCの重心が

√
3

3
で表される．

(1) 点Bを表す複素数 βを求めなさい． (大分大学 2002) 3

(2) 4ABCの外接円の周上の点を表す複素数を zとするとき，zの満たす式を求め
なさい．

(3) zが (2)で求めた式を満たすとき，w =
1

z
を満たす点wのえがく図形を求めな

さい．

標準 2.44 複素数平面上において，次の各々はどのような図形を表すかを答えよ．
(鹿児島大学 2003) 7

(1) 複素数 zが |z| = 1および z 6= 1を満たすとき，w =
1

1− z
が表す点の全体．

(2) 複素数 zが |z| = 1を満たすとき，w =
1√

3− z
が表す点の全体．

(3) 複素数 zが |z| = 1および 0◦ < arg z < 90◦を満たすとき，w =
1√

3− z
が表す

点の全体．

標準 2.45 正の実数 aに対して，複素数平面上で式 |z − (1 + i)a| = aを満たす複素
数 zの表す点全体からなる図形を C1とする．また，複素数 zの表す点が図形 C1全

体の上を動くとき，式 w =
1

z
を満たす複素数 wの表す点全体からなる図形を C2と

する．2つの図形C1とC2の共有点の個数を求めよ． (佐賀大学 2005) 8

標準 2.46 0 < a < 1である定数 aに対し，複素数平面上で z = t + ai (tは実数全体
を動く)が表す直線を `とする．ただし，iは虚数単位である． (九大 [文]2003) 7

(1) 複素数 zが `上を動くとき，z2が表す点の軌跡を図示せよ．

(2) 直線 `を，原点を中心に角 θだけ回転移動した直線をmとする．mと (1)で求
めた軌跡との交点の個数を sin θの値で場合分けして求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2003.pdf
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標準 2.47 tを実数とするとき，2次方程式

z2 + tz + t = 0

について，次の問いに答えよ． (九大 [理]2005) 3

(1) この 2次方程式が異なる 2つの虚数解をもつような tの範囲と，そのときの虚
数解をすべて求めよ．

(2) (1)の虚数解のうち，その虚部が正のものを z(t)で表す．tが (1)で求めた範囲
を動くとき，複素数平面上で点 z(t)が描く図形Cを求め，図示せよ．

(3) 複素数平面上で，点 zが (2)の図形C上を動くとき，

w =
iz

z + 1

で表される点wが動く図形を求め，図示せよ．

応用 2.48 複素数 zに関する等式

|z|+ |z −
√

3i| = k · · · (∗)

がある．z =
1

4
が等式 (∗)をみたしているとき，次に答えよ． (九工大 [工]2002) 3

(1) kを求めよ．

(2) 複素数 z = αは等式 (∗)をみたし，偏角が 60◦である．αを求めよ．

(3) αを (2)で求めた複素数とする．β−αが正の実数となるような複素数 z = βは
等式 (∗)をみたさないことを示せ．

(4) 複素数平面において，原点をO，(2)で求めた αの表す点をA，αと異なり等
式 (∗)をみたす複素数 z = βの表す点をBとする．∠BAOは 120◦である．βを
求めよ．

応用 2.49 複素数平面上の点 zを考える． (九大 [理]2001) 4

(1) 実数 a，cと複素数 bが |b|2 − ac > 0をみたすとき

azz + bz + bz + c = 0

をみたす点 zは a 6= 0のとき，どのような図形を描くか．ただし，zは zに共
役な複素数を表す．

(2) 0でない複素数 dと複素数平面上の異なる 2点 p，qに対して

d(z − p)(z − q) = d(z − q)(z − p)

をみたす点 zはどのような図形を描くか．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2001.pdf
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応用 2.50 複素数平面上の原点を中心とする半径 1の円C上に相異なる 3点 z1，z2，
z3をとる．次の問いに答えよ． (九大 [理]2002) 5

(1) w1 = z1 + z2 + z3とおく．点 w1は 3点 z1，z2，z3を頂点とする三角形の垂心
になることを示せ．ここで三角形の垂心とは，各頂点から対辺またはその延長
線上に下ろした 3本の垂線の交点のことであり，これら 3本の垂線は 1点で交
わることが知られている．

(2) w2 = −z1z2z3とおく．w2 6= z1のとき，2点 z2，z3を通る直線上に点 z1から下
ろした垂線またはその延長線が円Cと交わる点はw2であることを示せ．ここ
で z1は z1に共役な複素数である．

(3) 2点 z2，z3を通る直線とこの直線上に点 z1から下ろした垂線との交点は，点w1

と点w2を結ぶ線分の中点であることを示せ．ただし，w1 = w2のときは，w1

とw2の中点はw1と解釈する．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2002.pdf
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2.5 問題研究

2.5.1 トレミーの定理

複素数平面上に 4点A(α)，B(β)，C(γ)，D(δ)をとる．このとき次式が成り立つ．

(α− β)(γ − δ) + (α− δ)(β − γ) = (α− γ)(β − δ)

したがって
|α− β||γ − δ|+ |α− δ||β − γ| = |α− γ||β − δ|

よって，次の定理 (トレミーの定理)が成り立つ．

AB·CD + AD·BC = AC·BD · · · (∗)
A(α)

D(δ)

B(β) C(γ)

とくに，(∗)で等号が成立するとき，正の実数 kを用いて

(α− β)(γ − δ)= k(α− δ)(β − γ)

ゆえに
β − α

δ − α
· δ − γ

β − γ
=−k

したがって arg
β − α

δ − α
+ arg

δ − γ

β − γ
= π

∠δαβ + ∠βγδ = π

すなわち ∠DAB + ∠BCD = π

よって，4点A，B，C，Dが同一円周上にあるときに限る．見
本
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3.1 関数
□□ 3.1 関数

y =
ex − e−x

ex + e−x

の増減を調べ，yのとり得る値の範囲を求めよ．また，この関数の逆関数を求めよ．
(長崎大学 2016) 5

応用 3.2 すべての正の実数 xに対して定義された連続関数 f(x)は次の (a)，(b)を
満たすものとする．

(a) すべての正の実数 x，yに対して f(xy) = f(x) + f(y)

(b) すべての自然数 nに対して f(n) < f(n + 1)

この関数 f(x)について，次の問いに答えよ． (長大 [医]2009) 8

(1) xを正の実数とするとき，次の値を求めよ．

f(x) + f

(
1

x

)

(2) aを a > 1を満たす有理数とするとき，次の不等式を証明せよ．

f(a) > 0

(3) a，bを 0 < a < bを満たす有理数とするとき，次の不等式を証明せよ．

f(a) < f(b)

(4) a，bが 0 < a < bを満たす実数でも (3)の不等式が成り立つことを用いて，正
の実数 x，yに対して，次の不等式を証明せよ．

f

(
x + y

2

)
= f(x) + f(y)

2

31

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2009.pdf
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発展 3.3 区間 [a, b]が関数 f(x)に関して不変であるとは，

a 5 x 5 b ならば， a 5 f(x) 5 b

が成り立つこととする．f(x) = 4x(1− x)とするとき，次の問いに答えよ．

(1) 区間 [0, 1]は関数 f(x)に関して不変であることを示せ． (九大 [理]2006) 5

(2) 0 < a < b < 1とする．このとき，区間 [a, b]は関数 f(x)に関して不変ではな
いことを示せ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2006.pdf
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4.1 数列の極限
□□ 4.1 数列 {an}において，anは小数第 1位から小数第 n位までの数字が 0で小
数第 (n+1)位から小数第 2n位までの数字が 9であり，小数第 (2n+1)以降の数字が
0である実数とする．ただし，0 < an < 1 (n = 1, 2, 3, · · · )とする．また，数列 {bn}
を，bn = 10nan (n = 1, 2, 3, · · · )で定める． (福岡教育大学 2011) 2

(1) b1，b2，b3を求め，数列 {bn}の一般項を求めよ．

(2) sn =
n∑

k=1

akとおく．snを求めよ．

(3) lim
n→∞

snを求めよ．

□□ 4.2 次の関係式によって定められる数列 {an}について，一般項 anと lim
n→∞

anを

求めよ． (長崎大学 2015) 5
{

a1 = 1

an+1 − (
√

2 + 1)an = 1 (n = 1, 2, 3, · · · )

□□ 4.3 cを 0 < |c| < 1

2
をみたす実数とする．このとき，

a1 = c, an+1 = 2can + cn+1 (n = 1, 2, 3, · · · )

によって定められる数列 {an}について
∞∑

n=1

an =
2

3
が成立するような cの値を求めよ．

(福岡教育大学 2006) 1

33

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2006.pdf
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基本 4.4 0 < p < 1とする．

a1 = 1, a2 = 2, an+2 = (1− p)an+1 + pan (n = 1, 2, 3, · · · )

で定められる数列 {an}に対して，次の問に答えよ． (佐賀大学 2016) 1

(1) bn = an+1 − anとおくとき，数列 {bn}の一般項を求めよ．
(2) 数列 {an}の一般項を求めよ．
(3) 極限 lim

n→∞
anを求めよ．

基本 4.5 点 (r, 0)を中心とする半径 rの円と y =
1

2
xとの交点のうち原点でないほ

うをP0とする．原点Oと点P0の中点をP1とし，原点Oと点P1を通り y軸に接す
る円の面積を S1とする．さらに 2以上の自然数 nについて，原点Oと点 Pn−1の中

点をPnとし，原点Oと点Pnを通り y軸に接する円の面積を Snとするとき，
∞∑

n=1

Sn

を求めよ． (福岡教育大学 2002) 1

基本 4.6 等差数列 {an}は，a5 = 14，a10 = 29を満たすとする．このとき，次の問
いに答えよ． (佐賀大学 2009) 1

(1) 一般項 anを求めよ．

(2)
n∑

k=1

2−ak を求めよ．

(3)
n∑

k=1

1

akak+1

を求めよ．

(4)
∞∑

k=1

2−ak および
∞∑

k=1

1

akak+1

を求めよ．

基本 4.7 2つの数列 {an}と {bn}が，a1 = 1，b1 = 1および
{

an+1 = 2an + 6bn (n = 1, 2, 3, · · · )
bn+1 = 2an + 3bn (n = 1, 2, 3, · · · )

で定められているとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2014) 7

(1) an+2 − αan+1 = β(an+1 − αan) (n = 1, 2, 3, · · · ) を満たす定数 α，βの組を 2組
求めよ．

(2) anを，nを用いて表せ．

(3) 極限値 lim
n→∞

an

bn

を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2014.pdf
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標準 4.8 an =
1

2n
tan

1

2n
(n = 1, 2, 3, · · · )とする．このとき，次の問に答えよ．

(佐賀大学 2013) 2

(1) 0 < θ <
π

4
のとき，等式

1

2
tan θ =

1

2 tan θ
− 1

tan 2θ
を示せ．

(2) (1)を用いて，和
n∑

k=1

akを求めよ．

(3) 無限級数
∞∑

k=1

akの和を求めよ．

標準 4.9 a，bを a > b > 0を満たす定数とし，
{

a1 = a, an+1 = an
2 + bn

2 (n = 1, 2, 3, · · · )
b1 = b, bn+1 = 2anbn (n = 1, 2, 3, · · · )

で定義される数列 {an}，{bn}を考える．次の問いに答えよ． (長崎大学 2010) 5

(1) 数列 {cn}を cn = an + bn (n = 1, 2, 3 · · · )により定義するとき，その一般項 cn

を a，bを用いて表せ．

(2) 数列 {an}，{bn}の一般項 an，bnを a，bを用いて表せ．

(3) 極限値 lim
n→∞

bn

an

が存在するかどうか調べ，存在する場合はその値を求めよ．

(4) 無限級数
∞∑

n=1

anが収束するとき，a + b < 1が成り立つことを証明せよ．

標準 4.10 s > 0，t > 0とする．正の数からなる 2つの数列 {an}，{bn}は初項と第
2項が a1 = b1 = s，a2 = b2 = tであり，すべての自然数 nに対して

an+2 =
an+1 + an

2
, bn+2 =

√
bn+1bn

をみたすとする．次に答えよ． (九工大 [工]2016) 2

(1) a3，b3，a4，b4を s，tを用いて表せ．

(2) 自然数 nに対して，cn = an+1− anとおく．数列 {cn}は等比数列であることを
示し，一般項を求めよ．さらに，数列 {an}の一般項を求めよ．

(3) 自然数 nに対して，dn = log bnとおく．数列 {dn}の一般項を求めよ．さらに，
数列 {bn}の一般項を sの累乗と tの累乗を用いて表せ．ただし，対数は自然対
数とする．

(4) lim
n→∞

anと lim
n→∞

bn を求めよ．

(5) t = sは lim
n→∞

an = lim
n→∞

bnであるための必要十分条件であることを示せ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2016.pdf
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標準 4.11 rを r > 1である実数とし，数列 {an}を次で定める．

a1 = 1, an+1 =
an + r2

an + 1

以下の問いに答えよ． (熊大 [理]2014) 3

(1) nが奇数のとき an < r，nが偶数のとき an > rであることを示せ．

(2) 任意の自然数 nについて，an+2 − rを anと rを用いて表せ．

(3) 任意の自然数 nについて，次の不等式を示せ．

a2n+2 − r

a2n − r
<

(
r − 1

r + 1

)2

(4) lim
n→∞

a2nおよび lim
n→∞

a2n+1を求めよ．

標準 4.12 0でない実数 rが |r| < 1のとき，以下の問いに答えなさい．ただし，自
然数 nに対して lim

n→∞
nrn = 0， lim

n→∞
n(n− 1)rn = 0である． (分大 [医]2016) 6

(1) Rn =
n∑

k=0

rkと Sn =
n∑

k=0

krk−1を求めなさい．

(2) Tn =
n∑

k=0

k(k − 1)rk−2を求めなさい．

(3)
∞∑

k=0

k2rkを求めなさい．

標準 4.13 自然数 nに対して関数 y = 2nx − x2のグラフと x軸で囲まれた領域 (境
界線を含む)Rnを考える．以下の問いに答えなさい． (分大 [医]2016) 7

(1) 領域Rnに含まれる格子点 (x座標と y座標がともに整数である点)の数Snを求
めなさい．

(2) 点A(0, 0)，B(2n, 0)，および関数 yの頂点を結ぶ線分で囲まれた領域 (境界を
含む) に含まれる格子点の数 Tnを求めなさい．

(3) lim
n→∞

Tn

Sn

を求めなさい．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2016.pdf
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標準 4.14 座標平面上の曲線C1，C2をそれぞれ

C1 : y = log x (x > 0)

C2 : y = (x− 1)(x− a)

とする．ただし，aは実数である．nを自然数とするとき，曲線C1，C2が 2点P，Q

で交わり，P，Qの x座標はそれぞれ 1，n + 1となっている．また，曲線C1と直線
PQで囲まれた領域の面積をSn，曲線C2と直線PQで囲まれた領域をTnとする．こ
のとき，以下の問いに答えよ． (九大 [理]2016) 1

(1) aを nの式で表し，a > 1を示せ．

(2) Snと Tnをそれぞれ nの式で表せ．

(3) 極限値 lim
n→∞

Sn

n log Tn

を求めよ．

標準 4.15 右図のように平面上に正六角形ABCDEFがあ
る．時刻 n (n = 1, 2, 3, · · · )において動点 Pは正六角形の
6つの頂点のいずれかにあり，時刻 1では頂点Aにあるも
のとする．時刻 n + 1には，時刻 nのときにあった頂点に
隣り合う 2つの頂点のいずれかに移動する．どちらの頂点
に移動すかは同様に確からしいものとする．時刻 nにおい
て，動点 Pが頂点A，B，C，D，E，Fにある確率をそれ
ぞれ an，bn，cn，dn，en，fnとする．以下の問いに答えよ．

　 A

B

C

D

E

F

(1) a2，b2，c2，d2，e2，f2を求めよ． (九工大 [情]2010) 4

(2) a3，b3，c3，d3，e3，f3を求めよ．

(3) nが偶数のとき，bn + dn + fnを求めよ．

(4) すべての時刻 nに対して，bn = fnおよび cn = enが同時に成立することを数
学的帰納法を用いて示せ．

(5) mを 1以上の整数とするとき，d2mをmを用いて表せ．また， lim
n→∞

d2mを求

めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2010.pdf


38 第 4章 極限

標準 4.16 複素数 znを

z0 = 0, z1 = 1, zn+2 = zn+1 + α(zn+1 − zn) (n = 0, 1, 2, · · · )

により定める．ただし，iを虚数単位とし，α =
1

2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
とする．また，

複数平面上で複素数 znを表す点を Pnとする．以下の問いに答えよ．

(1) z2，z3，z4を求めよ． (九工大 [情]2016) 3

(2) 点P0，P1，P2，P3，P4を図示せよ．また，線分P0P1，P1P2，P2P3，P3P4の
長さ，および∠P2P1P0，∠P3P2P1，∠P4P3P2 の値も図中に示せ．

(3) zn+1 − zn (n = 1, 2, 3, · · · )を αと nを用いて表せ．

(4) znの実部，虚部をそれぞれ xn，ynとする．このとき，xn，ynをそれぞれ nを
用いて表せ．

(5) (4)で求めた xn，ynについて， lim
n→∞

xn， lim
n→∞

yn をそれぞれ求めよ．

標準 4.17 複素数平面上の点 zに対して

w =
3(1− i)z − 2i

z + 3(1− i)

で表される点wをとる．このとき，次の問に答えよ． (佐大 [医]2016) 7

(1) w = zとなるような点 zは 2つある．これらを求めよ．

(2) (1)で求めた異なる 2点を α，βとする．ただし，0 5 arg α < arg β < 2πとす
る．zが α，βと異なる点であるとき，

w − β

w − α
= k·z − β

z − α

となるような定数 kの値を求めよ．

(3) 複素数 znを

z1 = 0, zn+1 =
3(1− i)zn − 2i

zn + 3(1− i)
(n = 1, 2, 3, · · · )

で定める．また，znの実部と虚部をそれぞれ xn，ynとする．このとき，数列
{xn}，{yn}の一般項をそれぞれ求めよ．さらに，数列 {xn}，{yn}の極限を求
めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2016.pdf
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応用 4.18 次の問に答えよ． (琉球大学 2005) 2

(1) 複素数 z (6= 1)に対し，等式

1 + z + z2 + · · ·+ zn =
1− zn+1

1− z

がすべての自然数 nについて成り立つことを数学的帰納法で証明せよ．

(2) 上記の等式において，zに r(cos θ + i sin θ) (r > 0)を代入して

1 + r cos θ + r2 cos 2θ + · · ·+ rn cos nθ

を計算せよ．ただし r(cos θ + i sin θ) 6= 1とする．

(3) 0 < r < 1のとき

lim
n→∞

(1 + r cos θ + r2 cos 2θ + · · ·+ rn cos nθ)

を求めよ．

応用 4.19 実数 aと自然数 nに対して，xの方程式

a(x2 + |x + 1|+ n− 1) =
√

n(x + 1)

を考える．以下の問いに答えよ． (九大 [理]2012) 3

(1) この方程式が実数解を持つような aの範囲を，nを用いて表せ．

(2) この方程式が，すべての自然数 nに対して実数解を持つような aの範囲を求
めよ．

応用 4.20 pと qはともに整数であるとする．2次方程式 x2 + px+ q = 0が実数解α，
βを持ち，条件 (|α| − 1)(|β| − 1) 6= 0をみたしているとする．
このとき，数列 {an}を

an = (αn − 1)(βn − 1) (n = 1, 2, · · · )

によって定義する．以下の問いに答えよ． (九大 [理]2012) 4

(1) a1，a2，a3は整数であることを示せ．

(2) (|α| − 1)(|β| − 1) > 0のとき，極限値 lim
n→∞

∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣は整数であることを示せ．

(3) lim
n→∞

∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ =
1 +

√
5

2
となるとき，pと qの値をすべて求めよ．ただし，

√
5が

無理数であることは証明なしに用いてよい．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2012.pdf
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応用 4.21 p > 0とする．各項が正である 2つの数列 {an}，{bn}は，次の条件をみ
たすものとする．





a1 = 3, b1 = 1

an − an−1 = bn − bn−1 + 1 (n = 2, 3, 4, · · · )
(an−1 + bn)(bn − bn−1) = 2pn + 3− bn (n = 2, 3, 4, · · · )

このとき，次の問いに答えよ． (熊大 [医]2009) 2

(1) an − bnを求めよ．

(2) anbnを求めよ．

(3) lim
n→∞

an
3 + bn

3

an
3 − bn

3
の値を f(p)とおくとき，lim

p→0

1

p
log f(p)を求めよ．

応用 4.22 方程式 tan x = xについて，次の各問に答えよ．ただし，必要であれば，
0 < x <

π

2
を満たす xについて，不等式 sin x < x < tan xが成り立つことを用いて

もよい． (宮大 [医]2011) 8

(1) 各自然数 nについて，nπ − π

2
< x < nπ +

π

2
の範囲に方程式 tan x = xの解が

ただ 1つ存在することを示せ．

(2) 各自然数 nについて，(1)で存在が示された解を xnとする．このとき，極限値
lim

n→∞
n

(
nπ +

π

2
− xn

)
を求めよ．

応用 4.23 漸化式 a1 = 1，an+1 =
√

1 + an (n = 1, 2, · · · )によって定められる数列
{an}について，次の問いに答えよ．次のことは既知としてよい．(長大 [医]2008) 8
¶ ³

nと無関係な定数Mについて，次のA)またはB)のうち一方が成立すれば，n →
∞のとき数列 {xn}は有限な極限値を持つ．

A) xn < xn+1 < M (n = 1, 2, · · · )

B) xn > xn+1 > M (n = 1, 2, · · · )
µ ´

(1) n →∞のとき {an}は有限な極限値をもつことを証明せよ．
(2) lim

n→∞
anを求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2008.pdf
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応用 4.24 関数 y = f(x) = x3 − 3

2
x2 +

3

2
に関して，次の問いに答えよ．

(1) y = f(x)と y = xのグラフを描け． (分大 [医]2012) 10

(2) 1 < x0 <
3

2
に対して，xn+1 = f(xn) (n = 0, 1, 2, · · · )を定義する．このとき，

xn > xn+1 (n = 0, 1, 2, · · · )を示せ．
(3) 数列 {an}が単調減少で，ある実数 Lに対して an > L (n = 0, 1, 2, · · · ) ならば

lim
n→∞

anが存在する．このことを用いて，数列 {xn}の極限を求めよ．

応用 4.25 f(x) = x3 − 3x− 5とするとき，次の問いに答えよ． (分大 [医]2004) 10

(1) 方程式 f(x) = 0はただ一つの実数解をもつことを示せ．さらに，この実数解
を αとするとき，2 < α < 3をみたすことを示せ．

(2) α < t 5 3とし，点 (t, f(t))における曲線 y = f(x)の接線と x軸との交点を

(s, 0)とするとき，0 < s− α <
1

3
(t− α)が成り立つことを示せ．

(3) t1 = 3とする．点 (tn, f(tn))における曲線 y = f(x)の接線と x軸との交点を
(tn+1, 0)とする．このように数列 {tn}を定めるとき， lim

n→∞
tn = αが成り立つ

ことを示せ．

応用 4.26 f(x) = 2
x
2 とし，数列 {an}を

a1 = 1, an+1 = f(an) (n = 1, 2, · · · )

によって定める． (分大 [医]2008) 9

(1) an < an+1 (n = 1, 2, · · · )を示せ．
(2) an < 2 (n = 1, 2, · · · )を示せ．
(3) f(x) = xをみたす xを求めよ．

(4) f(α) = αのとき

α− an+1 <
α log 2

2
(α− an) (n = 1, 2, · · · )

が成り立つことを示せ．

(5) lim
n→∞

anを求めよ．

ただし，必要ならば任意の実数 x 6= 0に対して ex > 1 + x が成り立つことを証
明なしに用いてよい．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2008.pdf
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応用 4.27 数列 {an}は

a1 =
√

2, an+1 =
√

an + 2 (n = 1, 2, · · · )

によって定義されている． (分大 [医]2006) 7

(1) 0 < an < 2 (n = 1, 2, · · · )が成り立つことを示しなさい．
(2) 2 cos bn = an，0 < bn <

π

2
を満たす bnの値を求めなさい．

(3) lim
n→∞

anの値を求めよ．

応用 4.28 実数 an, bn (n = 1, 2, · · · )は次の条件をみたすとする．
(分大 [医]2005) 9

tan(an) =
1

2n2
, 0 < an <

π

2
tan(bn) =

1

2n + 1
, 0 < bn <

π

2

(1) 0 < x <
π

2
のとき，tan xと xとの大小を調べよ．

(2) tan(a1 + a2 + · · ·+ an)の値を求めよ．

(3) a1 + a2 + · · ·+ an + bnの値を求めよ．

(4) lim
n→∞

(a1 + a2 + · · ·+ an)の値を求めよ．

4.2 関数の極限
□□ 4.29 次の極限値を求めよ． (宮崎大学 2004) 2

lim
x→−∞

(
√

x2 + x + 1−
√

x2 + 1)

基本 4.30 座標平面上で，tを媒介変数として表される曲線C : x = a cos t, y = b sin t

(a > 0, b > 0, 0 5 t 5 2π)について，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2003) 3

(1) x，yの満たす関係式を求めよ．

(2) 0 5 x 5 a cos θ
(
0 < θ <

π

2

)
において，曲線C，y軸および直線 x = a cos θに

よって囲まれる部分の面積 S(θ)を求めよ．

(3) 極限値 lim
θ→π

2
−0

S(θ)
π
2
− θ
を求めよ．ただし，θ → π

2
− 0は，θが

π

2
より小さい値を

とりながら
π

2
に限りなく近づくことを表す．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2003.pdf
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基本 4.31 次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2012) 4

(1) 無限級数

1 +
1

1 + ex
+

1

(1 + ex)2
+ · · ·+ 1

(1 + ex)n
+ · · ·

はすべての実数 xについて収束することを示し，その和を求めよ．ただし，e

は自然対数の底とする．

(2) (1)で求めた無限級数の和を f(x)とする．方程式

log f(x) = −| x |+ log 6

を解け．ただし，対数は自然対数とする．

標準 4.32 C1，C2をそれぞれ次式で与えられる放物線の一部分とする．

C1 : y = −x2 + 2x, 0 5 x 5 2

C2 : y = −x2 − 2x, −2 5 x 5 0

また，aを実数とし，直線 y = a(x + 4)を `とする． (九大 [理]2015) 1

(1) 直線 `とC1が異なる 2つの共有点をもつための aの値の範囲を求めよ．

以下，aが (1)の条件を満たすとする．このとき，`とC1で囲まれた部分の面積をS1，
x軸とC2で囲まれた領域で `の下側にある部分の面積を S2とする．

(2) S1を aを用いて表せ．

(3) S1 = S2を満たす実数 aが 0 < a <
1

5
の範囲に存在することを示せ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2015.pdf
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4.3 問題研究

4.3.1 ネイピア数

次の極限値

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e (eはネイピア数)

について述べる．

nを自然数とする．1と n個の 1 +
1

n
の相加・相乗平均の関係により

1

n + 1

{
1 + n

(
1 +

1

n

)}
> n+1

√
1

(
1 +

1

n

)n

両辺を n + 1乗すると (
1 +

1

n + 1

)n+1

>

(
1 +

1

n

)n

an =

(
1 +

1

n

)n

とすると，数列 {an}は単調増加列である．

また，1と n + 1個の
n

n + 1
の相加・相乗平均の関係により

1

n + 2

{
1 + (n + 1)· n

n + 1

}
>

n+2

√
1

(
n

n + 1

)n+1

両辺を n + 2乗すると (
n + 1

n + 2

)n+2

>

(
n

n + 1

)n+1

上式の逆数をとると (
1 +

1

n + 1

)n+2

<

(
1 +

1

n

)n+1

bn =

(
1 +

1

n

)n+1

とすると，数列 {bn}は単調減少列である．したがって

2 = a1 < a2 < · · · < an−1 < an < bn < bn−1 < · · · < b2 < b1 = 4

40ページの 4.23にあるように，上に有界な単調増加列 {an}および下に有界な単
調減少列 {bn}は収束する．また，bn =

(
1 +

1

n

)
anであるから

0 < bn − an =
an

n
<

4

n

はさみうちの原理により lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = e

見
本
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5.1 導関数
□□ 5.1 関数 y = x2 sin(3x + 5)の導関数を求めよ． (琉球大学 2003) 1

□□ 5.2 次の関数を微分せよ． (宮崎大学 2007) 1

(1) y = ecos x (2) y = (log |x |)2

□□ 5.3 次の関数を微分せよ． (宮崎大学 2008) 2

(1) y = x log |x | (2) y =
e2x − 1

e2x + 1

□□ 5.4 次の関数を微分せよ． (宮崎大学 2009) 4

(1) y =
cos x

ex
(2) y = sin(log |x |)

□□ 5.5 次の関数を微分せよ． (宮崎大学 2010) 1

(1) y = esin x cos x (2) y =
x√

x2 + 3

□□ 5.6 次の関数を微分せよ． (宮崎大学 2011) 1

(1) y = e
√

x (2) y =
log | cos x|

x

□□ 5.7 次の関数を微分せよ． (宮崎大学 2012) 1

(1) y =
1− x2

1 + x2
(2) y = sin3(2x + 1)

□□ 5.8 次の関数を微分せよ． (宮崎大学 2013) 1

(1) y =
x

ex
(2) y = log

(
2 + sin x

2− sin x

)

□□ 5.9 次の関数を微分せよ． (宮崎大学 2014) 1

(1) y =
cos x

1− sin x
(2) y = (x + 2)

√
x2 + 2x + 5

45

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2014.pdf
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□□ 5.10 次の関数を微分せよ． (宮崎大学 2015) 1

(1) y = sin(cos x) (2) y =
e2x

x + 1

□□ 5.11 次の関数を微分せよ． (宮崎大学 2016) 1

(1) y =
x

1 + e
1
x

(2) y = log

√√
1 + x2 + x√
1 + x2 − x

□□ 5.12 関数 y = e
3
2
x(sin 2x + cos 2x)は，次の等式を満たすことを示せ．

4y′′ − 12y′ + 25y = 0

(福岡教育大学 2007) 1

標準 5.13 次の問いに答えよ． (長崎大学 2011) 4

(1) 関係式
a1 = 1, nan+1 − (n + 1)an = 1 (n = 1, 2, · · · )

によって定義される数列 {an}の一般項を求めたい．bn =
an

n
(n = 1, 2, · · · )と

おいて数列 {bn}の一般項を求めることにより，anを求めよ．

(2) x 6= 1のとき，等比数列の和の公式

n−1∑

k=0

xk =
xn − 1

x− 1

の両辺を xで微分せよ．その結果を利用して，
n−1∑

k=1

kxkを求めよ．

(3) p 6= 1のとき，関係式

c1 = 0,
pcn+1

n
− cn

n + 1
=

1

n + 1
(n = 1, 2, · · · )

によって定義される数列 {cn}の一般項を求めよ．

標準 5.14 確率 p (0 < p < 1)で「当たり」が出るくじを繰り返して引く．2回目の
「当たり」が出たときにこの試行を終える．n = 2として，n回目でこの試行を終え
る確率を pnとする．次の問いに答えよ． (琉球大学 2015) 3

(1) p2，p3，p4を求めよ．

(2) pnを求めよ．

(3) N = 2として，
N∑

k=2

pkを求めよ．
見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2015.pdf
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標準 5.15 2つの関数 f(x) =

∫ x

0

et(sin t + cos t)dtと g(x) =

∫ x

0

et(cos t− sin t)dtに

ついて，以下の問いに答えよ． (熊大 [理]2012) 3

(1) f(x)と g(x)を求めよ．

(2) f (n)(x)と g(n)(x)をそれぞれ f(x)と g(x)の第 n次導関数とする．

(i) n = 2のとき，f (n)(x)および g(n)(x)を，f (n−1)(x)と g(n−1)(x)を用いて
表せ．

(ii) {f (n)(x)}2 + {g(n)(x)}2を求めよ．

(iii) 実数 aについて，
∞∑

n=1

e2a

{f (n)(a)}2 + {g(n)(a)}2
の和を求めよ．

5.2 接線と法線

基本 5.16
だ

楕円C : x2 + 4y2 = 5について，次の問いに答えよ．
(福岡教育大学 2008) 3

(1) 楕円C上の点P(a, b)における接線の方程式は ax + 4by = 5で表されることを
示せ．

(2) 点A

(
1,

3

2

)
から楕円Cに 2本の接線をひき，その接点をT1，T2とする．こ

のとき，2点T1，T2を通る直線の方程式を求めよ．

基本 5.17 平面上を動く点 Pの時刻 tにおける座標 (x, y)が x =
1− t

1 + t
，y =

2
√

t

1 + t
で与えられている．0 < t < 1のとき，点 (1, 0)と点 Pを結ぶ線分の中点をMとし，
点Mが描く曲線をCとする． (大分大学 2001) 4

(1) 時刻 tにおける点Mの座標を tを用いて表せ．

(2) 時刻 tにおける点MでのCの法線の方程式を求めよ．

(3) Cの法線は時刻 tにかかわらず，常にある定点を通ることを示し，その点の座
標を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2001.pdf
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基本 5.18 曲線Cを y = exとする．C上の点A0(0, 1)における接線と x軸の交点を
B1(b1, 0)とし，C上の点A1(b1, eb1)における接線と x軸の交点をB2(b2, 0)とする．
これをくりかえし，C上の点An(bn, ebn)における接線と x軸の交点をBn+1(bn+1, 0)

とする．このとき，次の問いに答えよ． (佐賀大学 2010) 3

(1) b1を求めよ．

(2) bn+1と bnの関係式を求め，一般項 bnを求めよ．

(3) 4BnAnBn+1の面積を Snとするとき，
∞∑

n=0

Snを求めよ．ただし，B0は原点と

する．

基本 5.19 座標平面上において，x軸上の点列 {Pn}と曲線C : y =
1

x2
上の点列 {Qn}

を次のように定める．P1(a, 0) (a > 0)とする．Pn (n = 1)が定まったとき，Pnを
通り y軸に平行な直線とCとの交点をQnとする．QnにおけるCの接線と x軸との
交点を Pn+1とする．次の問いに答えよ． (熊大 [理]2005) 3

(1) Pn(an, 0)とするとき，anを aで表せ．

(2) 三角形 PnPn+1Qnの面積を Snとするとき，
∞∑

n=1

Snを aで表せ．

標準 5.20 xy平面上に曲線 y =
1

x2
を描き，この曲線の第 1象限内の部分をC1，第 2

象限内の部分をC2と呼ぶ．C1上の点P1

(
a,

1

a2

)
からC2に向けて接線を引き，C2

との接点をQ1とする．次に点Q1からC1に向けて接線を引き，C1との接点をP2と
する．次に点P2からC2に向けて接線を引き，接点をQ2とする．以下同様に続けて，
C1上の点列 PnとC2上の点列Qnを定める．このとき，次の問いに答えよ．

(1) 点Q1の座標を求めよ． (九大 [理]2010) 3

(2) 三角形 P1Q1P2の面積 S1を求めよ．

(3) 三角形 PnQnPn+1 (n = 1, 2, 3, · · · )の面積 Snを求めよ．

(4) 級数
∞∑

n=1

Snの和を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2010.pdf
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標準 5.21 関数 f(x) = log(x2 − x + 2) (0 5 x 5 1)に対して，以下の問いに答えよ．
ただし，対数は自然対数を表している． (九工大 [情]2013) 2

(1) y = f(x) (0 5 x 5 1)の極値を求めよ．

(2) xについての方程式 log(x2 − x + 2) = xは
1

2
< x < 1の範囲に実数解をただ 1

つもつことを示せ．必要であれば，log 2 < 0.7，log 7 > 1.9であることを用い
てよい．

(3) y = f ′(x) (0 5 x 5 1)の最大値と最小値を求めよ．

(4) 平均値の定理を用いることで，0 5 a < b 5 1となる実数 a，bに対して，

|f(b)− f(a)| < 1

2
|b− a|となることを示せ．

標準 5.22 aを定数とする．方程式 (log x)2 = ax (x > 0)について，以下の問いに答
えよ． (熊大 [理]2007) 4

(1) 解の個数を調べよ．必要なら， lim
x→∞

(log x)2

x
= 0 を用いよ．

(2) 解がちょうど 2個のとき，これらの解を p2，q2 (0 < p < q)とおく．qの値を求
めよ．また，pは

e

e + 1
< p < 1を満たすことを示せ．

標準 5.23 関数 f(x) = x3 − x2 − x− 1について，次の各問に答えよ．
(鹿児島大学 2001) 11

(1) 3次関数 f(x) = 0の正の解の個数は 1個であることを証明せよ．

(2) (1)の解をニュートン法で計算する式は

xn+1 =
2xn

3 − xn
2 + 1

3xn
2 − 2xn − 1

(n = 1, 2, 3, · · · )

となることを証明せよ．

(3) この方程式の正の解の近似値を，ニュートン法を用いて計算する．f

(
3

2

)
と

f(2)の絶対値
∣∣∣∣f

(
3

2

)∣∣∣∣，|f(2)|の小さい方の xの値 x1を求めよ．さらに，x1を

初期値として，正の解の近似値 x2を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2001.pdf
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標準 5.24 方程式 x2− 2 = 0の解
√

2の近似値をニュートン法を用いて求めたい．次
の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2003) 11

(1)
√

2の近似値を求めるためのニュートンの繰り返し公式が

xk+1 =
1

2

(
xk +

2

xk

)
(k = 1, 2, 3, · · · )

で与えられることを示せ．

(2) x1 = 2とするとき，x2および x3を求めよ (小数第 4位を四捨五入して，小数第
3位まで求めること)．

(3) yk =
xk −

√
2

xk +
√

2
とおくとき，yk+1 = yk

2となることを示せ．

(4) ykを kと y1を用いて表せ．さらに，x1 = 2のとき， lim
k→∞

xk =
√

2を示せ．

標準 5.25 f1(x) = x − x3

3!
+

x5

5!
，f2(x) = −2x + 2とする．曲線 y = f1(x)と曲線

y = f2(x)の交点をニュートン法を用いて求めたい．このとき，次の各問いに答えよ．
(鹿児島大学 2005) 11

(1) f(x) = f1(x)− f2(x)とおく．区間 [0, 2]に f(x) = 0の解があることを示せ．

(2) f(x) = 0の解を，ニュートン法を用いて，適当な初期値 x1から始め x2，x3，
· · ·，xn，· · · と近似していく．このとき，xn+1を xnを用いて表す式を求めよ．

(3) x1 = 1として，x2を求めよ．

応用 5.26 2以上の自然数 nに対して，関数 fn(x)を

fn(x) = (x− 1)(2x− 1) · · · (nx− 1)

と定義する．k = 1, 2, · · · , n− 1に対して，fn(x)が区間
1

k + 1
< x <

1

k
でただ 1つ

の極値をとることを証明せよ． (九大 [理]2014) 5見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2014.pdf
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応用 5.27 正の実数 aの 3乗根 3
√

aを近似することを考える．与えられた 2以上の整
数 pに対して関数 f(x)，g(x)を





f(x) = xp − axp−3

g(x) = x− f(x)

f ′(x)

とする．ここで f ′(x)は f(x)の導関数である．次の問いに答えよ．
(九大 [理]2002) 8

(1) g(x)− 3
√

aは

g(x)− 3
√

a = (x− 3
√

a)2 × xの 2次式
xの 3次式

の形で表されることを示せ．

(2) p = 2とする．このとき，g(x)− 3
√

aは

g(x)− 3
√

a = (x− 3
√

a)3 × xの 1次式
xの 3次式

の形で表されることを示せ．

(3) a = 9，p = 2とする．2 < 3
√

9 < 2.1に注意して，不等式

0 <
3
√

9− g(2) <
1

1000

が成り立つことを示せ．また， 3
√

9を小数第 3位まで求めよ (すなわち，小数第
4位以下を切り捨てよ)．

5.3 関数のグラフ
基本 5.28 a，b，c，dは実数で，a > 0とする．関数

f(x) = ax3 + bx2 + cx + d

について，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2007) 9

(1) f(x)が極値をもつための条件を，a，b，c，dを用いて表せ．

(2) f(x)が常に変曲点を持つことを示し，その変曲点を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2007.pdf
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基本 5.29 x > 1において f(x) =
√

x − log x，g(x) =
x

log x
とするとき，次の問い

に答えよ．(ただし，対数は自然対数とする．) (佐賀大学 2009) 2

(1) f(x) > 0を示せ．

(2) g(x) >
√

xを示せ．これを用いて， lim
x→∞

g(x) = ∞を示せ．
(3) g′(x)，g′′(x)を計算し，g(x)の極値，変曲点の座標を求めよ．

(4) 関数 y = g(x)のグラフをかけ．

標準 5.30 2以上の自然数 nに対して，関数 f(x) = log x− n
√

xを考える．次の問い
に答えよ． (長崎大学 2004) 6

(1) xf ′(x)，x2f ′′(x)を求めよ．

(2) x > 0において，f ′(x) > 0なる xの範囲および f ′′(x) < 0なる xの範囲をそれ
ぞれ求めよ．

(3) 関数 f(x)の増減，曲線 y = f(x)の凹凸を調べ，関数 f(x)の極大値と曲線
y = f(x)の変曲点がそれぞれ 1つずつあることを示せ．

(4) 上問 (3)の極大値を与える xの値を an，変曲点の x座標を bnとするとき，極限

値 lim
n→∞

bn

an

を求めよ．なお lim
h→0

(1 + h)1/h = e (自然対数の底)であることは用い

てよい．

標準 5.31 関数 f(x)を

f(x) =

{
x3 log |x | (x 6= 0)

0 (x = 0)

とするとき，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2009) 3

(1) 0 < x < 1のとき，0 < − log x <
1

x
が成り立つことを示せ．

(2) 微分係数の定義を用いて f ′(0) = 0であることを示せ．

(3) x 6= 0のとき f ′(x)を求めよ．

(4) 関数 f(x)の極値を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2009.pdf


5.3. 関数のグラフ 53

標準 5.32 関数 f(x)を

f(x) =





1

x2
e−

1
| x | (x 6= 0)

0 (x = 0)

とするとき，次の各問いに答えよ．ただし，eは自然対数の底である．
(鹿児島大学 2006) 2

(1) x > 0のとき，すべての自然数 nについて不等式 ex >
xn

n!
が成り立つことを，

数学的帰納法を用いて示せ．

(2) x 6= 0のとき，すべての自然数 nについて不等式 e−
1
| x | < n!|x |nが成り立つこ

とを示せ．

(3) lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= 0であることを示せ．

(4) f ′(x) = 0となる xの値および f(x)の増減を調べ，f(x)の極値を求めよ．

標準 5.33 a，b，c，dを実数とし，関数 f(x)を次のように定める．

f(x) =





−1

x
(x 5 −1)

ax3 + bx2 + cx + d (−1 < x < 1)

−1

x
+ 1 (1 5 x)

ただし，f(x)は x = −1および x = 1で微分可能であるものとする，以下に答えよ．

(1) a，b，c，dを定めよ． (九工大 [情]2002) 1

(2) f(x)の増減および極値を調べて，y = f(x)のグラフの概形を描け．

(3) 実数 p = 0に対し，曲線 y = f(x)と直線 y = px +
1

2
との共有点の個数を求

めよ．

標準 5.34 f(x) =
ex

ex + 1
とおく．ただし，eは自然対数の底とする．このとき，次

の問いに答えよ． (九大 [理]2008) 1

(1) y = f(x)の増減，凹凸，漸近線を調べ，グラフをかけ．

(2) f(x)の逆関数 f−1(x)を求めよ．

(3) lim
n→∞

n

{
f−1

(
1

n + 2

)
− f−1

(
1

n + 1

)}
を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2008.pdf
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標準 5.35 mは正の定数とする．関数 f(x) = x3 − (2m + 1)x2 + m2xについて，次
の問いに答えよ． (長崎大学 2007) 2

(1) 方程式 f(x) = 0は 0以外に相異なる 2つの実数解をもつことを示せ．

(2) 方程式 f(x) = 0の 0以外の解を α，β (α < β)とする．α + βおよび αβをm

を用いて表せ．また α，βがともに正であることを示せ．

(3) 曲線 y = f(x)と x軸で囲まれた図形について，y = 0の範囲にある部分の面積
と y 5 0の範囲にある部分の面積が等しいものとする．そのとき，m，α，βの
値を求めよ．

応用 5.36 xの三次関数 y = ax3 + bx2 + cx + dのグラフはある点に関して対称であ
ることを証明せよ．ここに，a，b，c，dは定数で a 6= 0とする．(分大 [医]2011) 7

発展 5.37 3次関数 y = x3 + ax2 + bx + cのグラフをGとする．(九大 [理]2001) 2

(1) xy平面上の点 (p, q)に関する，点 (X, Y )に対称な点の座標を求めよ．

(2) Gはこの上のある点に関して点対称であることを示せ．

(3) 直線mx+ny = 0に関する，点 (X, Y )に対称な点の座標を求めよ．ただしm，
nは共には 0でないとする．

(4) Gは原点を通るどんな直線に関しても線対称でないことを示せ．

5.4 最大・最小

□□ 5.38 関数 f(x) =
cos x√

1 + cos2 x

(
−π

2
5 x 5 3

2
π

)
の増減を調べ，最大値と最小

値を求めよ． (福岡教育大学 2010) 1

□□ 5.39 AB = AC = 1である二等辺三角形ABCにおいて，BC = 2x，内接円の
半径を rとおく． (琉球大学 2014) 1

(1) rを xを用いて表せ．

(2) rが最大となる xの値を求めよ (最大値そのものは求める必要はない)．

基本 5.40 曲線 y =
√

x2 − 1 (x = 1)上の点 P(a, b) (a > 1)での接線と y軸との交
点をQとする．次の問いに答えよ． (琉球大学 2012) 1

(1) 点Qの座標を bで表せ．

(2) PQ2の最小値を求めよ．
見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2012.pdf
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基本 5.41
√

x +
√

y = 1で表される曲線をCとする． (琉球大学 2008) 2

(1) 曲線Cの凹凸を調べ，その概形を図示せよ．

(2) 曲線C上の点P(a, b) (0 < a < 1)における接線 lの x切片，y切片をそれぞれ
aを用いて表せ．

(3) (2)において点Pが曲線C上を動くとき，Pにおける接線 lと x軸および y軸で
囲まれた図形を x軸の周りに 1回転させてできる立体の体積の最大値を求めよ．

標準 5.42 Oを原点とする座標平面上に 4点A(4, 0)，B(4, 4)，C(0, 4)，D(3, 2)が
ある．点Rは正方形OABCの周上では速さ 4で動き，正方形の内部では速さが 1で
動く．次に答えよ． (九工大 [工]2008) 4

(1) 点P(x, 0)を線分OA上の点とする．点RがOを出発して，折れ線OPDに沿っ
てDに到達するまでの時間 f(x) (0 5 x 5 4)を求めよ．

(2) (1)で求めた f(x)に対して，f ′(x) = 0を満たす xを求めよ．

(3) (1)で求めた f(x)の最小値 T1を求めよ．

(4) 点Q(4, x)を線分AB上の点とする．点RがOを出発して，折れ線OAQDに
沿ってDに到達するまでの時間を g(x) (0 5 x 5 4)とする．g(x)の最小値 T2

を求め，(3)で求めた値 T1との大小を比較せよ．

標準 5.43 座標平面上に原点を中心とする半径 1の円C : x2+y2 = 1と点A(−1,−1)，
B(0,−1)があり，点Aを通る傾き kの直線 `を考える．直線 `は円 Cと異なる 2点
で交わるものとし，点Aから遠い方の交点をP，近い方の交点をQとする．以下の
問いに答えよ． (九工大 [情]2015) 2

(1) 直線 `の方程式を kを用いて表せ．

(2) 点 P，Qの座標をそれぞれ kを用いて表せ．

(3) 三角形BPQの面積を kを用いて表せ．

(4) 三角形BPQの面積を最大にする kを求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2015.pdf
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標準 5.44 Oを原点とする座標平面上に点A(0, 1)があり，点Aからの距離が 4であ
る点 P(x, y)が x > 0，y > 1をみたすように動く．直線APが x軸の正の向きとな
す角を θ，点 Pから x軸に垂線を下ろしたときの交点をQとする．以下の問いに答
えよ． (九工大 [情]2012) 2

(1) 点 Pの座標を θを用いて表せ．

(2) 四角形OAPQの面積 Sを θを用いて表せ．

(3) (2)で求めた Sが最大となるときの sin θの値を求めよ．

(4) 四角形OAPQを x軸のまわりに 1回転させてできる立体の体積 V を θを用い
て表せ．

(5) (4)で求めた V が sin θ =
3

4
で最大となることを示せ．

標準 5.45 O を原点とする座標平面上に点 P0(1, 1)，
Q0(1, 0) がある．ある p (0 < p < 1) に対して，点
P1(p, p)，Q1(p, 0)を定め，さらに，自然数 nについ
て点 Pn+1，Qn+1を次のように定める．

• 点Qnを通り直線Q0P1と平行な直線と，直線OP0

の交点を Pn+1とする．

• 点Pn+1を通り y軸と平行な直線と，x軸の交点を
Qn+1とする．

　

O

y

x

P0

P1

P2

Q2 Q1 Q0

また，4Qn−1PnQnの面積を Snとするとき，以下の問いに答えよ．

(1) S1を pを用いて表せ． (九工大 [情]2012) 3

(2) 点Qn−1の x座標を qとするとき，点Qnの x座標を p，qを用いて表せ．

(3) Snを p，nを用いて表せ．

(4) nを定数として，pを 0 < p < 1の範囲で動かすとき，Snを最大にする pとそ
のときの Snをそれぞれ nを用いて表せ．

(5) (4)で求めた Snに対して， lim
n→∞

nSnを求めよ．必要であれば，自然対数の底 e

について lim
h→0

(1 + h)
1
h = eが成り立つことを用いてよい．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2012.pdf
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標準 5.46 座標平面上の曲線C : y =
1

x
(x > 0)と点 P(s, t) (s > 0, t > 0, st < 1)

を考える．また，u = stとする．点 Pを通る曲線 Cの 2本の接線をそれぞれ l1，l2

とし，これらの接線と曲線Cとの接点をそれぞれA

(
a,

1

a

)
，B

(
b,

1

b

)
とする．た

だし，a < bとする．以下の問いに答えよ． (九工大 [情]2016) 1

(1) a，bを s，tを用いて表せ．

(2) 2点 E(a, 0)，F(b, 0)を考える．台形ABFEの面積を uを用いて表せ．

(3) 4PABの面積を uを用いて表せ．

(4) (3)で求めた4PABの面積を S(u)とする．S(u)は区間 0 < u < 1で減少する
ことを示せ．

(5) 点 Pが 2点 (3, 0)，(0, 1)を結ぶ線分上の端点以外にあるものとする．このと
き，4PABの面積が最小となる点Pの座標を求めよ．また，そのときの面積を
求めよ．

標準 5.47 xy平面において，y軸上の点A(0, a)と曲線 y = log x上の点X(x, log x)

を考える．ただし，対数は自然対数とする． (佐賀大学 2003) 4

(1) 線分AXの長さが最短になる点Bはただ 1つ存在し，線分ABは点Bにおける
曲線 y = log xの接線 lと直交することを，以下の手順で証明せよ．

(i) 定数 aに対して，x2 + log x − a = 0を満たす xはただ 1つ存在すること
を示せ．

(ii) bを，b2 + log b− a = 0を満たす実数とする．線分AXの長さが最短とな
る点は，B(b, log b)のみであることを示せ．

(iii) 線分ABは，B(b, log b)における曲線 y = log xの接線 lと直交すること
を示せ．

(2) B(b, log b)を，(1)で導いた点とする．線分ABの長さが，AB =
√

6となると
きの aの値を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2003.pdf
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標準 5.48 右の図のように，原点Oから物体Pを，水
平面と角 α (0◦ < α < 90◦)をなす方向に，速さ v0m/

秒 (v0 > 0)で投げたとき，投げてから t秒後のPの位
置を (x, y)とする．空気抵抗を無視すると，xと yは g

を正定数としてx = (v0 cos α)t，y = (v0 sin α)t− 1

2
gt2

と表される． (佐賀大学 2001) 4

　

O

y

xα

v0 sin α

(x, y)

v0 cos α (l, 0)

(1) Pが正の時刻で x軸に到達する位置を (l, 0)とするとき，lをα，v0，gで表せ．

(2) 正の時刻で x軸に到達するまでにPが描く曲線と x軸とで囲まれる図形の面積
Sを α，v0，gで表せ．

(3) v0を固定し，αを動かすとき，Sの最大値を v0，gで表せ．

標準 5.49 楕円E :
x2

8
+ y2 = 1について，次の問いに答えよ． (熊大 [理]2002) 3

(1) E上の点 (a, b)における Eの接線の x切片と y切片の和を aで表したものを
f(a)とするとき，f(a)を求めよ．ただし，a > 0，b > 0とする．

(2) f(a)が最小となる aの値を求めよ．

応用 5.50 実数の定数 (パラメータ) kに対して，放物線 y = x2と直線 y = x + k，
x = −1，x = 2で囲まれた図形の面積の最小値と，そのときの定数 kを求めよ．

(分大 [医]2011) 8

応用 5.51 4ABCの 3辺の長さをBC = a，AC = b，AB = cとし，条件

a + b + c = 1, 9ab = 1

が成り立つとする．以下の問いに答えよ。 (熊大 [医]2015) 1

(1) aの値の範囲を求めよ。

(2) θ = ∠Cとするとき，cos θの値の範囲を求めよ。

応用 5.52 座標平面上に点P(−l, 0)をとる．ただし，lは正の定数とする．また，原
点を中心とする半径 1の円周上に 2点Q(cos θ,− sin θ)，R(cos θ, sin θ)

(
0 < θ 5 π

2

)

をとる．4PQRの周の長さを f(θ)とするとき，次の各問に答えよ．

(1) f(θ)を，lと θを用いて表せ． (宮大 [医]2008) 7

(2) f(θ)の最大値を，lを用いて表せ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2008.pdf
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応用 5.53 座標平面上に 2つの円

C1 : (x + 1)2 + (y − 1)2 = 1

C2 : (x− 1)2 + (y − 1)2 = 1

がある．不等式 y > 2が表す領域D内に点
P(a, b)をとる．点Pから円C1，C2にひいた
接線とx軸との交点をそれぞれA，Bとする．

　

O

y

x

P

A B
C1 C2

ただし，右図のように4PABは円C1，C2をともに含むものとする．このとき，次
の各問に答えよ． (宮大 [医]2010) 7

(1) bを定数とするとき，辺ABの長さが最小となるのは a = 0のときであること
を示せ．

(2) 点 Pが領域D内を動くとき，4PABの面積の最小値を求めよ．

5.5 方程式・不等式への応用
標準 5.54 aを 0以上の実数とし，x > −1で定義された関数

f(x) = 2x2 + (1− a2) log(x + 1)

について，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2010) 4

(1) 方程式 f ′(x) = 0が x > −1で異なる 2つの実数解をもつような定数 aの値の範
囲を求めよ．

(2) aが (1)で求めた範囲にあるとき，関数 f(x)の増減を調べ，極値を求めよ．

(3) aが (1)で求めた範囲にあるとき，関数 f(x)の極小値は
1− 2 log 2

2
より大きい

ことを証明せよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2010.pdf


60 第 5章 微分法とその応用

標準 5.55 実数 c (c > 0)に対して，x > 0で定義された次の関数 f(x)を考える．

f(x) = loge x− c(x− 1)

ただし，eは自然対数の底である．以下の問いに答えよ． (九工大 [情]2008) 1

(1) f(x)は最大値を持つことを示せ．また，f(x)が最大になるときの xの値とそ
のときの f(x)の値を cを用いて表せ．

(2) (1)で求めた最大値をmとするとき，cの値によらずm = 0であることを示せ．

(3) すべての x (x > 0)に対して，f(x) 5 0が成り立つときの cの値を求めよ．

(4) すべての x (x > 0)に対して

loga x− b(x− 1) 5 0

が成り立つときの，実数 a (a > 1)と b (b > 0)が満たすべき関係式を求めよ．

標準 5.56 a，bを正の実数とし，関数f(x)，g(x)をそれぞれf(x) = 3x−2a sin x cos x，
g(x) = x2 + b cos2 x− bとする．以下の問いに答えよ． (九工大 [情]2011) 1

(1) a = 3のとき，0 5 x 5 πにおける f(x)の増減を調べ，極値を求めよ．

(2) a = 1のとき，x = 0において f(x) = 0が成り立つことを示せ．

(3) x = 0において f(x) = 0が成り立つような aの範囲を求めよ．

(4) x = 0において g(x) = 0が成り立つような bの範囲を求めよ．

標準 5.57 f(x) =
sin x− x cos x

2

π
− cos x

，g(x) =
1

2
x +

π

4
とする．

π

2
< x < πのとき，以下

の問いに答えよ． (九工大 [情]2014) 3

(1) f ′(x)を求めよ．

(2) f ′(x) > 0を示せ．

(3)
π

2
< f(x) < πを示せ．

(4) f(x) < g(x)を示せ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2014.pdf
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標準 5.58 0 < a < 3とする．次の条件によって定められる数列 {an}を考える．
{

a1 = a

an+1 = log(1 + an) (n = 1, 2, 3, · · · )

このとき， lim
n→∞

anを次の手順で求めよ． (熊大 [理]2009) 2

(1) 0 < x < 3のとき，0 < log(1 + x) < x − 1

6
x2であることを示せ．必要があれ

ば，0.69 < log 2 < 0.70を用いてもよい．

(2) 0 < an <
6

n + 1
(n = 1, 2, 3, · · · )であることを示し， lim

n→∞
anを求めよ．

標準 5.59 aを正の定数とする．条件

cos θ − sin θ = a sin θ cos θ, 0 < θ < π

を満たす θについて，以下の問いに答えよ． (熊大 [理]2014) 2

(1) 条件を満たす θは，0 < θ <
π

2
の範囲で，ただ 1つ存在することを示せ．

(2) 条件を満たす θの個数を求めよ．

標準 5.60 関数 f(x) = xx (x > 0)について，次の問いに答えなさい．

(1) 関数 f(x)の最小値を求めなさい． (長崎大学 2003) 3

(2) 関数 y = f(x)の接線で原点を通るものは 1本しかないことを示し，その接線
の方程式を求めなさい．

応用 5.61 次の問いに答えよ．ただし， lim
x→∞

log x

x
= 0であること，また，eは自然

対数の底で，e < 3であることを用いてよい． (九大 [理]2006) 1

(1) 自然数 nに対して，方程式
log x

x
=

1

3n
は x > 0の範囲にちょうど 2つの実数

解をもつことを示せ．

(2) (1)の 2つの実数解を αn，βn (αn < βn) とするとき，

1 < αn < e
1
n , ne < βn

が成り立つことを示せ．また， lim
n→∞

αnを求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2006.pdf
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応用 5.62 aを正の定数とする．以下の問いに答えよ． (九大 [理]2011) 2

(1) 関数 f(x) = (x2 + 2x + 2− a2)e−xの極大値および極小値を求めよ．

(2) x = 3のとき，不等式 x3e−x 5 27e−3が成り立つことを示せ．さらに，極限値

lim
x→∞

x2e−x

を求めよ．

(3) kを定数とする．y = x2 + 2x + 2のグラフと y = kex + a2のグラフが異なる 3

点で交わるための必要十分条件を，aと kを用いて表せ．

応用 5.63 以下の問いに答えよ． (熊大 [医]2014) 3

(1) 正の実数 a，b，cについて，不等式

log a

a
+

log b

b
+

log c

c
< log 4

が成立することを示せ．ただし，logは自然対数とし，必要なら e > 2.7および
log 2 > 0.6を用いてもよい．

(2) 自然数 a，b，c，dの組で

abcbcacab = dabc, a 5 b 5 c, d = 3

を満たすものすべて求めよ．

応用 5.64 nは 2以上の自然数とする．関数 fn(x) = xn log x (x > 0)について，次
の問いに答えよ．ただし， lim

n→+0
xn log x = 0であることを用いてよい．

(1) 関数 y = fn(x)の増減，凹凸を調べ，グラフをかけ． (長大 [医]2007) 5

(2) 関数 y = fn(x)の最小値を Lnとするとき，無限級数
∞∑

n=1

Ln+1

n
の和を求めよ．

(3) 曲線 y = fn(x)の x = 1における接線の方程式を求めよ．

(4) kを定数とするとき，xに関する方程式 xn log x = x + k (x > 0)の解の個数を
求めよ．

応用 5.65 n = 2を自然数とする． (分大 [医]2007) 8

(1) 関数 f(x) = nx− 1 + (1− x)nの極値を求めよ．

(2) 次の不等式を示せ．

(i) (1− x2)ex 5 1 + x 5 ex (x = −1)

(ii) 0 5 ex −
(
1 +

x

n

)n

5 x2

n
ex (x = −n)

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2014.pdf
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発展 5.66 a，bは b = a > 0をみたす定数とする．x，yがx = 0，y = 0，x3 +y3 = 1

をみたしながら変化するとき，a2x + b2yのとり得る値の範囲を求めよ．
(分大 [医]2008) 8

発展 5.67 正の実数 pi, qi (i = 1, 2, · · · , n)が
n∑

i=1

pi =
n∑

i=1

qi = 1 を満たすとき，次

の問いに答えなさい． (分大 [医]2015) 8

(1) 不等式 log x 5 x− 1が成り立つことを証明しなさい．

(2) 不等式
n∑

i=1

pi log pi =
n∑

i=1

pi log qi が成り立つことを証明しなさい．

(3) F =
n∑

i=1

pi log piの最小値を求めなさい．

(4) 正の実数 ai (i = 1, 2, · · · , n)に対して，G =
n∑

i=1

ai log aiの最小値を求めなさい．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2015.pdf
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5.6 問題研究

5.6.1 相加平均・相乗平均の拡張

63ページの 5.67(分大 [医]2015)の証明で用いた関数 f(x) = x− 1− log xを用いて，
次の不等式を証明する．

ak > 0, pk > 0 (k = 1, 2, · · · , n)，p1 + p2 + · · ·+ pn = 1のとき

n∑

k=1

pkak =
n∏

k=1

ak
pk

等号が成立するのは，a1 = a2 = · · · = anのときに限る．

証明 c =
n∑

k=1

pkakとおく．

n∑

k=1

pkf
(ak

c

)
=

n∑

k=1

pk

(ak

c
− 1− log

ak

c

)

= log c−
n∑

k=1

pk log ak

f(x) = 0であるから

log c =
n∑

k=1

pk log ak よって
n∑

k=1

pkak =
n∏

k=1

ak
pk · · · (∗)

上式において，等号が成立するのは，次の場合である．

a1

c
=

a2

c
= · · · = an

c
= 1 すなわち a1 = a2 = · · · = an

証終

とくに，(∗)において p1 = p2 = · · · = pn =
1

n
とすると，次の相加平均・相乗平均

の関係を得る．
a1 + a2 + · · ·+ an

n
= n
√

a1a2 · · · an見
本



第 6 章 積分法

6.1 不定積分
基本 6.1 次の各問に答えよ． (琉球大学 2006) 2

(1) 不定積分
∫

x cos x dxを求めよ．

(2) 関数 f(x)はすべての実数 xで f ′(x) = |x cos x|を満たし，かつ f(0) = 0とな
る．0 5 x 5 πの範囲で f(x)を求めよ．

6.2 定積分
□□ 6.2 次の定積分の値を求めよ． (宮崎大学 2004) 2

(1)

∫ 1

0

xex dx (2)

∫ π

0

x sin x dx

(3)

∫ 1

0

x

1 + x2
dx (4)

∫ 1

0

1

1 + x2
dx

□□ 6.3 次の定積分の値を求めよ． (宮崎大学 2007) 1

(1)

∫ 1
2

0

1

x2 − 1
dx (2)

∫ e

1

log x

x
dx (3)

∫ π

0

sin3 x dx

□□ 6.4 次の定積分の値を求めよ． (宮崎大学 2008) 2

(1)

∫ π
2

0

x cos x dx (2)

∫ 2

1

1

x(x + 1)
dx

(3)

∫ 1

0

1

1 + ex
dx (4)

∫ π
4

0

cos 2x cos 3x dx

65

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2004.pdf
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□□ 6.5 次の定積分の値を求めよ． (宮崎大学 2009) 4

(1)

∫ 2

0

xex2

dx

(2)

∫ 1

−1

1

x2 − 4
dx

(3)

∫ 2π

0

f(x) dx ただし，f(x) =

{
sin x (0 5 x 5 π のとき)

−x + π (π 5 x 5 2π のとき)

(4)

∫ 1

0

x log(x2 + 1) dx

□□ 6.6 次の定積分の値を求めよ． (宮崎大学 2010) 1

(1)

∫ log(2π)

log π

ex sin(ex) dx (2)

∫ 1

0

e2x(x + 1) dx

(3)

∫ π

0

sin x cos(4x) dx (4)

∫ 0

−1

x + 1

(x + 2)(x + 3)
dx

□□ 6.7 次の定積分の値を求めよ． (宮崎大学 2011) 1

(1)

∫ √
π

2

0

x tan(x2) dx (2)

∫ 1
3

0

xe3x dx

(3)

∫ ee

e

1

x log x
dx (4)

∫ 3

2

x2 + 1

x(x + 1)
dx

□□ 6.8 次の定積分の値を求めよ． (宮崎大学 2012) 1

(1)

∫ 2

1

x− 1

x2 − 2x + 2
dx (2)

∫ 1

0

e4x

e2x + 2
dx

(3)

∫ e

1

x log
√

x dx (4)

∫ π
3

0

(
cos2 x sin 3x− 1

4
sin 5x

)
dx

□□ 6.9 次の定積分の値を求めよ． (宮崎大学 2013) 1

(1)

∫ 1

0

2x2 − x

2x + 1
dx (2)

∫ √
π

2

0

x cos(x2) dx

(3)

∫ e

1

x3 log(x2 + 1) dx (4)

∫ π

−π

|ecos x sin x| dx見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2010.pdf
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□□ 6.10 次の定積分の値を求めよ． (宮崎大学 2014) 1

(1)

∫ 2

1

ex + e−x

ex − e−x
dx (2)

∫ π
6

0

sin(3x) sin(5x) dx

(3)

∫ 1

0

x3 + 3x2

x2 + 3x + 2
dx (4)

∫ 2

1

x5ex3

dx

□□ 6.11 次の定積分の値を求めよ． (宮崎大学 2015) 1

(1)

∫ π

0

| sin x cos x | dx (2)

∫ 1
2

0

x3 + 2x2 − 3

x2 − 1
dx

(3)

∫ 1

0

(
1√

4− x2
+

√
3

4− 3x2

)
dx (4)

∫ 2

1

x3 log x dx

□□ 6.12 次の定積分の値を求めよ． (宮崎大学 2016) 1

(1)

∫ 2

0

| ex − 2 | dx (2)

∫ π
3

0

x sin2(2x) dx

(3)

∫ e

1

√
1 + log x

x
dx (4)

∫ 4

2

2x3 + x2 − 2x + 2

x4 + x2 − 2
dx

□□ 6.13 定積分
∫ π

2

− 3π
2

sin |2x| dxを求めよ． (福岡教育大学 2012) 5

□□ 6.14 定積分
∫ π

2

0

∣∣∣∣cos x− 1

2

∣∣∣∣ dx の値を求めよ． (琉球大学 2003) 1

□□ 6.15 定積分
∫ π

4

0

x cos 2x dxを求めよ． (琉球大学 2014) 1

□□ 6.16 定積分

In =

∫ π
4

0

tann x dx

について，I1，I2，I3を求めよ． (長崎大学 2016) 5

基本 6.17 関数 f(x) = cos x− 1 +
x2

2
について，次の各問いに答えよ．

(1) 導関数 f ′(x)および 2次導関数 f ′′(x)をそれぞれ求めよ．(鹿児島大学 2016) 8

(2) x = 0において f ′(x) = 0および f(x) = 0が成り立つことを示せ．

(3) f(x)の定積分を利用して sin 1 = 5

6
を示せ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2014.pdf
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http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2016.pdf


68 第 6章 積分法

基本 6.18 関数 f(x) =
x

1 + x2
について，以下に答えよ． (九工大 [情]2004) 1

(1) 曲線 y = f(x)の増減，極値および変曲点を調べ，そのグラフの概形を描け．

(2) a > 0として，S(a) =

∫ a

0

f(x) dxとする．S(2a) = 2S(a)となる aの値を求

めよ．

基本 6.19 関数 f(x) = |x |√1− x2 (−1 5 x 5 1)について，次の問いに答えよ．

(1) f(x)の増減を調べ，最大値，最小値を求めよ． (琉球大学 2015) 2

(2) 定積分
∫ 1

−1

f(x) dxを求めよ．

基本 6.20 定積分
∫ a+1

a

|ex − 1| dxの値を I(a)とする．次の問いに答えよ．

(1) −1 5 a 5 0のとき，I(a)を aで表せ． (琉球大学 2016) 2

(2) aが実数全体を動くとき，I(a)を最小にするような aの値を求めよ．

基本 6.21 a，bを実数とし，f(x) = (ax + b cos x) sin xとおく．関数 f(x)が

f ′(0) = 2,

∫ π
2

0

f(x) dx = 4

をみたすとき，a，bの値を求めなさい． (大分大学 2014) 3

基本 6.22 α，βは 0 5 α < β 5 π

2
を満たす実数とする．α 5 t 5 βとなる tに対

して，

S(t) =

∫ β

α

| sin x− sin t| dx

とおく．S(t)を最小にする tの値を求めよ． (琉球大学 2003) 3

基本 6.23 a > 0とするとき，関数 f(x) = x2e−
x
a について，次の問いに答えよ．

(1) x = cで f(x)が極大値をとるとき，cを aで表せ． (熊大 [理]2002) 4

(2) 定積分
∫ c

0

f(x) dxを aで表せ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2015.pdf
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基本 6.24 区間 [1, e]において，関数 f(x)を

f(x) = x log x− x

とするとき，次の各問いに答えよ．eは自然対数の底である．(鹿児島大学 2009) 10

(1) 導関数 f ′(x)を求めよ．

(2) 関数 y = f(x)のグラフの概形をかけ．

(3) 定積分
∫ e

1

f(x) dxを求めよ．

基本 6.25 a，bを定数として，関数 f(x) = (ax + b)exを考える．f(x)は x = 2で極

小値−1

3
e2をとるとき，次の問いに答えよ．ただし，eは自然対数の底とする．

(1) a，bの値を求めよ． (福岡教育大学 2008) 8

(2) 定積分
∫ 4

0

f(x) dxを求めよ．

基本 6.26 次の問いに答えなさい． (大分大学 2011) 4

(1) 不定積分
∫

t2et dtを求めなさい．

(2) x = 0で定義された関数

F (x) = −x +

∫ x

0

(xt− t2)et dt

の最小値とそのときの xの値を求めなさい．

標準 6.27 次の問いに答えよ． (長崎大学 2014) 7

(1) −π

2
< x <

π

2
のとき，tan x = tとおく．cos 2xと

dx

dt
を tで表せ．

(2)

∫ π
4

0

tan x

2− cos 2x
dxを求めよ．

(3) 関数 y =
ex − e−x

2
の逆関数を求めよ．

(4) x =
et − e−t

2
とおくことにより，

∫
dx√

x2 + 1
を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2008.pdf
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標準 6.28 a > 0とし，f(a) =

∫ π
2

0

| cos ax| dxとする．次の問に答えよ．

(1) 0 < a < 1のとき，f(a)を求めよ． (琉球大学 2009) 2

(2) lim
a→+0

f(a)を求めよ．

(3) 自然数 nに対して，f(n)を求めよ．

標準 6.29 f(x) =
ex

1 + ex
とおく．次の各問いに答えよ．ただし，eは自然対数の底

とする． (福岡教育大学 2009) 4

(1) 定積分
∫ log 7

0

f(x) dxを求めよ．ただし，対数は自然対数とする．

(2) 等式 f ′(x) = af(x) + b{f(x)}2が成り立つように，定数 a，bの値を求めよ．た
だし，f ′(x)は f(x)の導関数とする．

(3) 定積分
∫ log 7

0

{f(x)}2 dxを求めよ．

(4) 定積分
∫ log 7

0

{f(x)}3 dxを求めよ．

標準 6.30 次の問いに答えよ． (熊大 [理]2004) 3

(1) 任意の自然数 nに対して，x = 0ならば，不等式

ex >
xn

n!

が成り立つことを示せ．

(2) (1)の不等式を用いて， lim
x→∞

x2e−x = 0 であることを示せ．

(3) 曲線 y = xe−xの点 (a, ae−a)における接線と法線が x軸と交わる点を，それぞ
れPとQとおく．ただし a > 1とする．線分PQの長さを l(a)とするとき，極
限値 lim

a→∞
l(a)を求めよ．

標準 6.31 関数 f(x) = x 2−xの区間 t 5 x 5 t + 1における最小値を g(t)とする．こ
のとき，以下の問いに答えよ． (熊大 [理]2010) 3

(1) g(t)を求めよ．

(2)

∫ 2

0

g(t) dtの値を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2010.pdf


6.2. 定積分 71

標準 6.32 関数 f(t) =
et + e−t

2
について考える．α > 1のとき，次の問いに答えよ．

(長崎大学 2002) 4

(1) 方程式 f(t) = αを満たす正の解を T とする．T を αを用いて表せ．

(2) x = f(t)，y = f ′(t)とするとき，次の定積分 Iの値を αを用いて表せ．

I =

∫ α

1

y dx

標準 6.33 関数

f(t) =

∫ t

1

log x

x + t
dx (t > 0)

を考える．ただし，対数は自然対数とする． (佐賀大学 2011) 3

(1) この定積分を x = tyによって置換することにより

f(t) = log t

∫ 1

t−1

1

y + 1
dy +

∫ 1

t−1

log y

y + 1
dy

を示せ．

(2)
d

dt

∫ 1

t−1

log y

y + 1
dy = − log t

t(t + 1)
を示せ．

(3) 導関数 f ′(t)を求めよ．

(4) 関数 f(t)の極値を求めよ．

標準 6.34 nを自然数とする．次の問いに答えよ． (熊大 [理]2006) 3

(1) n = 2のとき，関数 f(x) = (1− x)3xnの極値を求めよ．

(2) 定積分 an =

∫ 1

0

(1− x)3xn dxを求めよ．

(3) 無限級数
∞∑

n=1

anの和を求めよ．

標準 6.35 実数 pに対して，関数 f(x)を

f(x) =

∫ p

p−x

(t6 + 2t3 − 3)dt

で定める．このとき，次の問いに答えよ． (熊大 [理]2009) 1

(1) f ′(x)は，x = p + 1のとき最小値をとることを示せ．

(2) f(p + 1)の p > 0における最小値を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2009.pdf
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標準 6.36 半径 1，中心角 θ (0 < θ < π)の扇形に内接する円の半径を f(θ) とおく．
以下の問いに答えよ． (熊大 [理]2013) 3

(1) f(θ)を求めよ．

(2) 0 < θ < πの範囲で f(θ)は単調に増加し，f ′(θ)は単調に減少することを示せ．

(3) 定積分 ∫ π
2

π
3

f(θ) dθ

を求めよ．

標準 6.37 図のように，固定された半径 1の円 x2 + (y − 1)2 = 1のまわりに糸がま
きつけられており，この糸をぴんと張りながらほどくものとする．糸の端 Pは最初
原点Oの位置にあるものとし，ほどいた部分は図の線分 PQとする．ただし，糸の
太さおよび伸縮は無視できるものとする．さらに，角 θは図のように与えられるも
のとし，0 5 θ 5 πとする． (九工大 [情]2001) 1

(1) 点Qの座標を θを用いて表せ．

(2) 点 Pの座標を θを用いて表せ．

(3) (2)で求めた点 Pの y座標を θの関数と
みて y = f(θ)とおく．y = f(θ)の増減
を調べ，その最大値，最小値を求めよ．

O

y

x

θ

P

Q

1

(4) (3)の関数 y = f(θ)について，定積分∫ π
2

0

f(θ) dθを計算せよ．

標準 6.38 関数

f(x) =
1

2
x +

∫ 2x

1

(3t− 4x)t log t dt (x > 0)

について，次の各問に答えよ． (宮大 [医]2008) 6

(1) f(x)の導関数 f ′(x)について，f ′(x) = 0を満たす xの値を求めよ．

(2) f(x)の極値を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2008.pdf
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標準 6.39 次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2013) 4

(1)

∫ π

−π

x sin x dxを求めよ．

(2)

∫ π

−π

sin 2x sin 3x dxを求めよ．

(3) m，nを自然数とする．
∫ π

−π

sin mx sin nx dxを求めよ．

(4)

∫ π

−π

(
2013∑

k=1

sin kx

)2

dx を求めよ．

標準 6.40 次の問いに答えよ． (熊大 [理]2009) 4

(1) −π 5 x 5 πのとき，
√

3 cos x− sin x > 0をみたす xの範囲を求めよ．

(2)

∫ π
6

−π
3

∣∣∣∣
4 sin x√

3 cos x− sin x

∣∣∣∣ dxを求めよ．

応用 6.41 楕円E : (x− 1)2 +
y2

b2
= 1について，次の問いに答えよ．ただし，bは正

の定数とする． (熊大 [理]2004) 4

(1) Eを表す極方程式を r = f(θ)とするとき，f(θ)を求めよ．

(2) 点 PがE上を動くとする．原点Oと Pとの距離OPが点 (2, 0)以外で最大と
なるための bの条件を求めよ．

(3) bは (2)で求めた条件を満たすとし，OPが最大となる点における θの値を θ0と
おく．ただし 0 < θ0 5 π

2
とする．このとき (1)で求めた f(θ)について，定積分

∫ θ0

0

f(θ) dθ

の値を bの式で表せ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2004.pdf
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応用 6.42 次の条件によって定められる関数の列 fn(x) (n = 0, 1, 2, 3, · · · )を考える．

f0(x) = 1

fn(x) = 1−
∫ x

0

t fn−1(t) dt (n = 1, 2, 3, · · · )

このとき，以下の問いに答えよ． (熊大 [理]2011) 3

(1) f1(x)，f2(x)，f3(x)を求めよ．

(2) n = 1のとき，fn(x) − fn−1(x)は xについての次数が 2nの単項式となること
を示し，その単項式を求めよ．

(3) n = 1のとき，不等式
1

2
5 fn(1) 5 5

8

が成り立つことを示せ．

応用 6.43 関数 f(x) =

∫ π
4
−x

x

log4(1 + tan t) dt
(
0 5 x 5 π

8

)
について，以下の問い

に答えよ． (熊大 [医]2010) 3

(1) f(x)の導関数 f ′(x)を求めよ．

(2) f(0)の値を求めよ．

(3) 条件 a1 = f(0)，an+1 = f(an) (n = 1, 2, 3, · · · )によって定まる数列 {an}の一
般項 anを求めよ．

応用 6.44 正の定数 aに対して，関数 f(x)を

f(x) =

∫ π
2

0

∣∣ sin t− ax cos t
∣∣ dt

とおく．以下の問いに答えよ． (熊大 [医]2012) 3

(1) f(x)を求めよ．

(2) f(x)の最小値とそのときの xの値を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2012.pdf


6.3. 定積分と最大・最小 75

6.3 定積分と最大・最小

基本 6.45 すべての実数 xについて f(x) =

∫ 1

0

e|t−x| dtとおくとき，次の各問に答え

よ． (宮崎大学 2005) 4

(1) f(x)を求めよ．

(2) f(x)の 0 5 x 5 1における最小値を求めよ．

標準 6.46 実数 a，bは a = 0，b = 0，a2 + b2 = 1を満たしているとする．このとき，
次の問に答えよ． (佐大 [医]2016) 6

(1) 定積分

S =

∫ π
2

0

| a sin x− b cos x | dx

を a，bを用いて表せ．

(2) Sの最大値，最小値とそのときの a，bの値をそれぞれ求めよ．

標準 6.47 次の問いに答えよ． (琉球大学 2011) 4

(1) 定積分
∫ π

−π

x sin 2x dxを求めよ．

(2) m，nが自然数のとき，定積分
∫ π

−π

sin mx sin nx dxを求めよ．

(3) a，bを実数とする．a，bの値を変化させたときの定積分

I =

∫ π

−π

(x− a sin x− b sin 2x)2 dx

の最小値，およびそのときの a，bの値を求めよ．

6.4 漸化式による積分法

標準 6.48 nが 0以上の整数のとき，In =

∫ π
2

0

sin2n x dxについて，次の問いに答え

よ． (福岡教育大学 2002) 4

(1) I0と I1を求めよ．

(2) nが 1以上のとき，Inを In−1を用いて表せ．

(3) Inを求めよ．
見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2002.pdf
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標準 6.49 (佐賀大学 2008) 4

(1) 自然数 nと実数 αについて，nが偶数のとき，
∫ π

0

sinn(α + x) dx =
n− 1

n

∫ π

0

sinn−2(α + x) dx

となることを示せ．

(2) a 6= 0，b 6= 0を満たす実数 a，bに対して，
∫ π

0

(a sin x + b cos x)6 dx

を求めよ．

標準 6.50 In =

∫ π
4

0

tann θ dθ (n = 1, 2, 3, · · · )とするとき，次の問に答えよ．

(1) I1および In + In+2 (n = 1, 2, 3, · · · )を求めよ． (琉球大学 2012) 4

(2) 不等式 In = In+1 (n = 1, 2, 3, · · · )を示せ．
(3) lim

n→∞
nInを求めよ．

標準 6.51 次の各問いに答えよ．ただし，eは自然対数の底とする．
(鹿児島大学 2012) 4

(1) nを自然数とする．xの関数 f(x) = xne1−xについて，0 < x < 1ならば 0 <

f(x) < 1であることを示せ．

(2) 自然数 nに対して In =

∫ 1

0

xne1−x dxとおくとき，I1を求めよ．さらに，In+1

と Inの間に成り立つ関係式を求めよ．

(3) (2)の Inに対して an =
In

n!
とおくとき，

n∑

k=2

1

k!
= a1 − anであることを示せ．

(4) Sn =
n∑

k=1

1

k!
とおくとき， lim

n→∞
Sn = e− 1であることを示せ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2012.pdf
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標準 6.52 r > 0とするとき，関数 fn(x) (n = 1, 2, 3, · · · )を

f1(x) = e−rx,

fn+1(x) = nre−(n+1)rx

∫ x

0

fn(t)e(n+1)rt dt (n = 1, 2, 3, · · · )

によって定める．このとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2016) 9

(1) 関数 f2(x)，f3(x)を求めよ．

(2) 関数fn(x)を推測し，その推測が正しいことを，数学的帰納法を用いて証明せよ．

(3) n = 3，x > 0のとき，関数 fn(x)の極値を求めよ．

標準 6.53 定積分 In =

∫ √
e

1

(log x)n dx (n = 1, 2, 3, · · · ) について，次の各問に答え
よ． (宮崎大学 2010) 5

(1) I1の値を求めよ．

(2) 等式

In+1 =
√

e

(
1

2

)n+1

− (n + 1)In (n = 1, 2, 3, · · · )

が成り立つことを示せ．

(3) すべての自然数 nについて，等式

In = (−1)n−1n! +
√

e

n∑
m=0

(−1)n−m n!

m!

(
1

2

)m

が成り立つことを，数学的帰納法を用いて証明せよ．ただし，0! = 1とする．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2010.pdf
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応用 6.54 nを自然数とし，関数 fm(x) (m = 0, 1, 2, · · · , n)を次のように定める．

fm(x) =

{
1 (m = 0)

xm (m = 1)

さらに，ak (k = 0, 1, 2, · · · , n)を次のように定める．

ak =

∫ 1

−1

fk(1− x)fn−k(1 + x) dx

以下の問いに答えよ． (九工大 [情]2015) 3

(1) a0と a1をそれぞれ nを用いて表せ．

(2) k = 1のとき，akを n，k，ak−1を用いて表せ．

(3) akを n，kを用いて表せ．

(4)
n∑

k=0

1

ak

を nを用いて表せ．

応用 6.55 n = 1, 2, · · · に対して

In =
(−1)n

n!

∫ 2

0

xnex dx

とおく．ただし，0! = 1とする． (九大 [理]2004) 1

(1) I0の値を求め，n = 1, 2, · · · のとき Inと In−1の関係式を求めよ．また，これら
を用いて I3の値を求めよ．

(2) 0 5 x 5 2に対して ex 5 e2であることを利用して，次の不等式を示せ．

1

n!

∫ 2

0

xnex dx 5 2e2

(
2

3

)n−1

(n = 1, 2, · · · )

(3) 極限 lim
n→∞

n∑

k=0

(−1)k2k

k!
を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2004.pdf
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6.5 積分方程式 (定数型)

基本 6.56 関数 f(x)，g(x)は，次の式を満たすものとする． (佐賀大学 2002) 2

f(x) =
3x√
x + 2

, g(x) = 3x2 +

∫ 1

−1

(x + t)g(t) dt

(1) f(x)を微分せよ．

(2)

∫ 2

−1

f(x) dxを求めよ．

(3) b =

∫ 1

−1

g(t) dt, c =

∫ 1

−1

tg(t) dt とおいて，g(x)を b，cで表せ．さらに，b，c

を求めよ．

基本 6.57 aを正の定数とする．関数 f(x)は

f(x) = 2 cos x− a

∫ π
2

0

f(t) sin x dt

を満たしているとする．次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2014) 4

(1) f(x)を求めよ．

(2)

∫ π

0

f(x) sin x dx = −π

2
を満たす定数 aの値を求めよ．

(3) aが (2)で求めた値のとき，次の (ア)，(イ)に答えよ．

(ア) 0 5 x 5 πにおける関数 f(x)の最大値と最小値を求めよ．

(イ)

∫ π

0

|f(x)| dxの値を求めよ．

基本 6.58 関数 f(x)は等式 f(x) = 3x2 + 2

∫ 2

0

xf(t) dt +

∫ 2

0

f(t) dtを満たす．次の

問いに答えよ． (福岡教育大学 2009) 8

(1) f(x)を求めよ．

(2) x log x − x と
x2

2
log x − x2

4
の導関数をそれぞれ求めよ．ただし，対数は自然

対数とする．

(3) 定積分
∫ 2

1

{3x2 − f(x)} log x dxを求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2009.pdf
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標準 6.59 関数 f(x)は

f(x) = cos x +

∫ 2π

0

f(y) sin(x− y) dy

をみたすものとする．次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2011) 9

(1) f(x)は
f(x) = a sin x + b cos x

の形に表されることを示せ．ただし，aと bは定数である．

(2) f(x)を求めよ．

6.6 積分方程式 (変数型)

基本 6.60 aは正の定数とする．関数 f(x)は x = aで
∫ x

a

f(t) dt = x log 2x− x

を満たす．ただし，対数は自然対数とする． (大分大学 2007) 4

(1) f(x)を求めなさい．

(2) aの値を求めなさい．

基本 6.61 次の問いに答えよ． (琉球大学 2015) 1

(1) F (x) =

∫ 2x

x

et dtとするとき，F (1)および F ′(x)を求めよ．

(2) 関数 f(x)，g(x)が，




f(x) +

∫ x

0

g(t) dt = 2 sin x− 3

f ′(x)g(x) = cos2 x

を満たすとき，f(x)，g(x)を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2015.pdf


6.7. 等式・不等式への応用 81

標準 6.62 2つの関数 f(x)と g(x)が次の関係式

f(x) =

∫ x

0

(g(t) + t cos t) dt + sin x, g(x) = sin x +

∫ π
2

−π
2

(f ′(t)− cos t) dt

を満たすとき，次の問いに答えよ． (熊大 [理]2003) 4

(1) f(x)と g(x)を求めよ．

(2)

∫ π

0

(f(x)− g(x))2 dxを求めよ．

標準 6.63 次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2001) 4

(1) g(x)と h(x)を連続な関数とするとき，次の等式が成り立つことを証明せよ．
∫ x

0

h(t)g(x− t) dt =

∫ x

0

h(x− t)g(t) dt

(2) g(x)を微分可能な関数とし，f(x) =
x

2
+

∫ x

0

tg(x− t) dtとおくとき，次の (ア)，

(イ)，(ウ)に答えよ．

(ア) f ′′(x) = cos xのとき，g(x)と f(x)をそれぞれ求めよ．

(イ) (ア)で求めた f(x)の 0 5 x 5 2πにおける最大値をM とする．このとき，
M の値と f(α) = M を満たす αの値を求めよ．ただし，
0 5 α 5 2πとする．

(ウ) (ア)で求めたf(x)と (イ)で求めたαの値に対して，定積分
∫ α

0

(
f(x)− x

2

)2

dx

を求めよ．

6.7 等式・不等式への応用
基本 6.64 次の問に答えよ． (琉球大学 2004) 3

(1)
100∑
n=1

1

n
<

3

2
+

∫ 100

2

dx

x
を示せ．

(2)
100∑
n=1

1

n
の小数点以下を四捨五入して得られる整数を求めよ．ただし，必要なら

ば log 2，log 5の近似値として，それぞれ 0.693 ，1.609を用いよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2004.pdf
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標準 6.65 自然数 n = 1, 2, 3, · · · に対して，In =

∫ 1

0

xn

1 + x
dx とおく．次の問に答

えよ． (琉球大学 2003) 4

(1) I1を求めよ．さらに，すべての自然数 nに対して，In + In+1 =
1

n + 1
が成り

立つことを示せ．

(2) 不等式
1

2(n + 1)
5 In 5 1

n + 1
が成り立つことを示せ．

(3) これらの結果を使って，log 2 = lim
n→∞

n∑

k=1

(−1)k−1

k
が成り立つことを示せ．

標準 6.66 次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2007) 2

(1) 微分可能な2つの関数 f(x)，g(x)の積 f(x)g(x)の導関数を定義に従って求めよ．

(2) aを実数とするとき，関数 y = (1 + x2)aの導関数を求めよ．

(3) 関数 y =
x√

1 + x2
の増減，グラフの凹凸，漸近線を調べ，グラフの概形をかけ．

(4) nが正の整数であるとき，次の不等式が成り立つことを示せ．

√
1 + n2 − 1 <

1√
2

+
2√
5

+
3√
10

+ · · ·+ n√
1 + n2

標準 6.67 (九工大 [工]2004) 5

(1) x > 0のとき，不等式 1− x2

2
< cos x が成り立つことを示せ．

(2) x > 0のとき，不等式 cos x < 1− x2

2
+

x4

24
が成り立つことを示せ．

(3) 3辺の長さが 3，4，5である三角形の内角のうち最小のものを θラジアンとす
る．次が成り立つことを示せ．

2

5
< θ2 <

30− 2
√

195

5見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2004.pdf
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標準 6.68 eを自然対数の底とする．このとき，次の各問いに答えよ．
(鹿児島大学 2008) 3

(1) 積分
∫ x

0

(x− t)et dtを計算することにより，次の等式を証明せよ．

ex = 1 + x +

∫ x

0

(x− t)et dt

(2) すべての自然数 nについて，等式

ex = 1 +
n∑

p=1

1

p!
xp +

1

n!

∫ x

0

(x− t)net dt

が成り立つことを数学的帰納法により証明せよ．

(3) x > 0のとき，すべての自然数 nについて，次の不等式が成り立つことを証明
せよ．

ex > 1 +
n∑

p=1

1

p!
xp

標準 6.69 0以上の整数 nに対して，fn(x) =
xne−x

n!
とおく．ただし，0! = 1とし，e

は自然対数の底とする．次の問いに答えよ． (佐賀大学 2012) 2

(1) n = 1のとき，fn(x)の導関数を fn(x)，fn−1(x)を用いて表せ．

(2)
n∑

k=0

fk(x)の導関数を求めよ．

(3)

∫ 1

0

fn(x) dxを求めよ．

(4) e >

n∑

k=0

1

k!
を示せ．

標準 6.70 次の問いに答えよ． (琉球大学 2016) 3

(1) 自然数 nに対して
∫ 2

n

1
n

1

x
dx を求めよ．

(2) x > 0のとき，不等式 x− x2

2
< log(1 + x) < xが成り立つことを示せ．

(3) 極限 lim
n→∞

∫ 2
n

1
n

1

x + log(1 + x)
dxを求めよ．
見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2016.pdf
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標準 6.71 関数 f(x) = log xがある．曲線 y = f(x)の点 (t, log t)における接線の方
程式を y = g(x)とするとき，次に答えよ．ただし，対数は自然対数を表し，eは自
然対数の底とする． (九工大 [工]2013) 3

(1) x > 0のとき，不等式 f(x)− g(x) 5 0を証明せよ．

(2) t >
1

2
のとき，

∫ t+ 1
2

t− 1
2

f(x) dxと
∫ t+ 1

2

t− 1
2

g(x) dxをそれぞれ tを用いて表せ．

(3) 自然数 nに対して，n!と
√

2

(
n +

1

2

)n+ 1
2

e−nの大小を比較せよ．

応用 6.72 以下の問いに答えよ． (九大 [理]2015) 2

(1) 関数 y =
1

x(log x)2
は x > 1において単調に減少することを示せ．

(2) 不定積分
∫

1

x(log x)2
dxを求めよ．

(3) nを 3以上の整数とするとき，不等式

n∑

k=3

1

k(log k)2
<

1

log 2

が成り立つことを示せ．

応用 6.73 a，bは定数であり，0 < a < bとする．定積分 (佐大 [医]2015) 5

I =

∫ 1

0

a1−tbt dt

について，次の問に答えよ．

(1) Iを求めよ．

(2) 0 5 t 5 1のとき，
a1−tbt + atb1−t = 2

√
ab

であることを示せ．また，I >
√

abを示せ．

(3) 0 < t < 1とする．x > 1のとき，次の不等式が成り立つことを証明せよ．

xt < 1 + t(x− 1)

(4) (3)の不等式を利用して，I <
a + b

2
を示せ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2015.pdf
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応用 6.74 次の各問に答えよ．ただし，log xは xの自然対数を表す．

(1) 0 < x <
π

2
のとき，次の不等式を証明せよ． (宮大 [医]2006) 6

log(cos x) +
x2

2
< 0

(2) 次の不等式を証明せよ．

−π

3
log 2 +

π3

81
<

∫ π
3

0

log(cos x) dx < − π3

162

応用 6.75 整数m，nはm = 1，n = 2をみたすとする．次の問いに答えよ．
(琉球大学 2014) 3

(1) x > 0のとき，y = log xの第 1次導関数 y′と第 2次導関数 y′′ を求めよ．答え
を記すのみでよい．

(2) 座標平面上の 3点A(m, log m)，B(m + 1, log(m + 1)) を頂点とする三角形の
面積を Smとする．Smをmを用いて表せ．答えを記すのみでよい．

(3) f(m) = log m + Sm −
∫ m+1

m

log x dxとおく．f(m) < 0が成り立つことを，

y = log xのグラフを用いて説明せよ．

(4) f(1) + f(2) + · · ·+ f(n− 1) < 0であることを用いて，不等式

log 1 + log 2 + · · ·+ log(n− 1) < n log n− n + 1− 1

2
log n

を証明せよ．

(5) 不等式 n! < e
√

n
(n

e

)n

を証明せよ．ただし，eは自然数の底である．

応用 6.76 nを 2以上の自然数とする．次の問に答えよ． (琉球大学 2009) 3

(1) 定積分
∫ n

1

x log x dxを求めよ．

(2) 次の不等式を証明せよ．

1

2
n2 log n− 1

4
(n2 − 1) <

n∑

k=1

k log k <
1

2
n2 log n− 1

4
(n2 − 1) + n log n

(3) lim
n→∞

{
(12·22·33 · · ·nn)

1
n2 log n

}
を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2009.pdf
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応用 6.77 曲線 y = log xの接線は常にこの曲線の上側にあることを利用して，次の
問いに答えよ．以下，kは自然数とする． (長大 [医]2011) 8

(1) 点Ak(k, 0)を通り x軸に垂直な直線と曲線 y = log xとの交点をAk
′とし，Ak

′

におけるこの曲線の接線を lk とする．また，k = 2のとき，Bk

(
k − 1

2
, 0

)
，

Ck

(
k +

1

2
, 0

)
を通り x軸に垂直な直線と接線 lkとの交点をそれぞれBk

′，Ck
′

とする．四角形BkCkCk
′Bk

′の面積を求めよ．

(2) 次の 2つの値の大小を比較せよ．

(ア) log kと
∫ k+ 1

2

k− 1
2

log x dx

(イ)
log k + log(k + 1)

2
と

∫ k+1

k

log x dx (ただし，k = 1)

(3) an = log(n!)− 1

2
log nとおくと，2以上の自然数 nについて，次の不等式が成

り立つことを示せ． ∫ n

3
2

log x < an <

∫ n

1

log x dx

(4) 2以上の自然数 nについて




Un =

(
n +

1

2

)
log n− n +

3

2

(
1− log

3

2

)

Vn =

(
n +

1

2

)
log n− n + 1

とおくとき，次の不等式を示せ．

Un < log(n!) < Vn

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2011.pdf
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発展 6.78 次の問いに答えよ． (九大 [理]2002) 3

(1) すべての正の実数 x，yに対して，不等式

x log x− x log y − x + y = 0

が成り立つことを示せ．ここで logは自然対数を表す．

(2) a，bは実数で a < bとする．関数 f(x)と g(x)は閉区間 [a, b]で正の値をとる

連続関数で
∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

g(x) dxをみたす．このとき，不等式

∫ b

a

f(x) log f(x) dx =
∫ b

a

f(x) log g(x) dx

が成り立つことを示せ．

(3) a，bは実数で a < bとする．閉区間 [a, b]で正の値をとる連続関数 f(x)に対し

正の実数M をM =
1

b− a

∫ b

a

f(x) dxとする．不等式

1

b− a

∫ b

a

f(x) log f(x) dx = M log M

が成り立つことを示せ．

6.8 極限値
基本 6.79 次の条件によって定められる数列 {an}がある．

a1 =
e

e− 1
, an+1 =

n∑

k=1

∫ k

0

ake
x dx (n = 1, 2, 3, · · · )

次の問いに答えよ．ただし，eは自然対数の底とする． (福岡教育大学 2008) 4

(1) a2，a3の値を求めよ．

(2) 数列 {an}の一般項を求めよ．
(3) lim

n→∞
log an

n2
を求めよ．ただし，対数は自然対数とする．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2008.pdf
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基本 6.80 相異なる正数 a，bに対して

f(x) =

∫ x

0

1

(t + a)2
dt, g(x) =

∫ x

0

1

(t + a)(t + b)
dt

とおくとき，以下の問に答えよ． (佐賀大学 2005) 4

(1) x → +∞のときの f(x)の極限値Aおよび g(x)の極限値Bを求めよ．

(2) b → aのときのBの極限値を求めよ．

標準 6.81 放物線 y = 1− x2上の点 P(t, 1− t2)における接線を Lとする．ただし，
0 < t < 1とする．接線 Lと x軸，y軸との交点をそれぞれA，Bとする．次の問い
に答えよ． (琉球大学 2001) 2

(1) 接線 Lの方程式と，点Aの x座標を求めよ．

(2) 放物線 y = 1− x2と線分PBおよび y軸で囲まれる部分の面積を S(t)，放物線
y = 1− x2と線分PAおよび点Aを通る y軸に平行な直線で囲まれる部分の面
積を T (t)とする．lim

t→0
{S(t)·T (t)}を求めよ．

(3) 0 < t < 1の範囲で面積の和 S(t) + T (t)が最小になる tの値を aとする．この
とき S(a) > T (a)を示せ．

標準 6.82 平面上に，4点 (0, 0)，(1, 0)，(1, 1)，(0, 1)を頂点とする正方形と，2

つの放物線C1 : y = px2およびC2 : y = −q(x− 1)2 + 1がある．ただし，p，qは定
数で，p > 1，q > 1とする．C1と C2が正方形の内部で接しているとき，次の問い
に答えよ． (長崎大学 2002) 3

(1)
1

p
+

1

q
の値を求めよ．

(2) 放物線 C1の上側にある正方形の部分の面積を S1，放物線 C2の下側にある正
方形の部分の面積を S2とするとき，S = S1 + S2を pを用いて表せ．

(3) 極限値 lim
p→∞

Sを求めよ．

(4) Sが最大となる pの値と最大値を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2002.pdf
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標準 6.83 x = 0で定義された関数

fn(x) = x2 − n

n + 1
x2+ 2

n (nは自然数)

について，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2001) 4

(1) 方程式 fn(x) = 0の正の解を求めよ．

(2) (1)で求めた正の解を xnとするとき，Sn =

∫ xn

0

fn(x) dxを nを用いて表せ．

(3) lim
n→∞

nxnSnを求めよ．

ただし， lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e (自然対数の底)である．

標準 6.84 関数 f(x) =
2x

x2 + 1
について，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2007) 5

(1) 極限値 lim
x→∞

f(x)と lim
x→−∞

f(x)をそれぞれ求めよ．また，関数 f(x)の極値を求

めよ．

(2) nを自然数とするとき，直線 y = 2−nと曲線 y = f(x)によって囲まれる部分の
面積を Snとする．このとき，Snを nを用いて表せ．

(3) (2)の Snについて，極限値 lim
n→∞

(Sn+1 − Sn) を求めよ．

標準 6.85 関数 f(x) = 1− x√
10− x2

について，次の問いに答えよ．

(1)

∫ 1

0

f(x) dxを求めよ． (熊大 [理]2003) 3

(2) 関数 g(x)を各区間 k 5 x 5 k + 1 (k = 0, 1, 2, · · · )において，

g(x) =

(
2

3

)k

f(x− k)

と定義する．

an =

∫ n

0

g(x) dx (n = 1, 2, 3, · · · )

とするとき，数列 {an}の極限を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2003.pdf
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標準 6.86 自然数 nに対して，

an = −1

4

∫ π

−π

|x | cos nx dx, bn = −1

4

∫ π

−π

| sin x| cos nx dx

とおく．次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2005) 4

(1) anと bnの値を求めよ．

(2)
∞∑

n=1

a2n+1

b2n

は発散することを示せ．

標準 6.87 関数 f0(x), f1(x), · · · を

f0(x) = sin x, fn(x) = sin x + 2

∫ π
4

0

xfn−1(x) dx (n = 1, 2, 3, · · · )

とする．gn(x) = fn(x)− fn−1(x) (n = 1, 2, 3 · · · )とおくとき，次の問いに答えよ．
(1) g1(x)を求めよ． (福岡教育大学 2003) 4

(2) c = g1(x)とおくとき，gn(x)を nと cを用いて表せ．

(3) an = fn(x)− sin xとおくとき， lim
n→∞

anを求めよ．

標準 6.88 次の問いに答えよ． (琉球大学 2002) 4

(1) 0 < x <
π

2
のとき，

2

π
x < sin xが成り立つ事を示せ．

(2) lim
r→∞

r

∫ π
2

0

e−r2 sin xdxを求めよ．

標準 6.89 nを自然数として，曲線 y = e−x上の点 Pn(n, e−n)における接線と x軸
との交点の x座標を anとする．また，x軸上に点Qn(n, 0)と点 Rn(an, 0)をとる．
このとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2006) 3

(1) anを nを用いて表せ．

(2) 4PnQnRnの面積を nを用いて表せ．

(3) 曲線 y = e−x，直線 x = 1，x = anおよび x軸で囲まれる部分から，4P1Q1R1，
4P2Q2R2，· · ·，4PnQnRnを取り除いた部分の面積を Snとする．このとき，
極限値 lim

n→∞
Snを求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2006.pdf
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標準 6.90 関数 f(x) =
1

1 + ex−1
+

1

1 + e−x−1
− 1について，次の各問に答えよ．

(1) f(x)が最大となる xの値を求めよ． (宮崎大学 2009) 5

(2) 正の数 aに対し，定積分 I(a) =

∫ a

−a

f(x) dxを aを用いて表せ．

(3) (2)の I(a)について，極限値 lim
a→∞

I(a)を求めよ．

標準 6.91 nを 2以上の自然数とし，関数 f(x)を f(x) = xn log x (x > 0)とする．た
だし，対数は自然対数とする．次に答えよ． (九工大 [工]2015) 3

(1) x > 0のとき，不等式 log x +
1

x
> 0を証明せよ．

(2) lim
x→+0

xn log x = 0を示せ．

(3) 関数 f(x)の増減を調べ，その最小値を求めよ．また，曲線 y = f(x)の概形を
かけ．ただし，曲線の凹凸は調べなくてよい．

(4) f(x)が最小値をとるときの xの値を cnとし

In =

∫ 1

cn

f(x) dx

とする． lim
n→∞

n2Inを求めよ．

標準 6.92 次の各問に答えよ． (鹿児島大学 2001) 2

(1) 関数 f(x) = x− ex−1について，方程式 f(x) = 0は正の解をただ 1つもつこと
を示し，その解を求めよ．

(2) x > 0で曲線 y = 2x2 log xと曲線 y = kx2− k (k > 0)が共有点において，共通
の接線をもつように定数 kの値を定めよ．

(3) (2)の kの値とそのときの共有点の x座標 αに対して，

lim
n→∞

∫ α

1
n

(2x2 log x− kx2 + k) dx

を求めよ．ただし，必要があれば lim
n→∞

log n

n
= 0を用いてよい．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2001.pdf
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標準 6.93 関数 f(x) = e−x

∣∣∣∣ x− [x]− 1

2

∣∣∣∣に対して，

an =

∫ n

0

f(x) dx (n = 1, 2, 3, · · · )

とおく．ただし記号 [x]は xを越えない整数を表すものとする．このとき次の各問い
に答えよ． (鹿児島大学 2003) 2

(1) y = f(x)のグラフの概形を 0 5 x 5 1の範囲でかけ．グラフの凹凸も調べよ．

(2) a1を求めよ．

(3) anを nと a1を用いて表せ．さらに lim
n→∞

anを求めよ．

応用 6.94 次の問いに答えよ． (九大 [理]2001) 8

(1) eを自然対数の底とし，f(x) = ex −
(

1 + x +
1

2
x2

)
とおく．

0 < x < 1においては 0 < f(x) < x3が成り立つことを示せ．

また， lim
n→∞

n2f

(
1

n

)
= 0を示せ．必要であれば e < 3を使ってよい．

(2) 関数 g(x) = exを考える．区間 0 5 x 5 1を n個の小区間に等分して，各小区
間を底辺，小区間の左端の点における関数 g(x)の値を高さとする長方形の面
積の和をKnとする．n →∞のとき

nk

∣∣∣∣
∫ 1

0

g(x) dx−Kn

∣∣∣∣

が有限の値に収束するような最大の自然数 kとそのときの極限値を求めよ．

応用 6.95 aを正の実数とし

f(x) = ax− log(x +
√

x2 − 1) (x > 1)

とおく．ただし，対数は自然対数である．各 aに対して，f(x)が最小となるときの
xの値を h(a)とする． (九工大 [工]2001) 4

(1) h(a)を求めよ．

(2) aの関数 h(a)に対して，F (a) = ah(a)− log(h(a) + log
√

(h(a))2 − 1 ) とおく．
F (a)が h(a)の原始関数であることを示せ．

(3) In =

∫ n+1

n

h(a) da (n = 1, 2, · · · )とおく．Inを求めよ．さらに， lim
n→∞

Inを求

めよ．

見
本
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応用 6.96 f(x)は数直線上の連続関数で，次の条件 (i)と (ii)をみたすものとする．

(i) f(x)は周期 1の周期関数，すなわち，すべてのxで f(x+1) = f(x)が成り立つ．

(ii)

∫ 1

0

f(x) dx = 0

次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2011) 4

(1) 条件 (i)と (ii)をみたす恒等的に 0でない連続関数 f(x)の例を 1つ挙げよ．

(2) F (x) =

∫ x

0

f(y) dyとおくと，F (x)も周期 1の周期関数であることを示せ．

(3) n = 1, 2, 3, · · · に対して， d

dx
F (nx)を f を用いて表せ．

(4) 数列 {an}を
an =

∫ 1

0

xf(nx) dx (n = 1, 2, 3, · · · )

と定める． lim
n→∞

an = 0を示せ．

応用 6.97 以下の問いに答えよ． (熊大 [医]2010) 4

(1) pを 0でない定数とする．関数 f(x) = ae−x sin px + be−x cos pxについて，
f ′(x) = e−x sin pxとなるように，定数 a，bを定めよ．

(2) S(t) =

∫ t2

0

e−x sin
x

t
dx (t 6= 0)とおく．このとき，S(t)を求めよ．

(3) lim
t→0

S(t)

t3
の値を求めよ．

応用 6.98 rを正の実数とする．数列 {an}を

an =

∫ nπ

0

e−rx| sin x| dx (n = 1, 2, 3, · · · )

と定めるとき，以下の問いに答えよ． (熊大 [医]2015) 4

(1) an+1 − anを求めよ．

(2) {an}の一般項を求めよ．
(3) lim

n→∞
anを rを用いて表せ．

(4) (3)で求めた rの式を f(r)とおく． lim
r→+0

rf(r)を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2015.pdf
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応用 6.99 次の各問いに答えよ． (宮大 [医]2007) 6

(1) x = 1のとき，不等式 log x < 2
√

xが成り立つことを示せ．ただし，log xは x

の自然対数を表す．

(2) nを自然数とするとき，極限値 lim
n→∞

(n + 1)
1
n を求めよ．

(3) nを自然数とするとき，

lim
n→∞

{∫ π
2

0

(2 + sin x)n

} 1
n

= 3

であることを示せ．

応用 6.100 nを自然数とするとき，極限値 lim
n→∞

1

n

(
1√
2

+
2√
5

+ · · ·+ n√
n2 + 1

)
を

求めよ． (宮大 [医]2009) 7

応用 6.101 In =

∫ √
3

0

1

1 + xn
dx (n = 1, 2, · · · )とおくとき，次の問いに答えよ．

(1) I1，I2の値を求めよ． (分大 [医]2009) 6

(2) lim
n→∞

Inの値を求めよ．

応用 6.102 数列 {an}，{bn}を

an =
2n∑

k=1

1

k
cos kπ, bn =

3n∑

k=1

1

k
cos

2kπ

3

によって定義する． (分大 [医]2007) 9

(1) an = −
2n∑

k=n+1

1

k
を示せ．

(2) lim
n→∞

anを求めよ．

(3) lim
n→∞

bnを求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2007.pdf
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応用 6.103 連続関数 f(x)に対して

v(x) =

∫ x

0

etf(x− t) dt

とする．このとき，次の問に答えよ． (佐大 [医]2014) 7

(1) f(x) = xのとき，v(x)を求めよ．

(2) v(x) + f(x) = sin4 xのとき，v(x)を求めよ．

(3) v(x) + f(x) = sin4 xのとき，lim
x→0

f(x)

x
を求めよ．

発展 6.104 次の一連の問いに答えなさい． (分大 [医]2014) 9

(1) 自然数mに対して，x > 0のとき ex >
xm

m!
であることを示しなさい．

(2) 自然数 nに対して， lim
x→∞

xn

ex
= 0を示しなさい．

(3) 自然数 nに対して ΓK(n) =

∫ K

0

xn−1e−x dxとするとき， lim
K→∞

ΓK(n)を求めな

さい．

6.9 区分求積法

□□ 6.105 極限値 lim
n→∞

n∑

k=1

(
n + k

n4

) 1
3

の値を求めよ． (琉球大学 2003) 1

□□ 6.106 次の極限値を求めよ． (長崎大学 2015) 5

lim
n→∞

(
1

n2 + 12
+

2

n2 + 22
+

3

n2 + 32
+ · · ·+ n

n2 + n2

)

□□ 6.107 lim
n→∞

(
n

n2 + 12
+

n

n2 + 22
+ · · ·+ n

n2 + n2

)
を，ある関数f(x)の0 5 x 5

1における定積分を用いて表し，この極限値を求めよ． (長崎大学 2011) 5見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2011.pdf
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標準 6.108 log xの定積分を用いて，次の極限値を求めよ．(福岡教育大学 2002) 1

lim
n→∞

1

n
log

(2n)!

nn·n!

標準 6.109 nを自然数とする．次の各問に答えよ． (琉球大学 2006) 1

(1) 極限値 lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

log

(
1 +

k

3n

)
を求めよ．

(2) 極限値 lim
n→∞

1

n
n
√

(3n + 1)(3n + 2) · · · (4n)を求めよ．

標準 6.110 関数 f(x)の区間 [a, b] (a < b)における定積分の近似値として，[a, b]を
n等分してえられる，次のAn，Bn，Tnを考える．

An =
n−1∑
j=0

f(xj)h, Bn =
n∑

j=1

f(xj)h, Tn =
n−1∑
j=0

f(xj) + f(xj+1)

2
h

ただし，h =
b− a

n
，xj = a + jh (j = 0, 1, 2, · · · , n)である．

このとき，次の文中にある空欄 　 に適する数または式を求め，その結果だけを
答えよ． (鹿児島大学 2002) 11

(1) TnをAn，Bnを用いて表すと Tn = 　 である．

(2) 関数 f(x) = x2の [0, 1]における定積分の近似値An，Bn，Tnを nを用いて表
すとAn = 　 ，Bn = 　 ，Tn = 　 である．また，近似値 Tn

による相対誤差が 0.01以下になるような分割の数nの最小値は 　 である．

ただし，真の値 Sの近似値 sによる相対誤差は
∣∣∣∣
s− S

S

∣∣∣∣である．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2002.pdf
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標準 6.111 I =

∫ 1

0

x3 dxとおく．区間 [0, 1]を n等分して台形公式を適用したとき

の Iの近似値を Inと表す．このとき次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2004) 12

(1) 分点の x座標を小さい方から x0 = 0, x1, x2, · · · , xn−1, xn = 1としたとき，
Inを nと xk (k = 0, 1, 2, · · · , n)を用いて表せ．

(2) y = x3のグラフの概形を 0 5 x 5 1の範囲でかき，I2はどのような領域の面積
を表しているか図示せよ．

(3) In − Iを nの式で表せ．必要ならば，公式

13 + 23 + 33 + · · ·+ m3 =

{
m(m + 1)

2

}2

を用いてもよい．

標準 6.112 次の問いに答えよ． (長崎大学 2012) 6

(1) I1 =

∫ √
3

0

dx

x2 + 1
とする．x = tan θとおくことにより，I1 =

π

3
を示せ．

(2) (1)の I1を部分積分して，I1と I2 =

∫ √
3

0

dx

(x2 + 1)2
の関係式を導き，I2の値を

求めよ．

(3) t = x +
√

x2 + 1とおくことにより，不定積分
∫

dx√
x2 + 1

を求めよ．

(4) 合成関数の微分法を用いて，関数 y = log(x +
√

x2 + 1)の導関数を求めよ．

(5) 極限値 lim
n→∞

{
1√

n2 + 12
+

1√
n2 + 22

+ · · ·+ 1√
n2 + n2

}
を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2012.pdf
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6.10 問題研究

6.10.1 テイラー展開

f(t)を必要な回数だけ微分可能 (C∞級)な関数とし，k = 1とする．
∫ x

a

(x− t)k−1

(k − 1)!
f (k)(t) dt = −

∫ x

a

{
(x− t)k

k!

}′
f (k)(t) dt

= −
[

(x− t)k

k!
f (k)(t)

]x

a

+

∫ x

a

(x− t)k

k!
f (k+1)(t) dt

=
(x− a)k

k!
f (k)(a) +

∫ x

a

(x− t)k

k!
f (k+1)(t) dt

よって
∫ x

a

(x− t)k−1

(k − 1)!
f (k)(t) dt−

∫ x

a

(x− t)k

k!
f (k+1)(t) dt =

(x− a)k

k!
f (k)(a)

上式を k = 1, 2, 3, . . . n− 1について辺々を加えると
∫ x

a

f ′(t) dt−
∫ x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
f (n)(t) dt =

n−1∑

k=1

(x− a)k

k!
f (k)(a)

ゆえに

f(x) =
n−1∑

k=0

(x− a)k

k!
f (k)(a) +

∫ x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
f (n)(t) dt (6.1)

積分区間における f (n)(t)が最大値，最小値をもつとき，それらをそれぞれM，mと

すると，
∫ x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
f (n)(t) dtは

∫ x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
M dt =

M

n!
(x− a)n,

∫ x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
m dt =

m

n!
(x− a)n

の間の値をとるので，この区間内のある cは
∫ x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
f (n)(t) dt =

f (n)(c)

n!
(x− a)n (6.2)

を満たす．(6.2)を (6.1)に代入すると

f(x) =
n−1∑

k=0

(x− a)k

k!
f (k)(a) +

f (n)(c)

n!
(x− a)n (6.3)

(6.3)を f(x)の x = aにおけるテイラー展開 (Taylor expansion)という．
とくに a = 0とすると

f(x) =
n−1∑

k=0

xk

k!
f (k)(0) +

f (n)(c)

n!
xn (6.4)

となり，これをマクローリン展開 (Maclaurin’s expansion)という．

見
本
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6.10.2 多項式のテイラー展開

n次多項式 f(x)の最高次の係数を aとすると f (n)(x) = a·n!

したがって，x = pを極とする f(x)のテイラー展開は

f(x) =
n−1∑

k=0

(x− p)k

k!
f (k)(p) + a(x− p)n

f(x) = ax3 + bx2 + cx + dのとき

f ′(x) = 3ax2 + 2bx + c, f ′′(x) = 6ax + 2b

p = − b

3a
とすると，f ′′(p) = 0であるから

f(x) = f(p) + f ′(p)(x− p) + a(x− p)3

このとき f(p + k) = f(p) + f ′(p)k + ak3

f(p− k) = f(p)− f ′(p)k − ak3

任意の実数 k について 2点 (p + k, f(p + k))，(p − k, f(p − k))の中点が変曲点
(p, f(p))である．したがって，54ページの 5.36にあるように，3次関数のグラフは，
変曲点に関して対称である．

とくに，f ′(x) = 0，すなわち，3ax2 + 2b + c = 0が異なる 2つの実数解α，βをもつ
とき (α < β)，解と係数の関係により

α + β = − 2b

3a
= 2p, αβ =

c

3a

f ′(x) = 3ax2 + 2bx + c = 3a(x− α)(x− β), f ′′(x) = 3a{2x− (α + β)}
f(x)を x = αを極として，テイラー展開を行うと

f(x) = f(α) + f ′(α)(x− α) +
1

2!
f ′′(α)(x− α)2 + a(x− α)3

したがって f(x)− f(α) =
3a

2
(α− β)(x− α)2 + a(x− α)3

= a(x− α)2

(
x− 3β − α

2

)

同様にして f(x)− f(β) = a(x− β)2

(
x− 3α− β

2

)見
本
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a > 0のとき，y = f(x)のグラフは次のようになる．

xα βα+β
2

3β−α
2

3α−β
2

y = f(x)

このとき，数列
3α− β

2
, α,

α + β

2
(= p), β,

3β − α

2
は，等差数列をなす．

補足 この結果は，定義域が与えられた 3次関数の最大値・最小値を求める問題や 3

次方程式の解の存在する範囲をグラフをもとに考えるときなど，様々な問題で
活用できる．

6.10.3 オイラーの公式

(6.3)から得られる級数

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n

をテイラー級数 (Taylor series)という．同様に，(6.4)から得られる級数

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn · · · (∗)

をマクローリン級数 (Maclaurin’s series)という．

• f(x) = exのとき，f (n)(x) = exより f (n)(0) = 1

• f(x) = cos xのとき，f (n)(x) = cos
(
x +

nπ

2

)
より f (n)(0) = cos

nπ

2

• f(x) = sin xのとき，f (n)(x) = sin
(
x +

nπ

2

)
より f (n)(0) = sin

nπ

2

これらの結果を (∗)に代入すると

ex = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · ·

cos x = 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ · · ·+ (−1)n x2n

(2n)!
+ · · ·

sin x = x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ · · ·+ (−1)n x2n+1

(2n + 1)!
+ · · ·

見
本



6.10. 問題研究 101

上の第 1式から ex =
∞∑

n=0

x2n

(2n)!
+

∞∑
n=0

x2n+1

(2n + 1)!

したがって eix =
∞∑

n=0

(ix)2n

(2n)!
+

∞∑
n=0

(ix)2n+1

(2n + 1)!

=
∞∑

n=0

(−1)n x2n

(2n)!
+ i

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!

= cos x + i sin x

等式 eix = cos x + i sin xをオイラーの公式 (Euler’s Formula)という．

6.10.4 ギブスの不等式

2つの確率分布 P = {p1, p2 . . . , pn}，Q = {q1, q2, . . . , qn} に対して，次のギブスの
不等式 (Gibbs’ inequality)が成立する (情報理論における離散確率分布に関する分野
で用いられる)．

−
n∑

i=1

pi log2 pi 5 −
n∑

i=1

pi log2 qi

上式より，離散型の不等式

n∑
i=1

pi log pi =
n∑

i=1

pi log qi

を得る．これを証明させる問題が 63ページの 5.67(分大 [医]2015)である．これに対
し，連続型の不等式

∫ b

a

f(x) log f(x) dx =
∫ b

a

f(x) log g(x) dx

を証明させる問題が 87ページの 6.78(九大 [理]2002)である．見
本
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第 7 章 積分法の応用

7.1 面積

7.1.1 有理・無理関数と面積

基本 7.1 f(x) =

{
x(5− x) (x = 0)

x(x2 − 1) (x < 0)

とおき，関数 y = f(x)のグラフをCとおく．直線 y = axとCは，原点Oおよびそ
れ以外の 2点 P，Qで交わっているものとする．ただし，点 Pの x座標は正，点Q

の x座標は負であるとする．線分OPとCによって囲まれる図形の面積を S1(a)，線
分OQとCによって囲まれる図形の面積をS2(a)とし，S(a) = S1(a)+S2(a)とおく．
このとき，次の問に答えよ． (佐賀大学 2015) 1

(1) aの値の範囲を求めよ．

(2) S1(a)を aを用いて表せ．

(3) S2(a)を aを用いて表せ．

(4) (1)で求めた範囲を aが変化するとき，S(a)の最小値を求めよ．

基本 7.2 a，b，c，dを実数とし，xの 4次関数 f(x)を

f(x) = x4 + 2ax3 + 6bx2 + 4cx + d

とする．また，曲線 y = f(x)を Cとする．さらに，α = 1 +

√
5

6
，β = 1 −

√
5

6
と

おくとき，f(x)とCは次の 3つの条件 (い)，(ろ)，(は)を満たすものとする．

(い) 点 (α, f(α))と点 (β, f(β))は共にCの変曲点である．

(ろ) f(x)は x = 1で極値をもつ．

(は) f(2) = 0

次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2011) 5

(1) a，b，c，dの値を求めよ．

(2) Cを x軸方向に−1だけ平行移動した曲線を y = g(x)とおく．g(x)を求めよ．

(3) x軸とCとで囲まれた図形の面積 Sを求めよ．

103

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2011.pdf
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基本 7.3 曲線 y =
√

xについて，次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2004) 4

(1) この曲線上の点 (a,
√

a ) (a > 0)における接線と x軸およびこの曲線で囲まれ
た図形の面積 S1(a)を求めよ．

(2) この曲線上の点 (a,
√

a ) (a > 0)における法線と x軸およびこの曲線で囲まれ
た図形の面積 S2(a)を求めよ．

(3) lim
a→+∞

S1(a)

S2(a)
を求めよ．

基本 7.4 nは自然数とし，数列 {xn}は




x1 = 3

xn+1 =
1

2

(
xn +

4

xn

)
(n = 1, 2, · · · )

によって定まるものとする．このとき，次の問いに答えよ． (佐賀大学 2008) 3

(1) すべての nについて xn = 2であることを証明せよ．

(2) すべての nについて xn+1 − 2 5 1

2
(xn − 2)であることを証明せよ．

(3) lim
n→∞

xnを求めよ．

(4) f(x) = x，g(x) =
1

2

(
x +

4

x

)
とするとき，g(x) > f(x)となる xの範囲を求

めよ．

(5) y = f(x)と y = g(x)および x = 1で囲まれた図形の面積を求めよ．

基本 7.5 関数 f(x) =
1

1 + x2
について，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2012) 4

(1) 曲線 y = f(x)上の点 P

(√
3,

1

4

)
における接線 lの方程式を求めよ．

(2) 曲線 y = f(x)と接線 lとの共有点のうち，点Pと異なる点Qのx座標を求めよ．

(3) 曲線 y = f(x)と接線 lによって囲まれる部分の面積を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2012.pdf
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標準 7.6 関数 f(x) = kx3 − 3kx (k > 0)が表す座標平面上の曲線をC : y = f(x)と
する．曲線 C上の 2点 P(p, f(p))，Q(ap, f(ap))における接線をそれぞれ l1，l2と
する．ただし，p > 0，a 6= 1とする．以下の問いに答えよ． (九工大 [情]2012) 1

(1) 点 Pにおける接線 l1の方程式を k，pを用いて表せ．

(2) 点Qにおける接線 l2が点 Pを通るとき，aの値を求めよ．

(3) ある kに対して 2つの接線 l1，l2が点 Pにおいて垂直に交わっているとき，k

を pを用いて表せ．また，そのような kが存在する pの値の範囲を求めよ．

(4) ある kに対して 2つの接線 l1，l2が点Pにおいて垂直に交わっているとき，接
線 l2と曲線Cによって囲まれた図形の面積 Sを pを用いて表せ．

標準 7.7 関数 f(x) = −x4 + 8x3 − 18x2 + 11について，次の問いに答えよ．

(1) y = f(x)の増減と極値を調べ，グラフの概形をかけ． (長崎大学 2009) 3

(2) y = f(x)と異なる 2点で接する直線の方程式を求めよ．

(3) y = f(x)と (2)で求めた直線とで囲まれた部分の面積を求めよ．

標準 7.8 aを実数とする．関数

f1(x) = 2x2 − ax +
1

2
, f2(x) = x2 + ax− a, g(x) =

x

x + 1

について，以下に答えよ． (九工大 [情]2005) 1

(1) 極限値 lim
x→∞

g(x)を求め，x = 0の範囲で y = g(x)のグラフの概形を描け．

(2) すべての x = 0に対して f1(g(x)) = f2(g(x))となる aの範囲を求めよ．

(3) a = 1のとき，曲線 y = f1(g(x))と y = f2(g(x))，直線 x = 1，y軸によって囲
まれる図形の面積 Sを求めよ．

標準 7.9 xy-平面において，直角双曲線C : y =
1

x
と直線 l : x + y = kを考え，Cと

lの 2つの交点をA，Bとする．ここで kは 2より大きな定数である．次の問いに答
えよ． (長崎大学 2004) 5

(1) 点A，Bの x座標をそれぞれ α, β (α < β)とする．点Aにおける曲線Cの法
線の方程式を，αを用いて表せ．

(2) 2点A，Bにおいて，曲線Cに接する円の中心の座標と半径を，kを用いて表せ．

(3) 曲線Cと直線 lで囲まれた部分の面積を，kを用いて表せ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2004.pdf


106 第 7章 積分法の応用

標準 7.10 曲線 y =
√

x上の点 P(t,
√

t)から直線 y = xへ垂線を引き，交点をHと
する．ただし，t > 1とする．このとき，以下の問いに答えよ． (九大 [理]2011) 1

(1) Hの座標を tを用いて表せ．

(2) x = 1の範囲において，曲線 y =
√

xと直線 y = xおよび線分 PHとで囲まれ
た図形の面積を S1とするとき，S1を tを用いて表せ．

(3) 曲線 y =
√

xと直線 y = xで囲まれた図形の面積を S2とする．S1 = S2である
とき，tの値を求めよ．

標準 7.11 a > 0とする．曲線 C : y =
1

x2 − 1
(x > 1)と C の x = aにおける接線

l : y = px + qについて，次に答えよ． (九工大 [工]2009) 4

(1) pと qを aを用いて表せ．

(2) 等式 (px + q)(x2 − 1)− 1を p(x− a)2(x− k)と因数分解したとき，kを aを用

いて表せ．また，x > 1のとき
1

x2 − 1
= px + qを示せ．

(3) 曲線 C と直線 lおよび直線 x = 2で囲まれた図形の面積を S(a)とするとき，
lim
a→∞

S(a)を求めよ．

標準 7.12 f(x) = x
√
|4− x2| (x = 0)とするとき，曲線C : y = f(x)について，次

に答えよ． (九工大 [工]2003) 4

(1) f(x)の増減を調べ，曲線Cの概形を描け．

(2) 不定積分
∫

x
√

x2 − 4 dxを求めよ．

(3) 0 5 m 5 2とする．曲線 C と直線 y = mxで囲まれた図形の面積 S(m)を求
めよ．

(4) (3)で求めた S(m)の最小値を求めよ．

標準 7.13 a > 1とし，2つの曲線

y =
√

x (x = 0),

y =
a3

x
(x > 0)

を順にC1，C2とする．また，C1とC2の交点PにおけるC1の接線を l1とする．以
下の問いに答えよ． (九大 [理]2013) 1

(1) 曲線C1と y軸および直線 l1で囲まれた部分の面積を aを用いて表せ．

(2) 点 Pにおける C2の接線と直線 l1のなす角を θ(a)とする
(
0 < θ(a) <

π

2

)
．こ

のとき， lim
a→∞

a sin θ(a)を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2013.pdf
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応用 7.14 関数 f(x) = x3 − 2x2 − x + 2について，次の問いに答えよ．

(1) 関数 y = f(x)の極限を求め，グラフをかけ． (長大 [医]2006) 4

(2) mを実数とするとき，直線 y = m(x− 1)と曲線 y = f(x)の交点の x座標を求
めよ．

(3) m > 0のとき，(2)で求めた x座標のうち，最小のものを α，最大のものを β

として，α + βおよび αβを求めよ．

(4) m > 0のとき，y = m(x−1)と y = f(x)で囲まれた部分の面積S(m)を求めよ．

応用 7.15 曲線C : y = (x−a)(x−4)(x−b)について考える．ここでa，bはa < 4 < b

を満たす定数とする． (分大 [医]2006) 6

(1) 曲線Cと x軸とで囲まれる 2つの部分の面積が等しいとき，a + bの値を求め
なさい．

(2) a > 0とする．曲線Cと x軸，y軸とで囲まれる 3つの部分の面積が等しいと
き，a，bの値を求めなさい．

応用 7.16 xy平面上で，点 (1, 0)までの距離と y軸までの距離の和が 2である点の
軌跡をCとする．以下の問いに答えよ． (熊大 [医]2013) 4

(1) Cで囲まれた部分の面積を求めよ．

(2) aを正の数とする．円 x2 + y2 = aとCの交点の個数が，aの値によってどのよ
うに変わるかを調べよ．

応用 7.17 xy平面上に x = 2 cos 2θ, y = 2 cos 3θ (0 5 θ 5 π)と媒介変数表示された
曲線Cを考える．このとき，次の問に答えよ． (佐大 [医]2014) 5

(1) 0 5 θ 5 π

2
において，yを xの式で表せ．また，

π

2
5 θ 5 πにおいて，yを xの

式で表せ．

(2) 曲線Cの概形を描け．

(3) 曲線Cが囲む領域の面積を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2014.pdf
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応用 7.18 放物線 y = x2上に，x座標が tである点 P(t)をとる．ただし，t = 0と
する．h 6= 0とし，放物線の P(t)における法線と，P(t + h)における法線を考える．
h → 0とするとき，この 2法線の交点の x座標の極限値を u(t)，y座標の極限値を
v(t)とする．さらに (u(t), v(t))をQ(t)とする．次の問いに答えよ．

(1) u(t)と v(t)を求めよ． (長大 [医]2008) 6

(2) Q(t)が上の放物線上にあるとき，tの値とQ(t)の座標を求めよ．

(3) 上の放物線，曲線 x = u(t)，y = v(t)および y軸で囲まれた図形の面積を求
めよ．

応用 7.19 曲線 C1 : y =
x2

2
の点 P

(
a,

a2

2

)
における法線と点Q

(
b,

b2

2

)
における

法線の交点をRとする．ただし，b 6= aとする．このとき，次の問いに答えよ．
(九大 [理]2009) 3

(1) bが aに限りなく近づくとき，Rはある点Aに限りなく近づく．Aの座標を a

で表せ．

(2) 点Pが曲線C1上を動くとき，(1)で求めた点Aが描く軌跡をC2とする．曲線
C1と軌跡C2の概形を描き，C1とC2の交点の座標を求めよ．

(3) 曲線C1と軌跡C2で囲まれた部分の面積を求めよ．

発展 7.20 座標平面上で，x座標と y座標がともに整数である点を格子点と呼ぶ．格
子点を頂点とし，辺の長さが 1である正方形 (周は含まない)を単位正方形と呼ぶこ
とにする．p，nを自然数とし，領域

Dn = {(x, y) | 0 5 x, xp 5 y 5 n}

を考え，その面積を Snとする．LnとMnを，それぞれDnに含まれる格子点の個数
および単位正方形の個数とする． (九大 [理]2003) 3

(1) グラフ y = xp (0 5 x 5 n
1
p )と交わる単位正方形の個数は nであることを示せ．

(2) 不等式Mn < Sn < Mn + nを示せ．また，面積 Snを求めよ．

(3) 極限値 lim
n→∞

n−
p+1

p Lnを求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2003.pdf
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7.1.2 三角関数と面積

基本 7.21 関数 f(x) = 2 sin x cos x− tan x + 2xについて，次の問いに答えよ．
(佐賀大学 2012) 3

(1) 区間−π

6
5 x 5 π

3
における f(x)の最大値および最小値を求めよ．

(2) 曲線 y = f(x)と x軸および 2直線 x = −π

6
，x =

π

3
とで囲まれた 2つの部分の

面積の和を求めよ．

基本 7.22 2つの曲線C1 : y = sin 2x
(
0 5 x <

π

2

)
，C2 : y = tan x

(
0 5 x <

π

2

)
に

ついて，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2004) 4

(1) 0 5 x <
π

2
における sin 2x = tan xの解をすべて求めよ．

(2) C1とC2の概形を同一座標平面上にかけ．

(3) C1とC2で囲まれる部分の面積を求めよ．

基本 7.23 次に答えよ． (九工大 [工]2010) 3

(1) 0 5 x 5 πの範囲において，sin2 x = sin2
(
x +

π

3

)
を解け．

(2) 曲線 y = sin2 x (0 5 x 5 π)と曲線 y = sin2
(
x +

π

3

)
(0 5 x 5 π)で囲まれた

図形の面積 Sを求めよ．

基本 7.24 次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2006) 10

(1) y = sin xの導関数を，定義に従って求めよ．

ただし，三角関数の極限値の性質 lim
x→0

sin x

x
= 1 は用いてよい．

(2) y = sin2 xの第 1次導関数と第 2次導関数を求めよ．

(3) 関数 y = sin2 x
(
0 5 x 5 π

2

)
の増減，凹凸および変曲点を調べて，そのグラフ

の概形をかけ．

(4) (3)のグラフをCとし，Cの変曲点と原点を通る直線を lとする．lとCで囲ま
れた部分の面積を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2006.pdf
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基本 7.25 関数 f(x) = −x + 2

∫ x

0

(x− t) sin t dtと y = f(x)が表す曲線Cについて，

次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2002) 2

(1) f(x)を積分を含まない形で表せ．

(2) f(x)の 0 5 x 5 2πの範囲における極値とそのときの xの値を求めよ．

(3) 点 P
(π

2
, f

(π

2

))
におけるCの法線 Lを表す方程式 y = g(x)を求め，

0 5 x 5 π

2
の範囲では f(x) 5 g(x)であることを示せ．

(4) LとCおよび y軸によって囲まれる部分の面積を求めよ．

標準 7.26 関数 f(x) =

√
3

2
x + sin2 x (0 5 x 5 2π)の表す曲線C : y = f(x)がある．

次に答えよ． (九工大 [工]2005) 4

(1) f(x)の極値を求めよ．

(2) 直線 l : y =

√
3

2
x + a (a > 0)は曲線Cに接している．aの値と接点の座標を求

めよ．

(3) aを (2)で定めた値とする．曲線Cと直線 lで囲まれた図形の面積 Sを求めよ．

標準 7.27 関数 f(x) =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣ sin x− 1

2

∣∣∣∣−
1

2

∣∣∣∣∣

を考える．ただし，−π 5 x 5 πとする．さらに，0 5 a 5 π

2
に対して，

F (a) =

∫ a

0

f(x)f
(
x− π

2

)
dx

とする．このとき次の問いに答えよ． (九大 [理]2006) 4

(1) f(x) = 0となる xを求めよ．

(2) 関数 y = f(x)のグラフの概形を描け．

(3) F (a)を求めよ．

7.1.3 指数関数と面積

基本 7.28 1 5 a 5 eとする．0 5 x 5 1の範囲で，曲線 y = ex − aと x軸で挟まれ
た部分の面積を S(a)とする．このとき，次の問いに答えよ． (琉球大学 2002) 3

(1) S(a)を求めよ．

(2) S(a)の最小値とそのときの aの値を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2002.pdf
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基本 7.29 aを正の定数とし，関数

f(x) = (x− a)e−x

について，次の各問いに答えよ．ただし eは自然対数の底である．

(1) 関数 f(x)の導関数 f ′(x)を求めよ． (鹿児島大学 2010) 9

(2) 関数 f(x)の第 2次導関数 f ′′(x)を求めよ．

(3) 関数 f(x)の増減，極値，グラフの凹凸，変曲点を調べ，そのグラフの概形を
かけ．

(4) nを正の整数とする．曲線 y = f(x)と x軸および直線 x = a + nとで囲まれた
部分の面積 Snを nと aで表せ．また， lim

n→∞
Snを求めよ．

基本 7.30 関数 f(x) = xe−xについて，次の各問いに答えよ．ただし，eは自然対数
の底であり，x > 0とする． (鹿児島大学 2015) 6

(1) f(x)の極値を求めよ．また，曲線 y = f(x)の凹凸を調べ，その概形を描け．た
だし， lim

x→+∞
xe−x = 0を用いてよい．

(2) t > 0とするとき，曲線 y = f(x)と x軸，および直線 x = tで囲まれる部分の
面積 g(t)を求めよ．

(3) t > 0とするとき，曲線 y = f(x)と x軸，および二つの直線 x = tと x = t + 1

で囲まれる部分の面積 h(t)が最大となるような tの値を求めよ．

基本 7.31 f(x) = xe−
x
2，g(x) =

√
e xとする．次の問いに答えよ．ただし，eは自

然対数の底とする． (福岡教育大学 2013) 4

(1) f(x)の極値を求めよ．

(2) kを定数とする．0 5 x 5 4の範囲で f(x) = kの実数解の個数を求めよ．

(3) 2つの曲線 y = f(x)と y = g(x)で囲まれた部分の面積を求めよ．

基本 7.32 関数 f(x) =
3

2
e−x + 2ex − 3について，次の各問に答えよ．

(1) f(x)の−1 5 x 5 0における最小値を求めよ． (宮崎大学 2001) 3

(2) 曲線C : y = f(x)の x = 0における接線と x = aにおける接線が直交している．
このとき，次の (A)，(B)に答えよ．

(A) aの値を求めよ．

(B) x軸，y軸，直線 x = aおよび曲線 C によって囲まれる部分の面積を求
めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2001.pdf
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基本 7.33 定数 a，bと自然対数の底 eに対して，f(x) = (ax + b)e−xとおく．曲線
y = f(x)は点 (0, 2)を通り，その点における接線の傾きは 2であるとする．このと
き，次の問に答えよ． (佐賀大学 2013) 3

(1) a，bの値を求めよ．

(2) 関数 f(x)の極値を求めよ．

(3) 0 5 x 5 1の範囲において，曲線 y = f(x)と x軸で囲まれた図形の面積 Sを求
めよ．

基本 7.34 関数 f(x) = ae2x (aは定数)について，曲線 y = f(x)上の点 (b, f(b))に
おける接線が y = xであるとき，次の各問に答えよ．ただし，eは自然対数の底で，
e = 2.718 · · · である． (宮崎大学 2003) 4

(1) aと bの値を求めよ．

(2) g(x) = f(x) − xとおくとき，0 5 x 5 1における g(x)の最大値と最小値を求
めよ．

(3) y = f(x)の逆関数を y = f−1(x)と表す．このとき，曲線 y = f(x)，
y = f−1(x)，x軸および y軸によって囲まれる部分の面積を求めよ．

標準 7.35 次の問いに答えよ． (熊大 [理]2001) 1

(1) x < 0のとき，e−xと x2 + 1の大小関係を調べよ．

(2) 2つの曲線 y = xe−x，y = x(x2 + 1)と直線 x = −1で囲まれる部分の面積を求
めよ．

標準 7.36 関数 f(x) = xe−2xに関して次の問に答えよ．ただし，eは自然対数の底
である． (佐大 [医]2013) 6

(1) 曲線 y = f(x)の概形をかけ．必要ならば， lim
x→∞

xe−2x = 0を使ってよい．

(2) 曲線 y = f(x)の接線のうちで傾きが最小となるものを lとする．その接線 lの
方程式と接点 (a, f(a))を求めよ．

(3) x < aにおいて，接線 lは曲線 y = f(x)より上側にあることを証明せよ．ただ
し，aは (2)で求めたものとする．

(4) 曲線 y = f(x)，接線 l，および y軸で囲まれた図形の面積 Sを求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2013.pdf
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標準 7.37 関数 f(x) = xexで定まる曲線C : y = f(x)を考える．pを正の数とする．
以下の問いに答えよ． (長崎大学 2016) 7

(1) f ′(x)と f ′′(x)を求めよ．また，すべての xについて

{(ax + b)ex}′ = f(x)

が成り立つような定数 a，bの値を求めよ．

(2) 曲線 C 上の点 P(p, f(p))における C の接線を ` : y = c(x − p) + dとする．c

と dの値を pを用いて表せ．さらに，区間 x = 0において関数 g(x) = f(x) −
{c(x− p) + d}の増減を調べ，不等式

f(x) = c(x− p) + d (x = 0)

が成り立つことを示せ．

(3) x = 0の範囲で，曲線Cと接線 `，および y軸で囲まれた図形を F とする．そ
の面積 S(p)を求めよ．

(4) 2辺が x軸，y軸に平行な長方形 Rを考える．Rが図形 F を囲んでいるとき，

Rの面積の最小値 T (p)を求めよ．さらに， lim
p→∞

S(p)

T (p)
を求めよ．

標準 7.38 関数 f(x) = e−x cos
√

3 xについて以下の問いに答えよ．ただし，eは自
然対数の底とする． (九工大 [情]2015) 1

(1) 0 5 x 5 2
√

3

3
πの範囲で f(x) = 0をみたす xの値をすべて求めよ．

(2) 0 5 x 5 2
√

3

3
πの範囲で f(x)の増減を調べよ．ただし，凹凸は調べなくてよい．

(3) 部分積分を 2回用いて f(x)の不定積分を求めよ．

(4) 0 5 x 5 2
√

3

3
πの範囲で 2つの曲線 y = f(x)と y = e−xによって囲まれた部分

の面積を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2015.pdf
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標準 7.39 自然対数の底を eとする．区間 x = 0上で定義される関数

f(x) = e−x sin x

を考え，曲線 y = f(x)と x軸との交点を，x座標の小さい順に並べる．それらを，
P0, P1, P2, · · · とする．点 P0は原点である．
自然数 n (n = 1, 2, 3, · · · )に対して，線分Pn−1Pnと y = f(x)で囲まれた図形の面

積を Snとする．以下の問いに答えよ． (長大 [医]2015) 8

(1) 点 Pnの x座標を求めよ．

(2) 面積 Snを求めよ．

(3) In =
n∑

k=1

Skとする．このとき，Inと lim
n→∞

Inを求めよ．

応用 7.40 f(x) = xexとおく．また pを p = 0を満たす数とし，曲線 y = f(x)上の
点 P(p, f(p))における接線の方程式を y = g(x)とおく．ただし，eは自然対数の底
である．このとき，次の問いに答えよ． (九大 [理]2007) 1

(1) x = 0において f(x) = g(x)が成り立つことを示せ．

(2) Lを正の数とする．曲線 y = f(x)，接線 y = g(x)，および 2直線 x = 0，x = L

で囲まれた部分の面積を S(p)とするとき，p = 0における S(p)の最小値を与
える pの値を求めよ．

7.1.4 対数関数と面積

□□ 7.41 関数

f(x) =
1 + log x

x
(x > 0)

がある．曲線C : y = f(x)の変曲点を P(a, f(a))とする．曲線Cと直線 x = a，お
よび x軸で囲まれた図形の面積 Sを求めよ． (長崎大学 2016) 5

基本 7.42 log xを xの自然対数とする．このとき，次の問に答えよ．ただし，eは
自然対数の底である． (佐賀大学 2006) 3

(1) y = log xを微分せよ．

(2) 不定積分
∫

log x dxを求めよ．

(3) 関数 f(x) =
1

e
x− log x

(
1

e
5 x 5 e2

)
の増減を調べよ．

(4) xy平面において，2直線 y =
1

e
x，x =

1

e
と曲線 y = log xで囲まれた部分の面

積を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2006.pdf
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基本 7.43 直線 ` : y = ax + bと曲線C : y = log x (x > 0)は接するものとする．た
だし，a，bは定数であり，a > 0とする．このとき，次の問に答えよ．

(1) bを aを用いて表せ． (佐賀大学 2015) 2

(2) `と Cおよび x軸で囲まれた図形の面積を Sとする．0 < a < 1のとき，Sを
aを用いて表せ．

基本 7.44 k > 0とする．2つの曲線

C1 : y =
1

2
x2 − 4− k

2
x + 1, C2 : y = k log

x

2
+ k − 1

は，ある共有点Pにおいて共通の接線 lをもっている．ただし，対数は自然対数を表
す．次に答えよ． (九工大 [工]2008) 5

(1) 共有点 Pの座標と共通の接線 lの方程式を kを用いて表せ．

(2) 接線 lが点 (1, 0)を通るとき，曲線C2と x軸との交点の x座標を求めよ．

(3) 接線 lが点 (1, 0)を通るとき，曲線C2と x軸および接線 lで囲まれる部分の面
積を求めよ．

基本 7.45 eは自然対数の底，a，b，cは実数である．放物線 y = ax2 + bをC1とし，
曲線 y = c log xをC2とする．C1とC2が点 P(e, e)で接しているとき，次の問いに
答えよ．ここで，2つの曲線が点Pで接しているとは，ともに点Pを通り，かつ，そ
の点における接線が一致していることである． (佐賀大学 2010) 4

(1) a，b，cの値を求めよ．

(2) C1，C2および x軸，y軸とで囲まれた図形の面積を求めよ．

基本 7.46 aを正の定数とし，曲線 y =
log x

a
をCとする．次の問いに答えよ．ただ

し，対数は自然対数とし，eは自然対数の底とする． (福岡教育大学 2014) 7

(1) 点
(

0, 1− 1

a

)
から曲線Cに引いた接線の方程式を aを用いて表せ．

(2) (1)で求めた接線と曲線Cと x軸によって囲まれた部分のうち第 1象限の部分
の面積を aを用いて表せ．

(3) 曲線Cが曲線 y =
x2

2e
と共有点をもち，その点における 2つの曲線の接線が一

致しているとき，曲線Cと曲線 y =
x2

2e
と x軸によって囲まれた部分の面積を

求めよ．
見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2014.pdf
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基本 7.47 aを正の定数とする．関数 f(x) = ax − x log xの最大値が 1であるとす
る．次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2016) 4

(1) aの値を求めよ．

(2) 曲線 y = f(x)の接線のうち，傾きが−1

2
であるものを求めよ．

(3) 曲線 y = f(x)と x軸および (2)で求めた接線によって囲まれる部分の面積を求
めよ．

基本 7.48 関数 f(x) = (log x)2 − log x (x > 0)を考える．次の各問いに答えよ．

(1) f(x) = 0を満たす xをすべて求めよ． (鹿児島大学 2016) 6

(2) 導関数 f ′(x)および 2次導関数 f ′′(x)をそれぞれ求めよ．また関数 y = f(x)のグ
ラフの概形を描け．ただし関数y = f(x)の増減，凹凸，極限 lim

x→0
f(x)，lim

x→∞
f(x)

を明示すること．

(3) 曲線 y = f(x)と x軸で囲まれた部分の面積を求めよ．

基本 7.49 次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2005) 2

(1) t > 0のとき，不等式
log t 5 2

√
t− 2

が成り立つことを証明せよ．

(2) 極限 lim
t→+∞

log t

t
を求めよ．

(3) f(x) = x log x (x > 0)とする．(2)の結果を用いて lim
x→+0

f(x)を求め，さらに

lim
x→+0

f ′(x)を求めよ．

(4) 関数 y = x log x (x > 0)の増減，極値およびグラフの凹凸を調べて，そのグラ
フの概形をかけ．

(5) 区間 [e−1, e]において，曲線 y = x log xと x軸で囲まれた図形の面積を求めよ．
ただし，eは自然対数の底である．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2005.pdf
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標準 7.50 nを 2以上の自然数とし，xの関数 f(x)，g(x)を

f(x) = xn log 2x, g(x) = log 2x

とする．ただし，対数は自然対数とする．次の問いに答えよ．

(1) f(x)の極値を求めよ． (福岡教育大学 2011) 4

(2) 曲線 y = f(x)の変曲点を求めよ．

(3) 2つの曲線 y = f(x)と y = g(x)で囲まれた図形の面積 Snを求めよ．

(4) lim
n→∞

Snを求めよ．

標準 7.51 曲線C1 : y =
√

x | log x|と曲線C2 : y =
√

xがある．ただし，対数は自然
数対数とする．次に答えよ． (九工大 [工]2011) 4

(1) 関数 f(x) =
√

x log xの増減，極値を調べ，曲線 y = f(x)の概形をかけ．ただ
し， lim

x→+0

√
x log x = 0であることを用いてよい．

(2) 曲線C1，C2は x > 0において 2つの交点をもつ．それらの座標を求めよ．

(3) (2)で求めた交点の x座標を a，b (a < b)とする．曲線C1，C2の a 5 x 5 bの
部分が囲む図形の面積 Sを求めよ．

標準 7.52 aを正の実数とする．また，対数は自然対数，eは自然対数の底を表す．
以下の問いに答えよ． (九工大 [情]2010) 1

(1) 不定積分
∫

log(ax) dxを求めよ．

(2) 0 < x < eの範囲で曲線 y = log(ax)と直線 y = 1とが交わるように，aの値の
範囲を定めよ．

(3) aの値が (2)で求めた範囲にあるとする．座標平面において，曲線 y = log(ax)

と 2直線 y = 0，x = eとで囲まれた図形のうち，y 5 1の部分の面積を S1，
y = 1の部分の面積を S2とする．S = S1 − S2を aを用いて表せ．

(4) aの値が (2)で求めた範囲にあるとする．Sの最大値とそのときの aの値を求
めよ．

標準 7.53 関数 f(x) =
log(x + 1)√

x + 1
，g(x) =

2√
x + 1

がある．次に答えよ．

(1) f(x)の増減をしらべ，極値を求めよ． (九工大 [工]2004) 4

(2) 2曲線 y = f(x)，y = g(x)の交点の座標を求めよ．

(3) 2曲線 y = f(x)，y = g(x)および y軸で囲まれた図形の面積 Sを求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2004.pdf
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標準 7.54 a > 0に対して，f(x) = a + log x (x > 0)，g(x) =
√

x− 1 (x = 1)とお
く．2曲線 y = f(x)，y = g(x)が，ある点Pを共有し，その点で共通の接線 lを持つ
とする．このとき，次の問いに答えよ． (九大 [理]2008) 4

(1) aの値，点 Pの座標，および接線 lの方程式を求めよ．

(2) 2曲線は点 P以外の共有点を持たないことを示せ．

(3) 2曲線と x軸で囲まれた部分の面積を求めよ．

標準 7.55 次に答えよ．ただし，対数は自然対数とする．必要ならば，1.09 < log 3 <

1.10 を用いてよい． (九工大 [工]2010) 4

(1) すべての x > 0に対して，不等式 x− x2

2
< log(1 + x)が成り立つことを示せ．

(2) 関数 f(x) = x− x2

3
− log(1+x)の 0 5 x 5 2における最大値，最小値を求めよ．

(3) 方程式 x− x2

3
= log(1+x)は 0 < x < 2の範囲に解を 1つだけもつことを示せ．

(4) (3)における解を α (0 < α < 2)とする．

曲線 y = x− x2

3
と曲線 y = log(1 + x)で囲まれた図形 (0 5 x 5 αの部分)を S

とする．また，曲線 y = x− x2

3
，曲線 y = log(1 + x)と直線 x = 2で囲まれた

図形 (α 5 x 5 2の部分)の面積を T とする．Sと T の大小を比較せよ．

7.1.5 その他の面積

標準 7.56 方程式 y2 = x6(1− x2)が表す図形で囲まれた面積を求めなさい．
(分大 [医]2015) 6

標準 7.57 I1 =

∫ 3

0

√
x2 + 9 dx，I2 =

∫ 3

0

dx√
x2 + 9

とする． (大分大学 2012) 4

(1) 次の等式がすべての実数 xについて成り立つように，定数 a，bの値を定めな
さい．

x2

√
x2 + 9

= a
√

x2 + 9 +
b√

x2 + 9

(2) I1において部分積分をすることにより，I1を I2で表しなさい．

(3) log(x +
√

x2 + 9)の導関数を利用して，I2を求めなさい．

(4) 曲線 x2 − y2 = −9と直線 y = 3
√

2で囲まれた部分の面積を求めなさい．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2012.pdf
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標準 7.58 Oを原点とする座標平面上に 2点A(a1, a2)，B(b1, b2)をとる．ただし，
O，A，Bは一直線上にないものとする．0 < t < 1として，線分AOを t : (1− t)に
内分する点を Pt，線分 OBを t : (1 − t)に内分する点を Qt，さらに，線分 PtQtを
t : (1− t)に内分する点をRtとし，R0 = A，R1 = Bとする．また，tが 0から 1ま
で動くときに点Rtの軌跡として得られる曲線を Sとし，点A，Bの位置ベクトルを
それぞれ~a，~bとおく．以下に答えよ． (九工大 [情]2001) 2

(1) 3点Pt，Qt，Rtの位置ベクトルをそれぞれ~pt，
~qt，

~rtとおく．
~pt，

~qt，
~rtを tと

~a，~bを用いて表せ．

(2) Rtの座標を t，a1，a2，b1，b2を用いて表せ．

(3) 0 < t < 1のとき，線分 PtQtはRtで曲線 Sと接することを示せ．

(4) 2点 A，Bの座標がそれぞれ A(2, 1)，B(2,−1)で与えられるとき，線分 AO，
OB，および曲線 Sで囲まれる部分の面積を求めよ．

標準 7.59 実数 tが t = 0の範囲を動くとき，xy平面上で点P(t2, e−t)が描く曲線を
Cとする．aを正の実数とし，曲線Cと x軸，y軸および直線 x = a2で囲まれる部
分の面積を S(a)とする．このとき次の問いに答えよ． (九大 [理]2005) 5

(1) 面積 S(a)を求めよ．

(2) a > 0の範囲で関数 S(a)の増減，凹凸を調べ，そのグラフの概形を描け．ただ
し， lim

a→∞
ae−a = 0であることを用いてよい．

(3) S(a) = 1.35となる aが 2 < a < 3の範囲に存在することを示せ．ただし，必要
なら 2.5 < e < 3であることを用いてよい．

応用 7.60 関数 f(t) =
2e

t
+

2t

e
− 5，g(t) = 4 log t

(e

2
5 t 5 2e

)
の定める曲線 C :

x = f(t), y = g(t)について次に答えよ．ただし，対数は自然対数で eは自然対数の
底である． (九工大 [工]2001) 5

(1) 関数 f(t)と g(t)の増減を調べよ．

(2) f(α) = f(β)が成り立つような α, β (α 6= β)に対して αβの値を求めよ．

(3) 曲線Cは x軸に平行なある直線に関して対称であることを示せ．

(4) 曲線Cと y軸で囲まれた図形の面積を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2001.pdf
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標準 7.61 0 5 θ 5 π

6
を満たす θについて，r(θ) =

√
2 cos 2θとするとき，座標平面

上で円 x2 + y2 = {r(θ)}2と直線 y = (tan θ)xは 2つの交点をもつ．そのうち，x座標
が正であるものをPとし，Pの x座標を f(θ)，y座標を g(θ)とする．θを 0 5 θ 5 π

6
の範囲で動かしたときの点 Pの軌跡をCとする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) f(θ)，g(θ)を求めよ． (宮大 [医]2015) 6

(2) g(θ)の最大値を求めよ．

(3) 曲線Cと x軸，直線 x = f
(π

6

)
で囲まれた部分の面積を求めよ．

応用 7.62 平面上を運動する点 P(x, y)の時刻 tでの x座標と y座標が




x =
et − e−t

2

y =
et + e−t

2

で表されている．ただし，eは自然対数の底である．原点をO，点 (0, 1)をMとす
る．tが t = 0の範囲で変化したとき点 Pが描く曲線を C とする．時刻 tにおいて，
曲線C，線分OM，および線分OPで囲まれる図形の面積をA(t)で表し，曲線Cと
線分MPで囲まれる図形の面積を S(t)で表す．次の問いに答えよ．

(1) 点 P(x, y)の座標 x，yに対して yを xを用いて表せ． (九大 [理]2002) 1

(2) 時刻 tを用いてA(t)と S(t)を表せ．

(3) A(t)− S(t)が最大となる時刻 tを求めよ．

応用 7.63 座標平面上を動く点 P(x(t), y(t))の時刻 tにおける座標が
{

x(t) = cos
(
t +

π

4

)

y(t) = cos(2t)
(0 5 t < 2π)

で与えられているとし，この点の軌跡をCとする． (九大 [理]2004) 3

(1) Pが原点を通るときの速度ベクトルを求めよ．

(2) Cが x軸，y軸に関して対称であることを示せ．

(3) Cの概形を描け．

(4) Cが囲む図形の面積を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2004.pdf
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応用 7.64 原点Oを中心とする半径 1の円をC1とする．円C1に外接しながら，半
径 1の円 C2がすべることなく回転する．円 C2の中心を Pとし，円 C2上の点Qは
最初，x軸上の点A(3, 0)にあるものとする．半直線PQ上で点Pからの距離が 2の
点をRとし，OPが x軸の正の向きとなす角を θとする．C2が回転して θが 0から
2πまで変化するとき，点Rが描く曲線をCとする．曲線Cの概形を図 1に示す．以
下の問いに答えよ． (九工大 [情]2016) 2

O

y

x

C

図 1

l

θ
θ

αP

Q

R

A

C1

C2

O

y

x

C

図 2

(1) 点 Pの座標を θを用いて表せ．

(2) 点Pを通り x軸と平行な直線を lとする．直線 lと線分PRのなす角αを，θを
用いて表せ．また，Rの座標を θを用いて表せ．

(3) 曲線Cと x軸の共有点の座標をすべて求めよ．

(4) 曲線Cと y軸の共有点の座標をすべて求めよ．

(5) 点Rの x座標が最小となるときの点Rの座標をすべて求めよ．

(6) 曲線Cと x軸，y軸に囲まれた図 2の斜線部分の面積を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2016.pdf
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応用 7.65 半径 1の円と長さ 2の線分がある．この線分の一方の端点を，円の中心に
合わせて円上に固定した図形を考える．線分の端点で，円の中心とは異なるものをP

とする．この図形を下の図 1のように xy平面上に置く．すなわち，中心が点 (0, 1)，
Pが点 (0,−1)と一致するように置く．

O

y

x

P−1

1

y

x

θ

θ

1

P

図 1 図 2

次に，x軸上で正の方向に，すべらないように円を半回転させる．上の図 2は円が θ

だけ回転したときの状態を表している．0 5 θ 5 πの範囲で，点 Pが描く曲線 Cに
ついて考察する．次の問いに答えよ． (長大 [医]2013) 7

(1) 図 2における点 Pの x座標と y座標を，それぞれ θを用いて表せ．

(2) 曲線C上にあって，x座標が最小となる点，最大となる点，y座標が最小とな
る点，最大となる点について，それぞれの座標を求めよ．

(3) 曲線Cと 2直線 y = −1および x = πによって囲まれた図形の面積Sを求めよ．

応用 7.66 xy平面上に原点Oを中心とする半径 1の
円S1と，点Aを中心とする半径 1の円S2がある．円
S2は円S1に外接しながら，すべることなく円S1のま
わりを反時計回りに一周する．点Aの出発点は (2, 0)

であり，円 S2上の点で，このとき (1, 0)に位置して
いる点をPとする．点Aが (2, 0)から出発し，(2, 0)

に戻ってくるとき，点Pの描く曲線をCとすると，図
のようになる．また，動径OAと x軸の正の部分との
なす角が θ (0 5 θ 5 2π)であるときの点 Pの座標を
(x(θ), y(θ))とする．このとき，次の問いに答えよ．

　

O

y

x1

S1

C

(1) x(θ)，y(θ)を θを用いて表せ． (長大 [医]2009) 7

(2) 曲線Cが x軸に関して対称であることを証明せよ．

(3) 曲線Cと円 S1によって囲まれた部分の面積を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2009.pdf
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応用 7.67 −1 < x < 1で定義される関数 f(x) = 2x +
√

5− 5x2について，座標平面
上の曲線C : y = f(x)を考える．このとき，次の各問に答えよ．(宮大 [医]2013) 8

(1) 曲線Cは上に凸であることを示し，f(x)の最大値を求めよ．

(2) 曲線 C 上の点のうち，原点Oとの距離が最大となる点を A，最小となる点を
Bとするとき，A，Bの座標をそれぞれ求めよ．

(3) (2)で求めた点A，Bについて，線分OA，線分OB，および曲線Cで囲まれる
部分の面積を求めよ．

7.2 体積

7.2.1 非回転体の体積

標準 7.68 次の問いに答えよ． (琉球大学 2013) 1
　

A

B

D C

E
F

GHH

(1) 直径1の球を球の中心から距離aの平面で切っ
て二つの部分に分けたとき，中心を含まない

部分の体積を求めよ．ただし，0 < a <
1

2
と

する．
(2) 一辺の長さが 1である立方体 ABCD-EFGH

を考える．この立方体に内接する球と正四面
体ACFHとの共通部分の体積を求めよ．

応用 7.69 座標空間内に，原点O(0, 0, 0)を中心とする半径 1の球がある．下の概
略図のように，y軸の負の方向から仰角

π

6
で太陽光線が当っている．この太陽光線

はベクトル (0,
√

3,−1)に平行である．球は光を通さないものとするとき，以下の問
いに答えよ． (九大 [理]2015) 3

(1) 球の z = 0の部分が xy平面上につくる影を考える．kを−1 < k < 1を満たす
実数とするとき，xy平面上の直線 x = kにおいて，球の外で光が当らない部分
の y座標を kを用いて表せ．

(2) xy平面上において，球の外で光が当らない部分の面積を求めよ．

(3) z = 0において，球の外で光が当らない部分の体積を求めよ．

z

x

y

π
6

O見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2015.pdf
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応用 7.70 空間内に以下のような円柱と正四角柱を考える．円柱の中心軸は x軸で，
中心軸に直交する平面による切り口は半径 rの円である．正四角柱の中心軸は z軸

で，xy平面による切り口は一辺の長さが
2
√

2

r
の正方形で，その正方形の対角線は x

軸と y軸である．0 < r 5
√

2とし，円柱と正四角柱の共通部分をKとする．
(九大 [理]2001) 3

(1) 高さが z = t (−r 5 t 5 r)で xy平面に平行な平面とKとの交わりの面積を求
めよ．

(2) Kの体積 V (r)を求めよ．

(3) 0 < r 5
√

2における V (r)の最大値を求めよ．

7.2.2 x軸の周りの回転体の体積

□□ 7.71 曲線 C :
√

x +
√

y = 1と x軸および y軸で囲まれた下図の図形を，x軸
のまわりに 1回転させてできる立体の体積を求めよ． (長崎大学 2015) 5

O

y

x1

1

基本 7.72 曲線 y =
1

x + 1
と x軸および 2直線 x = k，x = 2k (ただし k > 0)で囲ま

れた図形を x軸のまわりに 1回転して得られる立体の体積を V (k)とする．次の問い
に答えよ． (長崎大学 2001) 4

(1) V (k)を求めよ．

(2) V (k)の最大値とそのときの kの値を求めよ．

基本 7.73 曲線 y = tan x
(
0 5 x 5 π

4

)
，直線 x =

π

4
，および x軸で囲まれる部分

を Sとする．このとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2006) 4

(1) Sの面積を求めよ．

(2) 関数 f(x) = tan x− xを微分せよ．

(3) Sを x軸のまわりに 1回転してできる立体の体積を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2006.pdf
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基本 7.74 次の問に答えよ． (佐賀大学 2016) 2

(1) 1 + tan2 x =
1

cos2 x
を利用して，不定積分

∫
tan2 x dxを求めよ．

(2) 2つの曲線 y =
3

2
tan x

(
0 5 x <

π

2

)
，y = cos x

(
0 5 x 5 π

2

)
と x軸で囲まれ

た図形を，x軸のまわりに 1回転してできる立体の体積を求めよ．

基本 7.75 xy座標平面において，曲線

y = cos x (0 5 x 5 π) · · · 1©

と直線

y = − 2

π
x + 1 (0 5 x 5 π) · · · 2©

で囲まれた図形をDとする．このとき，次の各問いに答えよ．

(1) 1©および 2©のグラフを描き，領域Dを図示せよ． (鹿児島大学 2008) 10

(2) Dを x軸のまわりに 1回転させてできる立体の体積を求めよ．

基本 7.76 −π

2
5 x 5 π

2
の範囲において，曲線C1 : y = sin 2xと曲線C2 : y = cos x

の交点の x座標を a，b，c (a < b < c)とする．以下の問いに答えよ．

(1) a，b，cの値を求めよ． (九工大 [情]2013) 1

(2) 交点 (b, sin 2b)における 2つの曲線C1とC2のそれぞれの接線は垂直ではない
ことを示せ．

(3) a 5 x 5 bの範囲で 2つの曲線C1，C2によって囲まれた部分の面積を S1とし，
b 5 x 5 cの範囲で 2つの曲線C1，C2によって囲まれた部分の面積を S2とす
るとき，2つの面積の比 S1 : S2を求めよ．

(4) 曲線C1の−π

2
5 x 5 π

2
の部分と x軸で囲まれた部分を，x軸の周りに 1回転

させてできる立体の体積 V を求めよ．

基本 7.77 aを
π

2
< a < πを満たす定数とする．2つの曲線

y = sin x
(π

4
5 x 5 a

)
,

y = cos x
(π

4
5 x 5 π

2

)

と 2つの直線 x = a，y = 0で囲まれる図形をDとする．このとき，次の問に答えよ．

(1) Dの面積 Sを求めよ． (佐賀大学 2014) 1

(2) Dを x軸の周りに 1回転してできる立体の体積 V を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2014.pdf
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基本 7.78 2つの曲線y = x+2 cos x

(
π

2
5 x 5 3

2
π

)
とy = x−2 cos x

(
π

2
5 x 5 3

2
π

)

をつないでできる曲線をCとする． (大分大学 2016) 4

(1) 曲線Cの概形を図示しなさい．

(2) kを実数とする．曲線Cと直線 y = kが異なる 2点で交わるための kの値の範
囲を求めなさい．

(3) 曲線Cで囲まれた部分を x軸のまわりに 1回転してできる立体の体積を求めな
さい．

基本 7.79 次の問いに答えよ． (佐賀大学 2009) 3

(1) 2つの曲線 y = sin x，y = cos x

(
π

4
5 x 5 5π

4

)
で囲まれた図形Dの面積 Sを

求めよ．

(2) 区間
π

4
5 x 5 5π

4
における，| sin x|と | cos x|の大小関係を述べよ．

(3) (1)の図形Dを x軸の回りに一回転してできる立体の体積 V を求めよ．

基本 7.80 直線 ` : y = x + aが曲線C : y = 2 sin x (−π 5 x 5 π)に接しているとき，
次の問いに答えよ．ただし，a = 0とする． (九大 [理]2005) 1

(1) aの値を求めよ．

(2) 曲線Cと直線 `で囲まれた図形の y = 0の範囲にある部分を，x軸のまわりに
回転する．この回転体の体積を求めよ．

基本 7.81 関数 f(x) = x− sin x
(
0 5 x 5 π

2

)
を考える．曲線 y = f(x)の接線で傾

きが
1

2
となるものを `とする． (九大 [理]2014) 1

(1) `の方程式と接点の座標 (a, b)を求めよ．

(2) aは (1)で求めたものとする．曲線 y = f(x)，直線 x = a，および x軸で囲ま
れた領域を，x軸のまわりに 1回転してできる回転体の体積 V を求めよ．

基本 7.82 xy平面において，曲線 y = exと 3直線 y = x + 1，x = 1，x = −1で囲
まれた部分をDとする．ただし eは自然対数の底である．次の各問いに答えよ．

(鹿児島大学 2013) 9

(1) 関数 f(x) = ex − (x + 1)の増減，極値，凹凸を−1 5 x 5 1の範囲で調べ，増
減表にまとめよ．

(2) Dを図示せよ．

(3) Dを x軸のまわりに 1回転させてできる回転体の体積 V を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2013.pdf
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基本 7.83 次の各問に答えよ． (鹿児島大学 2014) 4

(1) θを媒介変数として， {
x = θ − sin θ

y = 1− cos θ

で表される曲線の θ =
π

2
に対応する点における接線の方程式を求めよ．

(2) 2つの曲線 y = e−x + 1，y = 3(e−x − 1)の交点の座標を求めよ．ただし，eは
自然対数の底とする．

(3) (2)の曲線と y軸で囲まれた図形をDとする．Dの面積を求めよ．

(4) (3)で与えられたDを x軸のまわりに 1回転させてできる立体の体積を求めよ．

基本 7.84 eを自然数の底とし，log xを自然対数とする．次の各問いに答えよ．
(鹿児島大学 2012) 9

(1) p，qを p > 0，q > 1を満たす定数とする．曲線 y = p log xと直線 x = qと x

軸とで囲まれた部分の面積を p，qを使って表せ．

(2) 2つの曲線 y = log x，y = 3 log xと 2つの直線 x = e，x = e2で囲まれた部分
をDとする．Dの面積を求めよ．

(3) (2)で与えられたDを x軸のまわりに回転させてできる立体の体積を求めよ．

基本 7.85 関数 f(x) =
log x√

x
(1 5 x 5 e3)について，次の問いに答えよ．ただし，

log xは自然対数とし，その底を eとする． (福岡教育大学 2007) 4

(1) 関数 y = f(x)の増減を調べ，極値を求めよ．また，グラフの凹凸を調べ，変曲
点を求めよ．

(2) 曲線 y = f(x)と x軸および直線 x = e2によって囲まれた部分の面積 S を求
めよ．

(3) 曲線 y = f(x)と x軸および直線 x = e3によって囲まれた部分を x軸の周りに
1回転させてできる立体の体積 V を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2007.pdf
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標準 7.86 実数a (a > 0)に対して曲線C1 : y = x2+axおよび曲線C2 : y = −2x2+ax

を考える．曲線C3 : y = f(x)は

f(x) =

{
x2 + ax (x < 0)

−2x2 + ax (x = 0)

で与えられるものとする．
また，実数 kに対して直線 l : y = −ax + kを考える． (九工大 [情]2007) 2

(1) 曲線C1と曲線C2は原点Oで共通の接線をもつことを示せ．

(2) 直線 lが原点を通るとき，曲線C3と直線 lで囲まれる部分の面積を求めよ．

(3) 曲線C3と直線 lの共有点の個数が 2となるとき kを aを用いて表せ．

(4) (3)で，共有点の個数が 2となる k > 0に対して，曲線 C3，直線 lおよび y軸
によって囲まれる x = 0の部分を，x軸の回りに 1回転してできる立体の体積
を求めよ．

標準 7.87 曲線C : y = x
√

1− x2 (0 5 x 5 1)と，直線 l : y = kx (kは実数)を考え
る．以下の問いに答えよ． (九工大 [情]2009) 1

(1) 曲線C上の点で y座標が最大となるものの座標を求めよ．

(2) 曲線Cと直線 lが原点以外の交点を持つときの kの範囲を求め，その交点の座
標を kを用いて表せ．

(3) 実数 kは (2)で求めた範囲を動くものとする．原点を O，(2)で求めた交点を
Pとし，曲線 Cと線分OPで囲まれる図形Aの面積を Sとする．また点 Pか
ら x軸に下ろした垂線と x軸との交点を Qとし，4OPQの面積を T とする．

k = 1

4
のとき，|S − T |の最大値および最小値を，そのときの kの値をそれぞ

れ求めよ．

(4) (3)の図形Aを x軸のまわりに 1回転させてできる回転体の体積が，4OPQを
x軸のまわりに 1回転させてできる回転体の体積と等しくなるときの kの値を
求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2009.pdf
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標準 7.88 区間 −1 5 x 5 1において，2つの関数 f(x) = x +
√

1− x2，g(x) =

x−√1− x2を考える．曲線C1 : y = f(x)と曲線C2 : y = g(x)で囲まれた図形をD

とする．以下の問いに答えよ． (長崎大学 2016) 6

(1) 関数 f(x)の増減を調べ，その最大値と最小値を求めよ．

(2) 曲線C1は曲線C2と原点に関して対称であることを示せ．

(3) 区間 −1 5 x 5 1において，f(x)と −g(x)の値の大小関係を調べよ．また，
g(x) = 0が成り立つような xの範囲を求めよ．

(4) 図形Dの x = 0の部分を x軸のまわりに 1回転してできる回転体の体積 V を
求めよ．

標準 7.89 次の問いに答えよ． (長崎大学 2013) 6

(1) 関数 y = −x + 2−√1− x2 (−1 5 x 5 1)の増減およびグラフの凹凸を調べよ．
また，yの最大値およびそのときの xの値，yの最小値およびそのときの xの
値を求めよ．

(2) 2つの曲線

y = −x + 2−
√

1− x2 (−1 5 x 5 1) と y = −x + 2 +
√

1− x2 (−1 5 x 5 1)

によって囲まれた図形Dを座標平面上に描け．なお，Dの境界が座標軸との共
有点をもつならば，その座標も記入せよ．

(3) 上の図形Dを x軸のまわりに 1回転してできる回転体の体積を求めよ．

標準 7.90 曲線C : y =
4

x + 1
+ x (x = 0)と直線L : y = −1

2
x +

11

2
がある．CとL

の交点を Pとし，点 Pを通り x軸に平行な直線を lとする．次に答えよ．

(1) 点 Pの座標を求めよ． (九工大 [工]2005) 5

(2) 直線 lに関して直線 Lと対称な直線の方程式を求めよ．

(3) 曲線C，直線Lおよび y軸で囲まれた図形を直線 lの周りに 1回転してできる
立体の体積 V を求めよ．

標準 7.91 nを自然数とする．曲線 y = 2 + sin x

(
0 5 x 5

(
n +

1

3

)
π

)
，直線 x =

(
n +

1

3

)
π，x軸および y軸で囲まれる部分をDnとおくとき，次の各問いに答えよ．

(宮崎大学 2005) 3

(1) Dnの面積 Snを求めよ．

(2) Dnを x軸のまわりに 1回転してできる立体の体積 Vnを求めよ．

(3) 極限値 lim
n→∞

Vn

Sn

を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2005.pdf
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標準 7.92 次の問いに答えよ． (長崎大学 2011) 6

(1) −π

2
5 x 5 π

2
において次の不等式を解け．

sin x + cos 2x = 0

(2) −π

2
5 x 5 π

2
において，曲線 y = sin xと曲線 y = − cos 2xおよび直線 x = −π

2
が囲む図形の面積 Sを求めよ．

(3) 上の図形の 0 5 x 5 π

2
の部分を x軸のまわりに 1回転してできる回転体の体積

V を求めよ．

標準 7.93 aを正の定数とし，曲線y = a cos x
(
0 5 x 5 π

2

)
と曲線y = sin x

(
0 5 x 5 π

2

)

と y軸によって囲まれる部分の面積が
√

3− 1であるとする．次の問いに答えよ．

(1) aの値を求めよ． (福岡教育大学 2015) 4

(2) 曲線 y = a cos x
(
0 5 x 5 π

2

)
と曲線 y = tan x

(
0 5 x <

π

2

)
の交点を求めよ．

(3) 曲線 y = a cos x
(
0 5 x 5 π

2

)
と曲線 y = tan x

(
0 5 x <

π

2

)
と y軸によって

囲まれる部分を x軸の周りに 1回転させてできる立体の体積を求めよ．

標準 7.94 次の問いに答えよ．ただし，対数は自然対数とする．

(1) 関数 f(x) = x− log xの最小値を求めよ． (福岡教育大学 2015) 8

(2) aを 1より大きい定数とし，曲線 y = a sin x
(
0 5 x 5 π

2

)
と曲線 y = tan x(

0 5 x <
π

2

)
によって囲まれる部分Dの面積が 1− log 2であるとする．次の

(ア)，(イ)に答えよ．

(ア) aの値を求めよ．

(イ) Dを x軸の周りに 1回転させてできる立体の体積を求めよ．

標準 7.95 関数 f(x) = 1 +

∫ x

−x

1 + tan2 t

1 + etan t

(
−π

2
< x <

π

2

)
について，次の問いに答

えよ． (熊大 [理]2006) 4

(1) 関数 u = etan tを tで微分せよ．

(2) f(x)を求めよ．

(3) 曲線 y = f(x)と x軸および 2直線 x = 0，x =
π

4
で囲まれた部分を x軸の周り

に回転して得られる図形の体積を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2006.pdf
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標準 7.96 関数 f(x) = − tan x =
(
0 5 x 5 π

4

)
，g(x) = sin 2x

(
0 5 x 5 π

4

)
につ

いて，次の問いに答えよ． (九工大 [工]2014) 4

(1) 不定積分
∫

tan x dx，
∫

tan2 x dx を求めよ．

(2) b > 0とする．曲線 y = g(x)および 3直線 y = −b，x = 0，x =
π

4
で囲まれ

た部分を直線 y = −bのまわりに 1回転してできる立体の体積 V1を bを用いて
表せ．

(3) 0 5 x 5 π

4
のとき，不等式 f(x) + g(x) = 0を示せ．

(4) 2曲線 y = f(x)，y = g(x)および直線 x =
π

4
で囲まれた部分を直線 y = − 1√

3
のまわりに 1回転してできる立体の体積 V2を求めよ．

標準 7.97 曲線C : y = log xの点 (1, 0)における接線を l1とする．曲線Cと直線 l1
および直線 l2 : x = eで囲まれる部分を，x軸のまわりに 1回転させてできる回転体
の体積 V を求めたい．次の問いに答えよ． (長崎大学 2007) 6

(1) 直線 l1の方程式を求めよ．

(2) x軸と直線 l1，l2で囲まれる部分を，x軸のまわりに 1回転させてできる回転
体の体積 V1を求めよ．

(3) 2次の多項式P (x) = ax2 + bx + cが，次の条件 {xP (log x)}′ = (log x)2 (x > 0)

を満たすような，定数 a，b，cの値を求めよ．

(4) 体積 V を求めよ．

標準 7.98 x > 0で微分可能な関数 f(x)が
∫ x

1

f(t) dt = (x + 1)f(x)− 2 log 2− x + 1

をみたしている．ただし，対数は自然対数とする．次に答えよ．

(1) f(x)を求めよ． (九工大 [工]2003) 5

(2) x軸上に点A(e− 1, 0)をとり，曲線C : y = f(x) (x > 0)上に 2点P(1, f(1))，
Q(e − 1, f(e − 1))をとる．Cの弧 PQ，および，線分AP，線分AQで囲まれ
た図形を x軸のまわりに 1回転してできる立体の体積を求めよ．ただし，eは
自然対数の底とする．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2003.pdf
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標準 7.99 a，bを実数とし，関数 f(x)，g(x)を f(x) = a(ex + e−x)，g(x) = 4x + b

とする．曲線 C : y = f(x)の点 (log 3, f(log 3))における接線が直線 l : y = g(x)と
一致するとき，次に答えよ．ただし，対数は自然対数を表し，eは自然対数の底とす
る．また，log 3 < 1.1を用いてよい． (九工大 [工]2012) 4

(1) a，bの値を求めよ．

(2) 曲線Cと直線 lおよび直線 x = − log 3で囲まれた図形の面積 Sを求めよ．

(3) 曲線 C と直線 lおよび直線 x = − log 3で囲まれた図形を x軸のまわりに 1回
転してできる立体の体積 V を求めよ．

標準 7.100 関数 f(x) =
√

2− 1

2
(ex + e−x)について，次に答えよ．

(九工大 [工]2002) 4

(1) 関数 f(x)の増減を調べ，y = f(x)のグラフの概形を描け．また，y = f(x)と
x軸の交点の x座標を求めよ．

(2) 曲線 y = f(x)の y = 0の部分の長さ `を求めよ．

(3) 曲線 y = f(x)と x軸で囲まれた図形を x軸のまわりに 1回転してできる立体
の体積 V を求めよ．

応用 7.101 k > 0，0 < θ <
π

2
とする．座標平面上の原点O，点A(0, 1)に対し，第

一象限の点 Pを，∠AOP = θを満たすように円D : x2 + y2 = 1上にとり，直線OP

と直線 x = kθとの交点をQとする．θを 0 < θ <
π

2
の範囲で動かすときの点Qの

軌跡を曲線 y = f(x)とし，関数 y = g(x) =
f(x)

x
で定める曲線をCとする．このと

き，次の各問に答えよ． (宮大 [医]2016) 6

(1) r(θ) = OQとするとき， lim
θ→+0

r(θ) の値を求めよ．

(2) 点Qがつねに円Dの内部にあるための kの条件を求めよ．

(3) 関数 g(x)の増減と凹凸を調べ，曲線Cの概形をかけ．

(4) 曲線 Cと x軸および 2直線 x =
π

4
k，x =

π

3
kとで囲まれた図形を x軸のまわ

りに 1回転させてできる立体の体積を，kを用いて表せ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2016.pdf
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応用 7.102 右の図は，関数

y =
sin x

x
(x > 0)

のグラフの概形である．このグラフと
x 軸との交点の x 座標を左から順に，
a1, a2, a3, · · · , an, · · · とおく．
an 5 x 5 an+1において，このグラフを x軸
のまわりに 1回転してできる立体の体積を

Vnとすると，
∞∑

n=1

Vnは収束する．

次の問いに答えよ． (長大 [医]2003) 4

　

O

y

x

1

a1 a2

a3
a4

a5
a6

(1) anの値を求め，Vnを
sin 2x

x
の定積分で表しなさい．

(2) Vn 5 1

n
− 1

n + 1
となることを示しなさい．

(3)
∞∑

n=1

Vn 5 1となることを示しなさい．

応用 7.103 aをa > 2である実数とする．xy平面上の曲線C : y =
1

sin x cos x

(
0 < x <

π

2

)

と直線 y = aの交点の x座標を α, β (α < β)とする．以下の問いに答えよ．

(1) tan αおよび tan βを aを用いて表せ． (熊大 [医]2014) 4

(2) Cと x軸，および 2直線 x = α，x = βで囲まれた領域を Sとする．Sの面積
を aを用いて表せ．

(3) Sを x軸の回りに回転して得られる立体の体積 V を aを用いて表せ．

応用 7.104 xy平面上で， x = r(t) cos t, y = r(t) sin t (0 5 t 5 π)

で表される曲線をCとする． (九大 [理]2003) 1

(1) r(t) = e−tのとき，xの最小値と yの最大値を求め，Cの概形を図示せよ．

(2) 一般に，すべての実数 tで微分可能な関数 r(t)に対し，
∫ π

0

{r(t)}2r′(t) sin2 t cos t dt =

∫ π

0

{r(t)}3

(
sin3 t− 2

3
sin t

)
dt

が成り立つことを示せ．ここで，r′(t)は r(t)の導関数である．

(3) (1)で求めた曲線 Cと x軸とで囲まれる図形を，x軸のまわりに一回転してで

きる立体の体積は V =
2π

3

∫ π

0

e−3t sin t dtと表せることを示せ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2003.pdf
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応用 7.105 次の問いに答えよ． (琉球大学 2007) 4

(1) 極方程式 r = 2(cos θ + sin θ)

(
0 5 θ 5 3

4
π

)
が表す曲線を直交座標平面上に

かけ．

(2) (1)で求めた曲線を x軸方向に−1だけ平行移動して得られる曲線をCとする．
この曲線Cと x軸によって囲まれる図形Dの面積を求めよ．

(3) (2)の図形Dを x軸の周りに 1回転させてできる立体の体積を求めよ．

応用 7.106 円 x2 + (y− 1)2 = 4 で囲まれた図形を x軸のまわりに 1回転してできる
立体の体積を求めよ． (九大 [理]2012) 1

応用 7.107 原点Oを中心とし，点A(0, 1)を通る円を Sとする．点B

(
1

2
,

√
3

2

)
で

円 Sに内接する円 T が，点Cで y軸に接しているとき，以下の問いに答えよ．

(1) 円 T の中心Dの座標と半径を求めよ． (九大 [理]2013) 4

(2) 点Dを通り x軸に平行な直線を lとする．円 Sの短い方の弧

(

AB，円 T の短い

方の弧

(
BC，および線分ACで囲まれた図形を lのまわりに 1回転してできる立

体の体積を求めよ．

応用 7.108
だ

楕
えん

円x2 +
y2

a2
= 1 (a > 0)と y軸の交点を A(0, a)，B(0,−a)とする．θ

が−π

2
5 θ 5 π

2
の範囲を動くとき，点P(cos θ, a sin θ)はこの楕円上を動く．以下の

問いに答えよ． (長大 [医]2016) 8

(1) 線分APの長さを `とする．X = sin θ
(
−π

2
5 θ 5 π

2

)
のとき，Y = `2となる

関数を Y = f(X)とする．f(X)をXの式で表せ．

(2) 0 < a < 1の場合．
(1)の関数 f(X)の最大値を aを用いて表し，そのときのXの値を求めよ．

(3) a = 2の場合．
(1)の関数 f(X)の値が最大となるときの点 Pを P1とする．f(X)の最大値と
P1の座標を求めよ．また，点A(0, 2)を中心とし点 P1を通る円を，x軸のま
わりに 1回転してできる回転体の体積 V を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2016.pdf


7.2. 体積 135

7.2.3 y軸の周りの回転体の体積

基本 7.109 次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2006) 4

(1) 関数 y =
1

2
{x√x2 + 4 + 4 log(x +

√
x2 + 4)} を微分せよ．

(2) 双曲線 x2 − 4y2 = −4と直線 y =
√

2で囲まれた部分の面積を求めよ．

(3) 双曲線 x2 − 4y2 = −4と直線 y =
√

2で囲まれた部分を y軸のまわりに 1回転
させてできる立体の体積を求めよ．

標準 7.110 実数 a (a > 0)に対して曲線 y = ax2 − a − 1を C1とし，C1と x軸に
よって囲まれる部分の面積を Sとする．また，y = ax2− a− 1を満たす領域にあり，
原点を中心とする半径最大の円をC2とする．以下に答えよ． (九工大 [情]2006) 1

(1) Sを aを用いて表せ．

(2) Sの最小値とそのときの aの値を求めよ．

(3) (2)で求めた aの値に対して，C1とC2によって囲まれる部分を y軸の周りに 1

回転させてできる立体の体積 V を求めよ．

標準 7.111 x = 1で定義された関数

f(x) =
log x

x2

について，以下の問いに答えよ． (熊大 [理]2016) 4

(1) x = 1における f(x)の最大値とそのときの xの値を求めよ．

(2) (1)で求めた xの値を aとする．曲線 y = f(x)と 2直線 y = 0，x = a で囲まれ
た図形をDとする．Dの面積を求めよ．

(3) (2)の図形Dを y軸の周りに 1回転させてできる立体の体積を求めよ．

標準 7.112 曲線 C1 :
x2

4
+ y2 = 1 (x = 0)と曲線 C2 : x2 + y2 = 1 (x = 0)がある．

曲線C1の点 P(
√

s,
√

t) (s > 0, t > 0)における法線を lとする．次に答えよ．
(九工大 [工]2013) 4

(1) sを tを用いて表せ．また，直線 lの方程式を tを用いて表せ．

(2) 直線 lが曲線C2に接するときの点 Pの座標および接点Qの座標を求めよ．

(3) P，Qは (2)で求めた点とし，点 (0, 1)をRとする．曲線C1，弧RQおよび線分
PQで囲まれた図形を y軸のまわりに 1回転してできる立体の体積 V を求めよ．
見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2013.pdf
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標準 7.113 点A(1, 0)および点 P(
√

3 cos θ,
√

3 sin θ)
(
0 < θ <

π

4

)
がある．x軸に

関して点 Pと対称な点をQとし，2点 P，Aを通る直線を l，2点O，Qを通る直線
をmとする．次に答えよ．ただし，Oは原点を表す． (九工大 [工]2016) 4

(1)
√

3 cos θ > 1を示せ．

(2) 直線 lの方程式と直線mの方程式を θを用いて表せ．

(3) 直線 lと直線mの交点Rの座標を θを用いて表せ．

(4) 三角形PAQの面積を Sとする．θが変化するとき，Sの最大値とそのときの θ

の値を求めよ．

(5) θが (4)で求めた値をとるとき，2直線 l，mおよび曲線x2+y2 = 3 (x =
√

3 cos θ)

で囲まれた図形を y軸のまわりに 1回転してできる立体の体積 V を求めよ．

標準 7.114 xy平面上において y = | x − c |と y = 1，x = 2で囲まれた四角形の部
分を y軸に関して回転させてできる回転体の体積を f(c)とする．ただし，1 < c < 2

とする． (琉球大学 2004) 6

(1) f(c)を求めよ．

(2) f(c)が最大となる cを求めよ．

標準 7.115 次に答えよ．ただし，対数は自然対数とする． (九工大 [工]2009) 3

(1) x > 0のとき，不等式
√

x = 2 + log
x

4
を示せ．また，等号が成り立つときの x

の値を求めよ．

(2) 曲線 y = 2 + log
x

4
と x軸との交点の x座標を求めよ．

(3) 2曲線 y =
√

x (x = 0)，y = 2 + log
x

4
と x軸で囲まれた図形をDとするとき，

Dの面積 Sを求めよ．

(4) (3)の図形Dを y軸のまわりに 1回転してできる立体の体積 V を求めよ．

標準 7.116 関数 f(x) =

√
x2 − 1

x
(x = 1)と曲線 C : y = f(x)について，次に答え

よ． (九工大 [工]2015) 4

(1) 区間 x > 1で，f(x)は増加し，曲線Cは上に凸であることを示せ．

(2) 曲線Cの点 (
√

2, f(
√

2 ))における接線 `の方程式を求めよ．

(3) (2)で求めた直線 `と曲線Cおよび x軸で囲まれた図形をDとする．Dを y軸
のまわりに 1回転してできる立体の体積 V を求めよ．

(4) (3)で定めた図形Dの面積 Sを求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2015.pdf
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標準 7.117 aを正の実数とする．xy平面上の曲線 C : y = eaxの接線で，原点を通
るものを lとし，Cと lおよび y軸で囲まれた領域をSとする．以下の問いに答えよ．

(熊大 [理]2014) 4

(1) Sを x軸の周りに回転して得られる立体の体積 V1を求めよ．

(2) Sを y軸の周りに回転して得られる立体の体積 V2を求めよ．

(3) V1 = V2となるときの aの値を求めよ．

応用 7.118 区間 0 5 x 5 πにおいて，関数 f(x)と関数 g(x)を

f(x) =
1

2
cos x

g(x) = cos
x

2
+ c

とする．cは定数である．次の問いに答えよ． (長大 [医]2014) 8

(1) 区間 0 5 x 5 πにおいて，2曲線 y = f(x)と y = g(x)が x = 0 以外の点で接す
るように cの値を定め，接点 (p, q)を求めよ．また，そのとき，区間 0 5 x 5 π

における関数 f(x)と g(x)の大小関係を調べよ．

(2) 定数 cと接点 (p, q)は (1)で求めたものとする．そのとき，0 5 x 5 p において，
y軸および 2曲線 y = f(x)，y = g(x)によって囲まれた図形をDとする．Dを
y軸のまわりに 1回転してできる立体の体積 V を求めよ．

7.2.4 直線を軸とする回転体

応用 7.119 aは正の定数とする．放物線 y = ax2と直線 y = axで囲まれる図形を，
直線 y = axの周りに 1回転してできる回転体の体積 V を求めよ．

(分大 [医]2005) 10

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2005.pdf
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7.2.5 容積と水面の速度

基本 7.120 0 5 x 5 3で定義された関数

f(x) =

{
x2 − 1 (1 5 x 5 3)

0 (0 5 x < 1)

がある．曲線 y = f(x)を y軸のまわりに 1回転してできる形の容器に毎秒 2πの割合
で水を注入する．注入し始めてから t秒後の水の体積を V，底面から水面までの高さ
を hとする．このとき，次の問いに答えなさい． (大分大学 2008) 4

(1) V を hの式で表せ．

(2) 容器が水で満たされるのは何秒後か．

(3) t = 6のときの水面の上昇する速度
dh

dt
を求めよ．

標準 7.121 底面が半径 2mの円で高さが 2mの円筒形の水槽の中央に，半径 1mの
鉄製の球が置かれている．この水槽に毎秒 a m3の割合で水を注ぎ入れる．以下に答
えよ．

(1) この水槽に貯えられる水の最大量を求めよ． (九工大 [情]2003) 1

(2) 水面の高さが hm (0 5 h 5 2)になったとき，水槽に貯えられている水量 V を
hを用いて表せ．

(3) 水面の高さが hm (0 < h < 2)になったときの水面の上昇速度 v(h)を aと hを
用いて表せ．

(4) 水面の上昇速度の最大値を求めよ．

標準 7.122 関数 f(x) = 1 + 2
√

x− xについて，次の各問いに答えよ．
(鹿児島大学 2004) 2

(1) 関数 f(x)の増減や凹凸などを調べ，y = f(x)のグラフの概形を 0 5 x 5 5の
範囲でかけ．

(2) 関数 f(x)において，xの範囲を 0 5 x 5 5とするとき，曲線 y = f(x)を x軸
のまわりに 1回転してできる立体の容器を考える．容器は横になっている．底
面 (x = 0)は閉まっているものとする．開口部 (上面)は x = 5の位置である．
この容器の底面から x = h (0 5 h 5 5)までの容積 V を hを用いて表せ．

(3) (2)で考えた容器を開口部を上向きにして立て，底面を水平に固定する．開口
部以外は密閉されているものとする．そこに毎秒 a (a > 0)の割合で水を注ぐ．
底面からの水面の高さ hが 4となるときの時刻 tおよびそのときの水面が上昇
する速度を求めよ．ただし，水を注ぎ始める時刻を 0とする．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2004.pdf


7.3. 曲線の長さ 139

標準 7.123 aを a > 1を満たす定数とする．原点Oと点 P(1, 0)を線分で結び，点
Pと点Q(a, log a)を曲線 y = log xで結ぶ．このようにして得られる曲線OPQを，
y軸の周りに 1回転させてできる立体の容器を考える．ただし，OPを含む部分を底
面として，水平に置くものとする．次の問いに答えよ． (長崎大学 2010) 4

(1) この容器の容積 V を aを用いて表せ．

(2) mを正の定数とする．この容器に，単位時間あたりmの水を一定の割合で注
ぎ入れる．ただし，最初は水が全く入っていない状態とする．注ぎ始めてから

時間 t

(
0 < t <

V

m

)
が経過したとき，底面から水面までの高さを h，水面の

上昇する速度を vとする．hおよび vをm，tを用いて表せ．

標準 7.124 正の実数 aと関数 f(x) = |x2 − a2| (−2a 5 x 5 2a)がある．y = f(x)

のグラフを y軸のまわりに回転させてできる形の容器に πa2 (cm3/秒)の割合で水を
静かに注ぐ．水を注ぎ始めてから容器がいっぱいになるまでの時間を T (秒)とする．
ただし，長さの単位は cmとする．以下の問いに答えよ． (九工大 [情]2011) 3

(1) y = f(x)のグラフの概形を描け．

(2) 水面の高さが a2 (cm)になったとき，容器中の水の体積を V (cm3)とする．V

を aを用いて表せ．

(3) T を aを用いて表せ．

(4) 水を注ぎ始めてから t秒後の水面の高さを h (cm)とする．hを aと tを用いて
表せ．ただし，0 < t < T とする．

(5) 水を注ぎ始めてから t秒後の水面の上昇速度を v (cm/秒)とする．vを aと tを
用いて表せ．ただし，0 < t < T とする．

7.3 曲線の長さ
□□ 7.125 媒介変数表示された曲線

x = loge(t +
√

t2 + 1), y =
√

t2 + 1

の t = 0から t = t0に対応する部分の長さを t0で表せ．ただし t0 > 0とする．また e

は自然対数の底である． (福岡教育大学 2004) 1

標準 7.126 平面上の点の直交座標を (x, y)，極座標を (r, θ)とする．極方程式 r =

f(θ)によって表される曲線Cについて，次の問いに答えよ． (熊大 [理]2005) 4

(1) 曲線C上の点 (x, y)について，
(

dx

dθ

)2

+

(
dy

dθ

)2

を f(θ)，f ′(θ)を用いて表せ．

(2) f(θ) = sin3 θ

3
のとき，曲線Cの 0 5 θ 5 π

2
の部分の長さを求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2005.pdf
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標準 7.127 中心が原点Oで半径が aの定円 C1上を，半径
a

4
の円 C2が内接しなが

らすべることなく回転する．円C2上の点Pは最初に点A(a, 0)にあるとする．円C2

の中心をBとするとき，以下の問いに答えなさい． (分大 [医]2016) 8

(1) ∠AOB = θとする．
−→
BPを a，θで表しなさい．

(2)
−→
OPを a，θで表しなさい．

(3) 0 5 θ 5 2πのとき，動点 Pが移動する距離を求めなさい．

応用 7.128 Oを原点とする座標平面上の曲線 Cは媒
介変数 θを用いて

{
x = e−θ cos θ

y = e−θ sin θ

(
0 5 θ 5 π

2

)

と表されている．以下に答えよ．(九工大 [情]2002) 4

　

O

y

x
θ

P
Q

C

(1) 0 < θ <
π

2
とする．点 P(e−θ cos θ, e−θ sin θ)における曲線Cの接線の傾きを θ

を用いて表せ．

(2) 0 < θ <
π

2
とする．点P(e−θ cos θ, e−θ sin θ)における曲線Cの接線が y軸と交

わる点をQとおくとき，∠OPQは θの値によらず
π

4
であることを示せ．

(3) 曲線Cの長さを求めよ．

応用 7.129 関数 f(x)の第 2次導関数はつねに正とし，関数 y = f(x)のグラフG上
の点 P(t, f(t))における接線と x軸のなす角を θ(t)とする．ただし，θ(t)は−π

2
<

θ(t) <
π

2
で接線の傾きが正，負，0に従って正，負，0の値をとるものとする．また，

点 PにおけるGの法線上に Pから距離 1の点Q(α(t), β(t))をGの下側にとる．

(1) θ(t)はつねに増加することを示せ． (九大 [理]2001) 7

(2) α(t)，β(t)を求めよ．

(3) tが aから b (a < b)まで変化するとき，点P，Qが描く曲線の長さをそれぞれ
L1，L2とする．L2 − L1を θ(a)と θ(b)を用いて表せ．

応用 7.130 中心 (0, a)，半径 aの円を xy平面上の x軸の上を xの正の方向に滑ら
ないように転がす．このとき円上の定点 Pが原点 (0, 0)を出発するとする．次の問
いに答えよ． (九大 [理]2010) 4

(1) 円が角 tだけ回転したとき，点 Pの座標を求めよ．

(2) tが 0から 2πまで動いて円が 1回転したときの点Pの描く曲線をCとする．曲
線Cと x軸とで囲まれる部分の面積を求めよ．

(3) (2)の曲線Cの長さを求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2010.pdf
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7.4 速度と道のり
標準 7.131 関数 s(t)はつねに s′(t) > 0をみたし，s(0) = 0とする．座標平面上を運
動する点 Pの座標 (x, y)は，時刻 tの関数として

x = s(t), y =
1

2
{s(t)}2

で与えられ，点 Pの速度~v =

(
dx

dt
,

dy

dt

)
は

|~v| = 1√
1 + {s(t)}2

をみたすとする．また，α = s

(
−4

3

)
，β = s

(
4

3

)
とおく．次に答えよ．

(1)
dx

dt
= f(x)が成り立つように関数 f(x)を定めよ． (九工大 [工]2014) 3

(2)
4

3
=

∫ 0

− 4
3

1

f(x)

dx

dt
dt，

4

3
=

∫ 4
3

0

1

f(x)

dx

dt
dtを用いて，α，βの値を求めよ．

(3)
d2x

dt2
= g(x)が成り立つように関数 g(x)を定めよ．また，α 5 x 5 βのとき g(x)

が最大となる xの値を求めよ．

応用 7.132 曲線 y = ex上を動く点Pの時刻 tにおける座標を (x(t), y(t))と表し，P

の速度ベクトルと加速度ベクトルをそれぞれ ~v =

(
dx

dt
,

dy

dt

)
と ~α =

(
d2x

dt2
,

d2y

dt2

)
と

する．すべての時刻 tで |~v| = 1かつ
dx

dt
> 0であるとして，次の問いに答えよ．

(九大 [理]2009) 5

(1) Pが点 (s, es)を通過する時刻における速度ベクトル ~vを sを用いて表せ．

(2) Pが点 (s, es)を通過する時刻における加速度ベクトル ~αを sを用いて表せ．

(3) Pが曲線全体を動くとき，|~α|の最大値を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2009.pdf
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応用 7.133 曲線 y = x2の上を動く点P(x, y)がある．この動点の速度ベクトルの大
きさが一定Cのとき，次の問いに答えよ．ただし，動点P(x, y)は時刻 tに対して x

が増加するように動くとする． (分大 [医]2013) 9

(1) P(x, y)の速度ベクトル~v =

(
dx

dt
,

dy

dt

)
を xで表せ．

(2) P(x, y)の加速度ベクトル ~α =

(
d2x

dt2
,

d2y

dt2

)
を xで表せ．

(3) 半径 rの円，x2 + (y − r)2 = r2上を速度ベクトルの大きさが一定 Cで動く点
Qがあるとき，この加速度ベクトルの大きさを求めよ．

(4) 動点 PとQの原点 (0, 0)での加速度ベクトルの大きさが等しくなるときの半
径 rを求めよ．

7.5 微分方程式
発展 7.134 微分可能な関数 y = f(x)が次の方程式を満たすとする．

anf
(n)(x) + an−1f

(n−1)(x) + · · ·+ a1f
(1)(x) + a0f(x) = 0 (A)

ここに nは自然数，ai (i = 0, 1, 2, · · · , n)は実数の定数で，an 6= 0である．また，
y(k) = f (n)(x)は f(x)の k次導関数で y(0) = f (0)(x) = f(x)とする．(A)のような方
程式を第 n階微分方程式といい，(A)に対して tの n次方程式

antn + an−1t
n−1 + · · ·+ a1t + a0 = 0 (B)

を (A)の特性方程式という．このとき次の問いに答えよ． (分大 [医]2010) 9

(1) 特性方程式 (B)の解が実数 rであるとき，関数 y = erxが方程式 (A)を満たす
ことを証明せよ．

(2) n次方程式 (B)が実数 rを k重解(注)にもつとき，次の tに関する方程式は rを
k − 1重解にもつことを証明せよ．ただし，k = 2, 3, · · · とする．

nant
n−1 + (n− 1)an−1t

n−2 + · · ·+ 2a2t + a1 = 0

(注) tのm次方程式が適当な多項式Q(t)を用いて (t − r)kQ(t) = 0となると
き，t = rをこの方程式の k重解と定義する．ただし，k = 1, 2, · · · とする．

(3) 実数の定数 rに対して xの関数を yi = xierx (i = 0, 1, 2 · · · )とする．
このとき，yj

(n)を x，yj−1
(n−1)および yj−1

(n) を用いて表せ．ただし，
j = 1, 2, 3, · · · とする．

(4) 実数 rが n次方程式 (B)の k重解であるとき yi = xierx

(i = 0, 1, 2, · · · , k − 1)が微分方程式 (A)を満たすことを証明せよ．ただし，k

は自然数である．

見
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7.6 問題研究

7.6.1 積分公式

m，nを 0以上の整数とする．

I(m, n) =

∫ 1

0

tm(1− t)n dt

とおくと，部分積分法により

I(m,n) =
1

m + 1

∫ 1

0

(tm+1)′(1− t)n dt

=

[
1

m + 1
tm+1(1− t)n

]1

0

+
n

m + 1

∫ 1

0

tm+1(1− t)n−1 dt

=
n

m + 1
I(m + 1, n− 1)

=
n

m + 1
· n− 1

m + 2
· · · 1

m + n
I(m + n, 0)

=
m!n!

(m + n)!

∫ 1

0

tm+n dt =
m!n!

(m + n + 1)!

この結果を利用すると
∫ β

α

(x− α)m(β − x)n dx

について，x = α + (β − α)tとおくと，
dx

dt
= β − α

x α −→ β

t 0 −→ 1

このとき
∫ β

α

(x− α)m(β − x)n dx = (β − α)m+n+1

∫ 1

0

tm(1− t)n dt

よって
∫ ˛

¸

(x − α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m + n + 1)!
(β − α)m+n+1

105ページの 7.6(九工大 [情]2012)について (m = 2，n = 1)

S = k

∫ p

− p
2

(
x +

p

2

)2

(p− x) dx = k·2!1!

4!

{
p−

(
−p

2

)}4

=
27

64
kp4

105ページの 7.7(長崎大学 2009)について (m = n = 2)

S =

∫ β

α

(x− α)2(β − x)2 dx =
2!2!

5!
(β − α)5 =

1

30
(β − α)5
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7.6.2 シンプソンの公式

f(x)が 3次以下の整式のとき，次のシンプソン (Simpson)の公式が成り立つ．

∫ b

a

f(x) dx =
b − a

6

{
f(a) + 4f

(
a + b

2

)
+ f(b)

}

証明 k =
b− a

2
，x = t +

a + b

2
，g(t) = f

(
t +

a + b

2

)
とおくと

∫ b

a

f(x) dx =

∫ b−a
2

− b−a
2

f

(
t +

a + b

2

)
dt

=

∫ k

−k

g(t) dt =

∫ k

0

{g(t) + g(−t)}dt

g(t)，g(−t)をマクローリン展開をすると (f(x)の 3次の係数を cとする)

g(t) = g(0) + g′(0)t +
1

2
g′′(0)t2 +

c

6
t3

g(−t) = g(0)− g′(0)t +
1

2
g′′(0)t2 − c

6
t3

したがって
∫ k

0

{g(t) + g(−t)}dt =

∫ k

0

{2g(0) + g′′(0)t2}dt

= 2g(0)k +
1

3
g′′(0)k3 =

k

3
{6g(0) + g′′(0)k2}

ここで，g(k) + g(−k) = 2g(0) + g′′(0)k2であるから

k

3
{6g(0) + g′′(0)k2} =

k

3
{g(k) + g(−k) + 4g(0)}

=
b− a

6

{
f(a) + 4f

(
a + b

2

)
+ f(b)

}
証終

とくに，a 5 x 5 bにおいて f(x) 5 g(x)である 3次以下の 2曲線 y = f(x)，
y = g(x)で囲まれた図形において，f(a) = g(a)，f(b) = g(b)であるとき，シンプソ

ンの公式により，h = g

(
a + b

2

)
− f

(
a + b

2

)
とおくと，その面積 Sは

S =
2

3
(b− a)h見
本
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7.6.3 法線群の包絡線

108ページの 7.18(長崎 [医]2008)および 7.19(九大 [理]2009)は，曲線の法線群の包
絡線に関する出題である．
一般に C1 : y = f(x)とすると，2点 P(t, f(t))，Q(u, f(u))における法線の方程

式は (u 6= t)，それぞれ

(x− t) + f ′(t)(y − f(t)) = 0, (x− u) + f ′(u)(y − f(u)) = 0

であり，これから

x + f ′(t)y = t + f ′(t)f(t) · · · 1©, x + f ′(u)y = u + f ′(u)f(u) · · · 2©

2©− 1©より

{f ′(u)− f ′(t)}y = u− t + f ′(u)f(u)− f ′(t)f(t)

= u− t + f ′(u){f(u)− f(t)}+ f(t){f ′(u)− f ′(t)}

u 6= tであるから，両辺を u− tで割ると

f ′(u)− f ′(t)
u− t

y = 1 + f ′(u)·f(u)− f(t)

u− t
+ f(t)·f

′(u)− f ′(t)
u− t

u → tとすると f ′′(t)y = 1 + {f ′(t)}2 + f(t)f ′′(t)

f ′′(t) 6= 0のとき y = f(t) +
1 + {f ′(t)}2

f ′′(t)

これを 1©に代入すると x = t− f ′(t)(1 + {f ′(t)}2)

f ′′(t)

よって，tを変数として次の (x, y)が描く軌跡がC2である．

x = t− f ′(t)(1 + {f ′(t)}2)

f ′′(t)
, y = f(t) +

1 + {f ′(t)}2

f ′′(t)

上で求めた (x, y)はPにおける曲率円 (接触円)の中心でもある．Pにおける曲率
円とは，曲線上の 3点P，Q，Rについて，Q，Rが曲線上をPに限りなく近づくと
きに占める極限の位置の円である．その中心を曲率中心という．
C1上の 3点を P(t, f(t))，Q(u, f(u))，R(v, f(v))とする (t < u < v)．3点 P，Q，
Rを通る円を (x− c1)

2 + (y − c2)
2 − r2 = 0とすると

(t− c1)
2 + {f(t)− c2}2 − r2 = 0

(u− c1)
2 + {f(u)− c2}2 − r2 = 0

(v − c1)
2 + {f(v)− c2}2 − r2 = 0

見
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ここで，g(s) = (s− c1)
2 + {f(s)− c2}2 − r2とおくと g(t) = g(u) = g(v) = 0

g(t) = g(u)であるから，ロル (Rolle)の定理により

g′(t1) = 0 (t < t1 < u)

を満たす t1が存在する．同様に，g(u) = g(v)であるから

g′(t2) = 0 (u < t2 < v)

を満たす t2が存在する．g′(t1) = g′(t2)であるから，さらにロルの定理を用いると

g′′(t3) = 0 (t1 < t3 < t2)

を満たす t3が存在する．Q，RがPに限りなく近づくとき，u → t，v → tとなるか
ら，上の諸式において

g(t) = 0, g′(t) = 0, g′′(t) = 0

g′(s)，g′′(s)は

g′(s) = 2(s− c1) + 2f ′(s){f(s)− c2}
g′′(s) = 2 + 2f ′′(s){f(s)− c2}+ 2{f ′(s)}2

g′(t) = 0，g′′(t) = 0であるから

(t− c1) + f ′(t){f(t)− c2} = 0, 1 + {f ′(t)}2 + f ′′(t){f(t)− c2} = 0

上の第 2式から c2 − f(t) =
1 + {f ′(t)}2

f ′′(t)

これを第 1式に代入すると c1 − t = −f ′(t)(1 + {f ′(t)}2)

f ′′(t)
上の 2式を g(t) = 0に代入することにより，曲率円の半径 rは

r2 =
(1 + {f ′(t)}2)3

{f ′′(t)}2
ゆえに r =

(1 + {f ′(t)}2)
3
2

|f ′′(t)|
よって，曲線の Pにおける曲率中心 (c1, c2)は

c1 = t− f ′(t)(1 + {f ′(t)}2)

f ′′(t)
, c2 = f(t) +

1 + {f ′(t)}2

f ′′(t)

曲率中心 (c1, c2)の描く軌跡を縮閉線といい，曲線の法線群の包絡線と一致するこ
とがわかる．

見
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曲線の弧長 sに対する接線の向きの変化率を曲率といい，曲率 κは，次式で定義
される．

κ =
dθ

ds

曲線 y = f(x)上の点 (x, y)における接線が，x軸の正の向きとなす角を θとすると

y′ = tan θ

これを θについて，微分することにより

y′′
dx

dθ
=

1

cos2 θ
= 1 + tan2 θ = 1 + (y′)2 ゆえに

dθ

dx
=

y′′

1 + (y′)2

また，
ds

dx
=

√
1 + (y′)2であるから，

dx

ds
=

1√
1 + (y′)2

より

κ =
dθ

ds
=

dθ

dx
·dx

dθ
=

y′′

1 + (y′)2
· 1√

1 + (y′)2
=

y′′

{1 + (y′)2} 3
2

(7.1)

曲率 κの逆数
1

κ
を曲率半径という．曲率円の半径は曲率半径の絶対値に等しい．

κ > 0すなわち y′′ > 0のとき下に凸，κ < 0すなわち y′′ <のとき上に凸である．
変曲点は曲率の符号が変わる点であり，頂点は曲率が極値をとる点である．
例えば，2次関数 y = ax2 + bx + cについて y′′ = 2aであるから，κが極値をとる

のは，y′ = 0を満たす点 (頂点)であることがわかる．

κ > 0 κ < 0

見
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正則曲線 C(t) = (x(t), y(t))の接ベクトルの x軸の正の向きとなす角を θとし，

ẋ =
dx

dt
，ẏ =

dy

dt
とすると

cos θ =
ẋ√

ẋ2 + ẏ2
, sin θ =

ẏ√
ẋ2 + ẏ2

(7.2)

上の 2式を tで微分すると

− sin θ
dθ

dt
= − ẏ(ẋÿ − ẍẏ)

(ẋ2 + ẏ2)
3
2

, cos θ
dθ

dt
=

ẋ(ẋÿ − ẍẏ)

(ẋ2 + ẏ2)
3
2

したがって
dθ

dt
=

ẋÿ − ẍẏ

ẋ2 + ẏ2

また，
ds

dt
=

√
ẋ2 + ẏ2であるから

κ =
dθ

ds
=

dθ

dt
· dt

ds
=

dθ
dt
ds
dt

=
ẋÿ − ẍẏ

(ẋ2 + ẏ2)
3
2

(7.3)

点P(x(t), y(t))が時刻 tの関数として運動するとき，速度ベクトルを~v，加速度ベク
トルを~αとすると

~v = (ẋ, ẏ), ~α = (ẍ, ÿ)

とくに，PがC(t)上を一定の速さ c > 0で運動するとき

ẋ2 + ẏ2 = c2 これを tで微分すると 2ẋẍ + 2ẏÿ = 0

したがって (ẋ, ẏ)·(ẍ, ÿ) = 0 すなわち ~v⊥~α

このとき，(7.2)より，単位接ベクトルを~e1とし，~e1を π
2
だけ回転させたベクトルを

~e2とすると

~e1 =
1

c
(ẋ, ẏ), ~e2 =

1

c
(−ẏ, ẋ)

~v = c~e1 = c(cos θ, sin θ)であるから，これを tで微分すると

~α = c
dθ

dt
(− sin θ, cos θ) = c

dθ

ds

ds

dt
~e2 = c2κ~e2 = c2κ

(
− ẏ√

ẋ2 + ẏ2
,

ẋ√
ẋ2 + ẏ2

)

補足 C(t) = (x(t), y(t))の曲率中心 (c1, c2)は，曲線 y = f(x)と同様にして求める

ことができるが，曲率半径
1

κ
および ~e2から，次のように求めることもできる．

(c1, c2) = (x(t), y(t)) +
1

κ
~e2 = (x(t), y(t)) +

ẋ2 + ẏ2

ẋÿ − ẍẏ
(−ẏ, ẋ)
見
本



7.6. 問題研究 149

7.6.4 等速運動と曲線の曲率

前ページ結果から，141ページ 7.132(九大 [理]2009)や 7.133(分大 [医]2013)は，こ
れらの公式を用いると簡単に求めることができる．
公式 1¶ ³

正則曲線 C(t) = (x(t), y(t))上を一定の速さ c > 0で運動する物体の速度を ~v，
加速度を ~αとすると

~v = c~e1, ~α = c2κ~e2, |~α| = c2|κ|

ただし，
(

ẋ =
dx

dt
, ẏ =

dy

dt
, ẍ =

d2x

dt2
, ÿ =

dy2

dt2

)

~e1 =

(
ẋ√

ẋ2 + ẏ2
,

ẏ√
ẋ2 + ẏ2

)
, ~e2 =

(
− ẏ√

ẋ2 + ẏ2
,

ẋ√
ẋ2 + ẏ2

)
,

κ =
ẋÿ − ẍẏ

(ẋ2 + ẏ2)
3
2

µ ´

補足 C(t)が正則であるとは，ẋ2 + ẏ2 6= 0であることをいう．例えばC1(t) = (t3, t6)

とすると C ′
1(t) = (3t2, 6t5)であるから，t = 0のとき，ẋ2 + ẏ2 = 0となり，

この点 (特異点)では，上の公式 1を利用できない．この問題を解消するには，
この曲線をC2(t) = (t, t2)と書き直すことにより特異点を解消することができ
る．確かに，C1(t)は一般的 (generic)には正則ではあるが，C2(t)のように一般
(general)に正則ではない．

同様に，(7.1)から次のことがわかる．

公式 2¶ ³

曲線C : y = f(x)上を一定の速さ c > 0で運動する物体の速度を~v，加速度を ~α

とすると
~v = c~e1, ~α = c2κ~e2, |~α| = c2|κ|

ただし，

~e1 =

(
1√

1 + y′2
,

y′√
1 + y′2

)
, ~e2 =

(
− y′√

1 + y′2
,

1√
1 + y′2

)
,

κ =
y′′

(1 + y′2)
3
2

µ ´
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141ページの 7.132(九大 [理]2009)の曲線 y = exを公式 2に適用すると，y′ = ex，
y′′ = exより

~e1 =

(
1√

1 + e2x
,

ex

√
1 + e2x

)
, ~e2 =

(
− ex

√
1 + e2x

,
1√

1 + e2x

)
,

κ =
ex

(1 + e2x)
3
2

条件により c = 1であるから

~v = ~e1 =

(
1√

1 + e2x
,

ex

√
1 + e2x

)

~α = κ~e2 =
ex

(1 + e2x)
3
2

(
− ex

√
1 + e2x

,
1√

1 + e2x

)

=

(
− e2x

(1 + e2x)2
,

ex

(1 + e2x)2

)

|~α| = |κ| = ex

(1 + e2x)
3
2

同様に，7.133(分大 [医]2013)の曲線 y = x2を公式2に適用すると，y′ = 2x，y′′ = 2

より

~e1 =

(
1√

1 + 4x2
,

2x√
1 + 4x2

)
, ~e2 =

(
− 2x√

1 + 4x2
,

1√
1 + 4x2

)
,

κ =
2

(1 + 4x2)
3
2

条件により c = Cであるから

(1) ~v = C~e1 = C

(
1√

1 + 4x2
,

2x√
1 + 4x2

)

(2) ~α = C2κ~e2 =
2C2

(1 + 4x2)
3
2

(
− 2x√

1 + 4x2
,

1√
1 + 4x2

)
=

2C2

(1 + 4x2)2
(−2x, 1)

(3) 等速円運動をする物体Qの加速度は (物理学の公式を知っていれば)
C2

r

(4) |~α| = C2|κ| = 2C2

(1 + 4x2)
3
2

より，Pが原点を通過するとき |~α| = 2C2

補足 曲線 y = x2の曲率 κ =
2

(1 + 4x2)
3
2

は，原点 (0, 0)で極大となる．曲率が極値を

とる点を頂点といい，曲線 y = x2の頂点が原点であることがわかる．

また，7.132(九大 [理]2009)の (4)では，|~α| = κであるから，|~α|の最大値，すな
わち，曲線 y = exの頂点における曲率 κを求めている．
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7.6.5 バウムクーヘン型求積法

次の回転体の体積について，円筒形に区分して考えると積分の意味が理解できる．
バウムクーヘン型求積法¶ ³

a 5 x 5 bの範囲で f(x) = 0のとき，y = f(x)のグラフと x軸および 2直線
x = a，x = bで囲まれた部分を y軸の回りに 1回転してできる立体の体積 V は

V = 2π

∫ b

a

xf(x) dx

µ ´
証明 y = f(x)のグラフを単調増加または単調減

少の区間に分けて証明する．例えば，右の図
のように y = f(x)は a 5 x 5 cで単調増加，
c 5 x 5 bでは単調減少とする．このとき，
それぞれの区間で逆関数が存在することから

C1 : x = g1(y) (α 5 y 5 γ),

C2 : x = g2(y) (β 5 y 5 γ)

とおき，さらに次のようにおく．

　

O

y

x

y = f(x)

a c b

C3

C1

C5

C2

α

β

γ

C4

C3 : x = a (0 5 y 5 α), C4 : x = c (0 5 y 5 γ), C5 : x = b (0 5 y 5 β)

x軸とC1, C3, C4で囲まれた部分およびC2, C4, C5で囲まれた部分をそれぞ
れ y軸の回りに 1回転してできる立体の体積をそれぞれ V1，V2とすると

V1

π
=

∫ γ

0

c2 dy −
∫ α

0

a2 dy −
∫ γ

α

{g1(y)}2 dy

= c2γ − a2α−
∫ c

a

x2f ′(x) dx

= c2γ − a2α−
[

x2f(x)

]c

a

+ 2

∫ c

a

xf(x) dx = 2

∫ c

a

xf(x) dx

V2

π
=

∫ β

0

b2 dy +

∫ γ

β

{g2(y)}2 dy −
∫ γ

0

c2 dy

= b2β − c2γ +

∫ c

b

x2f ′(x) dx

= b2β − c2γ +

[
x2f(x)

]c

b

− 2

∫ c

b

xf(x) dx = 2

∫ b

c

xf(x) dx

よって V = V1 + V2 = 2π

∫ c

a

xf(x) dx + 2π

∫ b

c

xf(x) dx = 2π

∫ b

a

xf(x) dx

一般に，単調増加・単調減少の区間に分けることで上の結果を得る． 証終

見
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7.6.6 パップス・ギュルダンの定理

パップス・ギュルダンの定理 (Pappus-Guldinus theorem)¶ ³

一般に，a 5 x 5 bにおいて f1(x) = f2(x) = 0である 2曲線 y = f1(x)，y = f2(x)

および 2直線 x = a，x = bで囲まれた図形の面積をS，その重心の y座標を hと
すると

hS =

∫ b

a

f1(x) + f2(x)

2
× {f1(x)− f2(x)} dx

{f1(x)− f2(x)} dxは微小区間の面積，
f1(x) + f2(x)

2
はその重心を表す．

この図形を x軸の周りに 1回転してできる回転体の体積 V は

V = π

∫ b

a

{f1(x) + f2(x)}{f1(x)− f2(x)} dx

よって，上の 2式から V = 2πhS

回転体の体積は，(回転による重心の軌跡の長さ)× (面積)である．
µ ´

例 1 パップス・ギュルダンの定理を用
いると，右の図の4ABCの面積がS，x

軸から重心までの距離がhのとき，x軸
のまわりに 1回転した立体の体積Vは

V = 2πhS

　

x

A

B

C

h

S r

h

半径 rの円の中心と x軸との距離が hのとき (r < h)，x軸のまわりに 1回転した立
体 (solid torus)の体積 V は (torusは solid torusの表面)

V = 2πh·πr2 = 2π2hr2

図形の面積とその回転体の体積からその図形の重心を求めることができる．

例 2 右の半円は，y軸に関して対称であるから，重
心の x座標は 0である．また重心の y座標 hは，x

軸のまわりに 1回転すると，その立体 (球)の体積

V =
4

3
πr3と半円の面積 S =

1

2
πr2により

4

3
πr3 = 2πh·1

2
πr2 ゆえに h =

4r

3π

　

O

y

xr−r

r見
本



7.6. 問題研究 153

例 3 右の図の半円 (r < h)の重心の高さは，例 2の結果
から

h +
4r

3π

この半円を x軸の周りに 1回転してできる回転体の体
積 V は

V = 2π

(
h +

4r

3π

)
·1
2
πr2 = π2hr2 +

4

3
πr3

　

x

r

h

例 4 放物線C : y = −a(x− α)(x− β) (a > 0)と x軸で囲まれた図形をDとすると，
Dの面積 Sは

S =
a

6
(β − α)3

Dを x軸のまわりに 1回転してできる回転体の体
積 V は

V = πa2

∫ β

α

(x− α)2(β − x)2 dx

=
πa2

30
(β − α)5

また，頂点の y座標 lは l =
a

4
(β − α)2

　

x

h

l

α β

Dの重心の y座標を hとすると，パップス・ギュルダンの定理により

h =
V

2πS
=

a

10
(β − α)2 =

2

5
l

見
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例 5 右の図の斜線部分を x軸のまわりに 1回転させ
た立体の体積 V1は

V1 =
1

3
πb2·a + π

∫ r

a

(r2 − x2)dx

=
π

3
(r2 − a2)a + π

[
r2x− x3

3

]r

a

=
2

3
πr3 − 2

3
πr2a

　

O

y

xa

b

r

r

したがって，右の図の斜線部分を x軸のまわりに 1回
転させた立体の体積 V2は (0 < θ 5 π

2
)

V2 =
4

3
πr3 − 2V1 =

4

3
πr2a

斜線部分の面積を S，重心の y座標を hとすると

S =
1

2
r2·2θ = r2θ

h =
V2

2πS
=

2a

3θ

　

O

y

xa
r

r

θ

−a

また，例 5の下の図において，π
2

< θ < πのとき，斜線部分の重心の y座標を hとす
ると，斜線部以外の扇形の重心の y座標は

− 2a

3(π − θ)

したがって，斜線部および斜線部以外の図形をあわせた図形 (円)の重心は円の中心
(原点)であるから

r2θ × h + r2(π − θ)×
{
− 2a

3(π − θ)

}
= πr2 × 0

これを解いて h =
2a

3θ
· · · (∗)

ゆえに，(∗)は，0 < θ 5 πについて成立する．見
本
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例 6 右の図形の面積 Sは

S = 2× 1

2
·22·2

3
π =

8

3
π

(∗)から，その重心の座標 hは

h = 1 +
2·√3

3·2
3
π

= 1 +

√
3

π

よって，斜線部分を x軸の回りに 1回転させた
立体の体積は

　

O

y

x2−2

3

−1

√
3

1

2
3
π

2πhS = 2π

(
1 +

√
3

π

)
× 8

3
π =

16

3
π2 +

16
√

3

3
π

また，3点 (−√3, 0)，(
√

3, 0)，(0, 1)を頂点する三角形を x軸のまわりに回転させ

た立体の体積は
2
√

3

3
πである．

したがって，134ページの 7.106(九大 [理]2012)にある円 x2 + (y − 1)2 = 4を x軸
のまわりに回転させた立体の体積 V は

V =

(
16

3
π2 +

16
√

3

3
π

)
+

2
√

3

3
π =

16

3
π2 + 6

√
3π

また，7.105(琉球大学 2007)の (2)も上と同様にして求めることができる．
なお，パップス・ギュルダンの定理は，高校数学の範囲外である．入試では使用

できないが，便利な検算法である．

見
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例題¶ ³

曲線 y = sin x (0 5 x 5 π)と x軸で囲まれ部分を y軸の周りに 1回転してできる
立体の体積 V

µ ´

解 1 (基本的な積分法) 曲線 y = sin xの 0 5 x 5 π
2
および π

2
5 x 5 πの部分をそれ

ぞれ C1，C2とする．C1およびC2を y軸の周りに回転させてできる立体の体

積をそれぞれ V1，V2とすると，
dy

dx
= cos xより

V1

π
=

∫ 1

0

x2 dy =

∫ π
2

0

x2 cos x dx

=

[
(x2 − 2) sin x + 2x cos x

]π
2

0

=
π2

4
− 2

V2

π
=

∫ 1

0

x2 dy =

∫ π
2

π

x2 cos x dx

=

[
(x2 − 2) sin x + 2x cos x

]π
2

π

=
π2

4
+ 2π − 2

よって V = V2 − V1 = 2π2

解 2 (バウムクーヘン型求積法)

V = 2π

∫ π

0

x sin x dx = 2π

[
− x cos x + sin x

]π

0

= 2π2

解 3 (パップス・ギュルダンの定理)

S =

∫ π

0

sin x =

[
− cos x

]π

0

= 2

図形の重心は直線 x =
π

2
上にあるから

V = 2π·π
2
·2 = 2π2見
本
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7.6.7 線形微分方程式

142ページの 7.134(分大 [医]2010)は，第 n階線形微分方程式の一般解を求める手
がかりがある．

tに関する n次方程式

antn + an−1t
n−1 + · · ·+ a1t + a0 = 0

が αiをmi重解にもつとき (i = 0, 1, · · · , l)

n∑

k=0

akt
k = an

l∏
i=0

(t− αi)
mi (m0 + m1 + · · ·+ ml = n)

このとき，第 n階線形微分方程式

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y = 0 · · · (∗)

は，πm(x)をm− 1次の xの多項式とするとすると，本題 (4)の結果で，(∗)は

y = πmi
(x)eαix

を解にもつことを示している．

また，微分方程式 (∗)の線形性により，(∗)が y = uおよび y = vを解にもつとき，

y = λu (λは定数), y = u + v

も (∗)の解である．したがって，(∗)の一般解は

y =
l∑

i=0

πmi
(x)eαix

なお，αiが複素数であっても，オイラーの公式

eix = cos x + i sin x

により書き直すことができる．見
本
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例題 ばね定数 k[N/m]のばねの一端が固定され，他端に質量m[kg]のおもりが付け
られ，なめらかな水平面を運動している．自然長の位置を原点Oとし，ばねが
伸びる向きを変位 x[m]の正の向きとし，おもりの加速度を a[m/s2]とすると，
次式が成り立つ．

ma = −kx

このとき，a =
d2x

dt2
より，a = x′′とおくと

x′′ +
k

m
x = 0

となる，このとき特性方程式の解が±i

√
k

m
であるから

x = C1e
i
√

k
m

t + C2e
−i
√

k
m

t (C1, C2は定数)

を得る．初期条件を t = 0のとき，x = A，v =
dx

dt
= 0 とすると

C1 + C2 = A, C1 − C2 = 0 これを解いて C1 = C2 =
A

2

したがって x =
A

2

(
ei
√

k
m

t + e−i
√

k
m

t
)

オイラーの公式により

e±i
√

k
m

t = cos

√
k

m
t± i sin

√
k

m
t (複号同順)

よって x = A cos

√
k

m
t

この単振動の周期を T [s]とすると
√

k

m
T = 2π ゆえに T = 2π

√
m

k

を得る．見
本
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46ページの 5.12(福岡教育大学)の微分方程式

4y′′ − 12y′ + 25y = 0 (7.4)

について，その特性方程式 4t2 − 12t + 25 = 0の解が
3

2
± 2iであるから，(7.4)の一

般解は，定数A1，A2を用いて

y = A1e
( 3
2
+2i)x + A2e

( 3
2
−2i)x

= e
3
2
x(A1e

2xi + A2e
−2xi)

オイラーの公式により

e±2xi = cos 2x± i sin 2x (複号同順)

したがって

y = e
3
2
x{A1(cos 2x + i sin 2x) + A2(cos 2x− i sin 2x)}

= e
3
2
x{(A1 + A2) cos 2x + (A1 − A2)i sin 2x}

ここで，C1 = A1 + A2，C2 = (A1 − A2)iとおくと

y = e
3
2
x(C1 cos 2x + C2 sin 2x)

よって，y = e
3
2
x(sin 2x + cos 2x)は，(7.4)の解の 1つである．

例 1 微分方程式 y′ − αy = 0を解け
(

y′ =
dy

dx

)
．

解答 両辺に e−αxを掛けると

y′e−αx + y(e−αx)′ = 0 ゆえに (ye−αx)′ = 0

これを積分すると ye−αx = C よって y = Ceαx (Cは定数)見
本
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例 2 α 6= β，y′ =
dy

dx
, y′′ =

d2y

dx2
とするとき，次の微分方程式を解け．

y′′ − (α + β)y′ + αβy = 0

解答 与式から (y′ − βy)′ − α(y′ − βy) = 0

両辺に e−αxを掛けると

(y′ − βy)′e−αx + (y′ − β)(e−αx)′ = 0 ゆえに {(y′ − βy)e−αx}′ = 0

これを積分すると

(y′ − βy)e−αx = A1 ゆえに y′ − βy = A1e
αx (A1は定数)

となる．同様にして y′ − αy = A2e
βx (A2は定数)

よって，上の 2式から，y′を消去すると

y = C1e
αx + C2e

βx (C1, C2は定数)

例 3 例 2において，β = αとした，次の微分方程式を解け．

y′′ − 2αy′ + α2y = 0

解答 両辺に e−αxを掛けると

y′′e−αx + 2y′(e−αx)′ + y(e−α)′′ = 0 ゆえに (ye−αx)(2) = 0

これを 2回積分すると

ye−αx = C3x + C4 よって y = (C3x + C4)e
αx (C3, C4は定数)

微分方程式 ay′′ + by′ + cy = 0 (a 6= 0)について，その特性方程式 at2 + bt + c = 0

の解により，一般解は，次のようになる．Ci (i = 1, 2, · · · , 6)は定数．

i) 異なる 2つの実数解 α，βをもつとき

y = C1e
αx + C2e

βx

ii) 重解 αをもつき
y = (C3x + C4)e

αx

iii) 虚数解 p± qiをもつとき

y = epx(C5 cos qx + C6 sin qx)

見
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解答
1.1 楕円

1

3
x2 + y2 = 1上の点

(
1,

√
6

3

)
における接線の方程式は

1

3
·1x +

√
6

3
y = 1 すなわち x +

√
6y = 3

1.2 (1) 原点から直線 l : ax + y − 2 = 0までの距離を dとすると

d =
| − 2|√
a2 + 1

=
2√

a2 + 1

よって，求める円の方程式は x2 + y2 =
4

a2 + 1

(2) 原点を通り，lに垂直な直線の方程式は x− ay = 0

これと lの方程式から yを消去すると

x− a(−ax + 2) = 0 ゆえに x =
2a

a2 + 1

0 5 aより，a = tan θ
(
0 5 θ <

π

2

)
とおくと

x =
2 tan θ

tan2 θ + 1
= 2 sin θ cos θ = sin 2θ

このとき，0 5 2θ < π であるから 0 5 x 5 1

1.3 (1) 2点A(a, 0)，P(u, v)間の距離 dは d =
√

(u− a)2 + v2 · · · 1©
点 Pは楕円

x2

3
+ y2 = 1上の点であるから

u2

3
+ v2 = 1 ゆえに v2 = 1− u2

3
· · · 2©

2©を 1©に代入すると

d =

√
(u− a)2 + 1− u2

3
=

√
2

3
u2 − 2au + a2 + 1

(2) (2)の結果から d =

√
2

3

(
u− 3

2
a

)2

+ 1− 1

2
a2 (−√3 5 u 5

√
3 )

161
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よって，求める dの最小値は

0 <
3

2
a 5

√
3 すなわち 0 < a 5 2

√
3

3
のとき

u =
3

2
aで 最小値

√
1 − a2

2

√
3 <

3

2
a すなわち

2
√

3

3
< aのとき

u =
√

3で 最小値 |√3 − a|

よって





0 < a 5
2
√

3

3
のとき

√
1 − a2

2

(
u =

3

2
a

)

2
√

3

3
< aのとき |√3 − a| (u =

√
3)

補足 f(u) =
2

3

(
u− 3

2
a

)2

+ 1− 1

2
a2 のグラフ

u

u = 3
2
a

−√3
√

3 u

u = 3
2
a

−√3
√

3

0 < 3
2
a 5

√
3のとき

√
3 < 3

2
aのとき

1.4 (1) 楕円
x2

9
+

y2

25
= 1 (a > 0, b > 0)上の点 P(a, b)における接線の方程式は

ax

9
+

by

25
= 1

この接線の x切片および y切片は，それぞれ
9

a
，

25

b

よって S =
1

2
·9
a
·25

b
=

225

2ab

(2) P(a, b)は楕円
x2

9
+

y2

25
= 1上の点であるから

a2

9
+

b2

25
= 1 · · · 1©

したがって
(

a

3
− b

5

)2

= 1− 2ab

15
ゆえに 2ab = 15− 15

(
a

3
− b

5

)2

162
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これを (1)の結果に代入すると

S =
225

15− 15

(
a

3
− b

5

)2 =
15

1−
(

a

3
− b

5

)2

1©より，a

3
=

b

5
=

1√
2
，すなわち，a =

3√
2
, b =

5√
2
のとき，

Sは最小値 15をとる．

1.5 (1) 与えられた方程式から

2(x− 3)2 + 3(y − 2)2 = 6

ゆえに
(x− 3)2

3
+

(y − 2)2

2
= 1

よって，Cの概形は右のようになる．

　

O

y

x33−√3 3+
√

3

2

2+
√

2

2−√2

C

(2) 2x2 + 3y2 − 12x− 12y + 24 = 0に y = x + kを代入して整理すると

5x2 + 2(3k − 12)x + 3k2 − 12k + 24 = 0 · · · (∗)

(∗)の判別式をDとすると

D/4 = (3k − 12)2 − 5(3k2 − 12k + 24)

= −6(k2 + 2k − 4)

よって −1 − √
5 < k < −1 +

√
5のとき 2個

k = −1 ± √
5のとき 1個

k < −1 − √
5, − 1 +

√
5 < kのとき 0個

(3) (2)より，−1−√5 < k < −1 +
√

5 · · · 1©のとき，(∗)の 2つの解を α，β

とすると，2点P，Qの座標は (α, α + k)，(β, β + k)である．このとき，
線分 PQの中点を (x, y)とすると

x =
α + β

2
, y =

(α + k) + (β + k)

2
=

α + β

2
+ k

(∗)の解と係数の関係により α + β = −2(3k − 12)

5

したがって x =
−3k + 12

5
，y =

2k + 12

5

163
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上の 2式から kを消去して 2x + 3y = 12

1©のとき 15− 3
√

5

5
<
−3k + 12

5
<

15 + 3
√

5

5

よって，求める軌跡の方程式は

2x + 3y = 12

(
15 − 3

√
5

5
< x <

15 + 3
√

5

5

)

1.6 (1) P

(
3
√

3

2
, y1

)
はC : 4x2 + 9y2 = 36上の点であるから

4

(
3
√

3

2

)2

+ y1
2 = 36 ゆえに y1

2 = 1

Pは第 1象限にあるから，y1 > 0 に注意して y1 = 1

(2) (1)の結果から，P

(
3
√

3

2
, 1

)
におけるCの接線 `は

4·3
√

3

2
x + 9·1y = 36 よって 2

√
3x + 3y = 12

(3) (2)で求めた `の方程式に y = 0を代入すると

2
√

3x = 12 よって，求める x座標は x = 2
√

3

(4) 曲線Cおよび接線 `を y軸をもとに x軸方向に
2

3
だけ縮小したものを，そ

れぞれC ′，`′とすると，C ′，`′，x軸で囲まれた図形の面積は
2

3
Sである．

O

y

x3
2
√

3
3
√

3
2

1

2

O

y

x√
3

1P Q

R
2

π
6 4

√
3

3

S
2
3
S

−2

2

−2

C

`

C ′
`′
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したがって，右上の図から
2

3
S = 4OQR− 1

2
·22·π

6

=
1

2
·4
√

3

3
·1− π

3

よって S =
√

3 − π

2

1.7 (1) x2 + 3y2 = 3 · · · 1©，y = mx− 1 · · · 2©から，yを消去すると

x2 + 3(mx− 1)2 = 3 したがって x = 0,
6m

m2 + 1

ゆえに p =
6m

3m2 + 1
これを 2©に代入して q =

3m2 − 1

3m2 + 1

(2) (1)の結果から

{f(m)}2 =

(
6m

3m2 + 1

)2

+

(
3m2 − 1

3m2 + 1
− 1

)2

=
(6m)2 + (6m2)2

(3m2 + 1)2

=
−8 + 4(3m2 + 1) + 4(3m2 + 1)2

(3m2 + 1)2

t =
1

3m2 + 1
，g(t) = {f(m)}2とおくと

(
0 < t <

1

3

)

g(t) = −8t2 + 4t + 4 = −8

(
t− 1

4

)2

+
9

2

したがって，g(t)は，t =
1

4
のとき最大値

9

2
をとるから，f(m)は

1

3m2 + 1
=

1

4
すなわち m = 1 のとき最大

よって f(m)の最大値
3
√

2

2
，m0 = 1

(3) (1)，(2)の結果から，求める図形の面積を Sとし (左下の図)，これを y軸

を元に x軸方向に
1√
3
倍縮小した図形の面積を S ′とする (右下の図)．

O

y

x

(3
2
, 1

2
)

−1

1

S

√
3 O

y

x

(
√

3
2

, 1
2
)

−1

1

2
3
π S ′

1
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したがって S ′ =
1

2
·12·2

3
π − 1

2
·12 sin

2

3
π =

π

3
−
√

3

4

よって S =
√

3 S ′ =
√

3

(
π

3
−
√

3

4

)
=

√
3

3
π − 3

4

1.8 P(p, 0)から楕円 x2 +
y2

4
= 1に引いた 2本の接線は，x軸に関して対称であ

る．この 2本の接線が直交するとき，それらの傾きは±1であるから，接線の
1つは

y = x− p

である．楕円およびこの直線を x軸をもとに y軸方向に
1

2
倍に縮小すると

x2 + y2 = 1, 2y = x− p

上の円と直線は接するので，原点と直線 x− 2y − p = 0の距離は 1である．

したがって
| − p|√

12 + (−2)2
= 1

p > 0に注意して，これを解くと p =
√

5

1.9 (1) 点 (1, 1)は放物線の焦点で，直線 y = −2はその準線であるから

放物線の頂点は
(

1,−1

2

)

また，焦点および頂点の y座標から p = 1−
(
−1

2

)
=

3

2

したがって，放物線の方程式は

(x− 1)2 = 4·3
2

(
y +

1

2

)
すなわち y =

1

6
x2 − 1

3
x− 1

3

よって a =
1

6
, b = −1

3

別解 放物線上の点 (x, y)について，次式が成り立つ．
√

(x− 1)2 + (y − 1)2 = | y + 2 |

これを平方すると

(x− 1)2 + (y − 1)2 = (y + 2)2 整理すると y =
1

6
x2 − 1

3
x− 1

3
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(2) 2点 (3, 0)，(−1, 0)は楕円の焦点であるから，楕円の中心は (1, 0)

楕円の中心から焦点までの距離が 2であるから，長軸および短軸の長さを
それぞれ 2a，2bとすると (a, b > 0)

2a = 12,
√

a2 − b2 = 2 ゆえに a2 = 36, b2 = 32

したがって，楕円の方程式は
(x− 1)2

36
+

y2

32
= 1

よって p = 36, q = 32, r = 1

別解 楕円上の点 (x, y)について，次式が成り立つ．
√

(x− 3)2 + y2 +
√

(x + 1)2 + y2 = 12

これから
√

(x− 3)2 + y2 = 12−
√

(x + 1)2 + y2

この両辺を平方して整理すると

3
√

(x + 1)2 + y2 = x + 17

さらに，上式の両辺を平方して整理すると

8(x− 1)2 + 9y2 = 288 よって
(x− 1)2

36
+

y2

32
= 1

1.10 (1)
−→
OP =

−→
OA +

−→
AP

= (1, 0, 0) + (cos θ, sin θ, 0)

= (1 + cos θ, sin θ, 0)

よって，点 Pの座標は (1 + cos θ, sin θ, 0)

(2) 直線CPを媒介変数 tを用いて表すと

(x, y, z) = (1− t)
−→
OC + t

−→
OP

= (1− t)(1, 0, 1) + t(1 + cos θ, sin θ, 0)

= (1 + t cos θ, t sin θ, 1− t) · · · (∗)

直線CPと yz平面との交点Qの x座標は 0であるから

1 + t cos θ = 0 ゆえに t = − 1

cos θ

これを (∗)に代入すると Q

(
0, − tan θ, 1 +

1

cos θ

)
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(3) (2)の結果から，点Q(0, y, z)は

y = − tan θ, z = 1 +
1

cos θ
· · · (∗∗)

このとき，
π

2
< θ <

3

2
π より z 5 0 · · · 1©

(∗∗)から tan θ = −y，
1

cos θ
= z − 1

これらを 1 + tan2 θ =

(
1

cos θ

)2

に代入すると 1 + (−y)2 = (z − 1)2

点Qの軌跡の方程式は，上式および 1©から

x = 0, y2 − (z − 1)2 = −1, z 5 0

yz平面における点Qが描く軌跡は，双曲線 y2 − z2 = −1を z軸方向に 1

だけ平行移動したもので，下の図の実線部分である．

O

z

y

1

2

1−1

1.11 (1)

{
6x2 + 4y2 = 3 · · · 1©
8x− 8y2 = 1 · · · 2©

1©， 2©から y2を消去すると

12x2 + 8x− 7 = 0

(2x− 1)(6x + 7) = 0

2©より，x = y2 +
1

8
= 1

8
であるから

x =
1

2
ゆえに y = ±

√
6

4

　

O

y

x

√
3

2

−
√

3
2

1√
2

√
6

4

−
√

6
4

1
8

1
2

− 1√
2

C1

C2

したがって，C1とC2の交点は

(
1

2
, ±

√
6

4

)
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1©を xで微分すると 12x + 8yy′ = 0 すなわち y′ = −3x

2y

2©を xで微分すると 8− 16yy′ = 0 すなわち y′ =
1

2y

C1，C2の交点における接線の傾きを，それぞれm1，m2とすると

m1m2 = − 3·1
2

2
(
±
√

6
4

) × 1

2
(
±
√

6
4

) = −1

よって，C1とC2の交点において，C1とC2の接線は直交する．

(2) C1，C2を x軸をもとに y軸方向に

√
2√
3
倍に

縮小したものを，それぞれC ′
1，C ′

2とすると

C ′
1 : x2 + y2 =

1

2
, C ′

2 : x =
3

2
y2 + 1

C ′
1と領域 x = 1

2
で囲まれた図形の面積は

1

2

(
1√
2

)2
π

2
− 1

2

(
1

2
+

1

2

)
1

2
=

π

8
− 1

4

　

O

y

x

1√
2

− 1√
2

1√
2

1
2

−1
2

1
8

1
2

− 1√
2

C ′
1

C ′
2

C ′
2と領域 x 5 1

2
で囲まれた図形の面積は

1

6
·3
2

(
1

2
+

1

2

)3

=
1

4

よって，求める面積を Sとすると

S =

√
3√
2

{(
π

8
− 1

4

)
+

1

4

}
=

√
6

16
π

1.12 (1)
x2

α
+

y2

β
= 1の両辺を xで微分すると

2x

α
+

2y

β
·dy

dx
= 0 ゆえに

dy

dx
= −βx

αy

Cの P(x0, y0)における接線の傾きmは m = −βx0

αy0

(2) C1 :
x2

4
+ y2 = 1，C2 :

x2

4− t
+

y2

1− t
= 1 の交点を P(x0, y0)とすると

x2
0 =

4(4− t)

3
, y2

0 =
t− 1

3
· · · (∗)
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PにおけるC1，C2の接線の傾きを，それぞれm1，m2とすると (y0 6= 0)

m1 = − x0

4y0

, m2 = −(1− t)x0

(4− t)y0

· · · (∗∗)

(∗)より x0
2

y0
2

=
4(4− t)

t− 1
， (∗∗)より m1m2 =

1− t

4(4− t)
·x0

2

y0
2

上の 2式から m1m2 =
1− t

4(4− t)
·4(4− t)

t− 1
= −1

よって，PにおけるC1，C2の接線は，互いに直交する．

1.13 (1) x2 − y2 = 2を yについて微分すると 2x
dx

dy
− 2y = 0

Cの P(x0, y0)における
dx

dy
は，x0 6= 0であるから

dx

dy
=

y0

x0

よって，PにおけるCの接線の方程式は

x− x0 =
y0

x0

(x− x0) ゆえに x0x− y0y = x0
2 − y0

2

PはC上の点であるから，x0
2 − y0

2 = 2により x0x− y0y = 2

別解 y0 6= 0のとき
dy

dx
=

x0

y0

であるから，PにおけるCの接線の方程式は

y − y0 =
x0

y0

(x− x0) ゆえに x0x− y0y = 2 · · · (∗)

(x0, y0) = (±√2, 0)における接線の方程式は x = ±√2 (複号同順)

したがって，C上のすべての点 P(x0, y0)について，(∗)が成立する．
(2) (1)で求めた接線x0x−y0y = 2に垂直で，原点を通る直線は y0x+x0y = 0

上の 2直線の交点がH(x1, y1)であるから，これを解いて

x1 =
2x0

x0
2 + y0

2
， y1 = − 2y0

x0
2 + y0

2

(3) F(1, 0)，F′(−1, 0)，H(x1, y1)より

FH2 = (x1 − 1)2 + y1
2 = x1

2 + y1
2 − 2x1 + 1 · · · 1©

F′H2 = (x1 + 1)2 + y1
2 = x1

2 + y1
2 + 2x1 + 1 · · · 2©
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ここで，(2)の結果および x0
2 − y0

2 = 2より

x1 =
2x0

x0
2 + y0

2
=

2x0

x0
2 + (x0

2 − 2)
=

x0

x0
2 − 1

· · · 3©

x1
2 + y1

2 =

(
2x0

x0
2 + y0

2

)2

+

(
− 2y0

x0
2 + y0

2

)2

=
4(x0

2 + y0
2)

(x0
2 + y0

2)2

=
4

x0
2 + y0

2
=

4

x0
2 + (x0

2 − 2)
=

2

x0
2 − 1

· · · 4©

3©， 4©から， 1©， 2©は

FH2 =
2

x0
2 − 1

− 2x0

x0
2 − 1

+ 1 = 1− 2(x0 − 1)

x0
2 − 1

= 1− 2

x0 + 1
=

x0 − 1

x0 + 1

F′H2 =
2

x0
2 − 1

+
2x0

x0
2 − 1

+ 1 = 1 +
2(x0 + 1)

x0
2 − 1

= 1 +
2

x0 − 1
=

x0 + 1

x0 − 1

上の 2式から FH2·F′H2 = 1 ゆえに FH·F′H = 1

よって，FH·F′Hは，Pの取り方によらず一定である．

解説 設問で F

(√
k

2
, 0

)
，F′

(
−

√
k

2
, 0

)
とし，直角双曲線を x2 − y2 = kと

すると，次式が成り立つ．

FH·F′H =
k2

4

なお，F，F′は直角双曲線の準線と x軸の交点である．

1.14 (1) C上の点 (x, y)が F(p, 0)と y軸から等距離にあるので
√

(x− p)2 + y2 = | x | · · · 1©
ゆえに (x− p)2 + y2 = x2 整理すると y2 = 2px − p2

(2) y2 = 2px− p2の両辺を xで微分すると

2y
dy

dx
= 2p ゆえに

dy

dx
=

p

y

C上の点 P(x0, y0)における接線 lの方程式は (y0 6= 0)

y − y0 =
p

y0

(x− x0) ゆえに y0y − y0
2 = px− px0

y0
2 = 2px0 − p2であるから y0y = p(x + x0 − p)
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(3) P(x0, y0)は，C上の点であるから， 1©より

FP =
√

(x0 − p)2 + y0
2 = |x0 |

(2)の結果から，lの x軸との交点Qの座標は (p− x0, 0)

これと F(p, 0)から FQ = |x0 | よって FP = FQ

1.15 (1) l1を y = mx + kとおく．

これを
x2

4
+ y2 = 1に代入して整理すると

(4m2 + 1)x2 + 8mkx + 4k2 − 4 = 0

この方程式の判別式をDとすると

D/4 = (4mk)2 − (4m2 + 1)(4k2 − 4)

= 4(4m2 − k2 + 1)

　

O

y

x

l1

l2
P

C

2

1

Cと l1は接するので，D = 0より k2 = 4m2 + 1

条件により，k > 0 であるから k =
√

4m2 + 1

よって，l1の方程式は y = mx +
√

4m2 + 1 · · · 1©

(2) (1)の結果のmを− 1

m
に置き換えればよいので

y = − 1

m
x +

√
m2 + 4

m2
· · · 2©

(3) 1©， 2©から，yを消去すると

mx +
√

4m2 + 1 = − 1

m
x +

√
m2 + 4

m2

(
m +

1

m

)
x =

√
m2 + 4

m2
−
√

4m2 + 1

ここで，ε =
m

|m | (= sign m)とおくと

(m2 + 1)x = ε
√

m2 + 4−m
√

4m2 + 1

x =

√
m2 + 4− |m|√4m2 + 1

m2 + 1
ε
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これを 1©に代入すると

y = m·
√

m2 + 4− |m|√4m2 + 1

m2 + 1
ε +

√
4m2 + 1

=
|m|√m2 + 4−m2

√
4m2 + 1

m2 + 1
+
√

4m2 + 1

=
|m|√m2 + 4 +

√
4m2 + 1

m2 + 1

よって，ε =
m

|m| とおくと

P

(√
m2 + 4 − |m|√4m2 + 1

m2 + 1
ε,

|m|√m2 + 4 +
√

4m2 + 1

m2 + 1

)

(4) P(X, Y )とおくと，(3)の結果から

X =

√
m2 + 4− |m|√4m2 + 1

m2 + 1
ε, Y =

|m|√m2 + 4 +
√

4m2 + 1

m2 + 1

したがって

X2 + Y 2 =

(√
m2 + 4− |m|√4m2 + 1

m2 + 1

)2

+

(
|m|√m2 + 4 +

√
4m2 + 1

m2 + 1

)2

=
(m2 + 4) + (4m2 + 1)

m2 + 1
= 5

よって，点 Pは円 x2 + y2 = 5上にある．

解説 点P(X, Y )から楕円C :
x2

a2
+

y2

b2
= 1に引いた 2本の接線 l1，l2が直交す

るとき，それぞれの接線の傾きをm1，m2とすると，m1m2 = −1

点 Pを通り，傾きmの直線 lの方程式は y − Y = m(x−X)

ここで，C，lを x軸を元に，y軸方向に
a

b
倍に拡大した図形をそれぞれ

C ′，l′とすると
C ′ : x2 + y2 = a2

l′は点
(

X,
aY

b

)
を通り，傾き

am

b
の直線であるから

y − aY

b
=

am

b
(x−X) すなわち amx− by − amX + aY = 0

このとき，l′はC ′に接するので

|amX + aY |√
a2m2 + b2

= a ゆえに (X2 − a2)m2 + 2XY m + Y 2 − b2 = 0
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上のmに関する 2次方程式の解m1，m2について，m1m2 = −1のとき，
解と係数の関係により

Y 2 − b2

X2 − a2
= −1 すなわち X2 + Y 2 = a2 + b2

よって，Pは円 x2 + y2 = a2 + b2上にある．

また，Pが (±a, ± b)のときも成立する．

1.16 (1) 点 Pを (x, y)とおくと，条件により
√

x2 + y2 : |x− 2| = √
r : 1 ゆえに r(x− 2)2 = x2 + y2

整理すると (r − 1)x2 − 4rx − y2 + 4r = 0

(2) r = 2を (1)の結果に代入すると

x2 − 8x− y2 + 8 = 0

(x− 4)2 − y2 = 8

ゆえに
(x − 4)2

(2
√

2)2
− y2

(2
√

2)2
= 1

よって，Cは右の図のような双曲線．
中心 (4, 0)，焦点 (0, 0)，(8, 0)

漸近線は y = ±(x− 4)

　

O

y

x4

4

−4

2
√

2

−2
√

2

4 + 2
√

2

4− 2
√

2

(3) (1)の結果から (1− r)x2 + 4rx + y2 − 4r = 0 · · · (∗)
この曲線が楕円であるとき 1− r > 0 ゆえに 0 < r < 1

(∗)を変形すると (1− r)

(
x +

2r

1− r

)2

+ y2 =
4r

1− r

したがって

(
x +

2r

1− r

)2

4r

(1− r)2

+
y2

4r

1− r

= 1

0 < r < 1のとき，
4r

(1− r)2
>

4r

1− r
であるから

2

√
4r

(1− r)2
=
√

5 ゆえに
16r

(1− r)2
= 5

整理すると 5r2 − 26r + 5 = 0 すなわち (r − 5)(5r − 1) = 0
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0 < r < 1に注意して，これを解くと r =
1

5

解説 (2)のとき，Cの離心率 e =
√

2 > 1 から，Cは双曲線である．

また，Oを極とする極方程式は r =
2
√

2

1 +
√

2 cos θ

(3)のとき，Cが楕円であるとき，離心率
√

r < 1から 0 < r < 1

このとき，楕円の長軸は，Oを通り準線 x = 2に垂直な直線上 (x軸上)に
あるから，(∗)に y = 0を代入すると

(1− r)x2 + 4rx− 4r = 0

この方程式の 2つの解を α，βとすると，解と係数の関係により

α + β = − 4r

1− r
, αβ = − 4r

1− r

|α− β| = √
5 であるから，(α− β)2 = 5 より

(α + β)2 − 4αβ = 5 ゆえに
(
− 4r

1− r

)2

− 4· −4r

1− r
= 5

整理すると (r − 5)(5r − 1) = 0 0 < r < 1 であるから r =
1

5

1.17 (1) 楕円Cの x軸 (長軸)との交点の x座標は x = ±a

また，Cの y軸 (短軸)との交点の y座標を y = ±bとすると

12 + b2 = a2 ゆえに b2 = a2 − 1

よって，Cの方程式は
x2

a2
+

y2

a2 − 1
= 1

(2) x + y = 2 · · · 1©およびCの方程式から yを消去し，整理すると

(2a2 − 1)x2 − 4a2x + a2(5− a2) = 0 · · · (∗)

この方程式の判別式をDとすると

D/4 = (−2a2)− 2− (2a2 − 1)a2(5− a2)

= a2(a2 − 1)(2a2 − 5)

Cと直線 1©が接するとき，D = 0であるから，a > 1に注意して

2a2 − 5 = 0 これを解いて a =

√
10

2
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これを (∗)に代入すると 4x2 − 10x +
25

4
= 0 すなわち x =

5

4

よって， 1©から P

(
5

4
,

3

4

)

(3) (2)の結果から PF1 =

√(
5

4
+ 1

)2

+

(
3

4

)2

=
3
√

10

4

PF2 =

√(
5

4
− 1

)2

+

(
3

4

)2

=

√
10

4

したがって
PF1

PF2

=
3
√

10

4
÷
√

10

4
= 3

PにおけるCの法線の方程式は

y − 3

4
= x− 5

4
すなわち y = x− 1

2
ゆえに Q

(
1

2
, 0

)

したがって QF1 =
1

2
+ 1 =

3

2
，QF2 = 1− 1

2
=

1

2
ゆえに

QF1

QF2

= 3

よって
PF1

PF2

=
QF1

QF2

1.18 (1)
−→
OA = (0, 0, 2)，

−→
AP = (cos θ, 2 + sin θ, − 1)より，実数 tを用いて

−→
OQ =

−→
OA + t

−→
AP = (0, 0, 2) + t(cos θ, 2 + sin θ, − 1)

−→
OQ⊥−→APであるから，

−→
OQ·−→AP = 0より

−2 + t{cos2 θ + (2 + sin θ)2 + (−1)2} = 0 ゆえに t =
1

3 + 2 sin θ

したがって
−→
OQ = (0, 0, 2) +

1

3 + 2 sin θ
(cos θ, 2 + sin θ, − 1)

よって X =
cos θ

3 + 2 sin θ
，Y =

2 + sin θ

3 + 2 sin θ
，Z =

5 + 4 sin θ

3 + 2 sin θ

(2) (1)の結果にそれぞれ θ = 0, π,
3

2
πを代入すると

~a =

(
1

3
,

2

3
,

5

3

)
, ~b =

(
−1

3
,

2

3
,

5

3

)
, ~c = (0, 1, 1)

−→
OQ = s~a + t~b + u~cより

(X, Y, Z) = s

(
1

3
,

2

3
,

5

3

)
+ t

(
−1

3
,

2

3
,

5

3

)
+ u(0, 1, 1)
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すなわち
1

3
s− 1

3
t = X · · · 1© 2

3
s +

2

3
t + u = Y · · · 2© 5

3
s +

5

3
t + u = Z · · · 3©

3©− 2©より s + t = −Y + Z · · · 4©
1©× 3より s− t = 3X · · · 5©
4©， 5©より s =

1

2
(3X − Y + Z)， t =

1

2
(−3X − Y + Z)

2©， 4©より u = Y − 2

3
(s + t) = Y − 2

3
(−Y + Z) =

1

3
(5Y − 2Z)

したがって

s =
3 cos θ − (2 + sin θ) + (5 + 4 sin θ)

2(3 + 2 sin θ)
=

3(1 + sin θ + cos θ)

2(3 + 2 sin θ)

t =
−3 cos θ − (2 + sin θ) + (5 + 4 sin θ)

2(3 + 2 sin θ)
=

3(1 + sin θ − cos θ)

2(3 + 2 sin θ)

u =
5(2 + sin θ)− 2(5 + 4 sin θ)

3(3 + 2 sin θ)
= − sin θ

3 + 2 sin θ

よって s + t + u = 1

(3) R(X, Y, 0)は，(1)の結果から

X =
cos θ

3 + 2 sin θ
· · · 6©, Y =

2 + sin θ

3 + 2 sin θ
· · · 7©

7©から sin θ =
−3Y + 2

2Y − 1
6©から cos θ = X(3 + 2 sin θ)

上の第 1式を第 2式に代入すると

cos θ = X

(
3 + 2·−3Y + 2

2Y − 1

)
=

X

2Y − 1

上式および 7©′を sin2 θ + cos2 θ = 1に代入すると
(−3Y + 2

2Y − 1

)2

+

(
X

2Y − 1

)2

= 1 ゆえに X2 + 5Y 2 − 8Y + 3 = 0

よって，求める軌跡の方程式は，次の楕円である．

x2 + 5y2 − 8y + 3 = 0 すなわち 5x2 + 25

(
y − 4

5

)2

= 1

1.19 (1) 2直線 PQ，PRが x軸の正の向きとなす角をそれぞれ θ1，θ2とすると

m1 = tan θ1, m2 = tan θ2

m1 < 0 < m2より，0 < θ2 < π
2

< θ1 < πであるから

tan θ = tan(θ1 − θ2) =
tan θ1 − tan θ2

1 + tan θ1 tan θ2

=
m1 − m2

1 + m1m2
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(2) y =
1

4
x2を微分すると y′ =

1

2
x

Qの座標を (α, 1
4
α2)とすると，Qにおける接線の傾きはm1であるから

m1 =
1

2
α

ゆえに α = 2m1 点Qの座標は (2m1, m1
2)

Qにおける接線の方程式は

y −m1
2 = m1(x− 2m1) すなわち y = m1x−m1

2 · · · 1©

同様に，Rにおける接線の方程式は y = m2x−m2
2 · · · 2©

1©， 2©の交点が Pであるから，m1 6= m2に注意してこれを解くと

a = m1 + m2, b = m1m2

また (m1 −m2)
2 = (m1 + m2)

2 − 4m1m2 = a2 − 4b > 0

m1 −m2 < 0より m1 −m2 = −√a2 − 4b

よって，Gの表す方程式は (1)の結果から tan θ = −
√

a2 − 4b

1 + b

(3) θ =
π

4
のとき (2)の結果より

1 + b = −
√

a2 − 4b · · · 3©

3©の両辺を平方して

1 + 2b + b2 = a2 − 4b

上式および 3©から

(b + 3)2 − a2 = 8, b < −1

　

O

b

a

−3
−3 3

−3− 2
√

2

よって，Gの表す図形は，右の図のような双曲線の一部である．

1.20 (1) C : x2 +4y2 = 4および直線 l : y = x+ bを x軸を元に y軸方向に 2倍に拡
大した図形を，それぞれ，C ′ : x2 + y2 = 4，l′ : y = 2x + 2bとする．Cと
lが異なる 2つの交点をもつとき，C ′と l′は異なる 2つの交点をもつから

|2b|√
22 + (−1)2

< 2 これを解いて −√
5 < b <

√
5
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(2) C ′と l′の交点をA′，B′とし，4PAB，4PA′B′ の面積を，それぞれ，S，
S ′とすると，S ′ = 2Sが成り立つ．S ′が最大となるとき，Sは最大となる
から，S ′を最大にする bの値を求めればよい．

原点Oから l′までの距離を dとすると

d =
|2b|√

5

A′B′ = 2
√

22 − d2 =
4
√

5− b2

√
5

S ′を最大する bは，右の図から

0 < b <
√

5

　

O

y

x
A′

B′

P
2

y=2x

4√
5d

C ′
l′

の範囲で調べればよい．Pから l′に引いた垂線の長さを hとすると

h =
2b√
5

+
4√
5

=
2b + 4√

5

S ′ =
1

2
A′B′·h =

4

5
(b + 2)

√
5− b2

S =
1

2
S ′ =

2

5
(b + 2)

√
5− b2 =

2

5

√
(b + 2)2(5− b2)

したがって，関数

f(b) = (b + 2)2(5− b2) (0 < b <
√

5)

を最大にする bの値を求めればよい．

f ′(b) = −2(b + 2)(2b2 + 2b− 5)

0 < b <
√

5に注意して f ′(b) = 0を解くと b =
−1 +

√
11

2
f(b)の増減は，右のようにな
る．よって，求める bの値は

b =
−1 +

√
11

2

b (0) · · · −1+
√

11
2

· · · (
√

5 )

f ′(b) + 0 −
f(b) ↗ 極大 ↘

1.21 (1) C，lを x軸をもとに y軸方向に 2倍に拡大した図形をそれぞれ

C ′ : x2 + y2 = 4, l′ : 2ax− y + 2b = 0

とする．また，これらの曲線上に 2点 P′(x1, 2y1)，Q′(x2, 2y2)をとる．
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O

y

x
A

m

l

P

QC

O

y

x

P′

Q′

A′

C ′

x1 x1

x2 x2

l′

m′

2

1

2

2

l′とC ′が異なる 2個の共有点を持てばよいので

|2b|√
(2a)2 + (−1)2

< 2 よって −√
4a2 + 1 < b <

√
4a2 + 1

(2) l′に平行な直線m′が第 1象限の点A′においてC ′と接しているとする．

このとき，(1)と同様にして

|2b|√
(2a)2 + (−1)2

= 2 ゆえに |b| =
√

4a2 + 1

bの符号に注意して b =
√

4a2 + 1 · · · 1© よって y = ax +
√

4a2 + 1

(3) C ′と l′の方程式から yを消去すると x2 + (2ax + 2b)2 = 4

すなわち (4a2 + 1)x2 + 8abx + 4b2 − 4 = 0 · · · (∗)
方程式 (∗)の解と係数の関係により

x1 + x2 = − 8ab

4a2 + 1
, x1x2 =

4b2 − 4

4a2 + 1
· · · (∗∗)

したがって (x2 − x1)
2 = (x1 + x2)

2 − 4x1x2

=

(
− 8ab

4a2 + 1

)2

− 4× 4b2 − 4

4a2 + 1

=
16(4a2 − b2 + 1)

(4a2 + 1)2

x1 < x2および (1)の結果に注意して x2 − x1 =
4
√

4a2 − b2 + 1

4a2 + 1
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(4) (2)の結果から，m′の方程式は y = 2ax + 2
√

4a2 + 1 · · · 2©
A′の座標を (x0, y0)とすると，x0は (∗)の重解である．
このとき， 1©に注意して

x0 = − 8ab

2(4a2 + 1)
= −8a

√
4a2 + 1

2(4a2 + 1)
= − 4a√

4a2 + 1

これを 2©に代入することにより

y0 = 2a

(
− 4a√

4a2 + 1

)
+ 2

√
4a2 + 1 =

2√
4a2 + 1

よって，A′
(
− 4a√

4a2 + 1
,

2√
4a2 + 1

)
から直線 l′ : 2ax− y + 2b = 0まで

の距離を dとすると，(1)の結果に注意して

d =

∣∣∣2a
(
− 4a√

4a2+1

)
− 2√

4a2+1
+ 2b

∣∣∣
√

(2a)2 + (−1)2

=
2|√4a2 + 1− b|√

4a2 + 1
= 2

(
1− b√

4a2 + 1

)

(3)の結果から

P′Q′ =
√

1 + (2a)2 |x2 − x1| =
√

4a2 + 1× 4
√

4a2 − b2 + 1

4a2 + 1

=
4
√

4a2 − b2 + 1√
4a2 + 1

= 4

√
1− b2

4a2 + 1

したがって

4A′P′Q′ =
1

2
P′Q′·d = 4

(
1− b√

4a2 + 1

) √
1− b2

4a2 + 1

S =
1

2
4A′P′Q′ であるから

S = 2

(
1 − b√

4a2 + 1

) √
1 − b2

4a2 + 1
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(5) (1)の結果から，t =
b√

4a2 + 1
とすると −1 < t < 1

f(t) = S2 とおくと f(t) = 4(1− t)2(1− t2) = −4(t− 1)3(t + 1)

これを微分すると f ′(t) = −8(t− 1)2(2t + 1)

したがって，f(t)の増減表は

t (−1) · · · −1
2

· · · (1)

f ′(t) + 0 −
極大

f(t) ↗ ↘27
4

よって，求める Sの最大値は

√
27

4
=

3
√

3

2

別解 (5)で求めた f(t) = 4(1 − t)3(1 + t)について，−1 < t < 1 であるから，
1− t > 0，1 + t > 0 より

1

2
=

3

4

(
1− t

3

)
+

1

4
(1 + t) =

(
1− t

3

) 3
4

(1 + t)
1
4

この両辺を 4乗すると

1

16
= (1− t)3(1 + t)

27
ゆえに f(t) 5 27

4

上式において，等号が成立するとき

1− t

3
= 1 + t すなわち t = −1

2

したがって，f(t)は t = −1

2
のとき，最大値

27

4
をとる．

よって，求める Sの最大値は

√
27

4
=

3
√

3

2
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補足 Sが最大となるとき，4A′P′Q′は正三角形である．

一般に，円に内接する三角形の面積が最大となる三角形は正三角形であ
る．実際，辺BCに対し，直線BCから最も遠くなるようにA を取ると面
積は最大になる。このとき，4ABC はAB = ACの鋭角二等辺三角形で
ある．円の半径をRとし，B = C = θとすると，A = π − 2θ．このとき
正弦定理により

AB = AC = 2R sin θ · · · 3©
したがって 4ABC =

1

2
(2R sin θ)2 sin(π − 2θ)

= 2R2 sin2 θ sin 2θ = 4R2 sin3 θ cos θ

sin θ > 0，cos θ > 0 であるから

1

4
=

3

4

(
sin2 θ

3

)
+

1

4
cos2 θ =

(
sin2 θ

3

) 3
4

(cos2 θ)
1
4

両辺を平方して
1

16
= sin3 θ cos θ

3
√

3
ゆえに sin3 θ cos θ 5 3

√
3

16

上式において，等号が成立するのは

sin2 θ

3
= cos2 θ ゆえに tan2 θ = 3 すなわち θ =

π

3

このときA = B = C = π
3
となる．したがって，円に内接する三角形は面

積が最大となるとき正三角形である．このことに注意すると，二等辺三角
形A′P′Q′は面積が最大のとき正三角形であるから，R = 2より

P′Q′ = 2
√

3

(4)で求めた P′Q′ = 4

√
1− b2

4a2 + 1
と上式により

b2

4a2 + 1
=

1

4

A′は第 1象限の点であるから，b > 0のとき，二等辺三角形 A′P′Q′は鈍
角三角形である．ゆえに b < 0より

b√
4a2 + 1

= −1

2

1.22 Gに接する P(0,−2, a)を頂点とする円錐面上の点をQ(x, y, z)とする．

Gの中心 (0, 0, 1)をCとおくと PC =
√

22 + (1− a)2 =
√

a2 − 2a + 5

円錐面と直線 PCのなす角を θとすると sin θ =
1

PC
=

1√
a2 − 2a + 5

したがって cos2 θ = 1− sin2 θ =
a2 − 2a + 4

a2 − 2a + 5
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C
P

Q

G

1
θ

−→
PC = (0, 2, 1− a)，

−→
PQ = (x, y + 2, z − a)より

−→
PC·−→PQ = 2(y + 2) + (1− a)(z − a)

|−→PC|2 = 22 + (1− a)2 = a2 − 2a + 5

|−→PQ|2 = x2 + (y + 2)2 + (z − a)2

−→
PCと

−→
PQの角は，θまたは π − θであるから

(−→
PC·−→PQ

)2

= |−→PC|2|−→PQ|2 cos2 θ

また，上式に上の諸式および |−→PC|2 cos2 θ = a2 − 2a + 4を代入すると

{2(y + 2) + (1− a)(z − a)}2 = (a2 − 2a + 4){x2 + (y + 2)2 + (z − a)2}

これを整理することにより，次の円錐面の方程式を得る．

(a2 − 2a + 4)x2 + (a2 − 2a)(y + 2)2 + 3(z − a)2

− 4(1− a)(y + 2)(z − a) = 0 · · · (∗)

xy平面による円錐面 (∗)の切り口を表す図形は，z = 0を代入することにより

(a2 − 2a + 4)x2 + a(a− 2)(y + 2)2 + 4a(1− a)(y + 2) + 3a2 = 0 · · · (∗∗)

a(a− 2) 6= 0，すなわち，a 6= 0, 2のとき，(∗∗)より

(a2 − 2a + 4)x2 + a(a− 2)

{
y + 2 +

2(1− a)

a− 2

}2

=
a(a2 − 2a + 4)

a− 2

(a2 − 2a + 4)x2 + a(a− 2)

(
y − 2

a− 2

)2

=
a(a2 − 2a + 4)

a− 2
· · · (∗ ∗ ∗)

a2−2a+4 = (a−1)2 +3 > 0であるから，a(a−2)と
a(a2 − 2a + 4)

a− 2
は同符号．
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したがって，(∗∗)，(∗ ∗ ∗)から




a = 0のとき 直線 (x = 0)

a = 2のとき 放物線
(

y =
1

2
x2 − 1

2

)

a < 0, 2 < aのとき 楕円
0 < a < 2のとき 双曲線

解説 2次曲線は，平面 (問題では xy平面)による円錐面の切り口としても現れる．そ
のため，これらの曲線を円錐曲線ともいう．

放物線となるのは，平面が母線と平行な場合である．また，直線となるのは，
平面が頂点を通り，母線に平行な場合である．とくに，平面が頂点のみを共有
するとき，円錐曲線は 1点に退化するので，本題の (∗ ∗ ∗)では円錐曲線が退化
していないことを確認している．

楕円 放物線 双曲線

1.23 (1) x = a cos θ + 5，y = 2a sin θより

cos θ =
x− 5

a
, sin θ =

y

2a

0 < a < 5，0 5 θ < 2πより 楕円
(

x − 5

a

)2

+

(
y

2a

)2

= 1

(2) 接点を P(x1, y1)とすると，Pは楕円上の点であるから
(

x1 − 5

a

)2

+
( y1

2a

)2

= 1 · · · 1©

Pにおける楕円の接線の方程式は

(x1 − 5)(x− 5)

a2
+

y1y

4a2
= 1
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これが原点を通るから x1 =
25− a2

5

これを 1©に代入すると a2

25
+

( y1

2a

)2

= 1

0 < a < 5に注意して y1 = ±2a
√

25− a2

5

この原点を通る直線の傾きは
y1

x1

= ± 2a√
25− a2

よって 接線の方程式は y = ± 2a√
25 − a2

x

接点の座標は

(
25 − a2

5
, ± 2a

√
25 − a2

5

)

(3) (2)で求めた 2つの接点の垂直二等分線は，x軸であるから，外心Cは，x

軸上の点である．原点 (0, 0)と接点
(

25− a2

5
,

2a
√

25− a2

5

)
の垂直二等

分線は，点
(

25− a2

10
,

a
√

25− a2

5

)
を通り，傾き−

√
25− a2

2a
の直線

y − a
√

25− a2

5
= −

√
25− a2

2a

(
x− 25− a2

10

)

である．y = 0を代入して x =
3a2 + 25

10
よって C

(
3a2 + 25

10
, 0

)

Cが楕円上にあるとき (1)で求めた楕円の方程式から
(

3a2 − 25

10a

)2

= 1 ゆえに 3a2 − 25 = ±10a

ゆえに (a∓ 5)(3a± 5) = 0 0 < a < 5より a =
5

3

1.24 (1) Fは放物線 y =
1

4
x2の焦点であり，準線

の方程式は y = −1である．
右の図から，放物線上の点Aの y座標は

y = 1− r cos θ

Aから準線に下ろした垂線AHの長さは

AH=(1− r cos θ)− (−1)

=2− r cos θ

放物線上の点Aについて，FA = AHで
あるから

　

O

y

x

y =
1

4
x2

1 F

−1 y=−1H

θ
Ar
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r = 2− r cos θ これを解いて r =
2

1 + cos θ

(2) (1)の結果から FAk =
2

1 + cos kπ
2n

したがって

lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

FAk = lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

2

1 + cos kπ
2n

=

∫ 1

0

2

1 + cos πx
2

dx

=

∫ 1

0

1

cos2 πx
4

dx =

[
4

π
tan

πx

4

]1

0

=
4

π

1.25 (1) r = 2 cos θの両辺に rをかけると

r2 = 2r cos θ

r2 = x2 + y2，r cos θ = xであるから

x2 + y2 = 2x

ゆえに (x − 1)2 + y2 = 1 · · · 1©
Cの表す図形は，中心 (1, 0)，半径 1の円で，
右の図のようになる．

　

O

y

x1
2

1 C

(2) 点 (−1, 0)を通り，傾き kの直線は y = k(x + 1) · · · 2©
1©， 2©から yを消去すると (x− 1)2 + k2(x + 1)2 = 1

xについて整理すると (k2 + 1)x2 + 2(k2 − 1)x + k2 = 0 · · · 3©
方程式 3©の判別式をDとすると

D/4 = (k2 − 1)2 − (k2 + 1)k2 = 1− 3k2

直線 2©がCと 2点で交わるから

1− 3k2 > 0 これを解いて − 1√
3

< k <
1√
3

(3) 直線とCの 2つの交点の x座標を α，βとすると，2つの交点の中点の座
標は， 2©により (

α + β

2
, k

(
α + β

2
+ 1

))

方程式 3©の解と係数の関係により α + β =
2(1− k2)

k2 + 1

ゆえに，中点の座標を (x, y)とすると x =
1− k2

k2 + 1
，y =

2k

k2 + 1
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ここで，k = tan θとすると，(2)の結果から −π

6
< θ <

π

6

したがって x =
1− tan2 θ

tan2 θ + 1
= cos2 θ − sin2 θ = cos 2θ

y =
2 tan θ

tan2 θ + 1
= 2 sin θ cos θ = sin 2θ

−π

3
< 2θ <

π

3
であるから

1

2
< x 5 1，−

√
3

2
< y <

√
3

2

よって，求める軌跡の方程式は x2 + y2 = 1

(
1

2
< x 5 1

)

1.26 (1) C2の極座標を (r, θ)とすると

r = OP + PQ = a cos θ + a

= a(cos θ + 1)

よって r = a(cos θ + 1)

　

O

y

x

P

Q

a
θ

a

(2) 点Q(r0, θ0) の直交座標は (r0 cos θ0, r0 sin θ0)

−→
OQ = r0(cos θ0, sin θ0)

点Q(r0 cos θ0, r0 sin θ0)を通り，法線ベクトルの 1つが (cos θ0, sin θ0) で
ある直線が lであるから，その方程式は

cos θ0(x− r0 cos θ0) + sin θ0(y − r0 sin θ0) = 0

整理すると x cos θ0 + y sin θ0 − r0 = 0

(3) 点 (a, 0)から直線 lまでの距離を dとすると，r0 = a(cos θ0 + 1)より

d =
|a cos θ0 − r0|√
cos2 θ0 + sin2 θ0

= |a cos θ0 − a(cos θ0 + 1)| = a

よって，lは，点Qに関係なく常に点 (a, 0)を中心とする半径 aの接する．

1.27 (1) C1 : x2 + y2 + 6x− 2y + 7 = 0 より (x + 3)2 + (y − 1)2 = 3

C1は，中心 (−3, 1)，半径
√

3の円であるから

x = −3 +
√

3 cos θ, y = 1 +
√

3 sin θ
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(2) r =
1√

2− sin θ
より

√
2r = r sin θ + 1

このとき，r sin θ = y，r =
√

x2 + y2 である
ことに注意して，上式の両辺を平方すると

2(x2 + y2) = (y + 1)2

すなわち x2 +
(y − 1)2

2
= 1

よって，C2の概形は右のようになる．

　

O

y

x

1

1−1

1 +
√

2

1−√2

(3) C2上の点を P(a, b)とすると，PはC2上にあるから

p2 +
(q − 1)2

2
= 1 · · · 1©

C2の Pにおける接線の方程式は

px +
1

2
(q − 1)(y − 1) = 1 · · · (∗)

(∗)がC1の中心 (−3, 1) を通るとき

−3p = 1 ゆえに p = −1

3
· · · 2©

2©を 1©に代入することにより q =
7

3
,−1

3

C2上の点
(
−1

3
,

7

3

)
における接線の方程式は，(∗)により

−1

3
x +

1

2

(
7

3
− 1

)
(y − 1) = 0 すなわち x− 2y + 5 = 0

また，C2上の点
(
−1

3
,−1

3

)
における接線の方程式は，(∗)により

−1

3
x +

1

2

(
−1

3
− 1

)
(y − 1) = 0 すなわち x + 2y + 1 = 0

よって，求める直線の方程式は

x − 2y + 5 = 0, x + 2y + 1 = 0

1.28 (1) r =
a

2 + cos θ
より 2r + r cos θ = a
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r =
√

x2 + y2，r cos θ = xを代入すると

2
√

x2 + y2 + x = a

2
√

x2 + y2 = a− xの両辺を平方すると

4(x2 + y2) = (a− x)2 よって 3x2 + 4y2 + 2ax − a2 = 0

(2) (1)で求めた 2次曲線を x軸方向に
a

3
だけ平行移動すると

3
(
x− a

3

)2

+ 4y2 + 2a
(
x− a

3

)
− a2 = 0

整理すると 3x2 + 4y2 − 4

3
a2 = 0

2次曲線Cと x軸との交点は，上式に y = 0を代入して

3x2 − 4

3
a2 = 0 これを解いて x = ±2

3
a

2つの交点A，Bについて，Bの x座標は正であるから

A

(
−2

3
a, 0

)
, B

(
2

3
a, 0

)

(3) P(α, β)は x軸上にないから β 6= 0

また，Q(α,−β)，H(α, 0)より

PH·QH = PH2 = β2

AH·BH =

(
α +

2

3
a

)(
2

3
a− α

)

=
4

9
a2 − α2

　

O

y

x

P

Q

H
A B

PはC上の点であるから

3α2 + 4β2 − 4

3
a2 = 0 ゆえに

4

9
a2 − α2 =

4

3
β2

よって
PH·QH

AH·BH
=

β2

4

9
a2 − α2

=
β2

4

3
β2

=
3

4

1.29 (1) F1(a, a)，F2(−a,−a)，P(x, y)より

F1P =
√

(x− a)2 + (y − a)2, F2P =
√

(x + a)2 + (y + a)2
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これを F1P·F2P = 2a2に代入すると
√

(x− a)2 + (y − a)2
√

(x + a)2 + (y + a)2 = 2a2

両辺を平方すると

{(x2 + y2 + 2a2)− 2a(x + y)}{(x2 + y2 + 2a2) + 2a(x + y)} = 4a4

(x2 + y2 + 2a2)2 − 4a2(x + y)2 = 4a4

(x2 + y2)2 + 4a2(x2 + y2) + 4a4 − 4a2(x + y)2 = 4a4

よって (x2 + y2)2 − 8a2xy = 0

(2) (1)の結果に x = r cos θ，y = r sin θを代入すると

(r2)2 − 8a2r cos θ·r sin θ = 0 ゆえに r2(r2 − 4a2 sin 2θ) = 0

r = 0は，r2 = 4a2 sin 2θに含まれるから，求める極方程式は

r2 = 4a2 sin 2θ

(3) 0 5 θ < 2π より 0 5 2θ < 4π

r 6= 0 より r2 > 0 であるから sin 2θ > 0

ゆえに 0 < 2θ < π，2π < 2θ < 3π すなわち 0 < θ <
π

2
，π < θ <

3

2
π

よって，Cから原点を除いた部分は，平面上の第 1象限と第 3象限を合わ
せた範囲に含まれる．

(4) 点
(

a√
2
,

a√
2

)
を中心とする半径 aの円を極方

程式で表すと

r = 2a cos
(
θ − π

4

)

この円周上の点 Qと C 上の点 Pを右の図のよ
うにとると

OQ =
√

2a(sin θ + cos θ)

　

O

y

x

P

Q

a√
2

a√
2

Cθ

ゆえに OQ2 −OP2 = 2a2(sin θ + cos θ)2 − 4a2 sin 2θ

= a2(sin θ − cos θ)2 = 0

よって，第 1象限にあるPは，点
(

a√
2
,

a√
2

)
を中心とする半径 aの周ま

たは内部にある．
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1.30 (1) OとCの接点をTとし，α = ∠TCPとすると，)
AT=

)

PT であるから

aθ = bα ゆえに α =
a

b
θ

OC = a− b であるから

−→
OC = (a− b)(cos θ, sin θ)
−→
CP = b(cos(θ − α), sin(θ − α))

　

O

y

x
θ

C
b

P

α

A
a

a

T

θ − α =
b− a

b
θ であるから

−→
OP =

−→
OC +

−→
CP

= (a− b)(cos θ, sin θ) + b

(
cos

b− a

b
θ, sin

b− a

b
θ

)

よって x = (a − b) cos θ + b cos
b − a

b
θ，

y = (a − b) sin θ + b sin
b − a

b
θ

(2) b =
1

4
a であるから，これを (1)の結果に代入すると

x =
3

4
a cos θ +

1

4
a cos(−3θ)

=
a

4
(3 cos θ + cos 3θ) = a cos3 θ

y =
3

4
a sin θ +

1

4
a sin(−3θ)

=
a

4
(3 sin θ − sin 3θ) = a sin3 θ

解説 (2)の結果から

(x

a

) 2
3

+
(y

a

) 2
3

= 1

この曲線をアステロイド (asteroid) または
せい

星
ぼう

芒
けい

形という．

　

O

y

xa

a

−a

−a
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1.31 (1) Oは，楕円の焦点であるから，右の図において，
楕円の離心率 eは

e =
CO

CP2

=
3

5

楕円の準線を `とすると，楕円上の点 Pから準
線 `に下した垂線を PHとすると

e =
OP

PH

が成り立つ (2次曲線について成り立つ関係式)．

　

O

y

x

P

H

C
3

B

P2 −2

r

5
3
r

θ

P1 8

`

Oから準線 `までの距離OBをλとする．右図から，PHを 2通りに表すと

PH =
5

3
r, PH = λ + r sin θ ゆえに r =

3λ

5− 3 sin θ

θ =
π

2
のとき (Pが P1にある)，r = 8であるから，上式より 3λ = 16

したがって r =
16

5− 3 sin θ
よって y = r sin θ =

16 sin θ

5 − 3 sin θ

補足 2次曲線の焦点を極とすると，その方程式を極方程式で表すことができる．

楕円
x2

16
+

(y − 3)2

25
= 1の準線は y = −16

3

また，楕円
x2

16
+

(y + 3)2

25
= 1の準線は y =

16

3

その極方程式は r =
16

5 + 3 sin θ

(2) P

(
16 cos θ

5− 3 sin θ
,

16 sin θ

5− 3 sin θ

)
における楕円

x2

16
+

(y − 3)2

25
= 1の接線は

16 cos θ

5− 3 sin θ
· x
16

+

(
16 sin θ

5− 3 sin θ
− 3

)
·y − 3

25
= 1

よって (5 cos θ)x + (5 sin θ − 3)y − 16 = 0

補足 楕円
(x− α)2

a2
+

(y − β)2

b2
= 1上の点 (x1, y1) における接線の方程式は

(x1 − α)(x− α)

a2
+

(y1 − β)(y − β)

b2
= 1

(3) 点A(0, 6)を通り，lに垂直な直線の方程式は

−(5 sin θ − 3)x + (5 cos θ)(y − 6) = 0
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ここで，a = 5 cos θ，b = 5 sin θ − 3とおくと，lおよび上式は

ax + by = 16, −bx + ay = 30 cos θ

これら 2直線の交点をM(x, y)とすると

(a2 + b2)x = 16a− 30b cos θ, (a2 + b2)y = 16b + 30a cos θ

このとき

a2 + b2 = (5 cos θ)2 + (5 sin θ − 3)2

= 2(17− 15 cos θ)

16a− 30b cos θ = 16·5 cos θ − 30(5 sin θ − 3) cos θ

= 10 cos θ(17− 15 sin θ)

16b + 30a cos θ = 16(5 sin θ − 3) + 30·5 cos θ· cos θ

= −150 sin2 θ + 80 sin θ + 102

= 2(5 sin θ + 3)(17− 15 sin θ)

17− 15 sin θ 6= 0であるから M(5 cos θ, 5 sin θ + 3)

ゆえに
−−→
AM =

−−→
OM−−→OA =

(
5 cos θ

5 sin θ + 3

)
−

(
0

6

)
=

(
5 cos θ

5 sin θ − 3

)

−→
OQ =

−→
OA + 2

−−→
AM =

(
0

6

)
+ 2

(
5 cos θ

5 sin θ − 3

)
=

(
10 cos θ

10 sin θ

)

よって Q(10 cos θ, 10 sin θ)

別解 右の図で，4APM ≡ 4QPMであるから

∠APM = ∠QPM, AP = PQ

O，Aは楕円の焦点であるから

∠APM = ∠OPT

ゆえに ∠QPM = ∠OPT

QはOPの延長線上にあるから

OQ = OP + PQ = OP + AP = 2× 5 = 10

よって Q(10 cos θ, 10 sin θ)

　

O

y

x

P
C 3

−2

θ

8

l

A
6

Q

T

M

解説 (九工大 [情]2010) 3
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1.32 (1) 条件から AP·AQ = a(a + 1) · · · 1©
a > 0，b 5 0より AO = a，AB = a− b

これらをAP·AQ = AO·ABに代入すると

a(a + 1) = a(a− b)

a 6= 0であるから a + 1 = a− b

よって b = −1

　

O

y

x
A

a
B
b

Q

P
1

(2)
−→
AP =

−→
OP−−→OA = (0, 1)− (a, 0) = (−a, 1) より AP2 = a2 + 1

上式および 1©から AQ

AP
=

AP·AQ

AP2
=

a(a + 1)

a2 + 1

仮定より，
−→
APと

−→
AQは同じ向きであるから

−→
OQ =

−→
OA +

−→
AQ =

−→
OA +

AQ

AP

−→
AP

= (a, 0) +
a(a + 1)

a2 + 1
(−a, 1) =

(
a(1− a)

a2 + 1
,

a(1 + a)

a2 + 1

)

ゆえに，Q(x, y)は x =
a(1− a)

a2 + 1
, y =

a(1 + a)

a2 + 1

a > 0より，a = tan θ (0 < θ < π
2
)とおくと

x =
tan θ(1− tan θ)

tan2 θ + 1
= sin θ cos θ − sin2 θ

=
1

2
sin 2θ +

1

2
cos 2θ − 1

2
=

√
2

2
cos

(
2θ − π

4

)
− 1

2
· · · 1©

y =
tan θ(1 + tan θ)

tan2 θ + 1
= sin θ cos θ + sin2 θ

=
1

2
sin 2θ − 1

2
cos 2θ +

1

2
=

√
2

2
sin

(
2θ − π

4

)
+

1

2
· · · 2©

ゆえに，点Qの軌跡はOと点 (−1, 1)を直径の
両端とする円周上をOから点 (−1, 1)まで反時
計回りに描いた図形 (Oと (−1, 1)を含まない)．

よって 中心
(

−1

2
,

1

2

)
，半径

√
2

2

　

O

y

x

C

−1
2

1
2

1

−1(3) Qの y座標が最大となる点は， 1©， 2©より

2θ − π

4
=

π

2
のとき Q

(
−1

2
,

√
2 + 1

2

)
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このとき，θ =
3π

8
であるから，a = tan

3π

8
> 0より

tan2 3π

8
=

1− cos 3π
4

1 + cos 3π
4

=
1 + 1√

2

1− 1√
2

= (
√

2 + 1)2 よって a =
√

2 + 1

補足 AP·AQ = AO·ABが成り立つから，方べきの定理の逆により，4点P，Q，
O，Bが同一円周上にあり，∠POB = 90◦であるから，PBを直径とする
円であること分かるが，Qの y座標の最大値は分からない．

1.33 (1) 直線OPの方程式は 2x− ty = 0 · · · 1©
直線MNは P(t, 2)を極とするCの極線であるから

tx + 2y = 1 · · · 2©

Qは， 1©， 2©の交点であるから

x =
t

t2 + 4
, y =

2

t2 + 4
よって Q

(
t

t2 + 4
,

2

t2 + 4

)

¶ ³
円 C : x2 + y2 = r2 の外部の点 P(a, b)か
らCに引いた 2本の接線の接点をM(x1, y1)，
N(x2, y2)とする．2本の接線

x1x + y1y = r2, x2x + y2y = r2

は点 P(a, b)を通るから

ax1 + by1 = r2, ax2 + by2 = r2

　

O

y

x

P(a, b)M

N

r−r

C

l

上の 2式から直線 l : ax + by = r2は 2点M，Nを通る．

このとき，lを Pを極とするCの極線という．
µ ´

(2) (1)の結果から t = 2 tan θ (−π
2

< θ < π
2
)とおくと

x =
t

t2 + 4
=

2 tan θ

(2 tan θ)2 + 4
=

1

2
sin θ cos θ =

1

4
sin 2θ

y =
2

t2 + 4
=

2

(2 tan θ)2 + 4
=

1

2
cos2 θ =

1

4
cos 2θ +

1

4

よって，求める点Qの軌跡の方程式は

x2 +

(
y − 1

4

)2

=
1

16
, (x, y) 6= (0, 0)
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1.34 (1) C において，s = c tan θ
(
−π

2
< θ <

π

2

)
とおくと

x =
c

(c tan θ)2 + c2
=

1

c(tan2 θ + 1)
=

1

c
cos2 θ =

1

2c
(1 + cos 2θ)

y =
c tan θ

(c tan θ)2 + c2
=

tan θ

c(tan2 θ + 1)
=

1

c
sin θ cos θ =

1

2c
sin 2θ

上の 2式から．Cの表す円の方程式は，θの範囲に注意して(
x − 1

2c

)2

+ y2 =

(
1

2c

)2

· · · 1© ただし (x, y) 6= (0, 0)

C の x，y，s，cをそれぞれ y，x，t，dに置き換えたものがDであるか
ら，Dの表す円の方程式は

x2 +

(
y − 1

2d

)2

=

(
1

2d

)2

· · · 2© ただし (x, y) 6= (0, 0)

(2) 1©， 2©の辺々を引いて整理すると y =
d

c
x · · · 3©

3©を 1©に代入して整理すると (c2 + d2)x2 = cx

(x, y) 6= (0, 0)であるから，上式および 3©から，交点の座標は
(

c

c2 + d2
,

d

c2 + d2

)

(3) (2)で求めた交点におけるCの接線の方程式は
(

c

c2 + d2
− 1

2c

)(
x− 1

2c

)
+

d

c2 + d2
y =

(
1

2c

)2

これを整理すると (c2 − d2)x + 2cdy − c = 0

円上の点における接線の方程式¶ ³

円 (x− a)2 + (y − b)2 = r2 上の点 P(p, q)における接線の方程式は

(p − a)(x − a) + (q − b)(y − b) = r2

µ ´

1.35 (1) 点P(a cos θ, b sin θ)と原点Oに関して対称な点をP′(−a cos θ,−b sin θ)と
すると，2点P，P′はE上の点であり，EのP，P′における接線をそれぞ
れ l1，l2とすると

l1 :
cos θ

a
x +

sin θ

b
= 1, l2 :

cos θ

a
x +

sin θ

b
= −1

よって，l :
cos θ

a
x+

sin θ

b
y = kがEと異なる 2点で交わる kの値の範囲は

−1 < k < 1
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(2) P(a cos θ, b sin θ)と l :
cos θ

a
x +

sin θ

b
y − k = 0の距離を dとすると

d =

∣∣∣∣
cos θ

a
·a cos θ +

sin θ

b
·b sin θ − k

∣∣∣∣
√(

cos θ

a

)2

+

(
sin θ

b

)2
=

ab(1 − k)√
a2 sin2 θ + b2 cos2 θ

(3)

(
cos θ

a
x +

sin θ

b
y

)2

+

(
sin θ

a
x− cos θ

b
y

)2

=
x2

a2
+

y2

b2

上式に
cos θ

a
x +

sin θ

b
y = k · · · 1©，x2

a2
+

y2

b2
= 1 を代入すると

k2 +

(
sin θ

a
x− cos θ

b
y

)2

= 1

ゆえに
sin θ

a
x− cos θ

b
y = ±√1− k2 · · · 2©

1©， 2©を解いて
(a(k cos θ ± √

1 − k2 sin θ), b(k sin θ ∓ √
1 − k2 cos θ)) (複号同順)

(4) (3)の結果から

QR2 = (2a
√

1− k2 sin θ)2 + (2b
√

1− k2 cos θ)2

= 4(1− k2)(a2 sin2 θ + b2 cos2 θ)

ゆえに QR = 2
√

1− k2
√

a2 sin2 θ + b2 cos2 θ

したがって

S(k) =
1

2
·QR·d

=
1

2
·2
√

1− k2
√

a2 sin2 θ + b2 cos2 θ· ab(1− k)√
a2 sin2 θ + b2 cos2 θ

= ab(1− k)
√

1− k2

よって，S(k)は θによらない．

(5) (4)の結果から S(k) = ab
√

(1 + k)(1− k)3

f(k) = (1 + k)(1− k)3 (−1 < k < 1)とおくと

f ′(k) = −2(2k + 1)(1− k)2
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したがって，f(k)の増減表は

k (−1) · · · −1
2

· · · (1)

f ′(k) + 0 −
f(k) (0) ↗ 27

16
↘ (0)

よって，S(k)は k = −1

2
のとき，最大値 S

(
−1

2

)
=

3
√

3

4
ab

1.36 (1) f(0) = 1より P1(1, 0)，f(π) =
1

2
より P3

(
−1

2
, 0

)

P1はC上にあるから
(1− α)2

a2
+

β2

b2
= 1

P3はCの内部にあるから

(−1
2
− α

)2

a2
+

β2

b2
< 1

上の 2式から

(−1
2
− α

)2

a2
+

β2

b2
<

(1− α)2

a2
+

β2

b2

ゆえに
(−1

2
− α

)2
< (1− α)2 よって α <

1

4

(2) f
(π

2

)
=

5

8
より P2

(
0,

5

8

)
，f ′(θ) =

θ − π

π2
であるから f ′

(π

2

)
= − 1

2π
dx

dθ
= f ′(θ) cos θ − f(θ) sin θ,

dy

dθ
= f ′(θ) sin θ + f(θ) cos θ より

θ =
π

2
のとき

dx

dθ
= −5

8
，

dy

dθ
= − 1

2π
，

dy

dx
=

dy

dθ

(
dx

dθ

)−1

=
4

5π

よって，lの方程式は y =
4

5π
x +

5

8

(3) Dの軸の一つは x軸上にあるから，その中心を (k, 0)とする．また，D

は P1を通るから，楕円Dを
(x− k)2

(1− k)2
+

y2

b2
= 1とおく．

また，Dは P2を通るから
k2

(1− k)2
+

25

64b2
= 1 · · · 1©

P2におけるDの接線の方程式は
(0− k)(x− k)

(1− k)2
+

5y

8b2
= 1

この接線の傾き
8b2k

5(1− k)2
が lの傾きと等しいので

4

5π
=

8b2k

5(1− k)2
すなわち

1

b2
=

2πk

(1− k)2
· · · 2©

2©を 1©に代入し，整理すると
k2

(1− k)2
+

25πk

32(1− k)2
= 1 すなわち (25π + 64)k = 32
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ゆえに k =
32

25π + 64
<

32

64 + 64
=

1

4

よって，(1)の結果により，P3はDの内部にある．

補足 頂点 (2k − 1, 0)により 2k − 1 < −1

2
を示してもよい

2.1 z1z2 = x + yiとおくと

|z1||z2| = |z1||z2| = |z1z2| =
√

x2 + y2

=
√

x2

= x =
(x + yi) + (x− yi)

2
=

z1z2 + z1z2

2

よって |z1||z2| = z1z2 + z1z2

2

2.2 (1) k =
α

β
とおくと (kは正の実数) α = kβ

ゆえに |α + β| = |kβ + β| = |(k + 1)β| = (k + 1)|β|
|α|+ |β| = |kβ|+ |β| = k|β|+ |β| = (k + 1)β

よって |α + β| = |α|+ |β|
(2) γ = x + yiとおくと，γ + γ = 2|γ|より

(x + yi) + (x− yi) = 2|γ| ゆえに x = |γ|

γは 0ではないので，x =
√

x2 + y2 > 0 したがって x > 0

x =
√

x2 + y2の両辺を平方すると x2 = x2 + y2 ゆえに y = 0

よって，γは正の実数である．

(3) |α + β| = |α|+ |β|の両辺を平方すると

|α + β|2 = (|α|+ |β|)2 整理すると αβ + αβ = 2|α||β|

したがって αβ + αβ = 2|αβ|
(2)の結果により，αβは正の実数であるから

αβ =
α

β
·ββ =

α

β
·|β|2 > 0

よって，
α

β
は正の実数である．
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2.3 (1) α3 − 8 = (α− 2)(α2 + 2α + 4)であるから，α2 + 2α + 4 = 0より

α3 − 8 = 0 よって α3 = 8

(2) (1)の結果から |α|3 = 8 ゆえに |α| = 2

α2 = 3α +
k

α
より α3 = 3|α|2 + k

これに α3 = 8，|α| = 2を代入すると

8 = 3·22 + k よって k = −4

(3) (2)の結果より z2 = 3z − 4

z
であるから

z3 = 3|z|2 − 4 ゆえに |z|3 =
∣∣∣ 3|z|2 − 4

∣∣∣

i) 3|z|2 − 4 = 0 すなわち |z| = 2√
3
のとき

|z|3 = 3|z|2 − 4 ゆえに (|z|+ 1)(|z| − 2)2 = 0

このとき，|z| = 2であるから

z3 = 3·22 − 4 ゆえに (z − 2)(z2 + 2z + 4) = 0

これを解いて z = 2, − 1±√3 i

ii) 3|z|2 − 4 < 0 すなわち 0 5 |z| < 2√
3
のとき

|z|3 = −(3|z|2 − 4) ゆえに (|z| − 1)(|z|+ 2)2 = 0

このとき，|z| = 1であるから

z3 = 3·12 − 4 ゆえに (z + 1)(z2 − z + 1) = 0

これを解いて z = −1,
1±√3i

2

よって z = −1, 2, − 1 ± √
3i,

1 ± √
3i

2

2.4 zの偏角が 45◦であるから，z = x + xiとおくと (x > 0)

|z + i| = |x + (x + 1)i| =
√

2x2 + 2x + 1

|z − i| = |x + (x− 1)i| =
√

2x2 − 2x + 1
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これらを |z + i|+ |z − i| = √
6に代入すると

√
2x2 + 2x + 1 +

√
2x2 − 2x + 1 =

√
6√

2x2 + 2x + 1 =
√

6−
√

2x2 − 2x + 1

両辺を 2乗して整理すると
√

6(2x2 − 2x + 1) = 2x− 3

再び両辺を 2乗して整理すると 8x2 = 3

x > 0により x =

√
6

4
よって z =

√
6

4
(1 + i)

解説 |z + i| + |z − i| = √
6の表す図形は，焦点が−i，iで，長軸が

√
6の楕円

を表し，短軸上の頂点は実軸上にあり，その座標を aとすると (aは実数)

|a + i|+ |a− i| =
√

6 ゆえに 2
√

a2 + 1 =
√

6

これを解いて a = ± 1√
2
また，長軸上の頂点は ±

√
6

2
i

z = x + yiとおくと，楕円の方程式は 2x2 +
2

3
y2 = 1

これと y = x (x > 0)により x = y =

√
6

4

2.5 (1) −z = (cos π + i sin π)·r{cos(−θ) + i sin(−θ)}
= r{cos(π − θ) + i sin(π − θ)}

(2)
1

z2
= {r(cos θ + i sin θ)}−2

=
1

r2
{cos(−2θ) + i sin(−2θ)}

(3) z − |z| = r(cos θ + i sin θ)− r = r(cos θ − 1 + i sin θ)

= r

(
−2 sin2 θ

2
+ 2i sin

θ

2
cos

θ

2

)
= 2r sin

θ

2

(
− sin

θ

2
+ i cos

θ

2

)

= 2r sin
θ

2

{
cos

(
θ

2
+

π

2

)
+ i sin

(
θ

2
+

π

2

)}

ここで，0 5 θ < 2π より，2r sin
θ

2
= 0

2.6 (1)

(
β

α

)2

− β

α
+ 1 = 0より

β

α
=

1±√3i

2
= cos

π

3
± i sin

π

3
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したがって
∣∣∣∣
β

α

∣∣∣∣ = 1 ゆえに |β| = |α|，arg

(
β

α

)
= ±π

3

よって，OA = OB，∠AOB =
π

3
より，4OABは正三角形である．

(2) 点Dを
γ

|γ| とすると

γ

|γ| =
1√
2
(1 + i)

右の図から 2点A，Bは，点Dをそれぞれ
原点 Oを中心に−π

6
，

π

6
だけ回転させた

ものであるから

　

O

y

x

C(γ)

A(α)

B(β)

γ
|γ|

D

α =
1√
2
(1 + i)

(
cos

π

6
− i sin

π

6

)

=
1√
2
(1 + i)

(
1

2
−
√

3

2
i

)
=

√
6 +

√
2

4
+

√
6 − √

2

4
i

β =
1√
2
(1 + i)

(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)

=
1√
2
(1 + i)

(
1

2
+

√
3

2
i

)
=

√
6 − √

2

4
+

√
6 +

√
2

4
i

解説 α，βは

α = cos
1

12
π + i sin

1

12
π =

√
6 +

√
2

4
+

√
6−√2

4
i

β = cos
5

12
π + i sin

5

12
π =

√
6−√2

4
+

√
6 +

√
2

4
i

2.7 (1) ∠z10z2 = θ2 − θ1であるから S = r1r2| sin(θ2 − θ1)|
(2) z1 = r1(cos θ1 + i sin θ1)，z2 = r2(cos θ2 + i sin θ2) であるから

z1z2 + z1z2 = r1(cos θ1 + i sin θ1)·r2(cos θ2 − i sin θ2)

+ r1(cos θ1 − i sin θ1)·r2(cos θ2 + i sin θ2)

= r1r2{cos(θ1 − θ2) + i sin(θ1 − θ2)}
+ r1r2{cos(θ2 − θ1) + i sin(θ2 − θ1)}

= 2r1r2 cos(θ2 − θ1)
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したがって，上式および (1)の結果から

|z1|2|z2|2 − (z1z2 + z1z2)
2

4
= r1

2r2
2 − {2r1r2 cos(θ2 − θ1)}2

4

= r1
2r2

2 − r1
2r2

2 cos2(θ2 − θ1)

= r1
2r2

2 sin2(θ2 − θ1)

= S2

2.8 (1) P (x) = 4x3 + (12− 2a)x2 + (9− 6a)x + 27とおくと

P (−3) = 4(−3)3 + (12− 2a)(−3)2 + (9− 6a)(−3) + 27 = 0

ゆえに，P (x) = 0は−3を実数解にもち

P (x) = (x + 3)(4x2 − 2ax + 9)

となる．したがって，4x2 − 2ax + 9 = 0 · · · (∗)の解が P (x) = 0の虚数解
である．2次方程式 (∗)の判別式DについてD/4 < 0であるから

(−a)2 − 4·9 < 0 よって −6 < a < 6

(2) 2次方程式 (∗)の 2つの虚数解が r(cos θ + i sin θ)，r(cos θ− i sin θ)である
から (r > 0，0◦ < θ < 180◦)，解と係数の関係により

r(cos θ + i sin θ) + r(cos θ − i sin θ) = −−2a

4

r(cos θ + i sin θ)·r(cos θ − i sin θ) =
9

4

整理すると r cos θ =
a

4
, r2 =

9

4
ゆえに r =

3

2
, cos θ =

a

6
0◦ < θ < 180◦より sin θ > 0であるから

sin θ =
√

1− cos2 θ =

√
1−

(a

6

)2

=

√
36 − a2

6

(3) 3つの解を α =
3

2
(cos θ + i sin θ)，β =

3

2
(cos θ − i sin θ)，γ = −3とおく．

このとき，−3 <
3

2
cos θに注意すると

(α− β)(cos 60◦ + i sin 60◦) = γ − β

3i sin θ

(
1

2
+

√
3

2
i

)
= −3− 3

2
(cos θ − i sin θ)

−3
√

3

2
sin θ +

3

2
i sin θ = −3− 3

2
cos θ +

3

2
i sin θ
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しがって −3
√

3

2
sin θ = −3− 3

2
cos θ 整理すると

√
3 sin θ− cos θ = 2

ゆえに 2 sin(θ − 30◦) = 2 0 < θ < 180◦により θ = 120‹

(2)の結果 cos θ =
a

6
より a = 6 cos 120◦ = −3

2.9 (1) z(t) =
1

2− 2t2 −√ati
=

2− 2t2 +
√

ati

(2− 2t2)2 + at2
=

2− 2t2 +
√

ati

4t4 + (a− 8)t2 + 4

よって，z(t)の実部は
2 − 2t2

4t4 + (a − 8)t2 + 4
，

虚部は
√

a t

4t4 + (a − 8)t2 + 4

(2) z(t) =
1

2− 2t2 −√ati
，z(2t) =

1

2(1− 4t2 −√ati)
より

z(2t)

z(t)
=

2− 2t2 −√ati

2(1− 4t2 −√ati)
=

(2− 2t2 −√ati)(2− 4t2 +
√

ati)

2{(1− 4t2)2 + at2}
=

8t4 + (a− 10)t2 + 2 +
√

at(2t2 + 1)i

2{16t4 + (a− 8)t2 + 1} · · · (∗)

a = 2のとき
z(2t)

z(t)
=

2(2t2 − 1)2 +
√

2t(2t2 + 1)i

16t4 − 6t2 + 1

∠AOBが直角であるとき，
z(2t)

z(t)
は純虚数であるから

2(2t2 − 1)2 = 0,
√

2t(t2 + 1) 6= 0

t = 0に注意してこれを解くと t =

√
2

2

(3) ∠AOBが直角であるとき，
z(2t)

z(t)
は純虚数であるから，(∗)より次式をみ

たす t = 0が存在すればよい (a > 0)．

8t4 + (a− 10)t2 + 2 = 0,
√

at(2t2 + 1) 6= 0

第 1式から t 6= 0であるから，このとき第 2式をみたす．したがって

8t4 + (a− 10)t2 + 2 = 0

をみたす tが存在する aの値の範囲を求めればよい．

ここで，x = t2とおくと (x > 0)，2次方程式

8x2 + (a− 10)x + 2 = 0 · · · (∗∗)
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が正の解をもつような aの値の範囲を求めればよい．

2次方程式 (∗∗)の解を α，βとすると，解と係数の関係により

αβ =
2

8
> 0 このとき α > 0, β > 0

ゆえに α + β = −a− 10

8
> 0 すなわち a < 10 · · · 1©

(∗∗)の解は実数解であるからD = 0より

(a− 10)2 − 4·8·2 = (a− 2)(a− 18) = 0

ゆえに a 5 2, 18 5 a · · · 2©
よって， 1©， 2©および a > 0により 0 < a 5 2

2.10 1 + i =
√

2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
であるから

z4n+1 = z4nz =
{√

2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)}4n

(1 + i)

= (
√

2)4n (cos nπ + i sin nπ) (1 + i)

= 4n(−1)n(1 + i) = (−4)n(1 + i)

2.11 z3 − 1 = (z − 1)(z2 + z + 1)に z2 + z + 1 = 0を代入すると

z3 − 1 = 0 ゆえに z3 = 1

z2 + z + 1 = 0を解いて z =
−1±√3i

2
= cos

2

3
π + i sin

2

3
π

z2 + z + 1 = 0の 2つの複素数の解 z，zについて

z + z = −1 ゆえに z = −z − 1

また，z2 + z + 1 = 0より，z2 = −z − 1であるから z2 = z

したがって

(i− zn)(i− z2n) = (i− zn)(i− zn)

= −zn − zn

= −
(

cos
2

3
π + i sin

2

3
π

)n

−
(

cos
2

3
π − i sin

2

3
π

)n

= −
(

cos
2n

3
π + i sin

2n

3
π

)
−

(
cos

2n

3
π − i sin

2n

3
π

)

= −2 cos
2n

3
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ゆえに
1

(i− zn)(i− z2n)
= − 1

2 cos 2n
3

π

よって 自然数nが 3の倍数のとき −1

2

自然数nが 3の倍数でないとき 1

2.12 (1) 実係数の 2次方程式 x2 + ax + b = 0の解 α，βは互いに共役であるから

β = α

上式と解と係数の関係により b = αβ = αα = |α|2 · · · (∗)
α 6= 0であるから，|α| > 0より b > 0

(1)の結果と α =
1

2
(
√

3 + i)βにより

α2 =
1

2
(
√

3 + i)αβ = b
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
· · · (∗∗)

よって arg(α2) =
π

6
+ 2kπ (kは整数)

(2) b = 2のとき，(∗∗)より

α2 = 2
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)

ゆえに α2n = (α2)nが実数となる最小の自然数 nは

n·π
6

= π すなわち n = 6

このとき α2n = (α2)6 = 26
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)6

= 26·(−1) = −64

2.13 (1) z5 = 1 = cos 0◦ + i sin 0◦

したがって，zを極形式で表すと

zk = cos
360◦ × k

5
+ i sin

360◦ × k

5

= cos(72‹ × k) + i sin(72‹ × k) (k = 0, 1, 2, 3, 4)

(2) z5 − 1 = (z − 1)(z4 + z3 + z2 + z + 1) = 0 であるから

z = 1 または z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0

(i) z = 1 のとき z +
1

z
= 2
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(ii) z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0 のとき，両辺を z2 6= 0で割ると

z2 + z + 1 +
1

z
+

1

z2
= 0 ゆえに

(
z +

1

z

)2

+ z +
1

z
− 1 = 0

t = z +
1

z
とおくと t2 + t− 1 = 0 これを解いて t =

−1±√5

2

(i)，(ii)より z +
1

z
= 2,

−1 ± √
5

2

(3) (1)の結果から z2 = cos 144◦ + i sin 144◦

したがって z2 +
1

z2

= z2 +
z2

z2z2

= z2 + z2 = 2 cos 144◦ < 0

上式および (2)の結果から z2 +
1

z2

=
−1−√5

2

よって cos 144‹ =
−1 − √

5

4

2.14 (1) z = x1 + y1i，w = x2 + y2iとおくと

(a) z + w = (x1 + x2) + (y1 + y2)i であるから

z + w = (x1 + x2)− (y1 + y2)i

= (x1 − y1i) + (x2 − y2i)

= z + w

(b) zw = (x1 + y1i)(x2 + y2i) = (x1x2 − y1y2) + (x1y2 + x2y1)i より

zw = (x1x2 − y1y2)− (x1y2 + x2y1)i · · · 1©
z = x1 − y1i，w = x2 − y2i より

z w = (x1 − y1i)(x2 − y2i)

= (x1x2 − y1y2)− (x1y2 + x2y1)i · · · 2©
1©， 2©より zw = z w

(2) z2 − z + 1 = 0 を解いて z =
1±√3i

2
(a) よって，求める α，βは

1 +
√

3i

2
= cos

π

3
+ i sin

π

3
,

1 − √
3i

2
= cos

5π

3
+ i sin

5π

3
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(b) cos
5π

3
+ i sin

5π

3
= cos

π

3
− sin

π

3
であるから

α100 + β100 =
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)100

+
(
cos

π

3
− i sin

π

3

)100

=

(
cos

100

3
π + i sin

100

3
π

)
+

(
cos

100

3
π − i sin

100

3
π

)

= 2 cos
100

3
π = 2 cos

(
32π +

4π

3

)
= 2×

(
−1

2

)
= −1

2.15 (1) z = cos
2π

5
+ i sin

2π

5
より

z5 =

(
cos

2π

5
+ i sin

2π

5

)5

= cos 2π + i sin 2π = 1

z5 − 1 = 0 より (z − 1)(z4 + z3 + z2 + z + 1) = 0

z 6= 1 であるから z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0

(2) z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0を z2 6= 0で割ると

z2 + z + 1 +
1

z
+

1

z2
= 0 ゆえに

(
z +

1

z

)2

+

(
z +

1

z

)
= 1

t = z +
1

z
より t2 + t = 1

(3) z = cos
2π

5
+ i sin

2π

5
，

1

z
= cos

2π

5
− i sin

2π

5
であるから

t = z +
1

z
= 2 cos

2π

5
ゆえに cos

2π

5
=

1

2
t

上式より，t > 0であることに注意して，t2 + t = 1を解くと

t =
−1 +

√
5

2
よって cos

2π

5
=

1

2
t =

−1 +
√

5

4

(4) 正五角形の一辺の長さを xとすると，中心角
2π

5
，等しい 2辺の長さが 1

の二等辺三角形に余弦定理を適用すると

x2 = 12 + 12 − 2·1·1 cos
2π

5

= 2− 2·−1 +
√

5

4
=

5 − √
5

2
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2.16 (1) zの実部が

√
5− 1

4
であるから

z + z

2
=

√
5− 1

4
· · · 1©

|z| = 1より |z|2 = 1 ゆえに zz = 1 すなわち z =
1

z
· · · 2©

1©， 2©から z +
1

z
=

√
5− 1

2

よって
(

z +
1

z

)2

+

(
z +

1

z

)
=

(√
5− 1

2

)2

+

√
5− 1

2

= 1

(2) (1)の結果を展開して整理すると

1

z2
+

1

z
+ 1 + z + z2 = 0

両辺に z2を掛けると 1 + z + z2 + z3 + z4 = 0

(3) z5 − 1 = (z − 1)(z4 + z3 + z2 + z + 1) であるから，(2)の結果から

z5 − 1 = 0 ゆえに z5 = 1

z = r(cos θ + i sin θ)とおくと

r5(cos 5θ + i sin 5θ) = 1

したがって r5 = 1，5θ = 2nπ (nは整数)

すなわち r = 1，θ =
2nπ

5
· · · 1©

zの実部

√
5− 1

4
> 0，条件から虚部は正であるから，0 5 θ < 2πより

0 < θ <
π

2

上式より， 1©を満たす整数 nは n = 1 よって θ =
2

5
π

2.17 −2− 2
√

3 i = 4

(
−1

2
−
√

3

2
i

)
= (

√
2)4

(
cos

4

3
π + i sin

4

3
π

)
であるから，

整数 nを用いて

(z − i)4 = −2− 2
√

3 i = (
√

2)4

{
cos

(
2n +

4

3

)
π + i sin

(
2n +

4

3

)
π

}
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したがって z − i =
√

2

{
cos

(
n

2
+

1

3

)
π + i sin

(
n

2
+

1

3

)
π

}

ゆえに，これらの解は

zn − i =
√

2

{
cos

(
n

2
+

1

3

)
π + i sin

(
n

2
+

1

3

)
π

}
(n = 0, 1, 2, 3)

である．よって

z0 =

√
2

2
+

2 +
√

6

2
i,

z1 = −
√

6

2
+

2 +
√

2

2
i,

z2 = −
√

2

2
+

2 − √
6

2
i,

z3 =

√
6

2
+

2 − √
2

2
i

　

O

Im

Re

i

(1 +
√

2)i

(1−√2)i

z0

z1

z2

z3

√
2

1

π
3

2.18 (1) r = |z| 6= 0，z = r(cos θ + i sin θ)とおくと

1

z
= z−1 = {r(cos θ + i sin θ)}−1 =

1

r
(cos θ − i sin θ)

ゆえに z +
1

z
=

(
r +

1

r

)
cos θ + i

(
r − 1

r

)
sin θ

よって，z +
1

z
の実部は

(
r +

1

r

)
cos θ，虚部は

(
r − 1

r

)
sin θ

(2) nを自然数とする．

z2 +
1

z2
=

(
z +

1

z

)2

− 2,

zn+2 +
1

zn+2
=

(
z +

1

z

)(
zn+1 +

1

zn+1

)
−

(
zn +

1

zn

)

上の 2式から，z +
1

z
が実数ならば，zn +

1

zn
は実数である．

また，z +
1

z
が純虚数ならば，zn +

1

zn
は，nが奇数のとき純虚数，nが偶

数のとき実数である．

2.19 (1)
β

α
= 3 + i，θ = arg

β

α
より

|3 + i| =
√

32 + 12 =
√

10, 3 + i =
√

10

(
3√
10

+
1√
10

i

)
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ゆえに cos θ =
3√
10
，sin θ =

1√
10

(0◦ < θ < 90◦) · · · (∗)

また arg
β2

α2
= arg

(
β

α

)2

= 2 arg
β

α
= 2θ

3点O(0)，P(α2)，Q(β2)を頂点とする4POQの面積 Sは

S =
1

2
|α|2|β|2 sin 2θ

= |α|2|β|2 sin θ cos θ

= 12·(
√

10)2 × 3√
10
× 1√

10
= 3

(2) (∗)より

cos 2θ = cos2 θ − sin2 θ =

(
3√
10

)2

−
(

1√
10

)2

=
4

5

1√
2

<
4

5
<

√
3

2
より cos 45◦ < cos 2θ < cos 30◦

よって 30◦ < 2θ < 45◦

(3) (2)の結果より 4θ < 90◦ < 6θであるから，n = 5について

(3 + i)5 = (3 + i){(3 + i)2}2 = (3 + i)(8 + 6i)2

= (3 + i){2(4 + 3i)}2

= 4(3 + i)(7 + 24i) = 4(−3 + 79i)

cos 5θ < 0であるから，nθ > 90◦となる最小の自然数 nは

n = 5

2.20 (1) β = z − 1 = cos θ − 1 + i sin θより

| β | =
√

(cos θ − 1)2 + sin2 θ =
√

2(1− cos θ)

=

√
4 sin2 θ

2
=

∣∣∣∣2 sin
θ

2

∣∣∣∣

0◦ < θ < 180◦ より sin
θ

2
> 0 であるから | β | = 2 sin

θ

2
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(2) β =cos θ − 1 + i sin θ = −2 sin2 θ

2
+ 2i sin

θ

2
cos

θ

2

=2 sin
θ

2

(
− sin

θ

2
+ i cos

θ

2

)

=2 sin
θ

2

{
cos

(
θ

2
+ 90◦

)
+ i sin

(
θ

2
+ 90◦

)}

(1)の結果より 2 sin
θ

2
= |β|

0◦ < θ < 180◦より，90◦ <
θ

2
+ 90◦ < 180◦であるから arg β =

θ

2
+ 90◦

(3) α =cos θ + 1 + i sin θ

=2 cos2 θ

2
+ 2i sin

θ

2
cos

θ

2

=2 cos
θ

2

(
cos

θ

2
+ i sin

θ

2

)

上式および (1)の結果から，θ = 60◦のとき

α =
√

3(cos 30◦ + i sin 30◦), β = cos 120◦ + i sin 120◦

ゆえに |αmβn| = (
√

3)m，arg(αmβn) = 30◦ ×m + 120◦ × n

αmβnの虚部を Iとすると I = (
√

3)m sin(30◦ ×m + 120◦ × n)

n = 1のとき I = (
√

3)m sin(30◦ ×m + 120◦) (m = 1, 2, 3)

n = 2のとき I = (
√

3)m sin(30◦ ×m + 240◦) (m = 1, 2, 3)

n = 3のとき I = (
√

3)m sin(30◦ ×m + 360◦) (m = 1, 2, 3)

I < 0となるのは，次の 4通りで，そのときの Iの値は

(m, n) = (1, 2)のとき I = −√3，

(m, n) = (2, 2), (3, 1), (3, 2)のとき I = −3

2

√
3

よって，(m, n) = (2, 2), (3, 1), (3, 2)のとき，最小値−3

2

√
3をとる．

2.21 (1) α = 2(cos θ + i sin θ) より

zn = αn − 2αn−1 = {2(cos θ + i sin θ)}n − 2{2(cos θ + i sin θ)}n−1

= 2n(cos nθ + i sin nθ)− 2n{cos(n− 1)θ + i sin(n− 1)θ}
= 2n{cos nθ − cos(n− 1)θ}+ 2ni{sin nθ − sin(n− 1)θ}
= −2n+1 sin

2n− 1

2
θ sin

θ

2
+ 2n+1i cos

2n− 1

2
θ sin

θ

2
· · · (∗)
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θ =
π

3
であるから

zn = −2n+1 sin
2n− 1

6
π sin

π

6
+ 2n+1i cos

2n− 1

6
π sin

π

6

= −2n sin

(
n + 1

3
π − π

2

)
+ 2ni cos

(
n + 1

3
π − π

2

)

= 2n
(
cos

n + 1

3
π + i sin

n + 1

3
π

)

(2) (1)の結果より，|zk| = 2kであるから

n∑

k=1

|zk| =
n∑

k=1

2k =
2(2n − 1)

2− 1
= 2(2n − 1)

n∑

k=1

|zk| > 500のとき 2(2n − 1) > 500 ゆえに 2n > 251

これを満たす最小の整数 nは 8

(3) (∗)より z1000 = −21001 sin
1999

2
θ sin

θ

2
+ 21001 cos

1999

2
θ sin

θ

2
z1000が実数であるとき，自然数 jを用いて

1999

2
θ =

2j − 1

2
π ゆえに θ =

2j − 1

1999
π

このとき，0 < θ <
π

2
であるから 1 5 j 5 500

よって，求める θの個数は 500 (個)

2.22 (1) arg z4 = 4 arg z = 4α

z4が実数であるから，arg z4 = 180◦ ×m (mは整数)

したがって 4α = 180◦ ×m ゆえに α = 45◦ ×m

0◦ 5 α < 360◦であるから

α = 0‹, 45‹, 90‹, 135‹, 180‹, 225‹, 270‹, 315‹

(2) arg(z − 1)3 = 3 arg(z − 1) = 3β

(z − 1)3が純虚数であるから arg(z − 1)3 = 90◦ × (2n− 1) (nは整数)

したがって 3β = 90◦ × (2n− 1) ゆえに β = 30◦ × (2n− 1)

0◦ 5 β < 360◦であるから

β = 30‹, 90‹, 150‹, 210‹, 270‹, 330‹
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(3) z = x + yiは x > 0，y > 0であるから，(1)の結果より arg z = 45◦

ゆえに，z = x + xi (x > 0)とおける．z − 1 = (x− 1) + xiであるから

(z − 1)3 = {(x− 1) + xi}3

= (x− 1)3 − 3(x− 1)x2 + {3(x− 1)2x− x3}i
= (−2x3 + 3x− 1) + (2x3 − 6x2 + 3x)i

= −(x− 1)(2x2 + 2x− 1) + x(2x2 − 6x + 3)i

(z − 1)3が純虚数であるから (x− 1)(2x2 + 2x− 1) = 0

x > 0に注意して，これを解くと x = 1,

√
3− 1

2

x = 1のとき z =
√

2(cos 45◦ + i sin 45◦)であるから

z4 = (
√

2 )4(cos 180◦ + i sin 180◦) = −4

x =

√
3− 1

2
のとき z =

√
3− 1√

2
(cos 45◦ + i sin 45◦)であるから

z4 =

(√
3− 1√

2

)4

(cos 180◦ + i sin 180◦) = 4
√

3 − 7

2.23 (1) ド・モアブルの定理により

zn = cos nθ + i sin nθ,
1

zn
= cos nθ − i sin nθ · · · (∗)

(∗)の辺々を加えると

zn +
1

zn
= 2 cos nθ ゆえに cos nθ =

1

2

(
zn +

1

zn

)

(∗)の辺々を引くと

zn − 1

zn
= 2i sin nθ ゆえに sin nθ = − i

2

(
zn − 1

zn

)

(2) (1)の結果から

cos x =
1

2

(
z +

1

z

)

cos 2x =
1

2

(
z2 +

1

z2

)
=

1

2

(
z +

1

z

)2

− 1

cos 3x =
1

2

(
z3 +

1

z3

)
=

1

2

(
z +

1

z

)3

− 3

2

(
z +

1

z

)
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t = z +
1

z
とおくと

cos x =
1

2
t, cos 2x =

1

2
t2 − 1, cos 3x =

1

2
t3 − 3

2
t

これらを cos x + cos 2x− cos 3x = 1に代入すると

1

2
t +

1

2
t2 − 1−

(
1

2
t3 − 3

2
t

)
= 1

整理すると t3 − t2 − 4t + 4 = 0 ゆえに (t− 1)(t + 2)(t− 2) = 0

これを解いて t = 1,−2, 2 したがって cos x =
1

2
, − 1, 1

0 5 x < 2πであるから x = 0,
π

3
, π,

5

3
π

(3) (1)の結果から

sin2 nθ =

{
− i

2

(
zn − 1

zn

)}2

=
1

2
− 1

4

(
z2n +

1

z2n

)

θ = 20◦とすると，z18 = 1 であるから

(z2 − 1)(z16 + z14 + · · ·+ z2 + 1) = 0

z2 6= 1 であるから z16 + z14 + · · ·+ z2 + 1 = 0

また，z 6= 0 であるから
4∑

n=1

(
z2n +

1

z2n

)
= −1

したがって
4∑

n=1

sin2 nθ =
4∑

n=1

{
1

2
− 1

4

(
z2n +

1

z2n

)}

= 4× 1

2
− 1

4

4∑
n=1

(
z2n +

1

z2n

)

= 2− 1

4
× (−1) =

9

4

よって sin2 20◦ + sin2 40◦ + sin2 60◦ + sin2 80◦ =
9

4

参考 (九大 [理]2016) 5

2.24 (1) 方程式 x6 = 1 · · · 1©の解は

x = cos
j

3
π + i sin

j

3
π (j = 0, 1, 2, 3, 4, 5)
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方程式 1©から
(x2 − 1)(x4 + x2 + 1) = 0

方程式 x4 + x2 + 1 = 0の解は x 6= ±1であるから，この方程式の解は

x = cos
j

3
π + i sin

j

3
π (j = 1, 2, 4, 5) · · · (∗)

条件から x1 = cos
π

3
+ i sin

π

3
=

1

2
+

√
3

2
i

x2 = cos
2

3
π + i sin

2

3
π = −1

2
+

√
3

2
i

x3 = cos
4

3
π + i sin

4

3
π = −1

2
−

√
3

2
i

x4 = cos
5

3
π + i sin

5

3
π =

1

2
−

√
3

2
i

(2) (1)の結果から

x1
k =

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)k

= cos
k

3
π + i sin

k

3
π

よって x1 = cos
π

3
+ i sin

π

3
=

1

2
+

√
3

2
i

x1
2 = cos

2

3
π + i sin

2

3
π = −1

2
+

√
3

2
i

x1
3 = cos π + i sin π = −1

x1
4 = cos

4

3
π + i sin

4

3
π = −1

2
−

√
3

2
i

x1
5 = cos

5

3
π + i sin

5

3
π =

1

2
−

√
3

2
i

x1
6 = cos 2π + i sin 2π = 1

(3) (∗)から，方程式 x4 + x2 + 1 = 0の解について，x6 = 1に注意して

x4n = (x6)nx−2n =

(
cos

j

3
π + i sin

j

3
π

)−2n

= cos
2nj

3
π − i sin

2nj

3
π

x2n =

(
cos

j

3
π + i sin

j

3
π

)2n

= cos
2nj

3
π + i sin

2nj

3
π

したがって x4n + x2n + 1 = 2 cos
2nj

3
π + 1
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このとき，j = 1, 2, 4, 5 であるから (2 = 3− 1, 4 = 3 + 1, 5 = 6− 1)

x4n + x2n + 1 = 2 cos
2n

3
π + 1

すなわち xi
4n + xi

2n + 1 = 2 cos
2n

3
π + 1 (i = 1, 2, 3, 4)

よって xi
4n+xi

2n+1 =

{
3 (n ≡ 0 (mod 3) のとき)

0 (n 6≡ 0 (mod 3) のとき)
(i = 1, 2, 3, 4)

2.25 α = (1 +
√

3)6 − (1−√3)6

= {2(cos π
3

+ i sin π
3
)}6 − {2(cos π

3
− i sin π

3
)}6

= 26(cos 2π + i sin 2π)− 26(cos 2π − i sin 2π) = 0

β = (1 + i)3

= {√2(cos π
4

+ i sin π
4
)}3

= 2
√

2(cos 3
4
π + i sin 3

4
π) = −2 + 2i

γは α(原点)を中心に βを±π

3
だけ回転した点であるから

γ =
{

cos
(
±π

3

)
+ i sin

(
±π

3

)}
β

=

(
1

2
±
√

3

2
i

)
(−2 + 2i)

= −1 ∓ √
3 + (1 ∓ √

3) (複号同順)

2.26 (1) x2 − 2x + a = 0の解は x = 1±√1− a · · · (∗)
したがって，この方程式が実数以外の解をもつとき ∠AOB 6= 180◦

∠AOB = 180◦となるとき，αβ < 0であるから，解と係数の関係により

αβ = a よって a < 0

(2) ∠AOB = 30◦となるとき，(∗)は虚数であるから (a > 1)

ここで，α = 1 +
√

a− 1 i，β = 1−√a− 1 iとすると，

OA = OB =
√

a, AB = 2
√

a− 1

余弦定理AB2 = OA2 + OB2 − 2OA·OB cos ∠AOBにより

(2
√

a− 1 )2 = (
√

a)2 + (
√

a)2 − 2
√

a
√

a cos 30◦

4(a− 1) = a + a− 2a×
√

3

2

よって a = 4(2 − √
3)
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2.27 (1) F (x) = x3 − x2 + (k2 − 1)x + k2 + 1について，F (−1) = 0であるから，
F (x)は x + 1で割り切れる．したがって

F (x) = (x + 1)(x2 − 2x + k2 + 1)

F (x) = 0 の 2つの虚数解は，x + 1 6= 0であるから

x2 − 2x + k2 + 1 = 0 ゆえに (x− 1)2 + k2 = 0

これを解いて x = 1 ± ki

(2) (A) Rは F (x) = 0の実数解を表す点であるから R(−1)

P，QはF (x) = 0の虚数解を表す点であるから，α = 1+ki，β = 1−ki

とおき，P(α)，Q(β)とする．求める円の中心をC(γ)とすると，Cは
PQの垂直二等分線上にあるから，γは実数である．RC = PCより

|γ − (−1)|2 = |γ − α|2 ゆえに |γ + 1|2 = |(γ − 1)− ki |2

したがって (γ + 1)2 = (γ − 1)2 + k2 これを解いて γ =
k2

4

半径は RC = |γ − (−1)| = k2

4
+ 1

よって，求める円の方程式は
∣∣∣∣ z − k2

4

∣∣∣∣ =
k2

4
+ 1

(B) ∠PRQ = 45◦のとき，∠PCQ = 90◦ である．
CPは Cを中心に CQを 90◦回転させたもの
であるから

α− γ = i(β − γ)

(1 + ki)− k2

4
= i

{
(1− ki)− k2

4

}

1− k2

4
+ ki = k +

(
1− k2

4

)
i

　 P

R

Q

Re
C

45◦

−1

したがって 1− k2

4
= k すなわち k2 + 4k − 4 = 0

k > 0に注意してこれを解くと k = 2
√

2 − 2

2.28 (1) β = 4 + 4iより，β = 4− 4iであるから

|α− β| = |(1 + 2i)− (4− 4i)|
= | − 3 + 6i|
=

√
(−3)2 + 62 = 3

√
5
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(2) |x− β| = |x− β|であり，xは実数であるから |x− β| = |x− β|
よって |x− α|+ |x− β| = |x− α|+ |x− β|
A(α)，B(β)，B′(β)，P(x)とすると

|x− α|+ |x− β| = AP + PB′

AB′と x軸との交点をQとするとき，
PがQと異なるときは，4APB′の辺の長さ
の関係から

AP + PB′ > AB′

　

O

y

x

A(α)

B(β)

B′(β)

Q P

また，PがQと一致するときは，次が成り立つ．

AP + PB′ = AB′

したがって，|x− α|+ |x− β|を最小にするには，直線AB′と x軸の交点
を Pにとればよいので，tを実数とすると

x = (1− t)α + tβ

= (1− t)(1 + 2i) + t(4− 4i)

= (1 + 3t) + (2− 6t)i

このとき，xは実数であるから 2− 6t = 0 ゆえに t =
1

3
よって x = 2

2.29 (1) P(z)，P′(z′)をOを中心に− arg αだけ回転させた点を，それぞれQ，Q′

とする．

O

Im

Re

P(z)

P′(z′)

l

arg α

A(α) O

Im

Re

Q′
(

α
|α|z

′
)

Q
(

α
|α|z

)

Q
(

α
|α|z

)
，Q′

(
α
|α|z

′
)
は互いに共役な複素数であるから

α

|α|z
′ =

(
α

|α|z
)

ゆえに z′ =
α

α
z

220

見
本



(2)(ア) (1)の結果を利用して

β′ =
α

α
β =

3 + i

3− i
(2− 4i) = 4 − 2i

(イ) ∠AQB = ∠CQOのとき，3点C，Q，B′は一直線上にある．

O

y

x
A(3 + i)

B(2 + 4i)

B′(4− 2i)

C(−8 + 7i)

lQ

l上の点 zは，実数 sを用いて

z = sα = s(3 + i) = 3s + si · · · 1©

また，直線B′C上の点 zは，tを用いて

z = (1− t)β′ + tγ

= (1− t)(4− 2t) + t(−8 + 7i)

= (4− 12t) + (9t− 2)i · · · 2©

Q(w)は lと直線B′Cの交点であるから， 1©， 2©より

3s + si = (4− 12t) + (9t− 2)i ゆえに s =
4

13
, t =

10

39

よって w =
4

13
(3 + i)

2.30 (1) α = −1 + i，β = 2 + iとすると

γ − α = (β − α)
(
cos

π

3
± i sin

π

3

)

γ − (−1 + i) = {(2 + i)− (−1 + i)}
(

1

2
±
√

3

2
i

)

γ =
1

2
+

(
1 ± 3

√
3

2

)
i
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(2) 線分AB上の点 P(z)は

z = t + i (−1 5 t 5 2)

とおけるから

iz2 = i(t + i)2 = i(t2 − 1 + 2ti) = −2t + (t2 − 1)i

iz2 = x + yiとおくと

x = −2t, y = t2 − 1 (−1 5 t 5 2)

上の 2式から tを消去すると

y =
x2

4
− 1 (−4 5 x 5 2)

よって，iz2を複素数平面上にえがくと

O

Im

Re−4

3

2−2

−1

2.31 (1) (
√

3− i)z + (
√

3 + i)z = 2 に z = x + yi (x, yは実数)を代入すると

(
√

3− i)(x + yi) + (
√

3 + i)(x− yi) = 2 整理すると
√

3x + y = 1

(2) |z + i| = |2z − i|に z = x + yi (x, yは実数)を代入すると

|x + (y + 1)i| = |2x + (2y − 1)i|
したがって

√
x2 + (y + 1)2 =

√
(2x)2 + (2y − 1)2

両辺を平方して整理すると

x2 + y2 − 2y 5 0

ゆえに x2 + (y − 1)2 5 1

Dは右の図のように 2点A(−1
2

+ (1 +
√

3
2

)i)，

B(1
2

+ (1−
√

3
2

)i)を結ぶ線分．

　

O

Im

Re

− 1
2 +

“
1 +

√
3

2

”
i

1
2 +

“
1−

√
3

2

”
i

i

2i

A

B
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(3) D上の点 zは (2)の結果から，z = x+(1−√3x)iであるから (−1
2

5 x 5 1
2
)

k = |2z − 1− 2i| = |2{x + (1−
√

3x)i} − 1− 2i|
= |(2x− 1)− 2

√
3xi|

=
√

(2x− 1)2 + 12x2 =
√

16x2 − 4x + 1

=

√
16

(
x− 1

8

)2

+
3

4

よって，x = −1

2
のとき最大値

√
7，x =

1

8
のとき最小値

√
3

2
をとる．

2.32 (1) w = (1 +
√

3i)zより
w

z
= 1 +

√
3i = 2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)

ゆえに arg
w

z
=

π

3
，

∣∣∣w
z

∣∣∣ = 2

A(z)，B(w)とおくと，

4OABは∠AOB =
π

3
，OB : OA = 2 : 1の直角三角形

(2) 2点
√

3iと−3を通る直線上の点 zは，実数 tを用いて

z = (1− t)
√

3i + t(−3)

と表されるから

w = (1 +
√

3i)z

= (1 +
√

3i){(1− t)
√

3i + t(−3)}
= −3 + (1− 4t)

√
3i

よって w + w = −6

　

O

Im

Re−3

(3) zは
√

3 iを中心とする半径
√

3の円周上にあるから

|z −
√

3i| =
√

3

w = (1 +
√

3i)zより

∣∣1 +
√

3 i
∣∣∣∣z −

√
3i

∣∣ =
∣∣1 +

√
3 i

∣∣√3∣∣(1 +
√

3 i)z − (1 +
√

3 i)
√

3 i
∣∣ = 2

√
3

よって
∣∣w + 3 − √

3 i
∣∣ = 2

√
3

　

O

Im

Re−3

√
3
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2.33 (1) arg
z1 − 1

z2 − 1
= arg(z1 − 1)− arg(z2 − 1) = 0

ゆえに，3点 1，z1，z2は同一直線上にある．

よって，2点 z1，z2を結ぶ直線 lは，点 1を通る．

(2) arg(i− 1) =
3

4
πより，lの傾きは −1

lは点 1を通り，傾き−1の直線であるから

y − 0 = −1(x− 1) ゆえに y = −x + 1

(3) z1，z2は l上の点で，z1 6= 1，z2 6= 1であるから，z1，z2は実数ではない．

したがって，
z1

|z1|，−
z2

|z2| は，方程式

z3 − 1 = (z − 1)(z2 + z + 1) = 0

の虚数解である．それらを

w =
−1 +

√
3i

2
= cos

2

3
π + i sin

2

3
π

w =
−1−√3i

2
= cos

4

3
π + i sin

4

3
π

とおく．w，wの偏角はそれぞれ第 2象限，第 3

象限の角で，(2)で求めた直線は第 3象限を通ら
ないことから

w =
z1

|z1| , w = − z2

|z2|
原点Oとwの 2点を通る直線は，
tan(arg w) = −√3より

y = −
√

3x

z1はこの直線と lの交点であるから

z1 = −
√

3 + 1

2
+

3 +
√

3

2
i

　

O

y

x

z1

z2

w

w l

1

i

2.34 (1) w − (1 + i) = {z − (1 + i)}(cos α + i sin α)であるから

w − (1 + i)(1− cos α− i sin α) = z(cos α + i sin α) · · · (∗)

ここで，a + bi = (1 + i)(1− cos α− i sin α)とおくと

a + bi = 1− cos α + sin α + (1− cos α− sin α)i
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ゆえに a = 1− cos α + sin α，b = 1− cos α− sin α

したがって，(∗)および |z| = 1から

|w − (a + bi)| = |z|| cos α + i sin α| = 1

よって，点Q(w)は a + biを中心とし，半径 1の円周上を動く．

(2) b = 1より 1 = 1− cos α− sin α すなわち cos α = − sin α

ゆえに sin α = ± 1√
2
, cos α = ∓ 1√

2
, a = 1±√2 (複号同順)

よって a = 1 ± √
2

2.35 (1) 2点A(k2α)，B(m2α)について，線分ABを k : mに内分する点 γ，線分
ABを k : mに外分する点 δは (k 6= m)

γ =
m·k2α + k·m2α

k + m
=

km(k + m)α

k + m
= kmα

δ =
−m·k2α + k·m2α

k −m
=
−km(k −m)α

k −m
= −kmα

(2) m|z − k2α| = k|z −m2α| · · · (∗)より m2|z − k2α|2 = k2|z −m2α|2

ゆえに m2(z − k2α)(z − k2α) = k2(z −m2α)(z −m2α)

整理すると (m2 − k2)(|z|2 − k2m2|α|2) = 0

k，mは互いに異なる正の実数であるから

|z|2 = k2m2|α|2 · · · (∗∗) よって |z| = km|α|

(3) zは γ，δと異なる複素数であるから
γ − z

δ − z
6= 0

γ − z

δ − z
+

(
γ − z

δ − z

)
=

γ − z

δ − z
+

γ − z

δ − z

=
(γ − z)(δ − z) + (γ − z)(δ − z)

|δ − z|2

=
γδ + γδ − (γ + δ)z − (γ + δ)z + 2|z|2

|δ − z|2

(1)の結果から

γ + δ = kmα + (−kmα) = 0,

γδ + γδ = kmα(−kmα) + kmα(−kmα) = −2k2m2|α|2
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上の 2式および (∗∗)から γ − z

δ − z
+

(
γ − z

δ − z

)
= 0

よって，
γ − z

δ − z
は純虚数である．

解説 複素数 z = x + yiに対して (x, yは実数)

z = x− yi, Re z = x =
1

2
(z + z), Im z = y = − i

2
(z − z)

をそれぞれ zの共役，実部，虚部という．したがって

zは実数 ⇐⇒ z − z = 0

zは純虚数 ⇐⇒ z + z = 0 (z 6= 0)

別解 (1)，(2)の結果から，zは γと δを直径の
両端とする円周上の点である．

したがって arg
γ − z

δ − z
= ±π

2

よって，
γ − z

δ − z
は，純虚数である．

　

O

Im

Re

km|α|

km|α|
γ

δ

z

2.36 (1) z3 + i = z2 + iz より (z − 1)(z2 − i) = 0 ゆえに z = 1, z2 = i

i = cos π
2

+ i sin π
2
であるから，z2 = iについて z = cos θ + i sin θとすると

2θ =
π

2
+ 2nπ (nは整数) ゆえに θ =

π

4
+ nπ

0 5 θ < 2πより θ =
π

4
,

5

4
π

よって，偏角に注意すると

α = cos 0 + i sin 0 = 1

β = cos
π

4
+ i sin

π

4
=

1√
2

+
1√
2
i

γ = cos
5

4
π + i sin

5

4
π = − 1√

2
− 1√

2
i
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(2) (1)の結果から

∠AOB =
π

4
, ∠COA =

3

4
π

|α| = |β| = |γ| = 1 であるから

4AOB =
1

2
·12 sin

π

4
=

√
2

4

4COA =
1

2
·12 sin

3

4
π =

√
2

4

　

O

Im

Re

B(β)

A(1)

C(γ) D(2− β)

E(2− γ)|z| = 1

M

よって 4ABC = 4AOB +4COA =

√
2

4
+

√
2

4
=

√
2

2

(3) 3点A，B，Cを通る円は，BCを直径とする円であるから AB⊥AC

したがって，Aに関してD，EはそれぞれB，Cと対称であるから

D(2− β), E(2− γ)

このとき，∠DAE =
π

2
であるから，3点A，D，Eを通る円は，DEを直

径とする円である．DEの中点 (中心)をMとすると，β + γ = 0であるか
ら，M(2)．また，円の半径AMは 2− 1 = 1．

したがって，この円の方程式は |z − 2| = 1となり，|z − 2|2 = 1より

(z − 2)(z − 2) = 1 整理すると zz − 2z − 2z + 3 = 0

よって s = −2, t = −2, u = 3

2.37 (1) α = zz − zi + zi + 1

= |z|2 + (−i)z + (−i)z + | − i|2
= |z − i|2

z 6= iであるから，|z − i| > 0より αは正の実数である．

(2) w = i +
1

z + i
より |w − i| =

∣∣∣∣
1

z + i

∣∣∣∣ =
| 1 |
|z + i| =

1

|z − i|
よって，上式および (1)の結果から

ww − wi + wi + 1 = |w|2 + (−i)w + (−i)w + | − i|2

= |w − i|2 =
1

|z − i|2 =
1

α
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(3) |z− i| = 1

|w − i|であるから，wが実数 xである

とすると

|z − i| = 1

|x− i| =
1√

x2 + 1
5 1

したがって，上式および z 6= iから，点 zは点 i

を中心とする半径 1の円の周，および内部から，
点 iを除いた領域．

　

O

Im

Re

i

2.38 w =
1

z − i
より，zw = i(w − i)であるから

|zw| = |i(w − i)| ゆえに，|z| = rより r|w| = |w − i| · · · 1©

r 6= 1のとき， 1©の両辺を平方すると

r2|w|2 = |w|2 + iw − iw + 1

(r2 − 1)|w|2 − iw + iw = 1

|w|2 +

(
i

r2 − 1

)
w +

i

r2 − 1
w +

∣∣∣∣
i

r2 − 1

∣∣∣∣
2

=
1

r2 − 1
+

∣∣∣∣
i

r2 − 1

∣∣∣∣
2

∣∣∣∣w +
i

r2 − 1

∣∣∣∣
2

=
r2

(r2 − 1)2

よって 点
i

1 − r2
を中心とする半径

r

|r2 − 1| の円周

r = 1のとき， 1©より |w| = |w − i|
よって 点 0と点 iを結ぶ線分の垂直二等分線

解説 1©より， |w − i|
|w| = rであるから，r 6= 1のとき，wは 2点 0，iを 1 : rに内分

する点
i

1 + r
および外分する点

i

1− r
を直径の両端とする円であるから

中心は
1

2

(
i

1 + r
+

i

1− r

)
=

i

1− r2

半径は
1

2

∣∣∣∣
i

1 + r
− i

1− r

∣∣∣∣ =
r

|r2 − 1|
2.39 (1) P(z)が，点 1 + iを中心とする半径 rの円周上にあるから

|z − (1 + i)| = r
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u =
z + (1− i)

2
より，z = 2u− 1 + iであるから

|(2u− 1 + i)− (1 + i)| = r ゆえに |u − 1| =
r

2

よって，Q(u)は，点 1を中心とする半径
r

2
の円周上を動く．

(2) w =
4{z − (1 + i)}

z − (2 + i)
= 4 +

4

z − (2 + i)
より，w − 4 =

4

z − (2 + i)

したがって z − (2 + i) =
4

w − 4
ゆえに z − (1 + i) =

w

w − 4

|z − (1 + i)| = rより，
∣∣∣∣

w

w − 4

∣∣∣∣ = rであるから，r2|w − 4|2 = |w|2より

r2(w − 4)(w − 4) = ww

(r2 − 1)ww − 4r2(w + w) + 16r2 = 0

r 6= 1より ww − 4r2

r2 − 1
(w + w) +

(
4r2

r2 − 1

)2

=

(
4r2

r2 − 1

)2

− 16r2

r2 − 1

ゆえに
∣∣∣∣w −

4r2

r2 − 1

∣∣∣∣
2

=

(
4r

r2 − 1

)2

すなわち
∣∣∣∣w − 4r2

r2 − 1

∣∣∣∣ =
4r

|r2 − 1|

よって，R(w)は，点
4r2

r2 − 1
を中心とする半径

4r

|r2 − 1|の円周上を動く．

解説
∣∣∣∣

w

w − 4

∣∣∣∣ = r 6= 1より，wは 2点 0，4を r : 1に内分する点
4r

r + 1
と外分す

る点
4r

r − 1
を直径の両端とする円周上を動く．

中心は
1

2

(
4r

r + 1
+

4r

r − 1

)
=

4r2

r2 − 1

半径は
1

2

∣∣∣∣
4r

r − 1
− 4r

r + 1

∣∣∣∣ =
4r

|r2 − 1|
2.40 (1) 方程式の解 zの極形式を z = r(cos θ + i sin θ) · · · 1©

とすると z4 = r4(cos 4θ + i sin 4θ)

−1を極形式で表すと −1 = cos π + i sin π

よって r4(cos 4θ + i sin 4θ) = cos π + i sin π

229

見
本



両辺の絶対値と偏角を比較すると

r4 = 1, 4θ = π + 2kπ (kは整数)

r > 0 であるから r = 1 · · · 2©

また θ =
π

4
+

kπ

2

0 5 θ < 2πの範囲で考えると，k = 0, 1, 2, 3 であるから

θ =
π

4
,

3

4
π,

5

4
π,

7

4
π · · · 3©

2©， 3©を 1©に代入すると，求める解は

z = ± 1√
2

± 1√
2
i

(2) |z − β| = √
2|z − α|の両辺を 2乗することにより

|z − β|2 = 2|z − α|2
(z − β)(z − β) = 2(z − α)(z − α)

両辺を展開して整理すると

zz − (2α− β)z − (2α− β)z = −2αα + ββ

{z − (2α− β)}{z − (2α− β)} = 2(α− β)(α− β)

|z − (2α− β)|2 = 2|α− β|2

したがって |z − (2α− β)| = √
2|α− β| · · · (∗)

このとき，点 z全体が原点を中心とする円であるから

2α− β = 0 よって β = 2α

(3) β = 2αを (∗)に代入すると |z| = √
2|α| · · · 4©

また，αは z4 = −1の解であるから

α4 = −1 ゆえに |α4| = | − 1|

したがって |α|4 = 1 すなわち |α| = 1

これを 4©に代入すると |z| = √
2 · · · 5©

wは iと zの中点であるから

w =
i + z

2
ゆえに z = 2w − i
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これを 5©に代入すると

|2w − i| =
√

2 ゆえに
∣∣∣∣w −

i

2

∣∣∣∣ =
1√
2

よって，点wは，点
i

2
を中心とする半径

1√
2
の円を描く．

2.41 (1) |z + 1| = |2z − 1|の両辺を平方すると |z + 1|2 = |2z − 1|2
ゆえに (z + 1)(z + 1) = (2z − 1)(2z − 1)

整理すると zz − z − z + 1 = 1

したがって |z − 1|2 = 1 すなわち |z − 1| = 1

よって，1を中心とする半径 1の円である．

解説 |z + 1| = 2|z − 1
2
|であるから |z + 1| : |z − 1

2
| = 2 : 1

ゆえに，zは−1，1
2
を 2 : 1に内分および外分する 2点を直径の両端とす

る円である (アポロニウスの円)．

(2) (1)の結果から，w = z − 1 = cos θ + i sin θとおくと (ww = 1)

|z2 − 4z|2 = |(w + 1)2 − 4(w + 1)|2 = |w2 − 2w − 3|2
= (w2 − 2w − 3)(w2 − 2w − 3)

= −3(w2 + w2) + 4(w + w) + 14

= −3(w + w)2 + 4(w + w) + 20

ここで，w + w = (cos θ + i sin θ) + (cos θ − i sin θ) = 2 cos θであるから

|z2 − 4z|2 = −3(2 cos θ)2 + 4·2 cos θ + 20

= −12 cos2 θ + 8 cos θ + 20

(3) (2)の結果から |z2 − 4z|2 = −12

(
cos θ − 1

3

)2

+
64

3

ゆえに，|z2 − 4z|は cos θ =
1

3
のとき最大となる．

このとき，sin θ = ±2
√

2

3
，z = (1 + cos θ) + i sin θ であるから，

|z2 − 4z|は，z =
4

3
± 2

√
2

3
iのとき最大値

8
√

3

3
をとる．

2.42 (1)
z − 2i

i(z − 2)
が実数であるから

z − 2i

i(z − 2)
=

(
z − 2i

i(z − 2)

)
ゆえに

z − 2i

i(z − 2)
=

z + 2i

−i(z − 2)
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したがって

(z − 2i)(z − 2) + (z − 2)(z + 2i) = 0

zz + (−1 + i)z + (−1− i)z = 0

|z|2 + (−1− i)z + (−1− i)z + | − 1− i|2 = | − 1− i|2
|z − 1− i|2 = 2

よって，中心 1 + i，半径
√

2の円を描く．(ただし，z 6= 2)

補足
z − 2i

i(z − 2)
が実数であるから，

z − 2i

z − 2
は純虚数．ゆえに，z−2と z−2iは垂

直である．よって，zは 2点 2，2iを直径の両端とする円周上の点である．

(2) A，BはCを中心にOをそれぞれ120◦，−120◦

だけ回転させたものであるから

(1 + i) + (−1− i)(cos 120◦ ± i sin 120◦)

=(1 + i) + (−1− i)

(
−1

2
±
√

3

2
i

)

=
3±√3

2
+

3∓√3

2
i

　

O

Im

Re

C(1 + i) A(α)

B(β)

よって α =
3 +

√
3

2
+

3 − √
3

2
i，β =

3 − √
3

2
+

3 +
√

3

2
i

2.43 (1) 1の 3乗根は方程式

x3 = 1 すなわち (x− 1)(x2 + x + 1) = 0

の解で，このうち，実数でない解の 1つが αであるから

α2 + α + 1 = 0 ゆえに α2 = −α− 1

αも 2次方程式 x2 + x + 1 = 0の解であるから，解と係数の関係により

α + α = −1 ゆえに α = −α− 1

したがって，α2 = α．3点A(α)，B(β)，C(α)を頂点とする4ABCの重

心が

√
3

3
であるから

α + α + β

3
=
−1 + β

3
=

√
3

3
よって β =

√
3 + 1
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(2) 4ABCの外接円の中心を γとする．|α− γ| = |α− γ|より

|α− γ|2 = |α− γ|2 すなわち (α− α)(γ − γ) = 0

αは実数ではないので，α 6= α．ゆえに γ = γより，γは実数である．

また，|α− γ| = |β − γ|より

|α− γ|2 = |β − γ|2
αα− (α + α)γ = β2 − 2βγ

1− (−1)γ = (
√

3 + 1)2 − 2(
√

3 + 1)γ

(3 + 2
√

3)γ = 3 + 2
√

3

ゆえに，γ = 1となり，円の半径は |β − γ| = √
3

よって，求める外接円は |z − 1| =
√

3

(3) w =
1

z
より z =

1

w
を (2)の結果に代入すると

∣∣∣∣
1

w
− 1

∣∣∣∣ =
√

3

これを平方すると
∣∣∣∣

1

w
− 1

∣∣∣∣
2

= 3 ゆえに 2ww + w + w = 1

したがって
(

w +
1

2

) (
w +

1

2

)
=

3

4
すなわち

∣∣∣∣w +
1

2

∣∣∣∣ =

√
3

2

よって，wは中心−1

2
，半径

√
3

2
の円である．

2.44 (1) w =
1

1− z
より z =

w − 1

w

|z| = 1であるから
∣∣∣∣
w − 1

w

∣∣∣∣ = 1 ゆえに |w − 1| = w

よって，0と 1を結ぶ線分の垂直二等分線

(2) w =
1√

3− z
より z =

√
3w − 1

w
· · · (∗)

|z| = 1であるから

∣∣∣∣∣

√
3w − 1

w

∣∣∣∣∣ = 1 ゆえに |√3w − 1|2 = |w|2より

(
√

3w − 1)(
√

3w − 1) = ww

2ww −
√

3(w + w) + 1 = 0

ww −
√

3

2
(w + w) +

(√
3

2

)2

= −1

2
+

(√
3

2

)2
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したがって

∣∣∣∣∣w −
√

3

2

∣∣∣∣∣

2

=
1

4
すなわち

∣∣∣∣∣w −
√

3

2

∣∣∣∣∣ =
1

2

よって，点

√
3

2
を中心とする半径

1

2
の円

(3) (2)の結果から，w −
√

3

2
=

α

2
=

1

2
(cos θ + i sin θ)とおく．

w =
1

2
(α +

√
3)を (∗)に代入すると (αα = 1)

z =

√
3w − 1

w
=

√
3

2

(
α +

√
3
)− 1

1
2
(α +

√
3)

=

√
3α + 1

α +
√

3

=
(
√

3α + 1)(α +
√

3)

(α +
√

3)(α +
√

3)
=

3α + α + 2
√

3√
3(α + α) + 4

α = cos θ + i sin θ，α = cos θ − i sin θより

z =
3(cos θ + i sin θ) + (cos θ − i sin θ) + 2

√
3√

3{(cos θ + i sin θ) + (cos θ − i sin θ)}+ 4

=
4 cos θ + 2i sin θ + 2

√
3

2
√

3 cos θ + 4
=

(2 cos θ +
√

3) + i sin θ√
3 cos θ + 2

0◦ < arg z < 90◦より 2 cos θ +
√

3 > 0，sin θ > 0

よって

∣∣∣∣∣ w −
√

3

2

∣∣∣∣∣ =
1

2
，0‹ < arg

(
w −

√
3

2

)
< 150‹

2.45 |z − (1 + i)a| = a より
∣∣∣∣ (1 + i)a

(
z

(1 + i)a
− 1

) ∣∣∣∣ = a

√
2

∣∣∣∣
(1− i)z

2a
− 1

∣∣∣∣ = 1

ω =
1

z
より

√
2

∣∣∣∣ω −
1− i

2a

∣∣∣∣ = |ω|

両辺を平方すると

2

(
ω − 1− i

2a

)(
ω − 1 + i

2a

)
= ωω

　

O

y

x

(1+i)a

C1

C2

1−i
a

a
1
a

整理すると ωω − 1 + i

a
ω − 1− i

a
ω +

1

a2
= 0 すなわち

∣∣∣∣ω −
1− i

a

∣∣∣∣ =
1

a
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したがって，C1，C2の位置関係は，上の図のようになる．

よって a = 1のとき 1個， a 6= 1のとき 0個

2.46 (1) z = t + aiより

z2 = (t + ai)2 = (t2 − a2) + 2ati

x = t2 − a2，y = 2at とおき，2式から tを
消去すると

x =
y2

4a2
− a2

ゆえに 4a2(x + a2) = y2 · · · 1©
よって，求める軌跡は右の図のようになる．

　

O

y

x
−a2

2a2

−2a2

(2) mは `を原点を中心に θだけ回転させたものであるから

z(cos θ + i sin θ) = (t + ai)(cos θ + i sin θ)

= (t cos θ − a sin θ) + i(t sin θ + a cos θ)

x = t cos θ − a sin θ，y = t sin θ + a cos θとおき，2式から tを消去すると

x sin θ − y cos θ + a = 0 · · · 2©

i) sin θ = 0のとき
2©は y = ±aの直線であり， 1©， 2©の共有点は 1個

ii) sin θ 6= 0のとき
1©， 2©から xを消去して整理すると

(sin θ)y2 − (4a2 cos θ)y − 4a3(a sin θ − 1) = 0 · · · (∗)

これは yに関する 2次方程式であるから，その係数について

D/4 = 4a4 cos2 θ + 4a3 sin θ(a sin θ − 1)

= 4a3(a− sin θ)

0 < a < 1に注意して

−1 5 sin θ < a のとき (∗)の実数解は 2個
sin θ = a のとき (∗)の実数解は 1個
a < sin θ 5 1 のとき (∗)の実数解は 0個

235

見
本



i)，ii)より， 1©， 2©の共有点の個数は



−1 5 sin θ < 0, 0 < sin θ < a のとき 2個
sin θ = 0, a のとき 1個
a < sin θ 5 1 0個

2.47 (1) 2次方程式 z2 + tz + t = 0 · · · 1©が異なる 2つの虚数解をもつとき，D < 0

であるから

t2 − 4·1·t < 0 これを解いて 0 < t < 4

このとき，方程式 1©の解は z =
−t ± √

4t − t2 i

2

(2) z = z(t)とおくと，解と係数の関係により z + z = −t，zz = t

上の 2式から tを消去すると
zz + z + z = 0

(z + 1)(z + 1) = 1

したがって |z + 1|2 = 1

よって |z + 1| = 1

ゆえに，z(t)は，−1を中心とする半径1

の円周上で，虚部が正である点である．

　

O−1−2

i

よって，z(t)が描く図形Cは，右の図のようになる．

(3) (2)の結果から，z = −1 + (cos θ + i sin θ)とおくと (0◦ < θ < 180◦)

w =
iz

z + 1
=

i{−1 + (cos θ + i sin θ)}
−1 + (cos θ + i sin θ) + 1

=
−i + i(cos θ + i sin θ)

cos θ + i sin θ

= −i{cos(−θ) + i sin(−θ)}+ i

= (cos 270◦ + i sin 270◦){cos(−θ) + i sin(−θ)}+ i

= i + cos(270◦ − θ) + i sin(270◦ − θ) (90◦ < 270◦ − θ < 270◦)

よって，wが描く図形は，下の図のようになる．

O

i

−1

2i
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2.48 (1) z =
1

4
が (∗)をみたしているから 1

4
+

∣∣∣∣
1

4
−√3i

∣∣∣∣ = k

よって k =
1

4
+

√(
1

4

)2

+
(
−
√

3
)2

=
1

4
+

√
49

16
= 2

(2) αの偏角が 60◦であるから，α = r(cos 60◦ + i sin 60◦) =
r

2

(
1 +

√
3 i

)
とお

いて (r > 0)，(∗)に代入すると
r +

∣∣∣ r

2

(
1 +

√
3 i

)
−
√

3 i
∣∣∣ = 2

∣∣∣ r

2
+
√

3
(r

2
− 1

)
i
∣∣∣ = 2− r · · · 2©

両辺を平方すると
(r

2

)2

+ 3
(r

2
− 1

)2

= (2− r)2

2©より，0 < r 5 2に注意して r = 1 よって α =
1 +

√
3i

2

(3) β − αが正の実数であるとすると，β = x +

√
3

2
iとおける

(
x >

1

2

)
．

これを (∗)に代入すると∣∣∣∣∣x +

√
3

2
i

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣

(
x +

√
3

2
i

)
−
√

3 i

∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣x +

√
3

2
i

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣x−
√

3

2
i

∣∣∣∣∣ = 2

√
x2 +

3

4
+

√
x2 +

3

4
= 2

√
x2 +

3

4
= 1

x >
1

2
は上式をみたさない．よって複素数 z = βは (∗)をみたさない．

(4) ABと虚軸との交点を Fとする．arg α = 60◦お
よび ∠BAO = 120◦ より，4OAFは ∠AOF =

AFO = 30◦の二等辺三角形で，F(
√

3i)である．
B(β)は直線AF上の点であるから，実数 tを用
いて (t > 1)

β = α + t(
√

3 i− α)

=
1

2
+

√
3

2
i + t

{√
3 i−

(
1

2
+

√
3

2
i

)}

=
1

2
(1− t) +

√
3

2
(1 + t)i

　

O

Im

Re

A(α)

B(β)

120◦

60◦

F
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βは (∗)をみたすから，t > 1に注意しながら
∣∣∣∣∣
1

2
(1− t) +

√
3

2
(1 + t)i

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣

{
1

2
(1− t) +

√
3

2
(1 + t)i

}
−
√

3 i

∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣
1

2
(1− t) +

√
3

2
(1 + t)i

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
1

2
(1− t) +

√
3

2
(−1 + t)i

∣∣∣∣∣ = 2

√
1

4
(1− t)2 +

3

4
(1 + t)2 +

√
1

4
(1− t)2 +

3

4
(−1 + t)2 = 2

√
t2 + t + 1 + t− 1 = 2√

t2 + t + 1 = 3− t

両辺を平方して t2 + t + 1 = 9− 6t + t2 ゆえに t =
8

7

よって β =
1

2

(
1− 8

7

)
+

√
3

2

(
1 +

8

7

)
i =

−1 + 15
√

3i

14

解説 |z| + |z −√3i| = 2より，長軸の長さが 2，焦点が 0と
√

3iである楕円で
ある．実際，|z|+ |z −√3 i| = 2に z = x + yiを代入して整理すると

4x2 +

(
y −

√
3

2

)2

= 1

αは，上式と y =
√

3xの連立方程式を解くと

(x, y) =

(
1

2
,

√
3

2

)
,

(
− 1

14
,−
√

3

14

)

よって，arg α = 60◦より α =
1

2
+

√
3

2
i

また，楕円の離心率 eは

e =

√
3

2

(
e =

2つの焦点間の距離
長軸の長さ

)

楕円の準線を `とすると，楕円上の点 Pから準線
`に下した垂線 PHとすると

e =
OP

PH

が成り立つ (2次曲線について成り立つ関係式)．
Oから準線 `までの距離を λとする．
右図から，PHを 2通りに表すと

PH =
r

e
, PH = λ + r sin θ

　

θO

P

H

λ

r
r
e

`
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上の 2式から r =
eλ

1− e sin θ

問題において，z =
1

4
をみたすとあるので，θ = 0のとき，r = |z| =

1

4
，

すなわち，θ = 0のとき，r =
1

4
である．したがって，eλ =

1

4
を得る．ま

た，e =

√
3

2
であるから，楕円の極形式は

r =
1

4
(
1−

√
3

2
sin θ

) ゆえに z =
cos θ + i sin θ

4
(
1−

√
3

2
sin θ

)

これに θ = 60◦を代入することにより，αが求まる．

さらに，θ = 240◦のときの z = − 1

14
−
√

3

14
iは，A(α)を通り，実軸に平行

な直線に関してB(β)と対称であることにも注意したい．

2.49 (1) azz + bz + bz + c = 0 (a，cは実数)より

a2zz + a(bz + bz) + bb = bb− ac

ゆえに (az + b)(az + b) = |b|2 − ac

したがって |az + b|2 = |b|2 − ac

|b|2 − ac > 0 より
∣∣∣∣ z +

b

a

∣∣∣∣ =

√
|b|2 − ac

|a|

よって，zは中心−b

a
，半径

√
|b|2 − ac

|a| の円を描く．

(2) d(z − p)(z − q) = d(z − q)(z − p) より

i(d− d)zz + i(d p− dq)z + i(dq − dp)z + i(dpq − d pq) = 0 · · · 1©

i) d 6= d のとき (dは虚数)

a = i(d− d), b = i(dq − dp), c = i(dpq − d pq)

とおくと，a，cは実数であり， 1©から azz + bz + bz + c = 0

したがって，(1)の結果により

|b|2 − ac = bb− ac

= i(dq − dp)·(−i)(dq − d p)− i(d− d)·i(dpq − d pq)

= |d|2(|p|2 − pq − pq + |q|2)
= |d(p− q)|2
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√
|b|2 − ac

|a| =

∣∣∣∣∣
d(p− q)

d− d

∣∣∣∣∣ , − b

a
= −i(dq − dp)

i(d− d)
=

dp− dq

d− d

よって，zは中心
dp − dq

d − d
，半径

∣∣∣∣∣
d(p − q)

d − d

∣∣∣∣∣の円を描く．

ii) d = dのとき (dは実数)

d = d 6= 0より (z − p)(z − q) = (z − q)(z − p)

したがって
z − p

z − q
=

(
z − p

z − q

)
ゆえに，

z − p

z − q
は実数である．

よって，zは 2点 p，qを通る直線を描く．

2.50 (1) A(z1)，B(z2)，C(z3)とおく．
点Aを通り，BCに垂直な直線上の点 z

について，
z − z1

z3 − z2

は純虚数であるから，

その直線の方程式は

z − z1

z3 − z2

+

(
z − z1

z3 − z2

)
= 0 · · · 1©

w1 = z1 + z2 + z3，|z1| = |z2| = |z3| = 1

であることから，次式を計算すると

　 A(z1)

B(z2) C(z3)

w2

w1

w

w1 − z1

z3 − z2

+

(
w1 − z1

z3 − z2

)
=

z2 + z3

z3 − z2

+

(
z2 + z3

z3 − z2

)

=
z2 + z3

z3 − z2

+
z2 + z3

z3 − z2

=
z2 + z3

z3 − z2

+

1

z2

+
1

z3

1

z3

− 1

z2

= 0

したがって，w1は直線 1©上にある．
同様にして，w1が点Bを通り直線CAに垂直な直線な直線上の点，および
点Cを通り直線ABに垂直な直線上の点であることを示すことができる．

よって，w1は4ABCの垂心である．

(2) 円Cの方程式は |z| = 1

w2 = −z1z2z3より，|w2| = |z1||z2||z3| = 1
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したがって，w2は円C上の点である．また，次式を計算すると

w2 − z1

z3 − z2

+

(
w2 − z1

z3 − z2

)
=
−z1z2z3 − z1

z3 − z2

+
−z1z2z3 − z1

z3 − z2

=
−z1z2z3 − z1

z3 − z2

+
−z1· 1

z2

· 1
z3

− z1

1

z3

− 1

z2

= 0

よって，w2は，直線 1©と円Cの交点である．

(3) 2点B，Cを通る直線上の点 zについて，
z − z2

z3 − z2

は実数であるから，その

直線の方程式は

z − z2

z3 − z2

−
(

z − z2

z3 − z2

)
= 0

w1とw2の中点をwとすると w =
z1 + z2 + z3 − z1z2z3

2
このとき

w − z2

z3 − z2

−
(

w − z2

z3 − z2

)

=
z1 − z2 + z3 − z1z2z3

2(z3 − z2)
−

{
z1 − z2 + z3 − z1z2z3

2(z3 − z2)

}

=
z1 − z2 + z3 − z1z2z3

2(z3 − z2)
− z1 − z2 + z3 − z1z2z3

2(z3 − z2)

=
z1 − z2 + z3 − z1z2z3

2(z3 − z2)
−

z1 − 1

z2

+
1

z3

− z1· 1
z2

· 1
z3

2

(
1

z3

− 1

z2

) = 0

よって，w1とw2の中点wは，直線BC上の点である．

解説 3点A(z1)，B(z2)，C(z3)について，4ABCの外心O，垂心 z1 + z2 + z3，

重心
z1 + z2 + z3

3
が同一直線上にあることがわかる．この直線をオイラー

線という．

w1と z1の中点，z2と z3の中点，z1からBCに下ろした垂線の足wの 3点

を通る円は，
w1 + z1

2
と

z2 + z3

2
を直径の両端とする円で，中心は

1

2

(
w1 + z1

2
+

z2 + z3

2

)
=

z1 + z2 + z3

2
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同時に，
w1 + z2

2
と

z3 + z1

2
，および

w1 + z3

2
と

z1 + z2

2
を直径の両端とす

る円でもある．この方程式は
∣∣∣∣z −

z1 + z2 + z3

2

∣∣∣∣ =
1

2

であり，この円を 9点円という．その中心もオイラー線上にあり，外心と
垂心の中点である．また，その半径は外接円の半径の 1

2
である．

3.1 y =
ex − e−x

ex + e−x
= 1− 2e−x

ex + e−x
= 1− 2

e2x + 1
より y′ =

4e2x

(e2x + 1)2
> 0

lim
x→−∞

y = lim
x→−∞

(
1− 2

e2x + 1

)
= −1

lim
x→∞

y = lim
x→∞

(
1− 2

e2x + 1

)
= 1

yは単調増加 ゆえに −1 < y < 1

y = 1− 2

e2x + 1
より e2x =

1 + y

1− y
ゆえに x =

1

2
log

1 + y

1− y

よって，求める逆関数は y =
1

2
log

1 + x

1 − x
(−1 < x < 1)

3.2 (1) f(xy) = f(x) + f(y) · · · (∗)
(∗)に x = y = 1を代入すると

f(1) = f(1) + f(1) ゆえに f(1) = 0 · · · 1©

(∗)， 1©から f(x) + f

(
1

x

)
= f

(
x·1

x

)
= f(1) = 0

(2) (1)の結果から f

(
x

y

)
= f(x) + f

(
1

y

)

また，f

(
1

y

)
= −f(y)であるから

f

(
x

y

)
= f(x)− f(y) · · · (∗∗)

a =
m

n
(m, nは自然数)とおくと，a > 1より m > n

仮定より，すべての自然数 kに対して，f(k + 1)− f(k) > 0が成り立つの
で，このとき

m−1∑

k=n

{f(k + 1)− f(k)} > 0 ゆえに f(m)− f(n) > 0
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(∗∗)より f(a) = f
(m

n

)
= f(m)− f(n) > 0

(3) 0 < a < bから
b

a
> 1であるから，(∗∗)および (2)の結果から

f(b)− f(a) = f

(
b

a

)
> 0 よって f(a) < f(b)

(4) (∗)，(∗∗)より

f

(
x + y

2

)
− f(x) + f(y)

2
=

1

2

{
f

(
x + y

2

)
− f(x)

}
+

1

2

{
f

(
x + y

2

)
− f(y)

}

=
1

2

{
f

(
x + y

2x

)
+ f

(
x + y

2y

)}

=
1

2
f

(
(x + y)2

4xy

)

ここで
(x + y)2

4xy
− 1 =

(x− y)2

4xy
= 0 ゆえに

(x + y)2

4xy
= 1

1©および (2)の結果から f

(
x + y

2

)
= f(x) + f(y)

2

3.3 (1) f(x) = −4x2 + 4x = −4

(
x− 1

2

)2

+ 1

区間 [0, 1]において，0 5 f(x) 5 1 であるから，

区間 [0, 1]は関数 f(x)に関して不変である．

(2) 区間 [a, b]が関数 f(x)に関して不変であるとき

a 5 f(a), f(b) 5 b ゆえに a 5 4a(1− a), 4b(1− b) 5 b

0 < a < b < 1に注意して，これを解くと 0 < a 5 3

4
5 b < 1 · · · 1©

1©に注意して，次の 2つの場合分けを行う．

i) 0 < a 5 1

2
のとき

1

2
∈ [a, b], f

(
1

2

)
= 1 /∈ [a, b]

ii)
1

2
< a 5 3

4
のとき

区間 [a, b]において，関数 f(x)は単調減少であるから

f(a) 5 b, f(b) = a ゆえに − 4a2 5 −4a + b, 4b2 5 −a + 4b
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上の 2式の辺々を加えると 4(b + a)(b− a) 5 5(b− a)

0 < a < b < 1より，b− a > 0であるから a + b 5 5

4

これは，
1

2
< a，

3

4
5 bに反する．

i)，ii)より，区間 [a, b]は関数 f(x)に関して不変ではない．

解説 区間 [a, b]が出題された関数について不変であれば

xn+1 = f(xn), a 5 x0 5 b

とおくと，a 5 xn 5 b (n = 0, 1, 2, . . .)となる．{xn}の収束・発散などを
調べて反例を示すことは，この関数の特殊性から不可能である．写像

xn+1 = λxn(1− xn) : 0 5 λ 5 4, 0 5 x0 5 1

をロジスティック写像 (Logistic map)といい，極めて複雑な振舞いをする
ことで知られている．

4.1 (1) 数列 {an}は，初項 9·10−n−1，公比 10−1，末項 9·10−2nの等比数列の和で
あるから

an =
9·10−n−1 − 10−1 × 9·10−2n

1− 10−1
= 10−n − 10−2n

ゆえに bn = 10nan = 10n(10−n − 10−2n) = 1 − 1

10n

また b1 = 0.9，b2 = 0.99，b3 = 0.999

等比数列の和¶ ³

初項 a，公比 r，末項 lの等比数列の和 Sは S =
a − rl

1 − r
µ ´

(2) (1)の結果から

sn =
n∑

k=1

(10−k − 10−2k)

=
10−1 − 10−1·10−n

1− 10−1
− 10−2 − 10−2·10−2n

1− 10−2

=
1− 10−n

9
− 1− 10−2n

99
=

10

99
− 1

9·10n +
1

99·102n

(3) (2)の結果から lim
n!1

sn =
10

99
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4.2

{
a1 = 1

an+1 − (
√

2 + 1)an = 1 (n = 1, 2, 3, · · · )

上の漸化式およびその補助方程式は
{

an+1 = (
√

2 + 1)an + 1 · · · 1©
c = (

√
2 + 1)c + 1 · · · 2©

1©− 2©から an+1 − c = (
√

2 + 1)(an − c)

2©を解いて c = − 1√
2

したがって an+1 +
1√
2

= (
√

2 + 1)

(
an +

1√
2

)

数列
{

an +
1√
2

}
は，初項 1 +

1√
2
，公比

√
2 + 1の等比数列であるから

an +
1√
2

= (
√

2 + 1)n−1

(
1 +

1√
2

)

よって an =
(
√

2 + 1)n − 1√
2

√
2 + 1 > 1 であるから lim

n!1
an = ∞

4.3 与えられた漸化式から
an+1

(2c)n+1
− an

(2c)n
=

(
1

2

)n+1

n = 2のとき
an

(2c)n
=

a1

2c
+

n−1∑

k=1

(
1

2

)k+1

=
n∑

k=1

(
1

2

)k

=
1

2
·1−

(
1
2

)n

1− 1
2

= 1−
(

1

2

)n

したがって an = (2c)n − cn

n = 1のときも，上式は成り立つので an = (2c)n − cn

0 < | c | < 1

2
より，0 < |2c| < 1 であるから

∞∑
n=1

an =
2c

1− 2c
− c

1− c
=

c

(1− 2c)(1− c)
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これが
2

3
に等しいので

c

(1− 2c)(1− c)
=

2

3

ゆえに 2(1− 2c)(1− c) = 3c 整理すると (c− 2)(4c− 1) = 0

| c | < 1

2
に注意して，これを解くと c =

1

4

4.4 (1) 与えられた漸化式から

an+2 − an+1 = −p(an+1 − an) ゆえに bn+1 = −pbn

{bn}は，初項 b1 = a2 − a1 = 2− 1 = 1，公比−pの等比数列であるから

bn = 1·(−p)n−1 = (−p)n`1

(2) (1)の結果から an+1 − an = (−p)n−1

n = 2のとき an = a1 +
n−1∑

k=1

(−p)k−1 = 1 +
1− (−p)n−1

1 + p

上式は，n = 1のときも成立するから an = 1 +
1 − (−p)n`1

1 + p

(3) 0 < p < 1 より −1 < −p < 0 であるから lim
n→∞

(−p)n−1 = 0

よって lim
n→∞

an = 1 +
1

1 + p
=

2 + p

1 + p

別解 与えられた漸化式から

an+2 + pan+1 = an+1 + pan ゆえに an+1 + pan = a2 + pa1 = 2 + p

上式と an+1 − an = (−p)n−1の差をとると

(1 + p)an = 2 + p− (−p)n−1 よって an =
2 + p− (−p)n−1

1 + p

4.5 Q0(2r, 0)，Q1(r, 0)とし，2以上の自然数nの
自然数nに対して，原点Oと点Qn−1の中点を
Qnとする．このとき，原点Oと点Pnを通り，
y軸に接する円を Cnとすると，CnはOQnを
直径とする円であるから，その面積 Snは

Sn = π

(
1

2
OQn

)2

= π

(
1

2
· r

2n−1

)2

=
πr2

4n

　

O

y

x

P0

P1

r 2r

y = 1
2
x

Q0Q1
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{Sn}は初項が S1 =
πr2

4
，公比が

1

4
の等比数列であるから

∞∑
n=1

Sn =
πr2

4
× 1

1− 1

4

=
πr2

3

4.6 (1) 等差数列 {an}の初項を a，公差を dとすると，a5 = 14，a10 = 29より

a + 4d = 14, a + 9d = 29 これを解いて a = 2, d = 3

したがって an = 2 + (n− 1)·3 すなわち an = 3n − 1

(2) (1)の結果から

n∑

k=1

2−ak =
n∑

k=1

2−3k+1 =
1

4

n∑

k=1

(
1

8

)k−1

=
1

4
× 1− (

1
8

)n

1− 1
8

=
2

7

{
1 −

(
1

8

)n}

(3) (1)の結果から

n∑

k=1

1

akak+1

=
n∑

k=1

1

(3k − 1)(3k + 2)
=

1

3

n∑

k=1

(
1

3k − 1
− 1

3k + 2

)

=
1

3

(
1

2
− 1

3n + 2

)
=

n

2(3n + 2)

(4) (2)，(3)の結果から

∞∑

k=1

2−ak = lim
n→∞

n∑

k=1

2−ak = lim
n→∞

2

7

{
1−

(
1

8

)n}
=

2

7
∞∑

k=1

1

akak+1

= lim
n→∞

n∑

k=1

1

akak+1

= lim
n→∞

1

3

(
1

2
− 1

3n + 2

)
=

1

6

4.7 (1)

{
an+1 = 2an + 6bn (n = 1, 2, 3, · · · )
bn+1 = 2an + 3bn (n = 1, 2, 3, · · · ) · · · (∗)

上式の第 1式から

bn =
1

6
(an+1 − 2an), bn+1 =

1

6
(an+2 − 2an+1) · · · (∗∗)

これらを第 2式に代入すると

1

6
(an+2 − 2an+1) = 2an + 3× 1

6
(an+1 − 2an)
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整理すると an+2 − 5an+1 − 6an = 0 · · · 1©
an+2 − αan+1 = β(an+1 − αan) · · · 2©より

an+2 − (α + β)an+1 + αβan = 0 · · · 3©
1©， 3©より α + β = 5, αβ = −6

ゆえに，α，βを解とする 2次方程式は x2 − 5x− 6 = 0

よって，α，βは，これを解いて −1, 6

(2) (∗)の第 1式から a2 = 2a1 + 6b1 = 2·1 + 6·1 = 8

(1)の結果を 2©に代入すると
{

an+2 + an+1 = 6(an+1 + an)

an+2 − 6an+1 = −(an+1 − 6an)

したがって an+1 + an = 6n−1(a2 + a1) = 9·6n−1

an+1 − 6an = (−1)n−1(a2 − 6a1) = 2·(−1)n−1

上の 2式から an =
9·6n`1 − 2·(−1)n`1

7

(3) (∗∗)の第 1式に (2)の結果を代入すると

bn =
1

6

(
9·6n − 2·(−1)n

7
− 2× 9·6n−1 − 2·(−1)n−1

7

)
=

6n + (−1)n−1

7

上式および (2)の結果から
an

bn

=
9·6n−1 − 2·(−1)n−1

6n + (−1)n−1

よって lim
n→∞

an

bn

= lim
n→∞

9− 2
(−1

6

)n−1

6 +
(−1

6

)n−1 =
9

6
=

3

2

4.8 (1) 0 < θ < π
4
より，tan θ 6= 0，tan 2θ 6= 0．2倍角の公式により

tan 2θ =
2 tan θ

1− tan2 θ
ゆえに

1

tan 2θ
=

1

2 tan θ
− 1

2
tan θ

よって
1

2
tan θ =

1

2 tan θ
− 1

tan 2θ

(2) (1)の結果から，kを自然数とすると

1

2k
tan θ =

1

2k tan θ
− 1

2k−1 tan 2θ
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0 <
1

2k
<

π

4
であるから，θ =

1

2k
とおくと

ak =
1

2k
tan

1

2k
=

1

2k tan 1
2k

− 1

2k−1 tan 1
2k−1

よって
n∑

k=1

ak =
n∑

k=1

(
1

2k tan 1
2k

− 1

2k−1 tan 1
2k−1

)

=
1

2n tan 1
2n

− 1

tan 1

(3) (2)の結果から

∞∑

k=1

ak = lim
n→∞

n∑

k=1

ak = lim
n→∞

( 1
2n

tan 1
2n

− 1

tan 1

)
= 1 − 1

tan 1

4.9 (1) an+1 = an
2 + bn

2 · · · 1©
bn+1 = 2anbn · · · 2©

1©と 2©の辺々を加えると

an+1 + bn+1 = (an
2 + bn

2) + 2anbn = (an + bn)2

cn = an + bnより cn+1 = cn
2

よって cn = c1
2n−1

= (a1 + b1)
2n−1

= (a + b)2n`1

解説 cn+1 = cn
2より log cn+1 = 2 log cn

したがって log cn = 2n−1 log c1 = log c1
2n−1

よって cn = c1
2n−1

= (a + b)2n−1

(2) (1)の結果から an + bn = (a + b)2n−1 · · · 3©
1©， 2©から

an+1 − bn+1 = (an
2 + bn

2)− 2anbn = (an − bn)2

したがって an − bn = (a− b)2n−1 · · · 4©

3©， 4©から an =
1

2
{(a + b)2n`1

+ (a − b)2n`1}

bn =
1

2
{(a + b)2n`1 − (a − b)2n`1}
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(3) (2)の結果から

bn

an

=
(a + b)2n−1 − (a− b)2n−1

(a + b)2n−1 + (a− b)2n−1 =

1−
(

a− b

a + b

)2n−1

1 +

(
a− b

a + b

)2n−1

a > b > 0より 0 <
a− b

a + b
< 1 ゆえに lim

n→∞

(
a− b

a + b

)2n−1

= 0 · · · 5©

したがって，極限値 lim
n→∞

bn

an

は存在して

lim
n→∞

bn

an

= lim
n→∞

1−
(

a− b

a + b

)2n−1

1 +

(
a− b

a + b

)2n−1 = 1

(4) (2)の結果から

lim
n→∞

an = lim
n→∞

1

2
(a + b)2n−1

{
1 +

(
a− b

a + b

)2n−1
}

5©に注意すると

a + b > 1のとき lim
n→∞

an = ∞

a + b = 1のとき lim
n→∞

an =
1

2

a + b < 1のとき lim
n→∞

an = 0

lim
n→∞

an = 0は，無限級数
∞∑

n=1

anが収束するための必要条件であるから，

無限級数
∞∑

n=1

anが収束するとき，a + b < 1が成り立つ．

解説 (長崎大学 2010) 5

4.10 (1) 与えられた漸化式から

a3 =
a1 + a2

2
=

s + t

2
, a4 =

a2 + a3

2
=

t + s+t
2

2
=

s + 3t

4

b3 =
√

b1b2 =
√

st, b4 =
√

b2b3 =
√

t
√

st =
4
√

st3
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(2) 与えられた漸化式から

an+2 − an+1 = −1

2
(an+1 − an) ゆえに cn+1 = −1

2
cn

{cn}は初項が c1 = a2 − a1 = t− s，公比が−1

2
の等比数列であるから

cn = c1

(
−1

2

)n−1

= (t − s)

(
−1

2

)n`1

n = 2のとき an = a1 +
n−1∑

k=1

ck = s + (t− s)
n−1∑

k=1

(
−1

2

)k−1

= s + (t− s)× 1−(− 1
2)

n−1

1−(− 1
2)

=
1

3

{
1−

(
−1

2

)n−2
}

s +
2

3

{
1−

(
−1

2

)n−1
}

t

上式は，n = 1のときも成り立つので

an =
1

3

{
1 −

(
−1

2

)n`2
}

s +
2

3

{
1 −

(
−1

2

)n`1
}

t

(3) bn+2 =
√

bn+1bnの両辺の自然対数をとると

log bn+2 =
log bn+1 + log bn

2
ゆえに dn =

dn+1 + dn

2

d1 = log b1 = log s，d2 = log b2 = log t より，(2)の結果を利用して

dn =
1

3

{
1−

(
−1

2

)n−2
}

log s +
2

3

{
1−

(
−1

2

)n−1
}

log t

= log s
1
3

n
1−(− 1

2)
n−2

o
t

2
3

n
1−(− 1

2)
n−1

o

よって bn = s
1
3

n
1`(`1

2)
n`2

o
t

2
3

n
1`(`1

2)
n`1

o

(4) (2),(3)の結果から lim
n→∞

an =
s + 2t

3
, lim

n→∞
bn =

3
√

st2

(5) α = lim
n→∞

an，β = lim
n→∞

bnとすると，s > 0，t > 0より，α > 0，β > 0

(4)の結果から α3 − β3 =
1

27
(s− t)2(s + 8t)

よって，t = sは lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn であるための必要十分条件である．
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別解 s > 0，t > 0 であるから，3数 s，t，tの相加平均・相乗平均の関係により

s + t + t

3
= 3
√

stt すなわち
s + 2t

3
= 3
√

st2

上式において，等号が成立するのは，s = tのときに限る．

したがって lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn =⇒ s = t

また，(4)の結果から，この逆は自明．

よって，t = sは lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn であるための必要十分条件である．

補足 s > 0，t > 0に対して，p > 0，q > 0，p + q = 1とすると

ps + qt = sptq

が成り立つ (等号が成立するのは s = t)ので，p =
1

3
，q =

2

3
とおくと

1

3
s +

2

3
t = s

1
3 t

2
3 すなわち

s + 2t

3
= 3
√

st2

一般に，ak > 0, pk > 0 (k = 1, 2, · · · , n)，p1 + p2 + · · ·+ pn = 1のとき

p1a1 + p2a2 + · · · + pnan = a1
p1a2

p2 · · · an
pn

が成り立つ (等号が成り立つのは，a1 = a2 = · · · = anのとき) 1．

とくに，p1 = p2 = · · · = pn =
1

n
とすると，次式が成り立つ．

a1 + a2 + · · · + an

n
= n

√
a1a2 · · · an

4.11 (1) an+1 =
an + r2

an + 1
· · · (∗)

a1 = 1および上式より，すべての自然数 nに対して an > 0 · · · 1©

(∗)から an+1 − r = (1− r)× an − r

an + 1
· · · (∗∗)

an+1 + r = (1 + r)× an + r

an + 1

上の 2式より
an+1 − r

an+1 + r
=

1− r

1 + r
× an − r

an + r

ゆえに
an − r

an + r
=

(
1− r

1 + r

)n−1

× a1 − r

a1 + r
=

(
1− r

1 + r

)n

· · · 2©
1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2002.pdf 3 を参照
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r > 1より
1− r

1 + r
< 0 · · · 3©

1©， 2©， 3©から
nが偶数のとき an − r > 0 すなわち an > r

nが奇数のとき an − r < 0 すなわち an < r

(2) (∗)，(∗∗)より

an+2 − r = (1− r)× an+1 − r

an+1 + 1

= (1− r)×
(1− r)× an − r

an + 1
an + r2

an + 1
+ 1

=
(1 − r)2(an − r)

2an + r2 + 1

(3) (1)の結果から，a2n > r．これと (2)の結果から

a2n+2−r =
(1− r)2(a2n − r)

2a2n + r2 + 1
<

(1− r)2(a2n − r)

2r + r2 + 1
=

(
r − 1

r + 1

)2

× (a2n−r)

よって
a2n+2 − r

a2n − r
<

(
r − 1

r + 1

)2

(4) (3)の結果から，λ =

(
r − 1

r + 1

)2

とおくと

0 <
a4 − r

a2 − r
< λ, 0 <

a6 − r

a4 − r
< λ, · · · , 0 <

a2n − r

a2n−2 − r
< λ

これらの辺々をかけると

0 <
a2n − r

a2 − r
< λn−1 ゆえに 0 < a2n − r < (a2 − r)λn−1

r > 1より，0 < λ < 1であるから lim
n→∞

(a2 − r)λn−1 = 0

はさみうちの原理により

lim
n→∞

(a2n − r) = 0 すなわち lim
n!1

a2n = r

これと (∗)により lim
n→∞

a2n+1 = lim
n→∞

an + r2

an + 1
=

r + r2

r + 1
= r
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解説 r > 1であるから， 2©より
∣∣∣∣
an − r

an + r

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
(

1− r

1 + r

)n∣∣∣∣ =

(
r − 1

r + 1

)n

0 <
r − 1

r + 1
< 1であるから lim

n→∞

(
r − 1

r + 1

)n

= 0

はさみうちの原理により lim
n→∞

an − r

an + r
= 0 よって lim

n→∞
an = r

また， 2©より，一般項は

an =

r

{
1 +

(
1− r

1 + r

)n}

1−
(

1− r

1 + r

)n

であるから，−1 <
1− r

1 + r
< 0より，直接 lim

n→∞
anを求めることもできる．

また，一般項から an − r =

2r

(
1− r

1 + r

)n

1−
(

1− r

1 + r

)n

ゆえに nが偶数のとき an − r > 0 すなわち an > r

nが奇数のとき an − r < 0 すなわち an < r

4.12 (1) (1− r)
n∑

k=0

rk = 1− rn+1 より，|r| < 1のとき

Rn =
n∑

k=0

rk =
1 − rn+1

1 − r

次に，Snについて

Sn =
n∑

k=0

krk−1 · · · 1©, Sn =
n+1∑

k=1

(k − 1)rk−2 · · · 2©

とおくと， 1©− 2©× rより (r 6= 1)

Sn − rSn =
n∑

k=0

krk−1 − r

n+1∑

k=1

(k − 1)rk−2

(1− r)Sn = −nrn +
n∑

k=1

{krk−1 − r(k − 1)rk−2}

= −nrn +
n∑

k=1

rk−1 = −nrn +
1− rn

1− r
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よって Sn = − nrn

1 − r
+

1 − rn

(1 − r)2

(2) Tnについて

Tn =
n∑

k=0

k(k − 1)rk−2 · · · 3©, Tn =
n+1∑

k=1

(k − 1)(k − 2)rk−3 · · · 4©

とおくと， 3©− 4©× rより， 2©に注意して (r 6= 1)

Tn − rTn =
n∑

k=0

k(k − 1)rk−2 − r

n+1∑

k=1

(k − 1)(k − 2)rk−3

(1− r)Tn = −n(n− 1)rn−1 + 2
n∑

k=1

(k − 1)rk−2

= −n(n− 1)rn−1 − 2nrn−1 + 2
n+1∑

k=1

(k − 1)rk−2

= −n(n + 1)rn−1 + 2Sn

= −n(n + 1)rn−1 − 2nrn

1− r
+

2(1− rn)

(1− r)2

よって Tn = −n(n + 1)rn`1

1 − r
− 2nrn

(1 − r)2
+

2(1 − rn)

(1 − r)3

(3) |r| < 1のとき， lim
n→∞

nrn = 0， lim
n→∞

n(n− 1)rn = 0 であるから

lim
n→∞

n(n + 1)rn−1 = lim
n→∞

n(n− 1)rn + 2nrn

r
= 0

上の諸式により

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

{
− nrn

1− r
+

1− rn

(1− r)2

}
=

1

(1− r)2

lim
n→∞

Tn = lim
n→∞

{
−n(n + 1)rn−1

1− r
− 2nrn

(1− r)2
+

2(1− rn)

(1− r)3

}
=

2

(1− r)3

よって
∞∑

k=0

k2rk = r2

∞∑

k=0

k(k − 1)rk−2 + r
∞∑

k=0

krk−1

= r2 × 2

(1− r)3
+ r × 1

(1− r)2
=

r(1 + r)

(1 − r)3
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4.13 (1) 関数 y = 2nx− x2 = −(x− n)2 + n2のグラ
フの頂点をCとすると C(n, n2)

Rnに含まれる直線 x = k (kは整数)上の格
子点の個数は，

−(k − n)2 + n2 + 1

グラフは直線x = nに関して対称であるから

　

O

y

xn

n2

2n

x = k

A B

C

Sn = 2
n−1∑

k=0

{−(k − n)2 + n2 + 1}+ n2 + 1

= 2
n∑

k=1

(−k2 + n2 + 1) + n2 + 1

= 2

{
−1

6
n(n + 1)(2n + 1) + n(n2 + 1)

}
+ n2 + 1

=
4

3
n3 +

5

3
n + 1

(2) 直線ACの傾きは nであるから，(1)と同様に直線 x = k (kは整数)上の
格子点の個数は，nk + 1であるから

Tn = 2
n−1∑

k=0

(nk + 1) + n2 + 1

= 2
n∑

k=1

{n(k − 1) + 1}+ n2 + 1

= 2
n∑

k=1

(nk − n + 1) + n2 + 1

= 2

{
n× 1

2
n(n + 1) + (−n + 1)n

}
+ n2 + 1

= n3 + 2n + 1

(3) (1)，(2)の結果から

lim
n→∞

Tn

Sn

= lim
n→∞

n3 + 2n + 1
4

3
n3 +

5

3
n + 1

= lim
n→∞

1 +
2

n2
+

1

n3

4

3
+

5

3n2
+

1

n3

=
3

4
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4.14 (1) C1とC2の交点Qの x座標が n+1である
から

log(n + 1) = (n + 1− 1)(n + 1− a)

n 6= 0 であるから

a = n + 1 − log(n + 1)

n

　

O

y

x

C1

C2

P

Q

1 a n+1
TnTn

Sn

上式より a− 1 =
n2 − log(n + 1)

n

ここで
∫ n

0

t

t + 1
dt =

[
t− log(t + 1)

]n

0

= n− log(n + 1) > 0

上の 2式から a− 1 =
n2 − log(n + 1)

n
>

n2 − n

n
= n− 1 = 0

よって a > 1

(2) Sn =

∫ n+1

1

log x dx− 1

2
{(n + 1)− 1} log(n + 1)

=

[
x log x− x

]n+1

1

− n

2
log(n + 1) =

n + 2

2
log(n + 1) − n

C2の x2の係数および 2点 P，Qの x座標に注意して

Tn =
1

6
{(n + 1)− 1}3 =

1

6
n3

(3) (2)の結果から

Sn

n log Tn

=
n+2

2
log(n + 1)− n

n log n3

6

=

(
1
2

+ 1
n

)
log(n + 1)− 1

3 log n− log 6

=

(
1
2

+ 1
n

) {
log n + log

(
1 + 1

n

)}− 1

3 log n− log 6

=

(
1

2
+

1

n

) {
1 +

log
(
1 + 1

n

)

log n

}
− 1

log n

3− log 6

log n

よって lim
n→∞

Sn

n log Tn

=

(
1
2

+ 0
)
(1 + 0)− 0

3− 0
=

1

6

257

見
本



4.15 (1) a1 = 1，b1 = c1 = d1 = e1 = f1 = 0であるから

a2 = f1·1
2

+ b1·1
2

= 0

b2 = a1·1
2

+ c1·1
2

=
1

2
+ 0 =

1

2

c2 = b1·1
2

+ d1·1
2

= 0

d2 = c1·1
2

+ e1·1
2

= 0

e2 = d1·1
2

+ f1·1
2

= 0

f2 = d1·1
2

+ a1·1
2

= 0 +
1

2
=

1

2

(2) (1)の結果から

a3 = f2·1
2

+ b2·1
2

=
1

4
+

1

4
=

1

2

b3 = a2·1
2

+ c2·1
2

= 0

c3 = b2·1
2

+ d2·1
2

=
1

4
+ 0 =

1

4

d3 = c2·1
2

+ e2·1
2

= 0

e3 = d2·1
2

+ f2·1
2

= 0 +
1

4
=

1

4

f3 = d2·1
2

+ a2·1
2

= 0

(3) bn+1 + dn+1 + fn+1 =
1

2
(an + cn) +

1

2
(cn + en) +

1

2
(en + an)

= an + cn + en

an+1 + cn+1 + en+1 =
1

2
(fn + bn) +

1

2
(bn + dn) +

1

2
(dn + fn)

= bn + dn + fn

上の 2式から bn+2 + dn+2 + fn+2 = an+1 + cn+1 + en+1

= bn + dn + fn

また b2 + d2 + f2 =
1

2
+ 0 +

1

2
= 1

よって nが偶数のとき bn + dn + fn = 1
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(4) b1 = 0，f1 = 0，c1 = 0，e1 = 0

ゆえに，n = 1のとき，bn = fn，cn = enが成立する．

n = kのとき，bk = fk，ck = ekが成立すると仮定すると

bk+1 − fk+1 =
1

2
(ak + ck)− 1

2
(ek + ak)

=
1

2
(ck − ek) = 0

ck+1 − ek+1 =
1

2
(bk + dk)− 1

2
(dk + fk)

=
1

2
(bk − fk) = 0

上の 2式から，n = k +1のときも，bk+1 = fk+1，ck+1 = ek+1が成立する．

よって，すべての時刻 nに対して，bn = fnおよび cn = enが成立する．

(5) (3)の結果から b2m + d2m + f2m = 1 (4)の結果から f2m = b2m

上の 2式から 2b2m + d2m = 1 · · · 1©
また，(4)の結果により

bn+1 − dn+1 =
1

2
(an + cn)− 1

2
(cn + en)

=
1

2
(an − en) =

1

2
(an − cn)

an+1 − cn+1 =
1

2
(fn + bn)− 1

2
(bn + dn)

=
1

2
(fn − dn) =

1

2
(bn − dn)

上の 2式から bn+2 − dn+2 =
1

4
(bn − dn)

ゆえに b2m+2 − d2m+2 =
1

4
(b2m − d2m)

したがって b2m − d2m = (b2 − d2)

(
1

4

)m−1

=
1

2

(
1

4

)m−1

· · · 2©

1©， 2©から d2m =
1

3
− 1

3

(
1

4

)m−1

よって lim
m!1

d2m =
1

3

4.16 (1) 与えられた漸化式より

zn+2 − zn+1 = α(zn+1 − zn) (n = 0, 1, 2, · · · ) · · · (∗)

259

見
本



であるから

z2 − z1 = α(z1 − z0) = α =
1

2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
=

1

4
+

√
3

4
i · · · 1©

z3 − z2 = α(z2 − z1) = α2 =
1

4

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)
= −1

8
+

√
3

8
i

z4 − z3 = α(z3 − z2) = α3 =
1

8
(cos π + i sin π) = −1

8

上の第 1式と第 2式，および上の 3式の辺々を加えると

z3 − z1 =
1

8
+

3
√

3

8
i, z4 − z1 =

3
√

3

8
i

z1 = 1 であるから， 1©および上の 2式から

z2 =
5

4
+

√
3

4
i, z3 =

9

8
+

3
√

3

8
i, z4 = 1 +

3
√

3

8
i

(2) αは大きさが 1
2
，偏角が π

3
であるから，

(∗) より，Pn+1Pn+2 は PnPn+1 を 1
2
に

縮小し，π
3
だけ回転させたものである．

P0(0)，P1(1)であるから，P2, P3, P4

を複素数平面上にとると，右の図のよ
うになる．

　

O

y

x
P0

P1

P2

P3
P4

2π
3

1

1
2

1
4

1
8

(3) z0 = 0，z1 = 1，および (∗)より

zn+1 − zn = αn(z1 − z0) = αn
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(4) (3)の結果から，n = 1のとき

n−1∑

k=0

(zk+1 − zk) =
n−1∑

k=0

αk ゆえに zn =
αn − 1

α− 1
· · · (∗∗)

(∗∗)は n = 0についても成り立つ．ここで

αn =
1

2n

(
cos

nπ

3
+ i sin

nπ

3

)

α− 1 =
1

2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
− 1 = −3

4
+

√
3

4
i

=

√
3

2

(
cos

5

6
π + i sin

5

6
π

)

したがって

zn =

1

2n

(
cos

nπ

3
+ i sin

nπ

3

)
− 1

√
3

2

(
cos

5

6
π + i sin

5

6
π

)

=
1

2n−1
√

3

(
cos

2n− 5

6
π + i sin

2n− 5

6
i

)

− 2√
3

(
cos

5

6
π − i sin

5

6
π

)

=
1

2n−1
√

3

(
cos

2n− 5

6
π + i sin

2n− 5

6
i

)
+ 1 +

1√
3
i

=
1

2n−1
√

3
cos

2n− 5

6
π + 1 +

1√
3

(
1

2n−1
sin

2n− 5

6
π + 1

)
i

zn = xn + yniであるから

xn=
1

2n`1
√

3
cos

2n − 5

6
π + 1

yn=
1√
3

(
1

2n`1
sin

2n − 5

6
π + 1

)

(5) (4)の結果から |xn − 1| 5 1

2n−1
√

3
,

∣∣∣∣yn − 1√
3

∣∣∣∣ 5 1

2n−1
√

3

lim
n→∞

1

2n−1
√

3
= 0 であるから，はさみうちの原理により

lim
n!1

xn = 1, lim
n!1

yn =
1√
3
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4.17 (1) w = zのとき z =
3(1− i)z − 2i

z + 3(1− i)
整理すると z2 = −2i

−2i = 2

(
cos

3

2
π + i sin

3

2
π

)
であるから

z = r(cos θ + i sin θ) (0 5 θ < 2π)

とおくと

r2 = 2, 2θ =
3

2
π + 2nπ (nは整数)

したがって r =
√

2，θ =
3

4
π,

7

4
π

すなわち z =
√

2

(
cos

3

4
π + i sin

3

4
π

)
= −1 + i

z =
√

2

(
cos

7

4
π + i sin

7

4
π

)
= 1 − i

(2) (1)の結果から，α = −1 + i，β = 1− iであるから

w − α =
3(1− i)z − 2i

z + 3(1− i)
− (−1 + i)

=
3(1− i)z − 2i + (1− i){z + 3(1− i)}

z + 3(1− i)
=

4(1− i)(z − α)

z + 3(1− i)

w − β =
3(1− i)z − 2i

z + 3(1− i)
− (1− i)

=
3(1− i)z − 2i− (1− i){z + 3(1− i)}

z + 3(1− i)
=

2(1− i)(z − β)

z + 3(1− i)

上の 2式から
w − β

w − α
=

2(1− i)

4(1− i)
·z − β

z − α
ゆえに k =

2(1− i)

4(1− i)
=

1

2

(3) (2)の結果から
zn+1 − β

zn+1 − α
=

1

2
·zn − β

zn − α
ゆえに

zn − β

zn − α
=

(
1

2

)n−1

·z1 − β

z1 − α

z1 = 0，−α = β であるから

zn − β

zn + β
= − 1

2n−1
ゆえに zn =

2n−1 − 1

2n−1 + 1
β =

2n−1 − 1

2n−1 + 1
(1− i)

よって xn =
2n`1 − 1

2n`1 + 1
, yn = −2n`1 − 1

2n`1 + 1

また lim
n→∞

xn = lim
n→∞

1− 1
2n−1

1 + 1
2n−1

= 1， lim
n→∞

yn = lim
n→∞

−1 + 1
2n−1

1 + 1
2n−1

= −1
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4.18 (1) 1 + z + z2 + · · ·+ zn =
1− zn+1

1− z
(z 6= 1) · · · (∗)

とする．

i) n = 1のとき

(∗)の左辺 = 1 + z, (∗)の右辺 =
1− z2

1− z
=

(1 + z)(1− z)

1− z
= 1 + z

よって，n = 1のとき，(∗)が成り立つ．
ii) n = kのとき

1 + z + z2 + · · ·+ zk =
1− zk+1

1− z

が成り立つと仮定すると

1 + z + z2 + · · ·+ zk + zk+1 =
1− zk+1

1− z
+ zk+1

=
1− zk+1 + zk+1(1− z)

1− z

=
1− zk+2

1− z

よって，n = k + 1のときも (∗)が成り立つ．
i)，ii)から，すべての自然数 nについて (∗)が成り立つ．

(2) ド・モアブルの定理を利用して
n∑

k=0

zk =
n∑

k=0

{r(cos θ + i sin θ)}k

=
n∑

k=0

rk(cos kθ + i sin kθ) =
n∑

k=0

rk cos kθ + i

n∑

k=0

rk sin kθ

z = r(cos θ + i sin θ)，z 6= 1であるから

1− zn+1

1− z
=

(1− zn+1)(1− z)

(1− z)(1− z)
=

1− z − zn+1 + |z|2zn

1− (z + z) + |z|2

=
1− r(cos θ − i sin θ)

1− 2r cos θ + r2

− rn+1{cos(n + 1)θ + i sin(n + 1)θ}
1− 2r cos θ + r2

+
rn+2(cos nθ + i sin nθ)

1− 2r cos θ + r2

=
1− r cos θ − rn+1 cos(n + 1)θ + rn+2 cos nθ

1− 2r cos θ + r2

+
i{r sin θ − rn+1 − rn+1 sin(n + 1)θ + rn+2 sin nθ}

1− 2r cos θ + r2
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n∑

k=0

zn =
1− zn+1

1− z
であるから，この両辺の実部を比較して

n∑

k=0

rk cos kθ =
1 − r cos θ − rn+1 cos(n + 1)θ + rn+2 cos nθ

1 − 2r cos θ + r2

(3) 0 < r < 1より

|rn+1 cos(n + 1)θ| 5 rn+1, |rn+2 cos nθ| 5 rn+2, lim
n→∞

rn = 0

上の諸式および (2)の結果により

lim
n!1

n∑

k=0

rk cos kθ =
1 − r cos θ

1 − 2r cos θ + r2

4.19 (1) a(x2 + |x + 1|+ n− 1) =
√

n(x + 1) · · · (∗)
a = 0の場合，方程式 (∗)は実数解 x = −1をもつ．

a 6= 0の場合，方程式 (∗)が実数解をもつとき，関数

y = x2 + |x + 1|＋ n− 1 · · · 1©

のグラフと直線 y =

√
n

a
(x + 1)が共有点をもつ．

関数 1©は
x = −1のとき y = x2 + x + n =

(
x +

1

2

)2

+ n− 1

4

x < −1のとき y = x2 − x + n− 2 =

(
x− 1

2

)2

+ n− 9

4

k =

√
n

a
とし，y = k(x + 1) · · · 2©とおく．

1©のグラフと直線 2©が接するときの kの値は

i) x = −1のとき，2式から yを消去して

x2 + x + n = k(x + 1) ゆえに x2 + (1− k)x + n− k = 0

このとき，係数について

−1− k

2·1 = −1, (1− k)2 − 4·(n− k) = 0

これを解いて k = 2
√

n− 1
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ii) x < −1のとき，2式から yを消去して

x2 − x + n− 2 = k(x + 1) ゆえに x2 − (k + 1)x + n− k − 2 = 0

このとき，係数について

−−(k + 1)

2·1 < −1, {−(k + 1)}2 − 4·1(n− k − 2) = 0

これを解いて k = −2
√

n− 3

関数 1©のグラフと直線 2©は，

k = −2
√

n− 3, 2
√

n− 1

のとき，右の図のように接する．
したがって，これらが共有点をもつた
めの kの値の範囲は

k 5 −2
√

n− 3, 2
√

n− 1 5 k

ゆえに，方程式 (∗)が実数解をもつとき
√

n

a
5 −2

√
n− 3, 2

√
n− 1 5

√
n

a

　

O

y

x
−1

n

(−1
2
, n− 1

4
)

したがって −
√

n

2
√

n + 3
5 a < 0, 0 < a 5

√
n

2
√

n− 1

a = 0のとき，方程式 (∗)は実数解をもつので，求める aの値の範囲は

−
√

n

2
√

n + 3
5 a 5

√
n

2
√

n − 1

(2) 数列 {bn}，{cn}を

bn = −
√

n

2
√

n + 3
, cn =

√
n

2
√

n− 1

とおくと

bn = − 1

2 + 3√
n

, cn =
1

2− 1√
n

したがって，{bn}と {cn}はともに単調減少である．このとき，すべての
自然数に対して (1)の結果を満たす aの値の範囲は

b1 5 a 5 lim
n→∞

cn ゆえに −1

5
5 a 5

1

2
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4.20 (1) 2次方程式 x2 + px + q = 0 · · · (∗)の解と係数の関係により
α + β = −p, αβ = q

ここで an =(αn − 1)(βn − 1) = (αβ)n − (αn + βn) + 1

= qn + 1− (αn + βn)

qは整数であるから，αn + βnが整数のとき，anは整数である．

α + β = −p,

α2 + β2 = (α + β)2 − 2αβ = (−p)2 − 2q = p2 − 2q,

α3 + β3 = (α + β)3 − 3αβ(α + β) = (−p)3 − 3q·(−p) = −p3 + 3pq

p，qは整数であるから，上の 3式は整数である．

よって，a1，a2，a3は整数である．

(2) (|α| − 1)(|β| − 1) > 0より，次の 2つに場合分けをする．

i) |α| − 1 > 0，|β| − 1 > 0 すなわち |α| > 1，|β| > 1のとき

lim
n→∞

∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
(αn+1 − 1)(βn+1 − 1)

(αn − 1)(βn − 1)

∣∣∣∣

= lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣

(
α− 1

αn

) (
β − 1

βn

)

(
1− 1

αn

) (
1− 1

βn

)
∣∣∣∣∣∣
= |αβ| = |q|

ii) |α| − 1 < 0，|β| − 1 < 0 すなわち |α| < 1，|β| < 1のとき

lim
n→∞

∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
(αn+1 − 1)(βn+1 − 1)

(αn − 1)(βn − 1)

∣∣∣∣ = 1

i)，ii)より， lim
n→∞

∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣は整数である．
(3) 条件 (|α| − 1)(|β| − 1) 6= 0および (2)の結果から，(|α| − 1)(|β| − 1) < 0

が lim
n→∞

∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ =
1 +

√
5

2
となるための必要条件である．このとき，αと β

の互換性により，一般性を失うことなく

|α| − 1 > 0, |β| − 1 < 0 すなわち |α| > 1, |β| < 1 · · · (∗∗)
とおける．したがって

lim
n→∞

∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
(αn+1 − 1)(βn+1 − 1)

(αn − 1)(βn − 1)

∣∣∣∣

= lim
n→∞

∣∣∣∣∣

(
α− 1

αn

)
(βn+1 − 1)(

1− 1
αn

)
(βn − 1)

∣∣∣∣∣ = |α|

|α| > 1に注意して |α| = 1 +
√

5

2
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i) α =
1 +

√
5

2
のとき，αは方程式 (∗)の解であるから

(
1 +

√
5

2

)2

+ p

(
1 +

√
5

2

)
+ q = 0

整理すると (p + 2q + 3) + (p + 1)
√

5 = 0

p + 2q + 3，p + 1は有理数であるから

p + 2q + 3 = 0, p + 1 = 0 すなわち p = −1, q = −1

このとき方程式 (∗)の解は，(∗∗)に注意して x =
1±√5

2

ii) α = −1 +
√

5

2
のとき，αは方程式 (∗)の解であるから
(
−1 +

√
5

2

)2

+ p

(
−1 +

√
5

2

)
+ q = 0

整理すると (−p + 2q + 3) + (−p + 1)
√

5 = 0

−p + 2q + 3，−p + 1は有理数であるから

−p + 2q + 3 = 0, − p + 1 = 0 すなわち p = 1, q = −1

このとき方程式 (∗)の解は，(∗∗)に注意して x =
−1±√5

2

i)，ii)より (p, q) = (±1, −1)

4.21 (1) an − an−1 = bn − bn−1 + 1 より

an − bn = an−1 − bn−1 + 1， a1 − b1 = 3− 1 = 2

よって，{an − bn}は初項 2，公差 1の等差数列であるから

an − bn = 2 + (n− 1)·1 = n + 1 · · · 1©

(2) (1)の結果から an = bn + n + 1 · · · 1©′

これを (an−1 + bn)(bn − bn−1) = 2pn + 3− bnに代入すると

(bn−1 + n + bn)(bn − bn−1) = 2pn + 3− bn

{bn + (n + 1)}bn − (bn−1 + n)bn−1 = 2pn + 3
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1©′から anbn − an−1bn−1 = 2pn + 3

ゆえに an+1bn+1 − anbn =2p(n + 1) + 3

=2pn + (2p + 3)

よって，n = 2のとき

anbn = a1b1 +
n−1∑

k=1

{2pk + (2p + 3)}

= 3·1 + 2p× 1

2
n(n− 1) + (2p + 3)(n− 1)

= pn2 + (p + 3)n− 2p

3·1 = p·12 + (p + 3)·1− 2pなので，上式は n = 1のときにも成り立つ．

したがって anbn = pn2 + (p + 3)n − 2p · · · 2©

(3) 1©′を 2©に代入して，整理すると

bn
2 + (n + 1)bn − pn2 − (p + 3)n + 2p = 0

p > 0，bn > 0に注意して，bnについて解くと

bn =
−(n + 1) +

√
(n + 1)2 + 4p(n− 1)(n + 2) + 12n

2

これを 1©′に代入して

an =
(n + 1) +

√
(n + 1)2 + 4p(n− 1)(n + 2) + 12n

2

上の 2式から

an + bn =
√

(n + 1)2 + 4p(n− 1)(n + 2) + 12n · · · 3©

したがって

lim
n→∞

an
3 + bn

3

an
3 − bn

3
= lim

n→∞
(an + bn){(an − bn)2 + anbn}
(an − bn){(an − bn)2 + 3anbn}

= lim
n→∞

an + bn

n

{(
an − bn

n

)2

+
anbn

n2

}

an − bn

n

{(
an − bn

n

)2

+ 3
anbn

n2

}

ここで， 1©， 2©， 3©より
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lim
n→∞

an − bn

n
= 1， lim

n→∞
anbn

n2
= p， lim

n→∞
an + bn

n
=

√
1 + 4p

であるから

f(p) = lim
n→∞

an
3 + bn

3

an
3 − bn

3
=

(1 + p)
√

1 + 4p

1 + 3p

よって

lim
p→0

1

p
log f(p) = lim

p→0

1

p
log

(1 + p)
√

1 + 4p

1 + 3p

= lim
p→0

log
(1 + p)

1
p (1 + 4p)

1
2p

(1 + 3p)
1
p

= lim
p→0

log
(1 + p)

1
p

{
(1 + 4p)

1
4p

}2

{
(1 + 3p)

1
3p

}3

= log
e·e2

e3
= log 1 = 0

4.22 (1) f(x) = tan x− xとおくと

f ′(x) =
1

cos2 x
− 1 = tan2 x = 0

が成り立つ (等号が成立のは，x = nπのとき)．また

lim
x→nπ−π

2
+0

f(x) = −∞, lim
x→nπ+π

2
−0

f(x) = ∞

であるから，f(x)は，nπ − π

2
< x < nπ +

π

2
において，単調増加である．

したがって，nπ− π

2
< x < nπ+

π

2
において f(x) = 0，すなわち tan x = x

をみたす解はただ 1つ存在する．

(2) f(nπ) = −nπ < 0から，f(xn) = 0，すなわち tan xn = xn をみたす xnは

nπ < xn < nπ +
π

2
· · · 1© ゆえに 0 < nπ +

π

2
− xn <

π

2

θn = nπ +
π

2
− xnとおくと，0 < θn <

π

2
より sin θn < θn < tan θn · · · 2©

また tan θn = tan
(
nπ +

π

2
− xn

)
= tan

(π

2
− xn

)
=

1

tan xn

=
1

xn

さらに，tan θn =
1

xn

· · · 3©の両辺を平方すると
sin2 θn

1− sin2 θn

=
1

xn
2
ゆえに sin θn =

1√
xn

2 + 1
· · · 4©
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3©， 4©を 2©に代入すると
1√

xn
2 + 1

< θn <
1

xn

ゆえに
1√(

xn

n

)2
+ 1

n2

< nθn <
1
xn

n

· · · 5©

1©より，π <
xn

n
< π

(
1 +

1

2n

)
ゆえに lim

n→∞
xn

n
= π · · · 6©

5©， 6©より lim
n→∞

nθn =
1

π
よって lim

n!1
n

(
nπ +

π

2
− xn

)
=

1

π

4.23 (1) i) 漸化式から，明らかに an > 0

a1 = 1，a2 =
√

2より，a2 − a1 =
√

2− 1 > 0であるから，
an+1 − an > 0 であると仮定すると

an+2
2 − an+1

2 = (
√

1 + an+1 )2 − (
√

1 + an )2 = an+1 − an > 0

したがって an+2 − an+1 > 0

よって，{an}は単調増加列である．
ii) 漸化式の補助方程式 c =

√
c + 1から

c2 − c− 1 = 0 c > 0に注意してこれを解くと c =
1 +

√
5

2

a1 − c < 0であるから，an − c < 0であると仮定すると

an+1 − c =
√

1 + an − c =
1 + an − c2

√
1 + an + c

=
an − c√

1 + an + c
< 0

したがって an+1 − c < 0

よって，すべての自然数 nに対して an < c

i)，ii)より an < an+1 < c (n = 1, 2, · · · )
よって，{an}は有限な極限値をもつ．

(2) (1)の結果から |an+1 − c| = |an − c|√
1 + an + c

<
1

c
|an − c|

したがって |an − c| < 1

cn−1
|a1 − c|

lim
n→∞

1

cn−1
= 0であるから lim

n→∞
an = c =

1 +
√

5

2
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別解 (1)の結果から，{an}は収束して

lim
n→∞

an = lim
n→∞

an+1 = α

とおくと，an+1 =
√

1 + anより

lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

√
1 + an すなわち α =

√
1 + α

αは (1)で求めた補助方程式の解であるから

lim
n→∞

= α = c =
1 +

√
5

2

補足 幾何学的には，極限値 αは，y =
√

1 + xと y = xの交点の y座標である．

O

y

x

a1

−1

1

a2
a3

y=
√

1+x

y=x

4.24 (1) f(x) = x3 − 3

2
x2 +

3

2
より

f ′(x) = 3x2 − 3x

= 3x(x− 1)

f(x)の増減表は，次のようになる．

x · · · 0 · · · 1 · · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ 3
2

↘ 1 ↗

　

O

y

x1 3
2

1

3
2

−1

−1

y = f(x) y = x

y = f(x)と y = xから yを消去すると

x3 − 3

2
x2 +

3

2
= x ゆえに (x + 1)(x− 1)

(
x− 3

2

)
= 0

したがって，y = f(x)と y = xの共有点は (−1,−1), (1, 1),

(
3

2
,

3

2

)

よって，y = f(x)と y = xのグラフは，右上の図のようになる．

(2) (1)の結果から，1 < x <
3

2
のとき x > f(x)
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(i) 条件により 1 < x0 <
3

2

(ii) n = kのとき，1 < xk <
3

2
であると仮定すると

xk > f(xk) すなわち xk > xk+1

また xk+1 − 1 = f(xk)− 1

=

(
xk

3 − 3

2
xk

2 +
3

2

)
− 1

= (xk − 1)2

(
xk +

1

2

)
> 0

したがって 1 < xk+1 < xk <
3

2
すなわち 1 < xk+1 <

3

2

よって，1 < xn <
3

2
(n = 0, 1, 2, · · · )となるから，次式が成り立つ．

xn > f(xn) すなわち xn > xn+1

(3) (2)の結果から，{xn}は単調減少で，xn > 1であるから， lim
n→∞

xnが存在

し，極限値を α (1 5 α 5 x0 < 3
2
)とすると， lim

n→∞
xn+1 = lim

n→∞
xnより

f(α) = α すなわち α3 − 3

2
α2 +

3

2
= α

これを解いて α = 1 よって lim
n!1

xn = 1

4.25 (1) f(x) = x3 − 3x− 5より f ′(x) = 3(x + 1)(x− 1)

したがって，f(x)の増減表は次のようになる．

x · · · −1 · · · 1 · · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ −3 ↘ −7 ↗
よって，f(x) = 0はただ 1つの実数解をもつ．

f(2) = −3 < 0, f(3) = 13 > 0

f(x)は連続であるから，f(α) = 0 となる 2 < α < 3が存在する．

(2) 曲線 y = f(x)上の点 (t, f(t))における接線の方程式は

y − f(t) = f ′(t)(x− t)
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この直線と x軸との交点が (s, 0)であるから

−f(t) = f ′(t)(s− t) ゆえに s = t− f(t)

f ′(t)

s = t− t3 − 3t− 5

3t2 − 3
=

2t3 + 5

3t2 − 3
であるから

s− α =
2t3 + 5

3t2 − 3
− α =

2t3 − 3αt2 + 3α + 5

3t2 − 3

α3 − 3α− 5 = 0 であるから，3α + 5 = α3 より

s− α =
2t3 − 3αt2 + α3

3t2 − 3
=

(t− α)2(2t + α)

3(t + 1)(t− 1)
· · · (∗)

s− α

t− α
− 1

3
=

(t− α)(2t + α)

3(t + 1)(t− 1)
− 1

3
=

t2 − αt− α2 + 1

3(t + 1)(t− 1)
· · · (∗∗)

ここで g(t) = t2 − αt− α2 + 1 =
(
t− α

2

)2

− 5

4
α2 + 1

α < t 5 3 より，最大値 g(α) = −α2 − 3α + 10 = −(α + 5)(α− 2) < 0

2 < α < t 5 3 より，(∗)，(∗∗)および上式から

s− α > 0,
s− α

t− α
− 1

3
< 0 よって 0 < s− α <

1

3
(t− α)

(3) (2)の結果に t = tnとすると，s = tn+1 であるから

0 < tn+1 − α <
1

3
(tn − α)

t1 = 3 より 0 < tn − α <

(
1

3

)n−1

(3− α)

lim
n→∞

(
1

3

)n−1

(3− α) = 0 であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

(tn − α) = 0 よって lim
n→∞

tn = α

4.26 (1) 漸化式から，明らかに an > 0

a1 = 1，a2 = f(a1) = f(1) = 2
1
2 =

√
2より，

a2 > a1であるから，an+1 > anと仮定すると

an+2

an+1

=
2

an+1
2

2
an
2

= 2
1
2
(an+1−an) > 1

したがって an+2 > an+1

よって，{an}は単調増加列である．
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(2) a1 < 2であるから，an < 2と仮定すると

an+1

2
=

2
an
2

2
= 2

1
2
(an−2) < 1

したがって an+1 < 2

よって，すべての自然数 nに対して an < 2

(3) f(x) = 2
x
2 は凸関数であるから，y = f(x)と y = xのグラフの交点は高々

2個である．f(x) = xより

2
x
2 = x · · · 1©

この方程式の両辺を 2乗および 4乗すると

2x = x2, 4x = x4

よって，方程式 1©の解は x = 2, 4

(4) (2)，(3)の結果から an < α

平均値の定理により

f(α)− f(an)

α− an

= f ′(c) (an < c < α) · · · 2©

をみたす cが存在する．

f ′(x) =
2

x
2 log 2

2
であるから，f ′(x)は単調増加関数である．ゆえに

f ′(c) < f(α) =
2

α
2 log 2

2
=

α log 2

2
· · · 3©

2©， 3©より
f(α)− f(an)

α− an

<
α log 2

2
ゆえに α− an+1 <

α log 2

2
(α− an)

(5) α = 2を (4)の結果に代入すると

2− an+1 < log 2·(2− an)

2− an > 0 であるから |2− an+1| < log 2·|2− an|
したがって |2− an| < (log 2)n−1|2− a1|
0 < log 2 < 1 であるから， lim

n→∞
(log 2)n−1 = 0

よって lim
n!1

an = 2
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解説 上に有界な単調増加列は収束するから，その極限値を αとすると

lim
n→∞

an = lim
n→∞

an+1 = α

とおくと，an+1 = 2
an
2 より

lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

2
an
2 ゆえに α = 2

α
2

これを解いて α = 2, 4

また，an < 2 であるから lim
n→∞

an = 2

幾何学的には，極限値 αは，y = 2
x
2 と y = xの交点の y座標である．

O

y

x2

2

1

a1

a2

a3

y = 2
x
2

y = x

4.27 (1) 0 < an < 2 (n = 1, 2, · · · ) · · · (∗)
［1］n = 1のとき a1 =

√
2 であるから，(∗)は成立する．

［2］n = kのとき，(∗)が成立すると仮定すると，漸化式より
ak+1 =

√
ak + 2 > 0

また 2− ak+1 = 2−√ak + 2 =
2− ak

2 +
√

ak + 2
> 0

よって，n = k + 1のときも，(∗)は成立する．
［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(∗)は成立する．

(2) (1)の結果から，anに対して，2 cos bn = an を満たす bn

(
0 < bn <

π

2

)
が

唯一存在する．an = 2 cos bnを an+1 =
√

an + 2に代入すると

2 cos bn+1 =
√

2 cos bn + 2 =

√
4 cos2

bn

2
= 2 cos

bn

2

したがって cos bn+1 = cos
bn

2
ゆえに bn+1 =

bn

2
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a1 =
√

2より cos b1 =
a1

2
=

1√
2
すなわち b1 =

π

4

数列 {bn}は，初項が π

4
で，公比が

1

2
の等比数列であるから

bn =
π

4

(
1

2

)n`1

(n = 1, 2, 3, · · · )

(3) (2)の結果から lim
n→∞

bn = 0

よって lim
n→∞

an = lim
n→∞

2 cos bn = 2 cos 0 = 2

解説 1 漸化式から |an+1 − 2| = |an − 2|
2 +

√
an + 2

<
1

2
|an − 2|

ゆえに |an − 2| <
(

1

2

)n−1

|a1 − 2| よって lim
n→∞

an = 2

解説 2 an < 2，an+1 − an =
√

an + 2− an =
(2− an)(1 + an)√

an + 2 + an

> 0より

{an}は上に有界な単調増加列であるから収束し，極限値を αとすると

lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

√
an + 2 ゆえに α =

√
α + 2 よって α = 2

4.28 (1) f(x) = tan x− x とおくと，0 < x <
π

2
において

f ′(x) =
1

cos2 x
− 1 = tan2 x > 0

ゆえに，f(x)は単調増加で，f(0) = 0 であるから

0 < x <
π

2
のとき, f(x) > 0 よって tan x > x

(2) tan an =
1

2n2
より，tan a1 =

1

2
，tan a2 =

1

8
，tan a3 =

1

18
であるから

tan(a1 + a2) =
tan a1 + tan a2

1− tan a1 tan a2

=
1
2

+ 1
8

1− 1
2
·1
8

=
2

3

tan(a1 + a2 + a3) =
tan(a1 + a2) + tan a3

1− tan(a1 + a2) tan a3

=
2
3

+ 1
18

1− 2
3
· 1
18

=
3

4

上の結果から

tan(a1 + a2 + · · ·+ an) =
n

n + 1
· · · (∗)

と推定する．
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(i) n = 1のとき，(∗)は成り立つ．
(ii) n = kのとき

tan(a1 + a2 + · · ·+ ak) =
k

k + 1

が成り立つと仮定すると

tan(a1 + a2 + · · ·+ ak + ak+1)

=
tan(a1 + a2 + · · ·+ ak) + tan ak+1

1− tan(a1 + a2 + · · ·+ ak) tan ak+1

=

k

k + 1
+

1

2(k + 1)2

1− k

k + 1
· 1

2(k + 1)2

=
2k(k + 1)2 + (k + 1)

2(k + 1)3 − k

=
(2k2 + 2k + 1)(k + 1)

(2k2 + 2k + 1)(k + 2)
=

k + 1

k + 2

よって，n = k + 1のときも (∗)は成り立つ．
(i)，(ii)より，すべての自然数 nについて，(∗)は成り立つ．

よって tan(a1 + a2 + · · · + an) =
n

n + 1

(3) (2)の結果から

tan(a1 + a2 + · · ·+ an + bn) =
tan(a1 + a2 + · · ·+ an) + tan bn

1− tan(a1 + a2 + · · ·+ an) tan bn

=

n

n + 1
+

1

2n + 1

1− n

n + 1
· 1

2n + 1

=
2n2 + 2n + 1

2n2 + 2n + 1
= 1 · · · 1©
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0 < an < tan an，0 < bn < tan bn であるから，n > 1のとき

0 <

n∑

k=1

ak + bn <

n∑

k=1

tan ak + tan bn

=
n∑

k=1

1

2k2
+

1

2n + 1

<
1

2
+

1

2

n∑

k=2

1

k(k − 1)
+

1

2n + 1

=
1

2
+

1

2

n∑

k=2

(
1

k − 1
− 1

k

)
+

1

2n + 1

= 1− 1

2n
+

1

2n + 1
< 1 · · · 2©

n = 1のときも， 2©が成立する．
したがって 0 < a1 + a2 + · · ·+ an + bn < 1 <

π

2

1©， 2©から a1 + a2 + · · · + an + bn =
π

4

(4) (3)の結果から a1 + a2 + · · ·+ an =
π

4
− bn

0 < bn < tan bn =
1

2n + 1
であるから lim

n→∞
bn = 0

よって lim
n!1

(a1 + a2 + · · · + an) =
π

4

4.29 lim
x→−∞

(
√

x2 + x + 1−
√

x2 + 1) = lim
x→−∞

(x2 + x + 1)− (x2 + 1)√
x2 + x + 1 +

√
x2 + 1

= lim
x→−∞

x

|x|
√

1 + 1
x

+ 1
x2 + |x|

√
1 + 1

x2

= lim
x→−∞

x

−x
√

1 + 1
x

+ 1
x2 − x

√
1 + 1

x2

= lim
x→−∞

1

−
√

1 + 1
x

+ 1
x2 −

√
1 + 1

x2

= −1

2

4.30 (1) x = a cos t，y = b sin t より cos t =
x

a
，sin t =

y

b

これを cos2 t + sin2 t = 1 に代入して
x2

a2
+

y2

b2
= 1
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(2) a > 0，0 < θ <
π

2
とする．a cos θ 5 x 5 aにお

いて，円 x2 + y2 = a2，直線 x = a cos θによっ
て囲まれる部分の面積を S1(θ) とすると

S1(θ) =
1

2
a2·2θ − 1

2
a2 sin 2θ

= a2

(
θ − 1

2
sin 2θ

)

　

O

y

x

a

aθ

S1(θ)

0 5 x 5 a cos θ において，円 x2 + y2 = a2，y軸および x = a cos θ によっ
て，囲まれる部分の面積を S2(θ)とすると

S2(θ) =
1

2
πa2 − S1(θ) = a2

{(π

2
− θ

)
+

1

2
sin 2θ

}

Cは円 x2 + y2 = a2を x軸をもとに y軸方向に
b

a
倍だけ拡大したもので

あるから

S(θ) = S2(θ)× b

a
= ab

{(
π

2
− θ

)
+

1

2
sin 2θ

}

(3) (2)の結果から
S(θ)
π
2
− θ

= ab

{
1 +

sin 2
(

π
2
− θ

)

2
(

π
2
− θ

)
}

よって lim
θ→π

2
−0

S(θ)
π
2
− θ

= 2ab

4.31 (1) 無限級数は，初項 1，公比
1

1 + ex
，0 <

1

1 + ex
< 1 より，収束して

1

1− 1

1 + ex

=
1 + ex

ex

(2) (1)の結果から f(x) =
ex + 1

ex
ゆえに log f(x) = log(ex + 1)− x

log f(x) = −|x|+ log 6より log(ex + 1)− x = −|x|+ log 6

(i) x = 0のとき，|x| = xより

log(ex + 1) = log 6 ゆえに ex + 1 = 6 すなわち ex = 5

x = 0に注意して x = log 5
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(ii) x < 0のとき，|x| = −xより

log(ex + 1) = 2x + log 6 ゆえに log(ex + 1) = log 6e2x

ex + 1 = 6e2xであるから (2ex − 1)(3ex + 1) = 0

x < 0に注意して x = log
1

2
= − log 2

(i)，(ii)より x = log 5, − log 2

4.32 (1) y = −x2 + 2xと y = a(x + 4)から yを消去すると

−x2 + 2x = a(x + 4) すなわち x2 + (a− 2)x + 4a = 0 · · · (∗)

C1と `が接するとき，(∗)より

(a− 2)2 − 4·1·4a = 0, 0 < −a− 2

2·1 < 2

上の第 1式および第 2式から

a = 10± 4
√

6, −2 < a < 2 すなわち a = 10− 4
√

6

よって，求める aの値の範囲は 0 5 a < 10 − 4
√

6

(2) 方程式 (∗)の解をα，βとすると (α < β)

α + β = −(a− 2), αβ = 4a,

β − α =
√

(α + β)2 − 4αβ

=
√

a2 − 20a + 4

　

O

y

xα β

C1C2 `

−4

S1

S2

2
−2

したがって S1 =

∫ β

α

{(−x2 + 2x)− a(x + 4)} dx

= −
∫ β

α

{x2 + (a− 2)x + 4a} dx

= −
∫ β

α

(x− α)(x− β) dx

=
1

6
(β − α)3 =

1

6
(a2 − 20a + 4)

3
2

(3) y = −x2 − 2xと y = a(x + 4)から yを消去すると

−x2 − 2x = a(x + 4) すなわち x2 + (a + 2)x + 4a = 0 · · · (∗∗)
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方程式 (∗∗)の解を γ，δとすると (γ < δ)

γ + δ = −(a + 2), γδ = 4a,

δ − γ =
√

(γ + δ)2 − 4γδ =
√

a2 − 12a + 4

したがって

S2 =

∫ 0

−2

{−x2 − 2x} dx +

∫ δ

γ

{−x2 − 2x− a(x + 4)} dx

= −
∫ 0

−2

x(x + 2) dx−
∫ δ

γ

(x− γ)(x− δ) dx

=
1

6
·23 − 1

6
(δ − γ)3 =

4

3
− 1

6
(a2 − 12a + 4)

3
2

S1 = S2より
1

6
(a2 − 20a + 4)

3
2 =

4

3
− 1

6
(a2 − 12a + 4)

3
2

整理すると (a2 − 20a + 4)
3
2 + (a2 − 12a + 4)

3
2 − 8 = 0

ここで，f(a) = (a2 − 20a + 4)
3
2 + (a2 − 12a + 4)

3
2 − 8とおくと

f(0) = 8 > 0, f

(
1

5

)
=

41
√

41− 999

125
<

41·7− 999

125
< 0,

10− 4
√

6 = 2(5− 2
√

6) =
2

5 + 2
√

6
>

2

5 + 5
=

1

5

f(a)は連続であるから，中間値の定理により，f(a) = 0，すなわちS1 = S2

を満たす実数 aが 0 < a <
1

5
の範囲に存在する．

5.1 y0 = 2x sin(3x + 5) + 3x2 cos(3x + 5)

5.2 (1) y′ = ecos x(cos x)′ = −ecosx sin x

(2) y′ = 2(log |x |)(log |x |)′ = 2

x
log | x |

5.3 (1) y = x log |x| より

y′ = (x)′ log |x |+ x(log |x |)′ = log | x | + 1

(2) y =
e2x − 1

e2x + 1
= 1− 2

e2x + 1
より

y′ = −2·−(e2x + 1)′

(e2x + 1)2
=

4e2x

(e2x + 1)2
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5.4 (1) y = e−x cos xであるから

y′ = −e−x cos x + e−x(− sin x) = −e`x(sin x + cos x)

(2) y0 =
1

x
cos(log | x |)

5.5 (1) y′ = esin x cos x(sin x cos x)′ = esin x cos x(cos2 x− sin2 x)

= esinx cosx cos 2x

別解 y = e
1
2

sin 2xより y′ = e
1
2

sin x

(
1

2
sin 2x

)′
= e

1
2

sin 2x cos 2x

(2) y′ =

√
x2 + 3− x· x√

x2 + 3

(
√

x2 + 3 )2
=

3√
(x2 + 3)3

5.6 (1) y′ = (
√

x )′e
√

x =
1

2
√

x
e
p
x

(2) y′ =

(
1

x

)′
log | cos x|+ 1

x
(log | cos x|)′

= − 1

x2
log | cos x|+ 1

x
·− sin x

cos x
= − log | cos x|

x2
− tan x

x

5.7 (1) y =
1− x2

1 + x2
=

2

1 + x2
− 1より y′ = −2(1 + x2)′

(1 + x2)2
= − 4x

(1 + x2)2

(2) y′ = 3{sin(2x + 1)}2{sin(2x + 1)}′
= 3 sin2(2x + 1)·2 cos(2x + 1) = 6 sin2(2x + 1) cos(2x + 1)

5.8 (1) y =
x

ex
= xe−xより y′ = e−x − xe−x = (1 − x)e`x

(2) y = log

(
2 + sin x

2− sin x

)
= log(2 + sin x)− log(2− sin x)より

y′ =
cos x

2 + sin x
− − cos x

2− sin x

=
cos x(2− sin x) + cos x(2 + sin x)

(2 + sin x)(2− sin x)
=

4 cos x

4 − sin2 x

5.9 (1) y′ =
(cos x)′(1− sin x)− cos x(1− sin x)′

(1− sin x)2

=
− sin x(1− sin x)− cos x(− cos x)

(1− sin x)2
=

1− sin x

(1− sin x)2
=

1

1 − sin x
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(2) y′ = (x + 2)′
√

x2 + 2x + 5 + (x + 2)(
√

x2 + 2x + 5 )′

=
√

x2 + 2x + 5 + (x + 2)× x + 1√
x2 + 2x + 5

=
(x2 + 2x + 5) + (x + 2)(x + 1)√

x2 + 2x + 5
=

2x2 + 5x + 7√
x2 + 2x + 5

5.10 (1) t = cos x とおくと，y = sin tより
dy

dt
= cos t,

dt

dx
= − sin x

よって
dy

dx
=

dy

dt

dt

dx
= cos t·(− sin x) = − cos(cos x)· sin x

(2)
dy

dx
=

2e2x(x + 1)− e2x·1
(x + 1)2

=
(2x + 1)e2x

(x + 1)2

5.11 (1) y′ =
(x)′

(
1 + e

1
x

)
− x

(
1 + e

1
x

)′
(
1 + e

1
x

)2 =
1
(
1 + e

1
x

)
− x

(
− 1

x2 e
1
x

)′
(
1 + e

1
x

)2

=
1 + e

1
x + 1

x
e

1
x

(
1 + e

1
x

)2 =
x + (x + 1)e

1
x

x
(
1 + e

1
x

)2

(2) y = log

√√
1 + x2 + x√
1 + x2 − x

= log(
√

1 + x2 + x) より

y′ =
(
√

1 + x2 + x)′√
1 + x2 + x

=

x√
1 + x2

+ 1

√
1 + x2 + x

=
1√

1 + x2

5.12 y = e
3
2
x(sin 2x + cos 2x)より

y′ =
3

2
e

3
2
x(sin 2x + cos 2x) + e

3
2
x(2 cos 2x− 2 sin 2x)

= e
3
2
x

(
−1

2
sin 2x +

7

2
cos 2x

)
,

y′′ =
3

2
e

3
2
x

(
−1

2
sin 2x +

7

2
cos 2x

)
+ e

3
2
x (− cos 2x− 7 sin 2x)

= e
3
2
x

(
−31

4
sin 2x +

17

4
cos 2x

)
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したがって

4y′′ − 12y′ + 25y = 4e
3
2
x

(
−31

4
sin 2x +

17

4
cos 2x

)

− 12e
3
2
x

(
−1

2
sin 2x +

7

2
cos 2x

)

+ 25e
3
2
x(sin 2x + cos 2x)

= 0

補足 (福岡教育大学 2007) 1

5.13 (1) nan+1 − (n + 1)an = 1より
an+1

n + 1
− an

n
=

1

n(n + 1)

ゆえに bn+1 − bn =
1

n
− 1

n + 1

bn+1 +
1

n + 1
= bn +

1

n

b1 =
a1

1
= 1であるから bn +

1

n
= b1 +

1

1
= 2

したがって
an

n
+

1

n
= 2 よって an = 2n − 1

(2)
n−1∑

k=0

xk = 1 +
n−1∑

k=1

xk =
xn − 1

x− 1
の両辺を微分すると

n−1∑

k=1

kxk−1 =
nxn−1(x− 1)− (xn − 1)

(x− 1)2

=
(n− 1)xn − nxn−1 + 1

(x− 1)2

両辺に xをかけて

n`1∑

k=1

kxk =
(n − 1)xn+1 − nxn + x

(x − 1)2

(3)
pcn+1

n
− cn

n + 1
=

1

n + 1
の両辺に n(n + 1)pnを掛けると

pn+1(n + 1)cn+1 − pnncn = npn

ゆえに
n−1∑

k=1

{pk+1(k + 1)ck+1 − pkkck} =
n−1∑

k=1

kpk
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c1 = 0および (2)の結果を上式に適用すると (p 6= 1)

pnncn =
(n− 1)pn+1 − npn + p

(p− 1)2

p 6= 0のとき cn =
(n − 1)pn − npn`1 + 1

(p − 1)2pn`1n

p = 0のとき，漸化式より，cn = −1となり，c1 = 0に反するので，この
とき，{cn}は存在しない．

5.14 (1) q = 1− p とおくと

p2 = pp = p2

p3 = (pq + qp)p = 2p2q = 2p2(1 − p)

p4 = (pqq + qpq + qqp)p = 3p2q2 = 3p2(1 − p)2

(2) (1)と同様にして

pn = n−1C1pq
n−2 × p = (n− 1)p2qn−2 = (n − 1)p2(1 − p)n`2

(3) 1 +
N∑

k=2

xk−1 =
1− xN

1− x
の両辺を xで微分すると

N∑

k=2

(k − 1)xk−2 =
−NxN−1(1− x)− (1− xN)(−1)

(1− x)2

ゆえに
N∑

k=2

(k − 1)(1− x)2xk−2 = 1− xN−1{N(1− x) + x}

上式に x = 1− pを代入すると

N∑

k=2

(k − 1)p2(1− p)k−2 = 1− (1− p)N−1(Np + 1− p)

(2)の結果から

N∑

k=2

pk = 1 − (1 − p)N`1(Np + 1 − p)

5.15 (1) f(x) =

∫ x

0

et(sin t + cos t)dt =

[
et sin t

]x

0

= ex sin x

g(x) =

∫ x

0

et(cos t− sin t)dt =

[
et cos t

]x

0

= ex cos x − 1
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(2) (i) f(x) =

∫ x

0

et(sin t + cos t)dtと g(x) =

∫ x

0

et(cos t− sin t)dtをそれぞ

れ xで微分すると

f ′(x) = ex sin x + ex cos x

g′(x) = ex cos x− ex sin x

(1)の結果から ex sin x = f(x)，ex cos x = g(x) + 1を代入すると

f ′(x) = f(x) + {g(x) + 1}
g′(x) = {g(x) + 1} − f(x)

これらを (n− 1)回微分すると (n = 2)

f (n)(x)= f (n`1)(x) + g(n`1)(x)

g(n)(x)= −f (n`1)(x) + g(n`1)(x)

(ii) (i)の結果から

{f (n)(x)}2 + {g(n)(x)}2

={f (n−1)(x) + g(n−1)(x)}2 + {−f (n−1)(x) + g(n−1)(x)}2

=2
[{f (n−1)(x)}2 + {g(n−1)(x)}2

]

したがって

{f (n)(x)}2 + {g(n)(x)}2 = 2n−1
[{f ′(x)}2 + {g′(x)}2

]

さらに

{f ′(x)}2 + {g′(x)}2 = (ex sin x + ex cos x)2 + (ex cos x− ex sin x)

= 2e2x

よって，上の 2式より {f (n)(x)}2 + {g(n)(x)}2 = 2n−1·2e2x = 2ne2x

(iii) (ii)の結果から

∞∑
n=1

e2a

{f (n)(a)}2 + {g(n)(a)}2
=

∞∑
n=1

e2a

2ne2a
=

∞∑
n=1

(
1

2

)n

=
1
2

1− 1
2

= 1

補足 数学的帰納法により，n = 1のとき，次式が成り立つ．

f (n)(x) = (
√

2)nex sin
(
x +

n

4
π
)

, g(n)(x) = (
√

2)nex cos
(
x +

n

4
π
)
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5.16 (1) x2 + 4y2 = 5を xで微分すると 2x + 8yy′ = 0 ゆえに y′ = − x

4y

b 6= 0のとき，点 P(a, b)における接線の傾きは − a

4b
したがって，接線の方程式は

y − b = − a

4b
(x− a) ゆえに ax + 4by = a2 + 4b2

P(a, b)は楕円C上の点であるから a2 + 4b2 = 5

よって，P(a, b)における接線の方程式は ax + 4by = 5 · · · (∗)
b = 0，すなわち，点 (±√5, 0)における接線の方程式は x = ±√5

これは，(∗)をみたす．
別解 (x, y) = (x(t), y(t))をC上の正則な曲線で，(a, b) = (x(t0), y(t0))とする．

f(t) = {x(t)}2 + 4{y(t)}2 − 5とおくと

f ′(t) = 2x(t)x′(t) + 8y(t)y′(t)

f(t) = 0であるから，f ′(t) = 0より x(t)x′(t) + 4y(t)y′(t) = 0

これに t = t0を代入すると ax′(t0) + 4by′(t0) = 0

ベクトル (x′(t0), y′(t0))は曲線のPにおける接ベクトルで，ベクトル (a, 4b)

はCの Pにおける法ベクトルである．よって，Cの Pにおける接線の方
程式は

a(x− a) + 4b(y − b) = 0 整理すると ax + 4by = a2 + 4b2

P(a, b)は楕円C上の点であるから a2 + 4b2 = 5

よって，P(a, b)における接線の方程式は ax + 4by = 5

(2) T1(a1, b1)，T2(a2, b2)とおくと，CのT1，T2における接線の方程式は，
それぞれ

a1x + 4b1y = 5, a2x + 4b2y = 5

これらは，点A

(
1,

3

2

)
を通るから

a1 + 6b1 = 5, a2 + 6b2 = 5

これから，2点T1，T2を通る直線の方程式は x + 6y = 5

解説 x + 6y = 5をA

(
1,

3

2

)
を極とするCの極線という．
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5.17 (1) 求める点Mの座標を (x, y)とすると

x =
1

2

(
1− t

1 + t
+ 1

)
=

1

1 + t
, y =

1

2
· 2
√

t

1 + t
=

√
t

1 + t

よって M

(
1

1 + t
,

√
t

1 + t

)

(2) x =
1

1 + t
，y =

√
t

1 + t
より

dx

dt
= − 1

(1 + t)2
,

dy

dt
=

1

2
√

t
(1 + t)−√t

(1 + t)2
=

1− t

2
√

t (1 + t)2

したがって
dy

dx
=

dy

dt
dx

dt

=

1− t

2
√

t (1 + t)2

− 1

(1 + t)2

= −1− t

2
√

t

よって，求める接線の方程式は

y−
√

t

1 + t
=

2
√

t

1− t

(
x− 1

1 + t

)
すなわち y =

2
√

t

1 − t
x −

√
t

1 − t
· · · (∗)

(3) (2)の結果から (
x− 1

2

)
2
√

t

1− t
− y = 0

これが tの値にかかわらず常に成り立つとき
{

x− 1
2

= 0

y = 0
すなわち x =

1

2
, y = 0

この点は，常に法線の方程式 (∗)を満たす．
よって，定点は

(
1

2
, 0

)

5.18 (1) y = exより y′ = ex

Cの点A0(0, 1)における接線の方程式は

y − 1 = e0(x− 0) すなわち y = x + 1

この直線と x軸との交点の x座標が b1であるから b1 = −1
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(2) Cの点An(bn, ebn)ににおける接線の方程式は

y − ebn = ebn(x− bn)

ゆえに y = ebn(x− bn + 1)

この直線と x軸との交点の x座標が bn+1で
あるから

bn+1 − bn + 1 = 0

ゆえに bn+1 = bn − 1

上式および b1 = −1から {bn}は

bn = −1 + (n− 1)·(−1) = −n

　

O

y

xBn

An

Bn+1

1

(3) B0は原点であるから，(2)の結果は，n = 0について成り立つ．

したがって Sn =
1

2
BnBn+1·AnBn =

1

2
·1·e−n =

1

2
e−n (n = 0, 1, 2, · · · )

0 < e−1 < 1であるから

∞∑
n=0

Sn =
1

2

∞∑
n=0

(e−1)n =
1

2
× 1

1− e−1
=

e

2(e − 1)

5.19 (1) Pn(an, 0)より Qn

(
an,

1

an
2

)

y =
1

x2
を微分すると y′ = − 2

x3

Qnにおける接線の方程式は

y − 1

an
2

= − 2

an
3

(x− an)

ゆえに y = − 2x

an
3

+
3

an
2

　

O

y

xPn

Qn

Pn+1

C

この接線の x軸との交点の x座標は y = 0を代入して x =
3

2
an

これが Pn+1の x座標であるから an+1 =
3

2
an

また，P1(a, 0)であるから an = a

(
3

2

)n`1

(2) a > 0および (1)の結果から

Sn =
1

2
(an+1 − an)× 1

an
2

=
1

2

(
3

2
an − an

)
× 1

an
2

=
1

4an

=
1

4a

(
2

3

)n−1
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∞∑
n=1

Snは，初項が
1

4a
，公比が

2

3
の無限等比級数である．

公比について
∣∣∣∣
2

3

∣∣∣∣ < 1であるから，収束して

∞∑
n=1

Sn =
1

4a
× 1

1− 2

3

=
3

4a

5.20 (1) y =
1

x2
を微分すると y′ = − 2

x3

点Q1の座標を
(

1

b
,

1

b2

)
とすると，

点Q1における接線の方程式は

y − 1

b2
= − 2

b3
(x− b)

すなわち y = −2x

b3
+

3

b2

この直線が点P1

(
1

a
,

1

a2

)
を通るから

　

O

y

xa−2a 4a

P1

Q1

P2 C1C2

1

a2
= −2a

b3
+

3

b2
ゆえに (b− a)2(b + 2a) = 0

b 6= aであるから b = −2a よって，点Q1の座標は
(

−2a,
1

4a2

)

(2) (1)の計算結果からQ1の x座標 bに対し，P2の x座標は−2bであるから，
P2の x座標は 4aとなる．

したがって P2

(
4a,

1

16a2

)

ゆえに
−−−→
Q1P1 =

(
a,

1

a2

)
−

(
−2a,

1

4a2

)
=

(
3a,

3

4a2

)

−−−→
Q1P2 =

(
4a,

1

16a2

)
−

(
−2a,

1

4a2

)
=

(
6a,− 3

16a2

)

よって，4P1Q1P2の面積 S1は，a > 0に注意して

S1 =
1

2

∣∣∣∣3a×
(
− 3

16a2

)
− 6a× 3

4a2

∣∣∣∣ =
81

32a

(3) Pnの x座標を anとすると (n = 1, 2, 3, · · · )，4PnQnPn+1の面積 Snは

Sn =
81

32an
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{an}は，初項が a，公比 4の等比数列であるから an = 4n−1a

よって Sn =
81

32·4n−1a
=

81

32a

(
1

4

)n`1

(4)
∞∑

n=1

Snは，初項
1

32a
，公比

1

4
の無限等比級数であるから

∞∑
n=1

Sn =

81

32a

1− 1

4

=
27

8a

5.21 (1) f(x) = log(x2 − x + 2)

(0 5 x 5 1)より

f ′(x) =
2x− 1

x2 − x + 2
· · · 1©

f(x)の増減表は右のようになる．

x 0 · · · 1
2

· · · 1

f ′(x) − 0 +

極小
f(x) log 2 ↘ ↗ log 2

log 7
4

よって x =
1

2
で極小値 log

7

4
(2) g(x) = log(x2 − x + 2)− xとおくと

g′(x) =
2x− 1

x2 − x + 2
− 1 =

−x2 + 3x− 1

x2 − x + 2
=
− (

x− 3
2

)2 − 3
4(

x− 1
2

)2
+ 7

4

< 0

ゆえに，g(x)は単調に減少する．

g

(
1

2

)
= log

7

4
− 1

2
= log 7− 2 log 2− 1

2
, g(1) = log 2− 1 < 0

> 1.9− 2× 0.7− 0.5 = 0

したがって，g(x) = 0となる
1

2
< x < 1がただ 1つ存在する．すなわち，

方程式 log(x2 − x + 2) = xは
1

2
< x < 1の範囲に実数解をただ 1つもつ．

(3) 1©を微分して

f ′′(x) =
(2x− 1)′(x2 − x + 2)− (2x− 1)(x2 − x + 2)′

(x2 − x + 2)2

=
−2x2 + 2x + 3

(x2 − x + 2)2
=

2x(1− x) + 3

(x2 − x + 2)2

ゆえに，0 5 x 5 1において f ′′(x) > 0

したがって，f ′(x)はこの区間で単調増加である．

よって，最大値は f 0(1) =
1

2
，最小値は f 0(0) = −1

2
である．
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(4) 平均値の定理により
f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c)

となる cが a < c < bに存在する．また，(3)の結果から

−1

2
< f ′(c) <

1

2
ゆえに |f ′(c)| < 1

2

したがって
∣∣∣∣
f(b)− f(a)

b− a

∣∣∣∣ = f ′(c) <
1

2
よって |f(b)−f(a)| = 1

2
|b−a|

5.22 (1) x 6= 0 であるから f(x) =
(log x)2

x
とすると

f ′(x) =
2 log x·1

x
·x− (log x)2·1

x2
=

log x(2− log x)

x2

よって，f(x)の増減表は次のようなる．

x 0 · · · 1 · · · e2 · · ·
f ′(x) − 0 + 0 −

極小 極大
f(x) ↘ ↗ ↘

0 4
e2

また lim
x→+0

f(x) = lim
x→+0

(log x)2

x
= ∞

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

(log x)2

x
= 0

したがって，y = f(x)のグラフは下の図のようになる．

O

y

x1 e2

4

e2

このグラフと直線 y = aの共有点の個数は，求める実数解の個数と一致す
る．したがって

a < 0 のとき 0個

a >
4

e2
, a = 0 のとき 1個

a =
4

e2
のとき 2個

0 < a <
4

e2
のとき 3個
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(2) 解が 2個となるのは a =
4

e2
のときで，0 < p < qであるから p2，q2は下

の図ような位置関係になる．

O

y

x1 e2

||
q2

4

e2

p2

k =
e

e + 1
とおくと

f(k2) =
(log k2)2

k2
=

(
2 log k

k

)2

=

{
2(e + 1)

e
log

e

e + 1

}2

=
4

e2

{
(e + 1) log

e + 1

e

}2

· · · 1©

ここで関数 g(x) = log xを考え，この関数は区間 (e, e + 1)で微分可能で，

g′(x) =
1

x

区間 [e, e + 1]において，平均値の定理を適用すると

log(e + 1)− log e

(e + 1)− e
=

1

c
, e < c < e + 1

を同時に満たす cが存在する．よって

1

e + 1
< log

e + 1

e
<

1

e

ゆえに (e + 1) log
e + 1

e
> 1 · · · 2©

f(p2) =
4

e2
であるから， 1©， 2©より f(k2) > f(p2)

グラフから k2 < p2 < 1，q2 = e2

0 < p < qより
e

e + 1
< p < 1，q = e

5.23 (1) f(x) = x3 − x2 − x− 1を微分すると

f ′(x) = 3x2 − 2x− 1 = (3x + 1)(x− 1)
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したがって，f(x)の増減表は次のようになる．

x · · · −1
3

· · · 1 · · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ −22
27

↘ −2 ↗
よって，f(x) = 0の正の解は x > 1の範囲に 1個存在する．

(2) 曲線 y = f(x)上の点 (xn, f(xn))における接線の方程式は

y − f(xn) = f ′(xn)(x− xn)

この直線と x軸の交点が (xn+1, 0) であるから

−f(xn) = f ′(xn)(xn+1 − xn) ゆえに xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)

よって xn+1 = xn − xn
3 − xn

2 − xn − 1

3xn
2 − 2xn − 1

=
2xn

3 − xn
2 + 1

3xn
2 − 2xn − 1

(3) f

(
3

2

)
= −11

8
，f(2) = 1 より

∣∣∣∣f
(

3

2

)∣∣∣∣ > |f(2)| であるから

x1 = 2

よって，(2)の結果から

x2 =
2x1

3 − x1
2 + 1

3x1
2 − 2x1 − 1

=
13

7

5.24 (1) f(x) = x2 − 2 とおくと f ′(x) = 2x

y = f(x)上の点 (xk, f(xk))における接線の方程式は

y − f(xk) = f ′(xk)(x− xk)

この直線と x軸との共有点の x座標を xk+1とすると

−f(xk) = f ′(xk)(xk+1 − xk) ゆえに xk+1 = xk − f(xk)

f ′(xk)

これに，f(xk) = xk
2 − 2，f ′(xk) = 2xkを代入すると

xk+1 = xk − xk
2 − 2

2xk

=
1

2

(
xk +

2

xk

)
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(2) x1 = 2および (1)の結果から

x2 =
1

2

(
x1 +

2

x1

)
=

1

2

(
2 +

2

2

)
=

3

2
= 1.500

x3 =
1

2

(
x2 +

2

x2

)
=

1

2

(
3

2
+

4

3

)
=

17

12
; 1.417

(3) yk =
xk −

√
2

xk +
√

2
· · · (∗)および (1)の結果から

yk+1 =
xk+1 −

√
2

xk+1 +
√

2
=

1

2

(
xk +

2

xk

)
−√2

1

2

(
xk +

2

xk

)
+
√

2

=
xk

2 − 2
√

2xk + 2

xk
2 + 2

√
2xk + 2

=

(
xk −

√
2

xk +
√

2

)2

= yk
2

(4) y1 =
2−√2

2 +
√

2
より，0 < y1 < 1であるから，yk > 0

zk = log ykとおくと，(3)の結果から

zk+1 = 2zk ゆえに zk = 2k−1z1

したがって log yk = 2k−1 log y1 = log y1
2k−1

すなわち yk = y1
2k`1

lim
k→∞

yk = lim
k→∞

y2k−1

1 = 0 であるから，(∗)より

lim
k→∞

xk =
√

2

5.25 (1) f(x) = f1(x)− f2(x) = x− x3

3!
+

x5

5!
− (−2x + 2) より

f(0) = −2 < 0, f(2) =

(
2− 23

3!
+

25

5!

)
− (−2) =

44

15
> 0

f(x)は区間 [0, 2]において連続であるから，中間値の定理により，区間
[0, 2]に f(x) = 0の解が存在する．

(2) y = f(x)上の点 (xn, f(xn))における接線の方程式は

y − f(xn) = f ′(xn)(x− xn)
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この直線と x軸との交点の x座標が xn+1であるから

0− f(xn) = f ′(xn)(xn+1 − xn) ゆえに xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)

f(x) = x− x3

3!
+

x5

5!
より，f ′(x) = 1− x2

2!
+

x4

4!
であるから

xn+1 = xn −
xn − xn

3

3!
+

xn
5

5!

1− x2

2!
+

x4

4!

=
240 − 40xn

3 + 4xn
5

360 − 60xn2 + 5xn4

(3) (2)の結果に x1 = 1を代入すると x2 =
204

305

5.26 n次関数 fn(x) = (x− 1)(2x− 1) · · · (nx− 1)は，k = 1, 2, · · · , n− 1に対して

fn

(
1

k + 1

)
= fn

(
1

k

)
= 0

が成り立つので，ロルの定理により

f ′n(ck) = 0,
1

k + 1
< ck <

1

k

をみたす ckが存在する．このとき，ckは n− 1次方程式

f ′n(x) = 0

の解であるから，その解の個数は高々n− 1個である．

したがって，n− 1個の開区間
(

1

2
, 1

)
,

(
1

3
,

1

2

)
, · · ·

(
1

n− 1
,

1

n

)

にそれぞれ 1個づつ f ′n(x) = 0をみたす重解でない xが存在する．

fn(x)の最高次の係数に注意すると

f ′n(x) = n·n!(x− c1)(x− c2) · · · (x− cn−1)

x = ckの前後で f ′n(x)の符号が変化するので，fn(ck)は極値である．

よって，k = 1, 2, · · · , n− 1に対して，fn(x)が区間
1

k + 1
< x <

1

k
でただ 1つ

の極値をとる．
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5.27 (1) α = 3
√

aとおくと，f(x) = xp − α3xp−3より

g(x)− α = x− xp − α3xp−3

pxp−1 − (p− 3)α3xp−4
− α

= x− α− x(x− α)(x2 + αx + α2)

px3 − (p− 3)α3

= (x− α)× px3 − (p− 3)α3 − x(x2 + αx + α2)

px3 − (p− 3)α3

= (x− α)2 × (p− 1)x2 + (p− 2)αx + (p− 3)α2

px3 − (p− 3)α3

よって，次式が成り立ち，p = 2，p− 1 = 1より，題意をみたす．

g(x)− 3
√

a = (x− 3
√

a)2 × (p− 1)x2 + (p− 2) 3
√

a x + (p− 3)
3
√

a2

px3 − (p− 3)a

(2) (1)の結果に p = 2を代入すると，次式が成り立ち，題意をみたす．

g(x)− 3
√

a = (x− 3
√

a)2 × x2 − 3
√

a2

2x3 + a
= (x− 3

√
a)3 × x + 3

√
a

2x3 + a

(3) (2)の結果から 3
√

a− g(x) = ( 3
√

a− x)3 × x + 3
√

a

2x3 + a
これに x = 2，a = 9を代入すると

3
√

9− g(2) = (
3
√

9− 2)3 × 22 + 3
√

2

2·23 + 9

2 < 3
√

9 < 2.1より

0 < (
3
√

9− 2)3 × 22 + 3
√

2

2·23 + 9
< (2.1− 2)3 × 22 + 2.1

2·23 + 9
<

1

1000

したがって 0 < 3
√

9− g(2) <
1

1000
ゆえに g(2) < 3

√
9 < g(2) + 0.001

このとき，f(x) = x2 − 9

x
，f ′(x) = 2x +

9

x2
より

f(2) = 22 − 9

2
= −1

2
, f ′(2) = 2·2 +

9

22
=

25

4

ゆえに g(2) = 2− f(2)

f ′(2)
= 2−

(
−1

2

)
÷ 25

4
= 2.08

したがって 2.08 < 3
√

9 < 2.081

よって， 3
√

9の小数第 4位を切り捨てると 2.080
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解説 (九大 [理]2002) 8

5.28 (1) f(x) = ax3 + bx2 + cx + dを微分すると f ′(x) = 3ax2 + 2bx + c

f ′(x) = 0が異なる 2つの実数解をもてばよいので b2 − 3ac > 0

(2) f ′′(x) = 6ax + 2b

x < − b

3a
のとき f ′′(x) < 0

x > − b

3a
のとき f ′′(x) > 0

ゆえに，f(x)は変曲点をもつ．

f

(
− b

3a

)
= a

(
− b

3a

)3

+ b

(
− b

3a

)2

+ c

(
− b

3a

)
+ d

=
2b3

27a3
− bc

3a
+ d

よって 変曲点
(

− b

3a
,

2b3

27a2
− bc

3a
+ d

)

5.29 (1) f(x) =
√

x− log xを微分すると

f ′(x) =
1

2
√

x
− 1

x
=

√
x− 2

2x

　
x (1) · · · 4 · · ·

f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 最小 ↗

したがって f(x) = f(4) = 2(1− log 2) > 0 よって f(x) > 0

(2) g(x)−√x =
x

log x
−√x =

√
x

log x
(
√

x− log x) =

√
x

log x
f(x)

x > 1のとき
√

x

log x
> 0，f(x) > 0であるから

g(x)−√x > 0 すなわち g(x) >
√

x

また lim
x→∞

√
x = ∞ よって lim

x!1
g(x) = ∞

(3) g(x) = x(log x)−1であるから，この両辺を微分すると

g′(x) = (log x)−1 + x·(−1)(log x)−2 1

x

= (log x)−1 − (log x)−2

g′′(x) = −(log x)−2·1
x

+ 2(log x)−3·1
x

すなわち g0(x) =
log x − 1

(log x)2
， g00(x) =

2 − log x

x(log x)3

したがって，g(x)の増減および凹凸は次のようなる．
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x (1) · · · e · · · e2 · · ·
g′(x) − 0 + + +

g′′(x) + + + 0 −
g(x) e e2

2

x = eのとき極小値 e，変曲点
(

e2,
e2

2

)

(4) lim
x→1+0

g(x) = ∞であるから，直線 x = 1は漸近線．

よって，y = g(x)のグラフは次のようになる．

O

y

x

(e2, e2

2
)

e

e

1

5.30 (1) f(x) = log x− n
√

x = log x− x
1
n より

f ′(x) =
1

x
− 1

n
x

1
n
−1

f ′′(x) = − 1

x2
− 1

n

(
1

n
− 1

)
x

1
n
−2

よって xf 0(x) = 1 −
n
√

x

n
，

x2f 00(x) = −1 +
n − 1

n2

n
√

x

(2) x > 0において f ′(x) > 0となる xの範囲は，(1)の結果から

1−
n
√

x

n
> 0 すなわち 0 < x < nn

x > 0において f ′′(x) < 0となる xの範囲は，(1)の結果から

−1 +
n− 1

n2
n
√

x < 0 すなわち 0 < x <

(
n2

n − 1

)n

(3) n =
n2

n
<

n2

n− 1
より nn <

(
n2

n− 1

)n
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したがって，増減表は次のようになる．

x (0) · · · nn · · ·
(

n2

n−1

)n

· · ·
y′ + 0 − − −
y′′ − − − 0 +

y 極大 f
((

n2

n−1

)n)

よって x = nnのとき極大値n(log n − 1)

変曲点
((

n2

n − 1

)n
, n log

n2

n − 1
− n2

n − 1

)

(4) (3)の結果から，an = nn，bn =

(
n2

n− 1

)n

であるから

lim
n→∞

bn

an

= lim
n→∞

(
n2

n− 1

)n
1

nn

= lim
n→∞

(
n

n− 1

)n

= lim
n→∞

(
1 +

1

n− 1

)n

= lim
n→∞

(
1 +

1

n− 1

)n−1 (
1 +

1

n− 1

)

= e·1 = e

5.31 (1) 0 < x < 1のとき，log x < 0より 0 < − log x · · · 1©
g(x) =

1

x
+ log xとすると

g′(x) = − 1

x2
+

1

x
=

x− 1

x2

0 < x < 1において，g′(x) < 0であるから，g(x)は単調減少である．

また，g(1) = 1 > 0より，この区間において，g(x) > 0であるから
1

x
+ log x > 0 すなわち − log x <

1

x
· · · 2©

1©， 2©より 0 < − log x <
1

x

(2) 微分係数の定義により

f ′(0) = lim
h→0

f(h)− f(0)

h
= lim

h→0

h3 log |h|
h

= lim
h→0

|h|2 log |h|

(1)の結果から，0 < |h| < 1のとき

0 < − log |h| < 1

|h| ゆえに − |h| < |h|2 log |h| < 0
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lim
h→0

(−|h|) = 0 であるから，はさみうちの原理により

lim
h→0

|h|2 log |h| = 0 すなわち f ′(0) = 0

(3) f ′(x) = (x3)′ log |x |+ x3(log |x |)′

= 3x2 log | x |+ x3·1
x

= x2(3 log | x | + 1)

(4) (2)，(3)の結果から，f ′(x) = 0となる xの値は

x = −e−
1
3 , 0, e−

1
3

したがって，f(x)の増減表は次のようになる．

x · · · −e−
1
3 · · · 0 · · · e−

1
3 · · ·

f ′(x) + 0 − 0 − 0 +

f(x) ↗ 1
3e

↘ 0 ↘ − 1
3e

↗

よって x = −e−
1
3 のとき，極大値

1

3e

x = e−
1
3 のとき，極小値− 1

3e

5.32 (1) 証明する不等式を (∗)とする．
［1］x > 0のとき，ex > 1 であるから

∫ x

0

et dt >

∫ x

0

dt ゆえに ex − 1 > x

したがって ex > x + 1 > x

よって，n = 1のとき，(∗)が成立する．
［2］n = kのとき，(∗)が成立すると仮定すると

∫ x

0

et dt >

∫ x

0

tk

k!
dt ゆえに ex − 1 >

xn+1

(n + 1)!

したがって ex >
xn+1

(n + 1)!
+ 1 >

xn+1

(n + 1)!

よって，n = k + 1のときも (∗)が成立する．
［1］,［2］より，すべての自然数 nに対して，(∗)が成立する．

301

見
本



(2) (1)の結果から，t > 0のとき et >
tn

n!
これに t =

1

|x| を代入すると

e
1
|x| >

1

n!|x|n よって e−
1
|x| < n!|x|n

(3) (2)の結果から，x 6= 0のとき，0 < e−
1
|x| < n!|x|n であるから

∣∣∣∣
1

x3
e−

1
|x|

∣∣∣∣ < n!|x|n−3 ゆえに
∣∣∣∣
f(x)− f(0)

x

∣∣∣∣ < n!|x|n−3

上式において，n = 4とすると，lim
x→0

n!|x|n−3 = 0 であるから，はさみう

ちの原理により

lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= 0

(4) (3)の結果から，f ′(0) = 0．x = 0における f(x)の増減をを調べる．

x > 0 のとき，f(x) =
1

x2
e−

1
x より

f ′(x) = − 2

x3
e−

1
x +

1

x2
· 1

x2
e−

1
x =

1− 2x

x4
e−

1
x

このとき，f(x)の増減表は，右のようになる．

また，f(x)は偶関数であるから

極小値 0 (x = 0のとき)

極大値
4

e2

(
x = ±1

2
のとき

)

　
x 0 · · · 1

2
· · ·

f ′(x) 0 + 0 −
f(x) 0 ↗ 4

e2 ↘

5.33 (1) f(x)は x = −1，x = 1で微分可能であるから，f(x)は x = −1，x = 1で
連続である．したがって

lim
x→−1+0

f(x) = f(−1), lim
x→1−0

f(x) = f(1)

すなわち −a + b− c + d = 1, a + b + c + d = 0 · · · (∗)
また (ax3 + bx2 + cx + d)′ = 3ax2 + 2bx + c，

(
−1

x

)′
=

1

x2
，

(
−1

x
+ 1

)′
=

1

x2

f(x)が x = −1および x = 1で微分可能であるから

lim
x→−1+0

(3ax2 + 2bx + c) = lim
x→−1−0

1

x2
,

lim
x→1−0

(3ax2 + 2bx + c) = lim
x→1+0

1

x2
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すなわち 3a− 2b + c = 1, 3a + 2b + c = 1 · · · (∗∗)

(∗)，(∗∗)を解いて a =
3

4
, b = 0, c = −5

4
, d =

1

2

(2) (1)の結果から

f ′(x) =





9

4
x2 − 5

4
(|x | 5 1)

1

x2
(|x | = 1)

したがって，増減表およびグラフの概形は
次のようになる．

　

O

y

x−1

1

1

−
√

5
3

√
5

3

1
2

x · · · −1 · · · −
√

5
3

· · ·
√

5
3

· · · 1 · · ·
f ′(x) + + 0 − 0 + +

f(x) ↗ 1 ↗ 9+5
√

5
18

↘ 9−5
√

5
18

↗ 0 ↗

よって，極大値 f

(
−
√

5

3

)
=

9 + 5
√

5

18
，極小値 f

(√
5

3

)
=

9 − 5
√

5

18

(3) y = f(x)および直線 y = px +
1

2
(p = 0)は，それぞれ点

(
0,

1

2

)
に関し

て対称である．x > 0における y = f(x)と y = px +
1

2
の共有点は

y = px +
1

2
, y = −1

x
+ 1

の解である．yを消去すると

px +
1

2
= −1

x
+ 1 整理すると 2px2 − x + 2 = 0

とくに，これらが接するとき，

(−1)2 − 4·2p·2 = 0

すなわち p =
1

16

よって，グラフの概形に注意して

p = 0のとき 3個
0 < p < 1

16
のとき 5個

p = 1
16
のとき 3個

1
16

< pのとき 1個

　

O

y

x

1
2

p = 1
16

1
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5.34 (1) f(x) =
ex

ex + 1
= 1− 1

ex + 1
より f ′(x) =

ex

(ex + 1)2

f ′(x) =
1

ex + 1
− 1

(ex + 1)2
であるから

f ′′(x) = − ex

(ex + 1)2
+

2ex

(ex + 1)3
=

ex(1− ex)

(ex + 1)3

よって，増減やグラフの凹凸は左下の表のようになる．

x · · · 0 · · ·
f ′(x) + + +

f ′′(x) + 0 −
変曲点

f(x) 1
2

　

O

y

x

1
2

1

また， lim
x→−∞

f(x) = 0， lim
x→∞

f(x) = 1であるから，漸近線は y = 0，y = 1

以上から，この関数のグラフの概形は，右上の図のようになる．

(2) y =
ex

ex + 1
とおいて (0 < y < 1)，xについて解くと

ex =
y

1− y
ゆえに x = log

y

1− y

よって f`1(x) = log
x

1 − x
(0 < x < 1)

(3) 0 <
1

n + 2
<

1

n + 1
< 1 であるから，f−1(x) = − log

(
1

x
− 1

)
により

f−1

(
1

n + 2

)
= − log(n + 2− 1) = − log(n + 1)

f−1

(
1

n + 1

)
= − log(n + 1− 1) = − log n

n

{
f−1

(
1

n + 2

)
− f−1

(
1

n + 1

)}
= −n{log(n+1)−log n} = − log

(
1 +

1

n

)n

よって lim
n→∞

n

{
f−1

(
1

n + 2

)
− f−1

(
1

n + 1

)}
= lim

n→∞

{
− log

(
1 +

1

n

)n}

=− log e = −1
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5.35 (1) f(x) = x{x2 − (2m + 1)x + m2}
2次方程式 x2 − (2m + 1)x + m2 = 0 · · · 1©は，m2 6= 0 であるから， 1©の
解は x 6= 0． 1©の判別式をDとすると，m > 0より

D = {−(2m + 1)}2 − 4·1m2 = 4m + 1 > 0

よって，f(x) = 0は，0以外に相異なる 2つの実数解をもつ．

(2) α，βは 1©の解であるから，解と係数の関係により

α + β = 2m + 1, αβ = m2

m > 0より，α + β > 0，αβ > 0 であるから，α，βはともに正である．

(3) 3次関数のグラフは変曲点に関して対称である
から，3次関数のグラフと変曲点を通る直線に
よって囲まれた 2つの部分の面積は等しい．こ
のことから，右の図の 2つの斜線部分の面積が
等しいとき，点 (α, 0)は変曲点であるから

f ′′(α) = 0, β = 2α · · · (∗)
が成り立つ．

　

O

y

xα β

y = f(x)

f(x) = x3 − (2m + 1)x2 + m2xより f ′′(x) = 6x− 2(2m + 1)

(∗)により α =
2m + 1

3
，β =

2(2m + 1)

3
· · · (∗∗)

(∗∗)を αβ = m2に代入すると
2(2m + 1)2

9
= m2

m > 0より

√
2(2m + 1)

3
= m すなわち m = 4 + 3

√
2

これを (∗∗)に代入して α = 3 + 2
√

2, β = 6 + 4
√

2

解説 3次関数C : y = f(x)と直線によって囲まれた 2つの部分の面積が等しい
とき，その直線はCの変曲点を通る．なぜなら，変曲点を通らない直線 l

とCによって囲まれた 2つの部分の面積が等しいと仮定すると，変曲点を
通り lに平行な直線 l′によってもその 2つの部分の面積が等しくなり，矛
盾を生じる．

5.36 f(x) = ax3 + bx2 + cx + dとおくと

f ′(x) = 3ax2 + 2bx + c, f ′′(x) = 6ax + 2b, f ′′′(x) = 6a
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f ′′(p) = 0，すなわち p = − b

3a
とおくと

f(x) = f(p) + f ′(p)(x− p) +
f ′′(p)

2!
(x− p)2 + a(x− p)3

= f(p) + f ′(p)(x− p) + a(x− p)3

このとき f(p + k) = f(p) + f ′(p)k + ak3

f(p− k) = f(p)− f ′(p)k − ak3

任意の実数kについて 2点 (p+k, f(p+k))，(p−k, f(p−k))の中点が (p, f(p))

であるから，3次関数 y = f(x)は，グラフ上の点 (p, f(p))に関して対称である．

補足 (分大 [医]2011) 7

5.37 (1) 求める点の座標を (x, y)とすると
x + X

2
= p，

y + Y

2
= q

よって，求める点の座標は (2p − X, 2q − Y )

(2) f(x) = x3 + ax2 + bx + cとおくと，任意の定数 pに対して

f(x) = f(p) + f ′(p)(x− p) +
1

2
f ′′(p)(x− p)2 + (x− p)3 · · · 1©

が成り立つ．Gの点 (p, f(p))に関して y = f(x)と対称なグラフは

2f(p)− y = f(2p− x) ゆえに y = 2f(p)− f(2p− x) · · · 2©

2©のグラフは 1©より

y = 2f(p)− {f(p) + f ′(p)(2p− x− p)

+
1

2
f ′′(p)(2p− x− p)2 + (2p− x− p)3}

= f(p) + f ′(p)(x− p)− 1

2
f ′′(p)(x− p)2 + (x− p)3 · · · 3©

f ′′(p) = 0，すなわち p = −a

3
とすると， 1©， 3©は一致する．

したがって，Gは変曲点に関して対称である．

(3) 直線mx + ny = 0の方向ベクトル~d，法線ベクトル ~nを

~d =

(
n

−m

)
, ~n =

(
m

n

)

とする．実数 s，tを用いて
(

X

Y

)
= s~d + t~n = s

(
n

−m

)
+ t

(
m

n

)
=

(
ns + mt

−ms + nt

)
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とすると s =
nX −mY

m2 + n2
，t =

mX + nY

m2 + n2

したがって，直線mx + ny = 0に関して点 (X, Y )と対称な点は

s~d− t~n =
nX −mY

m2 + n2

(
n

−m

)
− mX + nY

m2 + n2

(
m

n

)

=
1

m2 + n2

(
−(m2 − n2)X − 2mnY

−2mnX + (m2 − n2)Y

)

よって
(−(m2 − n2)X − 2mnY

m2 + n2
,

−2mnX + (m2 − n2)Y

m2 + n2

)

(4) Gがある直線 lに関して対称であるとき，Gの変曲点Pが l上にないと仮
定すると，Pと lに関して対称な変曲点 P ′がGにあり，Gに 2個の変曲
点が存在することなる．このことはGが 3次関数のグラフであることに
反する．したがって，Pは l上にある．

Pを通り，lに垂直な直線をmとする．Gは Pに関して対称であるから，
Gと l，mの位置関係について次のようになる．

i) GがP以外に lと共有点Aをもつと仮定する
と，PからAまでのGの曲線部分をC1とす
ると，C1と lに関して対称な曲線部分C ′

1が
あり，C1およびC ′

1によるループ (loop) がで
き，これはGが 3次関数であることに反する．

　

l

m

P A

C1

C ′
1

G

ii) Gが P以外にmと共有点 Bをもつと仮定す
ると，PからBまでのGの曲線部分をC2と
すると，C2とPに関して対称な曲線部分C ′

2

があり，さらにC ′
2と lに関して対称なC ′′

2 が
ある．C2およびC ′′

2 によるループができ，こ
れはGが 3次関数であることに反する．

　

l

m

P

B

B′

C2

C ′
2

C ′′
2

G

したがって，i)，ii)により，Gと l，mとの共有点は Pに限る．

G上にPと異なる点Q1をとり，Q1とPに関し
て対称な点をQ2とし，2点Q1，Q2と lに関し
て対称な点をそれぞれQ′

1，Q′
2とする．このと

き，これらの 4点を結ぶ曲線部分は，Pにおい
て自己交差 (Self-Intersection)し，Gが 3次関数
であることに反する．
よって，題意は成立する．

　

l

m

P

Q1

Q2 Q′
1

Q′
2
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補足 3次関数 f(x) = ax3 + bx2 + cx + dを x = pでテイラー展開を行うと

f(x) = f(p) + f ′(p)(x− p) +
1

2
f ′′(p)(x− p)2 + a(x− p)3

であり，f ′′(p) = 0，すなわち p = − b

3a
とすると，曲線 y = f(x)は

y = f(p) + f ′(p)(x− p) + a(x− p)3

となり，変曲点 (p, f(p))に関して対称である．よって，(4)の結果から，
3次関数のグラフは，どんな直線に関しても線対称ではない．

5.38 f(x) =
cos x√

1 + cos2 x
を微分すると

f ′(x) =

− sin x
√

1 + cos2 x− cos x× 1

2
·2 cos x(− sin x)√

1 + cos2 x
1 + cos2 x

=
− sin x(1 + cos2 x) + sin x cos2 x

(1 + cos2 x)
3
2

= − sin x

(1 + cos2 x)
3
2

f(x)の増減表は次のようになる．

x −π
2

· · · 0 · · · π · · · 3
2
π

f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) 0 ↗ 1√
2

↘ − 1√
2

↗ 0

よって x = 0のとき最大値
1√
2
，x = πのとき最小値− 1√

2

5.39 (1) s =
1

2
(1 + 1 + 2x) = 1 + xとおくと，ヘロンの公式により

4ABC =
√

s(s− 1)(s− 1)(s− 2x)

=
√

(1 + x)x·x(1− x) = x
√

(1 + x)(1− x)

4ABC = rsに上の諸式を代入すると

x
√

(1 + x)(1− x) = r(1 + x) よって r = x

√
1 − x

1 + x

(2) (1)の結果から，f(x) = r2とおくと (0 < x < 1)

f(x) =
x2(1− x)

1 + x
= −x2 + 2x− 2 +

2

x + 1
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ゆえに f ′(x) = −2x + 2− 2

(x + 1)2
= −2x(x2 + x− 1)

(x + 1)2

f ′(x) = 0とすると x = 0,
−1±√5

2
したがって，0 < x < 1における f(x)の増減表は次のようになる．

x (0) · · · −1+
√

5
2

· · · (1)

f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ 最大 ↘

f(x)が最大となるとき，rは最大となる．

よって，求める xの値は x =
−1 +

√
5

2

5.40 (1) y =
√

x2 − 1を微分すると y′ =
x√

x2 − 1

点 P(a, b)における接線の方程式は

y − b =
a√

a2 − 1
(x− a) ゆえに y =

a√
a2 − 1

x− a2

√
a2 − 1

+ b

この直線と y軸との交点Qの y座標は，x = 0を代入して

y = − a2

√
a2 − 1

+ b

P(a, b)は曲線 y =
√

x2 − 1上の点であるから

b =
√

a2 − 1 ゆえに a2 = b2 + 1

したがって，Qの y座標は y = −b2 + 1

b
+ b = −1

b

よって，点Qの座標は
(
0, −1

b

)

別解 y =
√

x2 − 1より，双曲線 x2 − y2 = 1上の点 Pにおける接線の方程式は

ax− by = 1 この直線と y軸の交点Qの座標は
(

0,−1

b

)

(2) P(
√

b2 + 1, b)，Q

(
0,−1

b

)
より

PQ2 = b2 + 1 +

(
b +

1

b

)2

= 2b2 +
1

b2
+ 3

相加平均・相乗平均の関係により 2b2 +
1

b2
= 2

√
2b2· 1

b2
= 2

√
2

したがって PQ2 = 3 + 2
√

2 よって，求める最小値は 3 + 2
√

2
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5.41 (1)
√

x +
√

y = 1より y = x− 2
√

x + 1

ゆえに y′ = 1− 1√
x
, y′′ =

1

2x
√

x

0 < x < 1において，

y′ < 0, y′′ > 0

よって，Cは下に凸のグラフで，右のようになる．

　

O

y

x1

1

(2)
√

x +
√

y = 1を xで微分すると

1

2
√

x
+

1

2
√

y
y′ = 0 ゆえに y′ = −

√
y√
x

点 (a, b)における接線の方程式は (0 < a < 1)

y − b = −
√

b√
a
(x− a) ゆえに

x√
a

+
y√
b

=
√

a +
√

b

(a, b)はC上の点であるから，接線 lの方程式は
x√
a

+
y

1−√a
= 1

よって x切片
√

a，y切片 1 − √
a

(3) 立体の体積を V とすると V =
1

3
π(1−√a)2

√
a

ここで，t =
√

aとおくと (0 < t < 1)

V =
π

3
(1− t)2t =

π

3
(t3 − 2t2 + t)

ゆえに
dV

dt
=

π

3
(3t2 − 4t + 1) =

π

3
(t− 1)(3t− 1)

したがって，V の増減表は次のようになる．

t (0) · · · 1
3

· · · (1)
dV
dt

+ 0 −
V ↗ 極大 ↘

よって t =
1

3
すなわち a =

1

9
のとき最大値

4

81
πをとる．

5.42 (1) f(x) =
OP

4
+

PD

1

=
x

4
+

√
(x − 3)2 + 4

　

O

y

x
A

BC

3

2
x

P

Q

4x

4

D
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(2) (1)の結果を微分すると

f ′(x) =
1

4
+

x− 3√
(x− 3)2 + 4

· · · 1©

f ′(x) = 0となるのは
3− x√

(x− 3)2 + 4
=

1

4
· · · 2©

2©の両辺を平方して整理すると

16(3− x)2 = (x− 3)2 + 4 ゆえに 15(3− x)2 = 4

2©より，3− x > 0 であるから

3− x =
2√
15

よって x = 3 − 2√
15

(3) 1©を微分すると

f ′′(x) =

√
(x− 3)2 + 4− (x− 3)· (x− 3)√

(x− 3)2 + 4

(x− 3)2 + 4

=
4

{(x− 3)2 + 4} 3
2

> 0

(2)で求めた値を αとすると α = 3− 2√
15

· · · 3©

x 0 · · · α · · · 4

f ′(x) − 0 +

f ′′(x) + + +

f(x)
√

13 ↘ 極小 ↗ 1 +
√

5

したがって T1 = f(α)

2©より
√

(α− 3)2 + 4 = 4(3− α) · · · 4©
3©， 4©より T1 = f(α) =

α

4
+

√
(α− 3)2 + 4

=
α

4
+ 4(3− α) = 12− 15

4
α

= 12− 15

4

(
3− 2√

15

)
=

3

4
+

√
15

2

(4) (1)の図から

g(x) =
OA + AQ

4
+

QD

1
=

4 + x

4
+

√
(x− 2)2 + 1
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このとき，g′(x)，g′′(x)は，(2)，(3)と同様に

g′(x) =
1

4
+

x− 2√
(x− 2)2 + 1

, g′′(x) =
1

{(x− 2)2 + 1} 3
2

g′(β) = 0をみたす β (0 < β < 4)は
2− β√

(β − 2)2 + 1
=

1

4
· · · 4©

4©の両辺を平方して整理すると
16(2− β)2 = (β − 2)2 + 1 15(2− β)2 = 1

4©より，2− β > 0であるから

2− β =
1√
15

よって β = 2− 1√
15

· · · 5©

x 0 · · · β · · · 4

g′(x) − 0 +

g′′(x) + + +

g(x) 1 +
√

5 ↘ 極小 ↗ 2 +
√

5

したがって T2 = g(β)

4©より
√

(β − 2)2 + 1 = 4(2− β) · · · 6©

5©， 6©より T2 = g(β) =
4 + β

4
+

√
(β − 2)2 + 1

=
4 + β

4
+ 4(2− β) = 9− 15

4
β

= 9− 15

4

(
2− 1√

15

)
=

3

2
+

√
15

4

ゆえに T1 − T2 =

(
3

4
+

√
15

2

)
−

(
3

2
+

√
15

4

)
=

√
15− 3

4
> 0

よって T1 > T2

5.43 (1) `は，点A(−1,−1)を通り，傾き kの直線であるから

y + 1 = k(x + 1) すなわち y = kx + k − 1

(2) (1)の結果から，P，Qは連立方程式
{

kx− y = 1− k · · · 1©
x2 + y2 = 1

の解である．上の 2式を等式

(kx− y)2 + (x + ky)2 = (k2 + 1)(x2 + y2)

に代入すると

　

O

y

x

B

P

Q
1−1

1

−1
A

C `

d
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(1− k)2 + (x + ky)2 = k2 + 1 ゆえに (x + ky)2 = 2k

`とCが異なる 2点で交わるとき，右上の図より k > 0 であるから

x + ky = ±
√

2k · · · 2©

1©， 2©を解いて x =
k(1− k)±

√
2k

k2 + 1
，y =

k − 1± k
√

2k

k2 + 1
(複号同順)

P，Qの位置関係に注意して

P

(
k(1 − k) +

√
2k

k2 + 1
,

k − 1 + k
√

2k

k2 + 1

)
,

Q

(
k(1 − k) − √

2k

k2 + 1
,

k − 1 − k
√

2k

k2 + 1

)

(3) (2)の結果から
−→
QP =

2
√

2k

k2 + 1
(1, k)

したがって |−→QP| = 2
√

2k

k2 + 1

√
1 + k2 =

2
√

2k√
k2 + 1

点B(0,−1)と直線 ` : kx− y + k − 1 = 0の距離 dは，k > 0に注意して

d =
|k·0− 1 + k − 1|√

k2 + 1
=

k√
k2 + 1

4BPQの面積を Sとすると

S =
1

2
|−→QP| × d =

1

2
× 2

√
2k√

k2 + 1
× k√

k2 + 1
=

√
2k

3
2

k2 + 1

(4) (3)の結果から
dS

dk
= −

√
k(k2 − 3)√
2(k2 + 1)2

したがって，k > 0 における Sの増減表は，次のようになる．

k (0) · · · √
3 · · ·

dS
dk

+ 0 −
S ↗ 極大 ↘

よって，求める kの値は k =
√

3

5.44 (1) P(4 cos θ, 4 sin θ + 1) (0 < θ < π
2
)
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(2) S =
1

2
(OA + PQ)×OQ

=
1

2
{1 + (4 sin θ + 1)} × 4 cos θ

= 4 cos θ(2 sin θ + 1)

　

O

y

x

A θθ

11
4

5
P(x, y)

Q(3)
dS

dθ
= −4 sin θ(2 sin θ + 1) + 4 cos θ·2 cos θ

= −8 sin2 θ − 4 sin θ + 8(1− sin2 θ)

= −4(4 sin2 θ + sin θ − 2)

d2S

dθ2
= −4(4 sin 2θ + cos θ)

0 < θ <
π

2
において，

d2S

dθ2
< 0であるから

dS

dθ
= 0 すなわち sin θ =

−1 +
√

33

8

をみたす θのとき Sは最大となる．

(4) 直線APと x軸との交点をRとすると OR =
1

tan θ
4RAOを x軸のまわりに 1回転させた立体の体積は

1

3
π·12 × 1

tan θ
=

π cos θ

3 sin θ

4RAOと4RPQの相似比は 1 : (4 sin θ + 1)であるから

V =
π cos θ

3 sin θ
{(4 sin θ + 1)3 − 13}

=
4π

3
cos θ(16 sin2 θ + 12 sin θ + 3)

(5) (4)の結果から

dV

dθ
=

4π

3

{− sin θ(16 sin2 θ + 12 sin θ + 3) + cos θ(32 sin θ cos θ + 12 cos θ)
}

=
4π

3

{− sin θ(16 sin2 θ + 12 sin θ + 3) + (1− sin2 θ)(32 sin θ + 12)
}

= −4π

3
(4 sin θ − 3)(12 sin2 θ + 15 sin θ + 4)

ここで，sin α =
3

4

(
0 < α <

π

2

)
とすると

0 < θ < αのとき
dV

dθ
> 0， α < θ <

π

2
のとき

dV

dθ
< 0

よって V は sin θ =
3

4
で最大となる．
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5.45 (1) Q0(1, 0)，P1(p, p)，Q1(p, 0)より Q0Q1 = 1− p，P1Q1 = pであるから

S1 =
1

2
Q0Q1 × P1Q1 =

1

2
(1 − p)p

(2) 2点Q0(1, 0)，P1(p, p)を通る直線の傾きは
p

p− 1

点Qn−1(q, 0)を通り，これに平行な直線は y =
p

p− 1
(x− q)

この直線と直線 y = xとの交点 (pq, pq)が Pnであるから，

Qnの x座標は pq

(3) (2)の結果から，Qn−1(p
n−1, 0)，Qn(pn, 0)，また，Qnの座標から，Pn(pn, pn)

Qn−1Qn = pn−1 − pn，PnQn = pnであるから

Sn =
1

2
Qn−1Qn × PnQn =

1

2
(pn−1 − pn)pn =

1

2
(1 − p)p2n`1

(4) (3)の結果から

dSn

dp
=

1

2
{(2n− 1)p2n−2 − 2np2n−1} =

1

2
(2n− 1− 2np)p2n−2

ゆえに，0 < p <
2n− 1

2n
のとき

dSn

dp
> 0，

2n− 1

2n
のとき

dSn

dp
< 0

よって， p =
2n − 1

2n
のとき，最大値

1

4n

(
2n − 1

2n

)2n`1

をとる．

(5) (4)で求めた Snより nSn =
1

4

(
2n− 1

2n

)2n−1

であるから

lim
n→∞

nSn = lim
n→∞

1

4

(
2n− 1

2n

)2n−1

= lim
n→∞

1

4

(
2n

2n− 1

)2n−1

= lim
n→∞

1

4

(
1 +

1

2n− 1

)2n−1 =
1

4e
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5.46 (1) y =
1

x
を微分すると y′ = − 1

x2

A

(
a,

1

a

)
における接線 l1の方程式は

ゆえに

y − 1

a
= − 1

a2
(x− a)

y = − 1

a2
x +

2

a

これが，P(s, t)を通るから

t = − 1

a2
s +

2

a

　

O

y

x

C

A

B

E F
a b

1
b

1
a

P(s, t)

l1

l2

上式を aについて，整理すると ta2 − 2a + s = 0

B

(
b,

1

b

)
についても同様にして tb2 − 2b + s = 0

上の 2式から，a，bは λに関する 2次方程式

tλ2 − 2λ + s = 0 · · · (∗)

の解であるから (a < b)，t > 0，st < 1に注意して

a =
1 − √

1 − st

t
, b =

1 +
√

1 − st

t

(2) 方程式 (∗)の解と係数の関係および (1)の結果から

a + b =
2

t
, ab =

s

t
, b− a =

2
√

1− st

t
· · · (∗∗)

台形ABFEの面積は，上式により

1

2
(AF + BE)·EF =

1

2

(
1

a
+

1

b

)
(b− a)

=
1

2
·a + b

ab
(b− a)

=
1

2
·2
t
· t
s
·2
√

1− st

t

=
2
√

1− st

st
=

2
√

1 − u

u
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(3)
−→
PA =

(
a− s,

1

a
− t

)
，
−→
PB =

(
b− s,

1

b
− t

)
であるから (a < b)，

(∗∗)および u = st < 1 により

4PAB =
1

2

∣∣∣∣(a− s)

(
1

b
− t

)
− (b− s)

(
1

a
− t

)∣∣∣∣

=
1

2

∣∣∣∣s
(

1

a
− 1

b

)
+ t(b− a)−

(
b

a
− a

b

)∣∣∣∣

=
1

2
(b− a)

∣∣∣∣
s

ab
+ t− a + b

ab

∣∣∣∣

=
1

2
·2
√

1− st

t

∣∣∣∣s·
t

s
+ t− 2

t
· t
s

∣∣∣∣

= 2
√

1− st

∣∣∣∣1−
1

st

∣∣∣∣ = 2
√

1− u

∣∣∣∣1−
1

u

∣∣∣∣

= 2
√

1− u· |u− 1|
u

=
2(1 − u)

3
2

u

(4) (3)の結果から S(u) =
2(1− u)

3
2

u

これを微分すると S ′(u) = −(u + 2)
√

1− u

u2

したがって，0 < u < 1において S ′(u) < 0

よって，S(u)は区間 0 < u < 1で減少する．

(5) 条件から，P(s, t)について
s

3
+ t = 1 (0 < t < 1)

すなわち s = 3− 3t (0 < t < 1)

ゆえに u = st = (3− 3t)t = −3

(
t− 1

2

)2

+
3

4

したがって，uは，s =
3

2
，t =

1

2
のとき最大値

3

4
をとる．

(3)，(4)の結果から，P

(
3

2
,

1

2

)
で4PABは最小となり，最小値は

S

(
3

4

)
=

1

3

補足 s > 0，t > 0であるから相加平均・相乗平均の関係により

1 =
s

3
+ t = 2

√
s

3
·t = 2

√
u

3
よって u 5 3

4

等号が成立するのは
s

3
= t すなわち s =

3

2
，t =

1

2
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5.47 (1) (i) f(x) = x2 + log x− a (x > 0) とおくと f ′(x) = 2x +
1

x
> 0

ゆえに，f(x)は単調増加．

また lim
x→+0

f(x) = −∞， lim
x→∞

f(x) = ∞

よって，f(x) = 0を満たす xがただ 1つ存在する．

(ii) (i)の結果から，f(x) = 0を満たすただ 1つの xを bとすると

f(b) = 0 · · · 1©

g(x) = log x，d(x) = AX2 = x2 + {g(x)− a}2 とおくと

1

2
d′(x) = x + {g(x)− a}g′(x) · · · 2©

= x + (log x− a)
1

x
=

f(x)

x

AXの長さが最短になる点で d(x)は極小となるから，このとき

d′(x) = 0 すなわち f(x) = 0

よって，上式を満たす点はB(b, log b)のみである．

(iii) (ii)の結果から，d′(b) = 0であるから， 2©より

b + {g(b)− a}g′(b) = 0

y = g(x)のBにおける接ベクトルを~v = (1, g′(b))とおくと

−→
AB·~v = b + {g(b)− a}g′(b)

したがって
−→
AB·~v = 0 すなわち

−→
AB⊥~v

よって，線分ABは，Bにおける曲線の接線 lと直交する．

(2) 1©から b2 + log b− a = 0 · · · 3©
AB2 = 6 であるから b2 + (log b− a)2 = 6 · · · 4©
3©， 4©から b2 + b4 = 6 ゆえに (b2 + 3)(b2 − 2) = 0

すなわち b =
√

2 これを 3©に代入して a = 2 +
1

2
log 2
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5.48 (1) x = (v0 cos α)t，y = (v0 sin α)t− 1

2
gt2から tを消去すると

y = (tan α)x− gx2

2v0
2 cos2 α

= (tan α)x

(
1− gx

2v0
2 sin α cos α

)

= (tan α)x

(
1− gx

v0
2 sin 2α

)

x = lのとき y = 0 であるから

1− gl

v0
2 sin 2α

= 0 よって l =
v0

2 sin 2α

g

(2) (1)の結果から

y = (tan α)x
(
1− x

l

)
= −(tan α)

l
x(x− l)

よって S =
tan α

6l
(l − 0)3 =

tan α

6
l2

これに (1)の結果を代入すると

S =
tan α

6

(
v0

2 sin 2α

g

)2

=
tan α

6
× v0

4·4 sin2 α cos2 α

g2

=
2v0

4

3g2
sin3 α cos α

(3) f(α) = sin3 α cos α (0◦ < α < 90◦)とおくと

f ′(α) = 3 sin2 α cos2 α− sin4 α

= sin2 α(3 cos2 α− sin2 α) = sin2 α(4 cos2 α− 1)

したがって，f(α)の増減表は次のようになる．

α (0◦) · · · 60◦ · · · (90◦)
f ′(α) + 0 −
f(α) ↗ 3

√
3

16
↘

よって，Sの最大値は
2v0

4

3g2
× 3

√
3

16
=

√
3v0

4

8g2
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5.49 (1) E :
x2

8
+ y2 = 1上の点 (a, b)における接線の方程式は

ax

8
+ by = 1

この接線の x切片，y切片はそれぞれ，
8

a
，

1

b
であるから

f(a) =
8

a
+

1

b
· · · 1©

点 (a, b)はE上の点であるから，a > 0，b > 0に注意して

a2

8
+ b2 = 1 · · · 2© ゆえに b =

√
8− a2

2
√

2
(0 < a < 2

√
2)

これを 1©に代入して f(a) =
8

a
+

2
√

2√
8 − a2

(2) 1©は，aの関数であるから，その第 1次，第 2次導関数を求めると

f ′(a) = − 8

a2
− b′

b2
· · · 3©

f ′′(a) =
16

a3
+

2(b′)2

b3
− b′′

b2
· · · 4©

2©を aで微分すると
a

4
+ 2bb′ = 0 · · · 5© ゆえに b′ = − a

8b
· · · 5©′

5©′を 3©に代入すると

f ′(a) = − 8

a2
+

a

8b3
=

(a− 4b)(a2 + 4ab + 16b2)

8a2b3
· · · 3©′

5©を aについて微分すると
1

4
+ 2(b′)2 + 2bb′′ = 0

5©′をこれに代入し，b′′について解くと b′′ = − 1

4b
− a2

64b3
· · · 6©

5©′， 6©を 4©に代入して整理すると

f ′′(a) =
16

a3
+

1

4b3
+

3a2

64a5
· · · 4©′

a > 0，b > 0であるから，常に f ′′(a) > 0

ゆえに，f ′(a) = 0となるとき，f(a)は極小かつ最小である．

3©′より，f ′(a) = 0となるとき a = 4b · · · 7©

2©， 7©を a > 0に注意して解いて a =
4
√

3

3
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5.50 放物線 y = x2と直線 y = x + k，x = −1，x = 2で囲まれた図形の面積を S(k)

とする．放物線 y = x2と，直線 x = −1，x = 2は，それぞれ (−1, 1)，(2, 4)

で交わり，直線 y = x + kは，k = 2のとき，これらの 2点を通る．また，放物
線 y = x2 · · · 1©と直線 y = x + k · · · 2©の方程式から yを消去して

x2 = x + k ゆえに x2 − x− k = 0 · · · (∗)

放物線 1©と直線 2©が接するとき

D = (−1)2 − 4·1(−k) = 0 すなわち k = −1

4

右の図から

S(2) =

∫ 2

−1

{(x + 2)− x2}dx

= −
∫ 2

−1

(x + 1)(x− 2) dx =
27

6
=

9

2

S

(
−1

4

)
= 3

{
2−

(
−1

4

)}
− S(2) =

9

4

k > 2のとき S(k) = S(2) + 3(k − 2)

k < −1

4
のとき S(k) = S

(
−1

4

)
+ 3

(
−1

4
− k

)

したがって，S(k)の最小値は，−1

4
5 k 5 2にお

いて調べればよい．このとき，放物線 1©と直線 2©
の共有点の x座標を α，β (−1 5 α 5 β 5 2)とす
ると，方程式 (∗)の解と係数の関係により

α + β = 1, αβ = −k · · · (∗∗)

右の図から

S(k) =

∫ 2

−1

|x2 − (x + k)|dx

　

O

y

x−1 2

2

−1
4

1

4

O

y

x
−1 2

α β

k

ここで，関数 x2 − x− kの原始関数の 1つを F (x) =
x3

3
− x2

2
− kx とおくと

S(k) =

[
F (x)

]α

−1

−
[

F (x)

]β

α

+

[
F (x)

]2

β

= −2{F (β)− F (α)}+ F (2)− F (−1)
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F (2)− F (−1) =

(
2

3
− 2k

)
−

(
−5

6
+ k

)
=

3

2
− 3k

(∗∗)より x2 − x− k = (x− α)(x− β)

β − α =
√

(α + β)2 − 4αβ =
√

1 + 4k

また F (β)− F (α) =

[
F (x)

]β

α

=

∫ β

α

(x2 − x− k)dx

=

∫ β

α

(x− α)(x− β)dx

= −1

6
(β − α)3 = −1

6
(1 + 4k)

3
2

ゆえに S(k) =
1

3
(1 + 4k)

3
2 +

3

2
− 3k

(
−1

4
5 k 5 2

)

S ′(k) = 2
√

1 + 4k − 3

したがって，S(k)の増減表は，次のようになる．

k −1
4

· · · 5
16

· · · 2

S ′(k) − 0 +

S(k) 9
4

↘ 27
16

↗ 9
2

よって k =
5

16
のとき最小値

27

16

5.51 (1) 三角形の成立条件により

a + b > c, b + c > a, c + a > b

a + b + c = 1より，c = 1− a− bを上の 3式に代入すると

a + b > 1− a− b, b + (1− a− b) > a, (1− a− b) + a > b

したがって a + b >
1

2
, a <

1

2
, b <

1

2

9ab = 1 より，b =
1

9a
であるから

a +
1

9a
>

1

2
· · · 1©, a <

1

2
· · · 2©,

1

9a
<

1

2
· · · 3©

ここで，a > 0 であるから，相加・相乗平均の関係により

a +
1

9a
= 2

√
a· 1

9a
=

2

3
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ゆえに，a > 0について， 1©は成立する．

3©を解くと a >
2

9
よって，これと 2©から 2

9
< a <

1

2

(2) 余弦定理により cos θ =
a2 + b2 − c2

2ab

c = 1− a− b，ab =
1

9
，b =

1

9a
であるから

cos θ =
a2 + b2 − (1− a− b)2

2ab
=

2a + 2b− 2ab− 1

2ab

=
2a + 2b− 2·1

9
− 1

2·1
9

= 9(a + b)− 11

2

= 9

(
a +

1

9a

)
− 11

2
= 9a +

1

a
− 11

2

ここで，f(a) = 9a +
1

a
− 11

2

(
2

9
< a <

1

2

)
とおくと

f ′(a) = 9− 1

a2

=
(3a + 1)(3a− 1)

a2

a (2
9
) · · · 1

3
· · · (1

2
)

f ′(a) − 0 +

f(a) (1) ↘ 1
2

↗ (1)

よって
1

2
5 cos θ < 1

5.52 (1) RQ = 2 sin θ，PR = PQ =
√

(cos θ + l)2 + sin2 θ =
√

2l cos θ + l2 + 1

よって f(θ) = 2 sin θ + 2
√

2l cos θ + l2 + 1

(2) g(θ) =
√

2l cos θ + l2 + 1とおくと g′(θ) = − l sin θ

g(θ)

f(θ) = 2 sin θ + 2g(θ)を微分すると

f ′(θ) = 2 cos θ − 2l sin θ

g(θ)
=

2

g(θ)
{g(θ) cos θ − l sin θ}

=
2{(2l cos θ + l2 + 1) cos2 θ − l2 sin2 θ}

g(θ){g(θ) cos θ + l sin θ}
=

2{l2(2 cos2 θ − 1) + 2l cos3 θ + cos2 θ}
g(θ){g(θ) cos θ + l sin θ}

=
2(l + cos θ){l(2 cos2 θ − 1) + cos θ}

g(θ){g(θ) cos θ + l sin θ}

0 < θ 5 π

2
より

l + cos θ

g(θ){g(θ) cos θ + l sin θ} > 0
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ここで，h(θ) = l(2 cos2 θ − 1) + cos θとおくと

h′(θ) = − sin θ(4l cos θ + 1) < 0

ゆえに，h(θ)は単調減少で，h
(π

4

)
=

1√
2
，h

(π

2

)
= −lであるから

h(α) = 0
(π

4
< α <

π

2

)

をみたす αが唯一存在する．

l(2 cos2 α− 1) + cos α = 0 すなわち cos α =
−1 +

√
8l2 + 1

4l

f ′(θ)と h(θ)の符号は一致するから，f(θ)の増減表は次のようになる．

θ (0) · · · α · · · π
2

f ′(θ) + 0 −
f(θ) ↗ 極大 ↘

よって，f(θ)の最大値は

f(α) = 2 sin α + 2
√

2l cos α + l2 + 1

= 2
√

1− cos2 α + 2
√

2l cos α + l2 + 1

=
1

2l

√
8l2 − 2 + 2

√
8l2 + 1 +

√
4l2 + 2 + 2

√
8l2 + 1

5.53 (1) C1，C2の中心をそれぞれ O1，O2とおく．O1から PA，ABにそれぞれ
垂線O1T1，O1H1を引く．また，O2からPB，ABにそれぞれ垂線O2T2，
O2H2を引く．右の図形の面積について

　
4PAB =

1

2
AB·b

4PO1O2 = b− 1

台形O1ABO2 =
1

2
(2 + AB)

4O1PA =
1

2
PA

4O1PB =
1

2
PB

　

O

y

x

P(a, b)

A B
O1 O2

T1
T2

H1 H2

1

1−1

4PAB = 4PO1O2 +台形O1ABO2 +4O1PA +4O1PBであるから

1

2
AB·b = b− 1 +

1

2
(2 + AB) +

1

2
PA +

1

2
PB
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整理すると (b− 1)AB = PA + PB + 2b · · · 1©
また PA + PB = (PT1 + PT2) + (AT1 + BT2) · · · 2©

AT1 + BT2 = AH1 + BH2 = AB− 2 · · · 3©
1©， 2©， 3©より

(b− 2)AB = PT1 + PT2 + 2(b− 1) · · · (∗)

b > 2であるから，PT1 + PT2が最小のとき，ABは最小となる．

PT1 + PT2 =
√

O1P2 −O1T1
2 +

√
O2P2 −O2T2

2

=
√

(a + 1)2 + (b− 1)2 − 12 +
√

(a− 1)2 + (b− 1)2 − 12

=
√

(a + 1)2 + b(b− 2) +
√

(a− 1)2 + b(b− 2)

bは a > 2の定数であるから，f(a) = PT1 + PT2とおくと

f(a) =
√

(a + 1)2 + b(b− 2) +
√

(a− 1)2 + b(b− 2)

f ′(a) =
a + 1√

(a + 1)2 + b(b− 2)
+

a− 1√
(a− 1)2 + b(b− 2)

f ′′(a) =
b(b− 2)

{(a + 1)2 + b(b− 2)} 3
2

+
b(b− 2)

{(a− 1)2 + b(b− 2)} 3
2

f ′′(a) > 0であるから，f ′(a)は単調増加である．また f ′(0) = 0より

a < 0のとき f ′(a) < 0， a > 0のとき f ′(a) > 0

したがって，f(a)の増減表は，次のようになる．

a · · · 0 · · ·
f ′(a) − 0 +

f(a) ↘ 2(b− 1) ↗

(∗)より，a = 0のとき，ABは最小値
4(b− 1)

b− 2
をとる．

(2) 4PABが最小となるのは，ABが最小のときである．

したがって，(1)の結果から

4PAB =
1

2
AB·b =

1

2
·4(b− 1)

b− 2
·b =

2b(b− 1)

b− 2

= 2

(
b− 2 +

2

b− 2
+ 3

)
· · · 4©
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b− 2 > 0，
2

b− 2
> 0であるから，相加平均・相乗平均の関係により

b− 2 +
2

b− 2
= 2

√
(b− 2)× 2

b− 2
= 2

√
2 · · · 5©

4©， 5©より 4PAB = 2(2
√

2 + 3)

(等号が成り立つのは b− 2 =
2

b− 2
すなわち b = 2 +

√
2のとき)

よって，求める最小値は 2(2
√

2 + 3)

5.54 (1) f(x) = 2x2 + (1− a2) log(x + 1)を微分すると

f ′(x) = 4x +
1− a2

x + 1
=

4x(x + 1) + 1− a2

x + 1

=
(2x + 1)2 − a2

x + 1
=

(2x + 1 + a)(2x + 1− a)

x + 1

f ′(x) = 0とすると x = −a + 1

2
,

a− 1

2

a > 0であるから −a + 1

2
<

a− 1

2

x > −1で f ′(x) = 0が異なる 2つの実数解をもつとき，a > 0に注意して

−a + 1

2
> −1 ゆえに 0 < a < 1

(2) (1)の結果から，0 < a < 1のときの f(x)の増減表は，次ようになる．

x −1 · · · −a+1
2

· · · a−1
2

· · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ 極大値 ↘ 極小値 ↗

極大値は f

(
−a + 1

2

)
= 2

(
−a + 1

2

)2

+ (1− a2) log

(
−a + 1

2
+ 1

)

=
(a + 1)2

2
+ (1 − a2) log

1 − a

2

極小値は f

(
a− 1

2

)
= 2

(
a− 1

2

)2

+ (1− a2) log

(
a− 1

2
+ 1

)

=
(a − 1)2

2
+ (1 − a2) log

1 + a

2
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(3) g(a) = f

(
a− 1

2

)
とおくと

g′(a) = a− 1− 2a log log
1 + a

2
+ (1− a2)× 1

1 + a
= −2a log

1 + a

2

0 < a < 1より g′(a) > 0であるから，g(a)は単調増加．

0 < a < 1において g(a) > g(0) =
1

2
+ log

1

2
=

1− 2 log 2

2

よって，極小値 f

(
a− 1

2

)
は，

1− 2 log 2

2
より大きい．

5.55 (1) f(x) = loge x− c(x− 1)を微分すると

f ′(x) =
1

x
− c =

1− cx

x

　
x (0) · · · 1

c
· · ·

f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ 極大 ↘

右の増減表により x =
1

c
のとき最大値− loge c − 1 + c

(2) (1)の結果から m = − loge c− 1 + c (c > 0)

これを微分すると

dm

dc
= −1

c
+ 1 =

c− 1

c

　
c (0) · · · 1 · · ·

dm
dc

− 0 +

m ↘ 0 ↗
右の増減表から m = 0

(3) すべての xに対して，f(x) 5 0が成り立つとき，

f(x)の最大値mがm 5 0であるから，(2)の結果から

m = 0 すなわち c = 1

(4) a > 1のとき，すべての x (x > 0)に対して

loga x− b(x− 1) 5 0

が成り立つとき

loge x

loge a
− b(x− 1) 5 0 ゆえに loge x− (b loge a)·(x− 1) 5 0

c = b loge aとおくと，上の第 2式は f(x) 5 0

これがすべての xに対して成り立つとき，(3)の結果から

b log a = 1
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5.56 (1) a = 3のとき f(x) = 3x− 2·3 sin x cos x = 3x− 3 sin 2x

f(x)を微分すると f ′(x) = 3− 6 cos 2x

ゆえに，0 5 x 5 πにおける f(x)の増減表および極値は次のようなる．

x 0 · · · π
6

· · · 5
6
π · · · π

f ′(x) − 0 + 0 −
f(x) 0 ↘ π−3

√
3

2
↗ 5π+3

√
3

2
↘ 3π

x =
π

6
のとき極小値

π − 3
√

3

2
，x =

5

6
πのとき極大値

5π + 3
√

3

2

(2) a = 1のと f(x) = 3x− sin 2x

f(x)を微分すると f ′(x) = 3− 2 cos 2x

f ′(x) > 0であるから，f(x)は単調増加．f(0) = 0であるから

x = 0において f(x) = f(0) すなわち f(x) = 0

(3) f(x) = 3x− a sin 2xを微分すると f ′(x) = 3− 2a cos 2x

(i) 0 <
2a

3
5 1 すなわち 0 < a 5 3

2
のとき

f ′(x) = 3

(
1− 2a

3
cos 2x

)
より f ′(x) = 0

f(0) = 0であるから x = 0において f(x) = 0

(ii) 0 <
3

2a
< 1 すなわち a >

3

2
のとき

f ′(x) = 2a

(
3

2a
− cos 2x

)
より cos 2α =

3

2a

(
0 < α <

π

4

)

をみたす αが存在する．このとき，0 < x < αで f(x)は単調減少で
あり，f(0) = 0であるから f(α) < 0

よって，x = 0において f(x) = 0が成り立つ aの値の範囲は 0 < a 5
3

2

(4) g(x) = 2x− b sin 2x，g(0) = 0であるから

3

2
g′(x) = 0 すなわち 3x− 3b

2
sin 2x = 0

を満たせばよいので，(3)の結果から

0 <
3b

2
5 3

2
よって 0 < b 5 1
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5.57 (1) f(x) =
sin x− x cos x

2

π
− x

を微分すると

f ′(x) =

(sin x− x cos x)′
(

2

π
− cos x

)
− (sin x− x cos x)

(
2

π
− cos x

)′

(
2

π
− cos x

)2

=

x sin x

(
2

π
− cos x

)
− (sin x− x cos x) sin x

(
2

π
− cos x

)2 =

(
2

π
x − sin x

)
sin x

(
2

π
− cos x

)2

(2) α(x) =
2

π
x− sin xとおくと α

(π

2

)
= 0

α′(x) =
2

π
− cos xであるから，

π

2
< x < πのとき α′(x) > 0

したがって，
π

2
< x < πのとき α(x) > 0

上式および (1)の結果から，
π

2
< x < πのとき f ′(x) > 0

(3) (2)の結果から，f ′(x)は，
π

2
< x < πにおいて，単調増加であるから

π

2
< x < π のとき f

(π

2

)
< f(x) < f(π)

ここで f
(π

2

)
=

π

2
， f(π) =

π
π

2
+ 1

<
π

1
= π

よって
π

2
< x < π のとき

π

2
< f(x) < π

(4) β(x) =

(
2

π
− cos x

)
{g(x)− f(x)}とおくと

β(x) =

(
2

π
− cos x

)(
1

2
x +

π

4

)
− (sin x− x cos x)

=
x

π
+

1

2

(
x− π

2

)
cos x− sin x +

1

2

β′(x) = −1

2

(
x− π

2

)
sin x− 1

2
cos x +

1

π

β′′(x) = −1

2

(
x− π

2

)
cos x

また β
(π

2

)
= 0，β′

(π

2

)
=

1

π
，β′′

(π

2

)
= 0
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上の結果から，
π

2
< x < πにおいて

β′′(x) > 0 により β′(x) > β′
(π

2

)
=

1

π
> 0

β′(x) > 0 により β(x) > β
(π

2

)
= 0

したがって，
π

2
< x < πのとき，β(x) > 0より

(
2

π
− cos x

)(
1

2
x +

π

4

)
− (sin x− x cos x) > 0

このとき，
2

π
− cos x > 0 であるから

sin x− x cos x
2

π
− cos x

<
1

2
x +

π

4

よって，
π

2
< x < πのとき f(x) < g(x)

5.58 (1) x > 0 のとき 1 + x > 1 であるから log(1 + x) > 0 · · · 1©
f(x) =

(
x− 1

6
x2

)
− log(1 + x) とすると

f ′(x) = 1− 1

3
x− 1

1 + x
=

x(2− x)

3(1 + x)

f(x)の 0 5 x 5 3における増減表は，次のようになる．

x 0 · · · 1 · · · 3

f ′(x) + 0 −
極大f(x) 0 ↗ ↘ 3−4 log 2

20

log2 < 0.70より
3− 4 log 2

2
> 0であるから，0 < x 5 3において

f(x) > 0 すなわち log(1 + x) < x− 1

6
x2 · · · 2©

1©， 2©より 0 < x 5 3のとき 0 < log(1 + x) < x− 1

6
x2 · · · 3©

したがって 0 < x < 3のとき 0 < log(1 + x) < x− 1

6
x2

(2) 0 < an <
6

n + 1
(n = 1, 2, 3, · · · )を (A)とする．
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［1］n = 1のとき，0 < a1 = a < 3より

0 < a1 <
6

1 + 1

であるから (A)が成り立つ．

［2］n = kのとき，(A)が成り立つ，すなわち

0 < ak <
6

k + 1

が成り立つと仮定すると

1 < 1 + ak < 1 +
6

k + 1

対数をとると log 1 < log(1 + ak) < log

(
1 +

6

k + 1

)

ゆえに 0 < ak+1 < log

(
1 +

6

k + 1

)
· · · 4©

0 <
6

k + 1
5 3 であるから， 3©より

log

(
1 +

6

k + 1

)
<

6

k + 1
− 1

6

(
6

k + 1

)2

=
6k

(k + 1)2

<
6k

k2 + 2k
=

6

(k + 1) + 1
· · · 5©

4©， 5©より
0 < ak+1 <

6

(k + 1) + 1

したがって，n = k + 1のときも (A)が成り立つ．

［1］,［2］からすべての自然数 nについて (A)が成り立つ．

lim
n→∞

6

n + 1
= 0

であるから，はさみうちの原理を (A)に適用して

lim
n→∞

an = 0

5.59 (1) cos θ − sin θ = a sin θ cos θ (0 < θ < π) · · · (∗)
0 < θ <

π

2
のとき，sin θ cos θ 6= 0であるから a =

1

sin θ
− 1

cos θ
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f(θ) =
1

sin θ
− 1

cos θ
とおくと

f ′(θ) = − cos θ

sin2 θ
− sin θ

cos2 θ

0 < θ <
π

2
において，f ′(θ) < 0であるから，f(θ)は単調減少．

lim
θ→+0

f(θ) = ∞, lim
θ→π

2
−0

f(θ) = −∞

よって，0 < θ <
π

2
において，f(θ) = aをみたす θはただ 1つ存在する．

(2) θ =
π

2
は，(∗)の解ではない．π

2
< θ < πのとき

f ′(θ) = −sin3 θ + cos3 θ

sin2 θ cos2 θ
= −(sin θ + cos θ)(1− sin θ cos θ)

sin2 θ cos2 θ

= −

√
2 sin

(
θ +

π

4

)
·
(

1− 1

2
sin 2θ

)

sin2 θ cos2 θ

f(θ)の増減表は次のようなる．

θ (π
2
) · · · 3

4
π · · · (π)

f ′(θ) − 0 +

f(θ) ↘ 2
√

2 ↗
lim

θ→π
2
+0

f(θ) = ∞, lim
θ→π−0

f(θ) = ∞

(1)および上の結果から，y = f(θ)のグ
ラフは右のようになる．
y = f(θ)と y = aの共有点の個数が，
(∗)の解の個数であるから





0 < a < 2
√

2のとき 1個
a = 2

√
2のとき 2個

2
√

2 < aのとき 3個

　

O

y

θ3
4
ππ

4
π

2
√

2

π
2

5.60 (1) f(x) = log xの両辺の対数をとると

log f(x) = log xx = x log x

両辺を xで微分すると

f ′(x)

f(x)
= log x + 1 ゆえに f ′(x) = xx(log x + 1)
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したがって，f(x)の増減表は次のようになる．

x (0) · · · e−1 · · ·
f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ e−
1
e ↗

よって x = e−1のとき最小値 e`
1
e をとる．

(2) y = xx上の点 (t, tt)における接線の方程式は (t > 0)

y − tt = tt(log t + 1)(x− t) · · · (∗)
これが原点を通るから

−tt = tt(log t + 1) ゆえに log t− 1

t
+ 1 = 0 · · · (∗∗)

ここで，g(t) = log t + 1− 1

t
とおくと g′(t) =

1

t
+

1

t2
> 0

g(t)は単調増加であるから，g(t) = 0をみたす tは，ただ 1つ存在する．

また，g(1) = 0 であるから，(∗∗)をみたすのは t = 1

これを (∗)に代入して y = x

補足 (∗)が原点を通ることから，h(t) = t log t+ t−1とすると h′(t) = log t+2

したがって，h(t)の増減表は次のようになる．

t (0) · · · e−2 · · ·
h′(t) − 0 +

h(t) (−1) ↘ −e−2 − 1 ↗
また lim

t→+0
h(t) = −1， lim

t→∞
h(t) = ∞

したがって，h(t) = 0をみたすのは t = 1ただ 1つである．

しかし， lim
t→+0

t log t = 0を示す必要がある．(長崎大学 2007) 5

5.61 (1) f(x) =
log x

x
とおくと f ′(x) =

1− log x

x2

f ′(x) = 0のとき x = e

よって，増減表は次のようになる．

x 0 · · · e · · ·
f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ 1

e
↘

lim
x→∞

f(x) = 0

　

O

y

x

1
e

e

y = 1
3n

y = log x
x

βnαn

1
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1

3n
5 1

3
<

1

e
であるから，上のグラフより，方程式

log x

x
=

1

3n
は x > 0

の範囲にちょうど 2つ実数解をもつ．

(2) n = 1 より e
1
n 5 e 5 ne · · · 1©

f(e
1
n ) =

1

ne
1
n

= 1

ne
>

1

3n
> 0 であるから

0 <
1

3n
< f(e

1
n ) ゆえに f(1) < f(αn) < f(e

1
n ) · · · 2©

f(ne) =
log ne

ne
>

log e

3n
=

1

3n
であるから

f(ne) >
1

3n
ゆえに f(ne) > f(βn) · · · 3©

f(x)は，0 < x < eにおいて単調増加であり，e < xにおいて単調減少で
あるから， 1©， 2©， 3©により

1 < αn < e
1
n , ne < βn

また， lim
n→∞

e
1
n = 1 であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

αn = 1

5.62 (1) f(x) = (x2 + 2x + 2− a2)e−xを微分すると f ′(x) = −(x + a)(x− a)e−x

a > 0より，f(x)の増減表は次のようになる．

x · · · −a · · · a · · ·
f ′(x) − 0 + 0 −

極小 極大
f(x) ↘ ↗ ↘−2(a− 1)ea 2(a + 1)e−a

よって，極大値 2(a + 1)e`a，極小値 2(a − 1)eaをとる．

(2) g(x) = x3e−xとおいて，これを微分すると g′(x) = x2(3− x)e−x

x > 3において，g′(x) < 0であるから，x = 3において g(x)は単調減少．

したがって，x = 3のとき，g(x) 5 g(3)であるから

x = 3のとき x3e−x 5 27e−3

が成り立つ．このとき 0 < x2e−x 5 27e−3

x

lim
x→∞

27e−3

x
= 0 であるから，はさみうちの原理により

lim
x!1

x2e`x = 0
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(3) y = x2 + 2x + 2のグラフと y = kex + a2の共有点の個数は，方程式

x2 + 2x + 2 = ke2 + a2 すなわち (x2 + 2x + 2− a2)e−x = k

の解の個数であり，これは，y = f(x)のグラフと y = kのグラフの共有点
の個数である．ここで，(2)の結果により

lim
x→−∞

f(x) = ∞， lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

(
1 +

2

x
+

2− a2

x2

)
x2e−x = 0

よって，上式および (1)，(2)の結果より，求める kの値の範囲は

i) 0 < a 5 1のとき − 2(a − 1)ea < k < 2(a + 1)e`a

ii) 1 < aのとき 0 < k < 2(a + 1)e`a

i) 0 < a 5 1 のとき ii) 1 < a のとき

O

y

xa−a

−2(a−1)ea

2(a+1)e−a

O

y

x
−a

a
−2(a−1)ea

2(a+1)e−a

5.63 (1) f(x) =
log x

x
とおくと f ′(x) =

1− log x

x2

f(x)の増減表は，次のようになる．

x (0) · · · e · · ·
f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ 1

e
↘

正の実数 a，b，cについて

f(a) + f(b) + f(c) 5 3f(e) =
3

e
<

3

2.7
< 2× 0.6 < 2 log 2 = log 4

したがって
log a

a
+

log b

b
+

log c

c
< log 4

(2) a，b，c，dは自然数であるから

abcbcacab = dabc · · · (∗)
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の両辺の自然対数をとると

bc log a + ca log b + ab log c = abc log d

ゆえに
log a

a
+

log b

b
+

log c

c
= log d

d = 3であるから，上式および (1)の結果から d = 3

(1)の増減表から f(1) < f(2), f(3) > f(4) > f(5) > · · ·

また f(2) =
log 2

2
=

3 log 2

6
=

log 8

6
，

f(3) =
log 3

3
=

2 log 3

6
=

log 9

6

ゆえに f(1) < f(2) < f(3) > f(4) > f(5) > · · ·
log a

a
5 log 3

3
,

log b

b
5 log 3

3
,

log c

c
5 log 3

3

したがって
log a

a
+

log b

b
+

log c

c
5 log 3

上式において，等号が成り立つ a，b，cを求めればよい．

よって a = b = c = 3

5.64 (1) f ′(x) = nxn−1 log x + xn·1
x

= xn−1(n log x + 1)

f ′′(x) = (n− 1)xn−2(n log x + 1) + xn−1·n
x

= xn−2{n(n− 1) log x + (2n− 1)}
したがって，関数 y = fn(x)の増減，凹凸，グラフは次のようになる．

x (0) · · · e−
2n−1

n(n−1) · · · e−
1
n · · ·

f ′(x) − − − 0 +

f ′′(x) − 0 + + +

f(x) 変曲点 極小

ここで

lim
x→+0

fn(x) = lim
x→+0

xn log x = 0

lim
x→∞

fn(x) = lim
x→∞

xn log x = ∞

　

O

y

x
e−

1
n

− 1
ne

1

(e−
2n−1

n(n−1) ,− 2n−1
n(n−1)

e−
2n−1

n(n−1) )
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補足 まず，0 < x 5 1のとき，− 2√
x

< log x を示す．

g(x) = log x +
2√
x

(0 < x 5 1)とおくと

0 < x < 1 のとき g′(x) =
1

x
− 1

x
√

x
=

√
x− 1

x
√

x
< 0

g(x)は単調減少で，g(1) = 2であるから

g(x) > 0 ゆえに log x +
2√
x

> 0

よって 0 < x < 1 のとき − 2√
x

< log x < 0

したがって 0 < x < 1のとき −2
√

x < x log x < 0

lim
x→+0

(−2
√

x ) = 0であるから，はさみうちの原理により lim
x→+0

x log x = 0

よって，n = 1のとき lim
x→+0

xn log x = lim
x→+0

xn−1·x log x = 0

(2) (1)の結果から Ln = f
(
e−

1
n

)
=

(
e−

1
n

)n

log e−
1
n = − 1

ne

よって
∞∑

n=1

Ln+1

n
= −

∞∑
n=1

1

n(n + 1)e

= −1

e

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n + 1

)
= −1

e

(3) (1)の結果から fn(1) = 0，f ′n(1) = 1

求める直線は，点 (1, 0)を通り，傾き 1の直線であるから

y − 0 = 1(x− 1) すなわち y = x − 1

(4) xn log x = x + k (x > 0)の解の個数は，
y = fn(x)と y = x + kの共有点の個数
であるから，(3)の結果に注意して





k < −1のとき なし
k = −1, 0 5 kのとき 1個
−1 < k < 0のとき 2個

　

O

y

x1

−1
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5.65 (1) f(x) = nx− 1 + (1− x)nより f ′(x) = n{1− (1− x)n−1}
(i) nが偶数のとき

f ′(x) = 0とすると x = 0

増減表は右のようになる．
x = 0で極小値 0

　
x · · · 0 · · ·

f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 0 ↗
(ii) nが奇数のとき

f ′(x) = 0とすると x = 0, 2

増減表は右のようになる．
x = 0で極小値 0，
x = 2で極大値 2n − 2

　
x · · · 0 · · · 2 · · ·

f ′(x) − 0 + 0 −
f(x) ↘ 0 ↗ 2n− 2 ↘

(2) (i) 曲線 y = ex上の点 (0, 1)における接線の方程式は y = x + 1

曲線 y = exは下に凸であるから ex = x + 1 · · · 1©
1©の xを−xに置き換えると e−x = −x + 1 · · · 2©
x = −1 のとき，(1 + x)ex > 0 を 2©の両辺に掛けると

1 + x = (1− x2)ex (x = −1) · · · 3©

1©および 3©から (1− x2)ex 5 1 + x 5 ex (x = −1)

(ii) 1©の xを
x

n
に置き換えると

e
x
n = x

n
+ 1 ゆえに ex =

(
1 +

x

n

)n

· · · 4©

次に
(

1− x2

n

)
ex 5

(
1 +

x

n

)n

(x = −n) · · · (∗)

を示せばよいが，x = nのときは自明であるから，−n 5 x < nの場
合について (∗)を示す．
−n 5 x < nのとき−1 5 x

n
< 1であるから， 3©より

1 +
x

n
=

(
1− x2

n2

)
e

x
n ゆえに

(
1 +

x

n

)n

=
(

1− x2

n2

)n

ex · · · 5©

ここで，(1)の結果から，f

(
x2

n2

)
= 0 であるから

n·x
2

n2
− 1 +

(
1− x2

n2

)n

= 0 ゆえに
(

1− x2

n2

)n

= 1− x2

n
· · · 6©

したがって， 5©， 6©より (∗)が成り立つ．よって， 4©，(∗)より，次
式が成り立つ．

0 5 ex −
(
1 +

x

n

)n

5 x2

n
ex (x = −n)
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5.66 x3 + y3 = 1 (x = 0, y = 0)より，(x, y)を θの正則な関数として表すことがで
きる．x3 + y3 = 1 · · · 1©の両辺を θで微分すると

3x2dx

dθ
+ 3y2dy

dθ
= 0 ゆえに (x2, y2)·

(
dx

dθ
,

dy

dθ

)
= 0 · · · (∗)

(
dx

dθ
,

dy

dθ

)
は曲線 1©の接ベクトルであるから

(x2, y2)

は曲線 1©の法ベクトルである．
また，a2x + b2yは θの関数であるから，f(θ) = a2x + b2yとおくと

f ′(θ) = a2dx

dθ
+ b2dy

dθ
= (a2, b2)·

(
dx

dθ
,

dy

dθ

)

f(θ)が極値をとるとき，f ′(θ) = 0 であるから

(a2, b2)·
(

dx

dθ
,

dy

dθ

)
= 0 · · · (∗∗)

このとき，(∗)，(∗∗)より，(x2, y2)//(a2, b2)であるから，λ > 0を用いて

(x2, y2) = λ2(a2, b2) ゆえに x = λa, y = λb

とおける．これを 1©に代入すると

(λa)3 + (λb)3 = 1 ゆえに λ = (a3 + b3)−
1
3

このとき a2x + b2y = a2(λa) + b2(λb) = λ(a3 + b3) = (a3 + b3)
2
3

(x, y) = (1, 0)のとき a2x + b2y = a2

(x, y) = (0, 1)のとき a2x + b2y = b2

ここで，b = a > 0により a2 5 b2 = (b3)
2
3 < (a3 + b3)

2
3

よって a2 5 a2x + b2y 5 3
√

(a3 + b3)2

補足 (x, y)を θの関数として，例えば x = cos
2
3 θ，y = sin

2
3 θ とすればよい．

5.67 (1) f(x) = x− 1− log x とおくと f ′(x) = 1− 1

x

f(x)の増減表は次のようになる．
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x (0) · · · 1 · · ·
f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 0 ↗
したがって f(x) = 0 すなわち x− 1− log x = 0

よって log x 5 x− 1

(2) (ギブスの不等式 (Gibbs’ inequality))

(1)の結果から

n∑
i=1

pi log
qi

pi

5
n∑

i=1

pi

(
qi

pi

− 1

)
=

n∑
i=1

(qi − pi) = 0

よって
n∑

i=1

pi log pi =
n∑

i=1

pi log qi · · · 1©

また， 1©の等号が成立するのは，
qi

pi

= 1 すなわち pi = qi (i = 1, 2, · · · , n)

(3) c =
n∑

i=1

piqi とおくと

n∑
i=1

pi log qi − log c =
n∑

i=1

pi log
qi

c
5

n∑
i=1

pi

(qi

c
− 1

)
= 0

したがって log c =
n∑

i=1

pi log qi · · · 2©

また， 2©の等号が成立するのは
qi

c
= 1 すなわち qi = c =

1

n
(i = 1, 2, · · · , n)

このとき， 1©， 2©から
n∑

i=1

pi log pi = log
1

n
=

n∑
i=1

pi log qi

よって，F は，pi =
1

n
(i = 1, 2, · · · , n)のとき，最小値 log

1

n
をとる．

(4) g(x) = x log xとおくと g′(x) = 1 + log x

g(x)の増減表は，次のようになる．
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x (0) · · · 1
e

· · ·
g′(x) − 0 +

g(x) ↘ −1
e

↗
したがって

G =
n∑

i=1

ai log ai =
n∑

i=1

g(ai) =
n∑

i=1

g

(
1

e

)
= −n

e

よって G = −n

e

上式において，等号が成立するのは

a1 = a2 = · · · = an =
1

e

のときである．よって，求めるGの最小値は −n

e

6.1 (1)

∫
x cos x dx =

∫
x(sin x)′ dx = x sin x−

∫
sin x dx

= x sin x + cos x + C (Cは積分定数)

(2) x cos xの原始関数の 1つを F (x) = x sin x + cos xとおくと

(i) 0 5 x 5 π

2
のとき

f(x) = f(0) +

∫ x

0

f ′(t) dt =

∫ x

0

t cos t dt

=

[
F (t)

]x

0

= F (x)− F (0) = x sin x + cos x− 1

(ii)
π

2
5 x 5 πのとき

f(x) = f(0) +

∫ x

0

f ′(t) dt =

∫ π
2

0

t cos t dt +

∫ x

π
2

(−t cos t) dt

=

[
F (t)

]π
2

0

+

[
−F (t)

]x

π
2

= −F (x) + 2F
(π

2

)
− F (0)

= −(x sin x + cos x) + 2·π
2
− 1

= −x sin x− cos x + π − 1

よって f(x) =





x sin x + cos x − 1

(
0 5 x 5

π

2

)

−x sin x − cos x + π − 1

(
π

2
5 x 5 π

)
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6.2 (1)

∫ 1

0

xex dx =

[
(x− 1)ex

]1

0

= 1

(2)

∫ π

0

x sin x dx =

[
sin x− x cos x

]π

0

= π

(3)

∫ 1

0

x

1 + x2
dx =

[
1

2
log(1 + x2)

]1

0

=
1

2
log 2

(4) x = tan θ とおくと
dx

dθ
=

1

cos2 θ

x 0 −→ 1

θ 0 → π
4

∫ 1

0

1

1 + x2
dx =

∫ π
4

0

1

1 + tan2 θ
· dθ

cos2 θ
=

∫ π
4

0

dθ =
π

4

6.3 (1)

∫ 1
2

0

1

x2 − 1
dx =

1

2

∫ 1
2

0

(
1

x− 1
− 1

x + 1

)
dx

=
1

2

[
log

∣∣∣∣
x− 1

x + 1

∣∣∣∣
] 1

2

0

= −1

2
log 3

(2)

∫ e

1

log x

x
dx =

∫ e

1

(log x)(log x)′ dx =

[
1

2
(log x)2

]e

1

=
1

2

(3)

∫ π

0

sin3 x dx =

∫ π

0

(1− cos2 x) sin x dx =

[
− cos x +

1

3
cos3 x

]π

0

=
4

3

6.4 (1)

∫ π
2

0

x cos x dx =

∫ π
2

0

x(sin x)′ dx

=

[
x sin x

]π
2

0

−
∫ π

2

0

sin x dx

=
π

2
+

[
cos x

]π
2

0

=
π

2
− 1

(2)

∫ 2

1

1

x(x + 1)
dx =

∫ 2

1

(
1

x
− 1

x + 1

)
dx

=

[
log

x

x + 1

]2

1

= log
4

3
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(3)

∫ 1

0

1

1 + ex
dx =

∫ 1

0

(
1− ex

1 + ex

)
dx

=

[
x− log(1 + ex)

]1

0

= 1− log
1 + e

2
= log

2e

1 + e

別解 t = exとおくと
dt

dx
= ex = t，

x 0 −→ 1

t 1 −→ e
∫ 1

0

1

1 + ex
dx =

∫ e

1

1

1 + t
·dt

t
=

[
log

t

t + 1

]e

1

= log
2e

e + 1

(4)

∫ π
4

0

cos 2x cos 3x dx =
1

2

∫ π
4

0

(cos 5x + cos x) dx

=
1

2

[
1

5
sin 5x + sin x

]π
4

0

=

√
2

5

6.5 (1)

∫ 2

0

xex2

dx =
1

2

∫ 2

0

(x2)′ex2

dx =
1

2

[
ex2

]2

0

=
1

2
(e4 − 1)

(2)

∫ 1

−1

1

x2 − 4
dx =

1

2

∫ 1

0

(
1

x− 2
− 1

x + 2

)
dx

=
1

2

[
log

∣∣∣∣
x− 2

x + 2

∣∣∣∣
]1

0

= −1

2
log 3

(3)

∫ 2π

0

f(x) dx =

∫ π

0

sin x dx +

∫ 2π

π

(−x + π) dx

=

[
− cos x

]π

0

− 1

2

[
(x− π)2

]2π

π

= 2 − 1

2
π2

(4)

∫ 1

0

x log(x2 + 1) dx =
1

2

∫ 1

0

(x2 + 1)′ log(x2 + 1) dx

=
1

2

[
(x2 + 1) log(x2 + 1)

]1

0

− 1

2

∫ 1

0

2x dx

= log 2− 1

2

[
x2

]1

0

= log 2 − 1

2

6.6 (1)

∫ log(2π)

log π

ex sin(ex) dx =

∫ log(2π)

log π

(ex)′ sin(ex) dx

=

[
− cos(ex)

]log(2π)

log π

= −2
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(2)

∫ 1

0

e2x(x + 1) dx =

[
e2x

(
1

2
x +

1

4

) ]1

0

=
3

4
e2 − 1

4

解説
∫

ekxf(x) dx =
ekx

k

{
f(x)− f ′(x)

k
+

f ′′(x)

k2
− f ′′′(x)

k3
+ · · ·

}
+ C

(3) sin x cos 4x =
1

2
(sin 5x− sin 3x)より

∫ π

0

sin x cos 4x dx =
1

2

∫ π

0

(sin 5x− sin 3x) dx

=
1

2

[
−1

5
cos 5x +

1

3
cos 3x

]π

0

= − 2

15

(4)
x + 1

(x + 2)(x + 3)
=

2

x + 3
− 1

x + 1
より

∫ 0

−1

x + 1

(x + 2)(x + 3)
dx =

∫ 0

−1

(
2

x + 3
− 1

x + 1

)
dx

=

[
2 log(x + 3)− log(x + 2)

]0

−1

= 2 log 3− 3 log 2 = log
9

8

6.7 (1)

∫ √
π

2

0

x tan(x2) dx = −1

2

∫ √
π

2

0

(cos x2)′

cos x2
dx

= −1

2

[
log cos x2

]√π
2

0

= −1

2
log

1√
2

=
1

4
log 2

(2)

∫ 1
3

0

xe3x dx =

[ (
x

3
− 1

9

)
e3x

] 1
3

0

=
1

9

(3)

∫ ee

e

1

x log x
dx =

∫ ee

e

(log x)′

log x
=

[
log(log x)

]ee

e

= 1

(4)

∫ 3

2

x2 + 1

x(x + 1)
dx =

∫ 3

2

(
1 +

1

x
− 2

x + 1

)
dx

=

[
x + log x− 2 log(x + 1)

]3

2

= 1 + log 3− log 2− 2 log 4 + 2 log 3

= 1 + 3 log 3 − 5 log 2
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6.8 (1)

∫ 2

1

x− 1

x2 − 2x + 2
dx =

1

2

∫ 2

1

(x2 − 2x + 2)′

x2 − 2x + 2

=
1

2

[
log(x2 − 2x + 2)

]2

1

=
1

2
log 2

(2)

∫ 1

0

e4x

e2x + 2
dx =

∫ 1

0

e2x(e2x + 2)− 2e2x

e2x + 2
dx

=

∫ 1

0

{
e2x − (e2x + 2)′

e2x + 2

}
dx =

[
1

2
e2x − log(e2x + 2)

]1

0

=
1

2
(e2 − 1) − log(e2 + 2) + log 3

(3)

∫ e

1

x log
√

x dx =

∫ e

1

1

2
x log x dx =

∫ e

1

(
1

4
x2

)′
log x dx

=

[
1

4
x2 log x

]e

1

−
∫ e

1

1

4
x2(log x)′ dx

=
1

4
e2 −

∫ e

1

1

4
x dx =

1

4
e2 −

[
1

8
x2

]e

1

=
1

8
(e2 + 1)

(4) cos2 x sin 3x =
1

2
(1 + cos 2x) sin 3x

=
1

2
sin 3x +

1

2
sin 3x cos 2x

=
1

2
sin 3x +

1

2
·1
2
(sin 5x + sin x)

したがって cos2 x sin 3x− 1

4
sin 5x =

1

2
sin 3x +

1

4
sin x

よって (与式) =

∫ π
3

0

(
1

2
sin 3x +

1

4
sin x

)
dx

=

[
−1

6
cos 3x− 1

4
cos x

]π
3

0

=
11

24

6.9 (1)

∫ 1

0

2x2 − x

2x + 1
dx =

∫ 1

0

(
x− 1 +

1

2x + 1

)
dx

=

[
x2

2
− x +

1

2
log(2x + 1)

]1

0

=
1

2
(log 3 − 1)

(2)

∫ √
π

2

0

x cos(x2) dx =

[
1

2
sin(x2)

]√π
2

0

=

√
2

4

(3) t = x2 + 1とおくと
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x 0 → 1

t 1 → 2

dt

dx
= 2x

∫ 1

0

x3 log(x2 + 1) dx =

∫ 1

0

1

2
x2 log(x2 + 1) 2xdx

=

∫ 2

1

1

2
(t− 1) log t dt =

∫ 2

1

(
t2

4
− t

2

)′
log t dt

=

[ (
t2

4
− t

2

)
log t

]2

1

−
∫ 2

1

(
t2

4
− t

2

)
1

t
dt

= 0−
[

t2

8
− t

2

]2

1

=
1

8

(4) |ecos x sin x|は遇関数であるから
∫ π

−π

|ecos x sin x| dx = 2

∫ π

0

|ecos x sin x| dx = 2

∫ π

0

ecos x sin x dx

= −2

∫ π

0

ecos x(cos x)′ dx = −2

[
ecos x

]π

0

= 2(e − e`1)

6.10 (1)

∫ 2

1

ex + e−x

ex − e−x
dx =

∫ 2

1

(ex − e−x)′

ex − e−x
dx =

[
log

∣∣ex − e−x
∣∣
]2

1

= log

∣∣∣∣
e2 − e−2

e− e−1

∣∣∣∣ = log

∣∣∣∣
(e + e−1)(e− e−1)

e− e−1

∣∣∣∣

= log

(
e +

1

e

)

(2)

∫ π
6

0

sin(3x) sin(5x) dx =
1

2

∫ π
6

0

(cos 2x− cos 8x) dx

=
1

2

[
1

2
sin 2x− 1

8
sin 8x

]π
6

0

=
5
√

3

32

(3)

∫ 1

0

x3 + 3x2

x2 + 3x + 2
dx =

∫ 1

0

(
x +

2

x + 1
− 4

x + 2

)
dx

=

[
x2

2
+ 2 log |x + 1| − 4 log |x + 2|

]1

0

=
1

2
+ log

64

81

(4) t = x3とおくと
dt

dx
= 3x2

xと tの対応は右のようになる．

　x 1 → 2

t 1 → 8
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したがって
∫ 2

1

x5ex3

dx =

∫ 2

1

1

3
x3ex3·3x2dx

=

∫ 8

1

1

3
tet dx =

[
1

3
(t− 1)et

]8

1

=
7

3
e8

6.11 (1) sin x cos x =
1

2
sin 2x

∣∣∣∣
1

2
sin 2

(
x +

π

2

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1

2
sin 2x

∣∣∣∣ であるから，
∣∣∣∣
1

2
sin 2x

∣∣∣∣の周期は
π

2

よって
∫ π

0

| sin x cos x| dx =

∫ π
2

0

sin 2x dx =

[
−1

2
cos 2x

]π
2

0

= 1

(2)

∫ 1
2

0

x3 + 2x2 − 3

x2 − 1
dx =

∫ 1
2

0

(
x + 2 +

1

x + 1

)
dx

=

[
1

2
x2 + 2x + log(x + 1)

] 1
2

0

=
9

8
+ log

3

2

(3)

∫ 1

0

1√
4− x2

dxで x = 2 sin θとおくと
x 0 −→ 1

θ 0 −→ π
6

dx

dθ
= 2 cos θ

したがって
∫ 1

0

1√
4− x2

dx =

∫ π
6

0

1√
4− 4 sin2 θ

·2 cos θ dθ

=

∫ π
6

0

dθ =

[
θ

]π
6

0

=
π

6∫ 1

0

√
3

4− 3x2
dx で x =

2√
3

sin θとおくと

x 0 −→ 1

θ 0 −→ π
3

dx

dθ
=

2√
3

cos θ

したがって
∫ 1

0

√
3

4− 3x2
dx =

∫ π
3

0

√
3

4− 4 sin2 θ
· 2√

3
cos θ dθ

=

∫ π
3

0

dθ =

[
θ

]π
3

0

=
π

3

よって
∫ 1

0

(
1√

4− x2
+

√
3

4− 3x2

)
dx =

π

6
+

π

3
=

π

2

(4)

∫ 2

1

x3 log x dx =

∫ 2

1

(
x4

4

)′
log x dx =

[
x4

4
log x

]2

1

−
∫ 2

1

x4

4
·1
x

dx

= 4 log 2−
[

x4

16

]2

1

= 4 log 2 − 15

16
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6.12 (1)

∫ 2

0

|x2 − 2 | dx = −
∫ log 2

0

(ex − 2) dx +

∫ 2

log 2

(ex − 2) dx

= −
[

ex − 2x

]log 2

0

+

[
ex − 2x

]2

log 2

= (e0 − 2·0) + (e2 − 2·2)− 2(elog 2 − 2 log 2)

= e2 + 4 log 2 − 7

(2)

∫ π
3

0

x sin2(2x) dx =

∫ π
3

0

(
1

2
x− 1

2
x cos 4x

)
dx

=

[
1

4
x2 − 1

8
x sin 4x− 1

32
cos 4x

]π
3

0

=
1

36
π2 +

√
3

48
π +

3

64

(3)

∫ e

1

√
1 + log x

x
dx =

∫ e

1

(1 + log x)
1
2 (1 + log x)′ dx

=

[
2

3
(1 + log x)

3
2

]e

1

=
2

3
(2

√
2 − 1)

(4)

∫ 4

2

2x3 + x2 − 2x + 2

x4 + x2 − 2
dx =

∫ 4

2

2x(x2 − 1) + (x2 + 2)

(x2 − 1)(x2 + 2)
dx

=

∫ 4

2

(
2x

x2 + 2
+

1

x2 − 1

)
dx

=

[
log(x2 + 2) +

1

2
log

x− 1

x + 1

]4

2

= 2 log 3 − 1

2
log 5

6.13

∫ π
2

− 3
2
π

sin |2x| dx =

∫ 0

− 3
2
π

sin(−2x) dx +

∫ π
2

0

sin 2x dx

=

[
1

2
cos 2x

]0

− 3
2
π

+

[
− 1

2
cos 2x

]π
2

0

= 2

6.14

∫ π
2

0

∣∣∣∣ cos x− 1

2

∣∣∣∣ dx =

∫ π
3

0

(
cos x− 1

2

)
dx +

∫ π
2

π
3

(
1

2
− cos x

)
dx

=

[
sin x− x

2

]π
3

0

+

[
x

2
− sin x

]π
2

π
3

=
√

3 − 1 − π

12

6.15

∫ π
4

0

x cos 2x dx =

[
1

2
x sin 2x +

1

4
cos 2x

]π
4

0

=
π

8
− 1

4
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6.16 I1 =

∫ π
4

0

tan x dx =

[
− log cos x

]π
4

0

=
1

2
log 2

I2 =

∫ π
4

0

tan2 x dx =

∫ π
4

0

(
1

cos2 x
− 1

)
dx =

[
tan x− x

]π
4

0

= 1 − π

4

I3 =

∫ π
4

0

tan3 x dx =

∫ π
4

0

tan2 x tan x dx =

∫ π
4

0

(
1

cos2 x
− 1

)
tan x dx

=

∫ π
4

0

(tan x)′ tan x dx−
∫ π

4

0

tan x dx =

[
1

2
tan2 x

]π
4

0

− I1 =
1

2
− 1

2
log 2

6.17 (1) f(x) = cos x− 1 +
x2

2
より

f 0(x) = − sin x + x, f 00(x) = − cos x + 1

(2) x = 0のとき，f ′′(x) = 0，f ′(0) = 0 であるから

x = 0のとき f ′(x) = f ′(0) すなわち f ′(x) = 0

ゆえに，x = 0のとき，f ′(x) = 0，f(0) = 0 であるから

x = 0のとき f(x) = f(0) すなわち f(x) = 0

(3)

∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 1

0

(
cos x− 1 +

x2

x

)
dx

=

[
sin x− x +

x3

6

]1

0

= sin 1− 5

6

(2)の結果から，x = 0のとき，f(x) = 0 であるから
∫ 1

0

f(x) dx = 0

したがって sin 1− 5

6
= 0 よって sin 1 = 5

6

6.18 (1) f(x) =
x

1 + x2
より

f ′(x) =
1·(1 + x2)− x·2x

(1 + x2)2
=

1− x2

(1 + x2)2

f ′′(x) =
−2x(1 + x2)2 − (1− x2)·2(1 + x2)·2x

(1 + x2)4
=

2x(x2 − 3)

(1 + x2)3

したがって，f(x)の増減表は次のようになる．
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x · · · −√3 · · · −1 · · · 0 · · · 1 · · · √
3 · · ·

f ′(x) − − − 0 + + + 0 − − −
f ′′(x) − 0 + + + 0 − − − 0 +

極小 極大
f(x) −

√
3

4
0

√
3

4−1
2

1
2

極大値 f(1) =
1

2
，極小値 f(−1) = −1

2
，

変曲点は

(
±√

3, ±
√

3

4

)
(複号同順)

グラフの概形は，右のようになる．

　

O

y

x1
−1

1
2

−1
2

(
√

3,
√

3
4

)

(−√3, −
√

3
4

)

(2) S(a) =

∫ a

0

f(x) dx =

[
1

2
log(x2 + 1)

]a

0

=
1

2
log(a2 + 1)

S(2a) = 2S(a) より
1

2
log(1 + 4a2) = 2·1

2
log(1 + a2)

ゆえに log(1 + 4a2) = log(1 + a2)2 したがって 1 + 4a2 = (1 + a2)2

整理すると a2(a2 − 2) = 0 a > 0 であるから a =
√

2

6.19 (1) f(x) = |x |√1− x2について

f(−x) = | − x|
√

1− (−x)2 = |x |
√

1− x2 = f(x)

したがって，f(x)は偶関数である．

x = 0において，f(x) = x
√

1− x2 であるから

f ′(x) =
√

1− x2 + x× −x√
1− x2

=
1− 2x2

√
1− x2

f(x)の増減は，次のようになる．

x −1 · · · − 1√
2

· · · 0 · · · 1√
2

· · · 1

f ′(x) + 0 − + 0 −
f(x) 0 ↗ 1

2
↘ 0 ↗ 1

2
↘ 0

よって x = ± 1√
2
のとき 最大値

1

2
x = 0, ± 1 のとき 最小値 0
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(2) f(x)は偶関数であるから

∫ 1

−1

f(x) dx = 2

∫ 1

0

f(x) dx

= 2

∫ 1

0

x
√

1− x2 dx

=

[
− 2

3
(1− x2)

3
2

]1

0

=
2

3

6.20 (1) f(x) = |ex − 1| とおくと

f(x) =

{
ex − 1 (x = 0)

−(ex − 1) (x < 0)

−1 5 a 5 0 のとき，a 5 0 5 a + 1 であるから

I(a) =

∫ a+1

a

f(x) dx = −
∫ 0

a

(ex − 1) dx +

∫ a+1

0

(ex − 1) dx

= −
[

ex − x

]0

a

+

[
ex − x

]a+1

0

= (ea − a) + (ea+1 − a− 1)− 2·1
= ea + ea+1 − 2a − 3

(2) a < −1のとき，a < a + 1 < 0 であるから

I(a) =

∫ a+1

a

f(x) dx = −
∫ a+1

a

(ex − 1) dx

= −
[

ex − x

]a+1

a

= ea − ea+1 + 1

0 < aのとき，0 < a < a + 1 であるから

I(a) =

∫ a+1

a

f(x) dx =

∫ a+1

a

(ex − 1) dx

=

[
ex − x

]a+1

a

= −ea + ea+1 − 1

a < −1のとき I ′(a) = ea − ea+1 = ea(1− e) < 0

0 < aのとき I ′(a) = −ea + ea+1 = ea(e− 1) > 0

−1 5 a 5 0 のとき I ′(a) = ea + ea+1 − 2 = (e + 1)
(
ea − 2

e+1

)
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ここで
2

e + 1
− 1

e
=

e− 1

e(e + 1)
> 0, 1− 2

e + 1
=

e− 1

e + 1
> 0

ゆえに
1

e
<

2

e + 1
< 1 すなわち −1 < log

2

e + 1
< 0

したがって −1 < a < log
2

e + 1
のとき I ′(a) < 0

log
2

e + 1
< a < 0のとき I ′(a) > 0

よって，I(a)を最小にする aの値は a = log
2

e + 1

6.21 f(x) = (ax + b cos x) sin x = ax sin x +
b

2
sin 2xを微分すると

f ′(x) = a sin x + ax cos x + b cos 2x

f ′(0) = 2より b = 2

このとき，f(x) = ax sin x + sin 2xとなるから

∫ π
2

0

f(x) dx =

∫ π
2

0

(ax sin x + sin 2x) dx

=

[
−ax cos x + a sin x− 1

2
cos 2x

]π
2

0

= a + 1

∫ π
2

0

f(x) dx = 4であるから

a + 1 = 4 これを解いて a = 3

6.22 0 5 α < β 5 π

2
であるから

S(t) =

∫ β

α

| sin x− sin t | dx

=

∫ t

α

(sin t− sin x) dx +

∫ β

t

(sin x− sin t) dx

=

[
x sin t + cos x

]t

α

+

[
− cos x− x sin t

]β

t

= 2(t sin t + cos t)− (α + β) sin t− cos α− cos β

これを微分すると S ′(t) = (2t− α− β) cos t
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したがって，S(t)の増減表は次のようになる．

t α · · · α+β
2

· · · β

S ′(t) − 0 +

S(t) ↘ 極小 ↗

よって，S(t)を最小にする tの値は t =
α + β

2

6.23 (1) f(x) = x2e−
x
a を微分すると

f ′(x) = 2xe−
x
a + x2

(
−1

a
e−

x
a

)

= −x

a
(x− 2a)e−

x
a

　
x · · · 0 · · · 2a · · ·

f ′(x) − 0 + 0 −
f(x) ↘ 極小 ↗ 極大 ↘

a > 0であるから，増減表は，右のようになる．

よって c = 2a

(2) (1)の結果から

∫ c

0

f(x) dx =

∫ 2a

0

x2e−
x
a dx

= −a

[
(x2 + 2ax + 2a2)e−

x
a

]2a

0

= 2a3

(
1 − 5

e2

)

解説 部分積分法により，次式が得られる．
∫

ekxf(x) dx =
ekx

k

{
f(x)− f ′(x)

k
+

f ′′(x)

k2
− f ′′′(x)

k3
+ · · ·

}
+ C

上式において k = −1

a
，f(x) = x2とすると

∫
x2e−

x
a dx = −ae−x(x2 + 2ax + 2a2) + C

6.24 (1) f(x) = x log x− xを微分すると

f ′(x) = log x + x·1
x
− 1 = log x
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(2) (1)の結果から f ′′(x) =
1

x
> 0

f(x)の増減表は次のようになる．

x 1 · · · e

f ′(x) +

f ′′(x) +

f(x) −1 0

　

O

y

x
1

−1

e

よって，y = f(x)のグラフは，右の図のようなる．

(3)

∫ e

1

f(x) dx =

∫ e

1

(x log x− x) dx

=

[
1

2
x2 log x− 3

4
x2

]e

1

=
1

4
(3 − e2)

6.25 (1) f(x) = (ax + b)exより f ′(x) = (ax + a + b)ex

f(x)は x = 2で極小値−1

3
e2をとるから，f(2) = −1

3
e2，f ′(2) = 0より

(2a + b)e2 = −1

3
e2, (3a + b)e2 = 0

したがって 2a + b = −1

3
，3a + b = 0 これを解いて a =

1

3
，b = −1

このとき f(x) =

(
1

3
x− 1

)
ex，f ′(x) =

(
1

3
x− 2

3

)
ex

f(x)の増減表は右のようになり，

条件をみたす．

よって a =
1

3
, b = −1

　
x · · · 2 · · ·

f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 極小 ↗

(2) f(x) =

(
1

3
x− 1

)
exより

∫ 4

0

f(x) dx =

∫ 4

0

(
1

3
x− 1

)
ex dx

=

[ (
1

3
x− 4

3

)
ex

]4

0

=
4

3

6.26 (1)

∫
t2et dt = (t2 − 2t + 2)et + C (Cは積分定数)

解説 kを定数とすると
∫

f(t)ektdt =
1

k

{
f(t)− f ′(t)

k
+

f ′′(t)
k2

− · · ·
}

ekt + C
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(2) (1)の結果を用いて

F (x) = −x +

∫ x

0

(xt− t2)et dt

= −x + x

∫ x

0

tet dx−
∫ x

0

t2et dt

= −x + x

[
(t− 1)et

]x

0

−
[

(t2 − 2t + 2)et

]x

0

= −x + x{(x− 1)ex + 1} − {
(x2 − 2x + 2)ex − 2

}

= (x− 2)ex + 2

F (x)を微分すると，F ′(x) = (x− 1)ex

ゆえに，F (x)の増減表は，次のようになる．

x 0 · · · 1 · · ·
F ′(x) − 0 +

F (x) 0 ↘ −e + 2 ↗
よって，x = 1のとき最小値−e + 2

6.27 (1) cos2 x =
1

1 + tan2 x
であるから

cos 2x = 2 cos2 x− 1 = 2× 1

1 + tan2 x
− 1 =

1− tan2 x

1 + tan2 x
=

1 − t2

1 + t2

t = tan xを xについて微分すると
dt

dx
=

1

cos2 x

よって
dx

dt
=

1

dt
dx

= cos2 x =
1

1 + tan2 x
=

1

1 + t2

(2) t = tan xとおくと，(1)の結果により
x 0 −→ π

4

t 0 −→ 1

∫ π
4

0

tan x

2− cos 2x
=

∫ 1

0

t

2− 1− t2

1 + t2

· dt

1 + t2
=

∫ 1

0

t

1 + 3t2
dt

=

[
1

6
log(1 + 3t2)

]1

0

=
1

6
log 4 =

1

3
log 2

(3) 与えられた関数の xと yを入れ替えると

x =
ey − e−y

2
ゆえに (ey)2 − 2xey − 1 = 0
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ey > 0に注意してこれを解くと ey = x +
√

x2 + 1

よって，求める逆関数は y = log(x +
√

x2 + 1)

(4) x =
et − e−t

2
より

√
x2 + 1 =

√(
et − e−t

2

)2

+ 1 =
et + e−t

2

dx

dt
=

et + e−t

2
=
√

x2 + 1

上式および (3)の結果により
∫

dx√
x2 + 1

=

∫
dt = t + C

= log(x +
√

x2 + 1) + C (Cは積分定数)

6.28 (1) 0 < a < 1のとき，0 5 x 5 π

2
において，cos ax > 0 であるから

f(a) =

∫ π
2

0

cos ax dx =

[
1

a
sin ax

]π
2

0

=
1

a
sin

πa

2

(2) (1)の結果を利用すると

lim
a→+0

f(a) = lim
a→+0

1

a
sin

πa

2
= lim

a→+0

sin
πa

2
πa

2

·π
2

=
π

2

(3) f(n) =

∫ π
2

0

| cos nx| dxについて，t = nxとおくと

dt

dx
= n，

x 0 −→ π
2

t 0 −→ n
2
π

したがって f(n) =
1

n

∫ n
2

π

0

| cos t| dt =
1

n

n∑

k=1

∫ k
2
π

k−1
2

π

| cos t| dt

k = 1, 2, · · · , nについて，
∫ k

2
π

k−1
2

π

| cos t| dt =

∫ π
2

0

| cos t| dt であるから

f(n) =
1

n

n∑

k=1

∫ π
2

0

| cos t| dt

=
1

n

n∑

k=1

∫ π
2

0

cos t dt

=
1

n

n∑

k=1

[
sin t

]π
2

0

=
1

n

n∑

k=1

=
1

n
·n = 1
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6.29 (1)

∫ log 7

0

f(x) dx =

∫ log 7

0

ex

1 + ex
dx

=

[
log(1 + ex)

]log 7

0

= log 8− log 2 = 2 log 2

(2) (1 + ex)f(x) = exであるから，この両辺を微分すると

exf(x) + (1 + ex)f ′(x) = ex

上式の両辺を 1 + exで割ると

ex

1 + ex
f(x) + f ′(x) =

ex

1 + ex
ゆえに {f(x)}2 + f ′(x) = f(x)

f ′(x) = f(x)− {f(x)}2 であるから a = 1，b = −1

(3) f(0) =
1

2
，f(log 7) =

7

8

(1)，(2)の結果を利用すると

∫ log 7

0

{f(x)}2 dx =

∫ log 7

0

f(x) dx−
∫ log 7

0

f ′(x) dx

= 2 log 2−
[

f(x)

]log 7

0

= 2 log 2−
(

7

8
− 1

2

)
= 2 log 2 − 3

8

(4) (2)の結果から，{f(x)}3 = {f(x)}2 − f(x)f ′(x)であるから

∫ log 7

0

{f(x)}3 dx =

∫ log 7

0

{f(x)}2 dx−
∫ log 7

0

f(x)f ′(x) dx

= 2 log 2− 3

8
− 1

2

[
{f(x)}2

]log 7

0

= 2 log 2− 3

8
− 1

2

{(
7

8

)2

−
(

1

2

)2
}

= 2 log 2 − 81

128

6.30 (1) 証明する不等式を (A)とする．

x = 0のとき，(A)は自明であるので，x > 0について，(A)が成り立つこ
とを示す．
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［1］0 5 t 5 xとすると，et = 1であるから
∫ x

0

et dt >

∫ x

0

dt ゆえに ex − 1 > x

したがって ex > x

よって，n = 1のとき，(A)が成り立つ．

［2］n = kのとき，(A)が成り立つと仮定すると
∫ x

0

et dt >

∫ x

0

tk

k!
dt ゆえに ex − 1 >

xk+1

(k + 1)!

したがって ex >
xk+1

(k + 1)!

よって，n = k + 1のときも (A)は成り立つ．

［1］,［2］から，すべての自然数 nに対して，(A)が成り立つ．

補足 上の証明において，実際は，n = 1のとき，ex > 1 + x が成り立つ．

x > 0のとき，次式が成り立つことが，上と同様にして導かれる．

ex > 1 + x +
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!

(2) (1)の結果より，x > 0のとき ex >
x3

3!

ゆえに 0 < x2e−x <
6

x

lim
x→∞

6

x
= 0であるから，はさみうちの原理により

lim
x→∞

x2e−x = 0

(3) y = xe−xを微分すると y′ = (1− x)e−x

曲線 y = xe−xの点 (a, ae−a)における接線の方程式は

y − ae−a = (1− a)e−a(x− a) すなわち y = e−a{(1− a)x + a2}

Pの座標は，これに y = 0を代入して
(

a2

a− 1
, 0

)

曲線 y = xe−xの点 (a, ae−a)における法線の方程式は

y − ae−a =
ea

a− 1
(x− a) すなわち y =

ea

a− 1
(x− a) + ae−a

Qの座標は，これに y = 0を代入して (a− a(a− 1)e−2a, 0)
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P，Qの x座標を，それぞれ xp，xqとすると

xp − xq =
a2

a− 1
− {a− a(a− 1)e−2a}

= 1 +
1

a− 1
+ a(a− 1)e−2a

= 1 +
1

a− 1
+

(
1− 1

a

)
·a2e−a·e−a

l(a) = |xp − xq|であることと，(2)の結果から lim
a→∞

a2e−a = 0であること

に注意して
lim
a!1

l(a) = 1

6.31 (1) f(x) = x 2−xを微分すると

f ′(x) = 2−x − x 2−x log 2 = 2−x(1− x log 2)

f ′(x) = 0 とすると x =
1

log 2

f(x)の増減は，次の表のようになる．

x · · · 1
log 2

· · ·
f ′(x) + 0 −

極大
f(x) ↗ ↘1

e log 2

また lim
x→−∞

f(x) = −∞
lim

x→∞
f(x) = 0

　

O

y

x1 2

1
2

1
e log 2

1
log 2

f(t) = f(t + 1) を解くと t 2−t = (t + 1)2−(t+1) ゆえに t = 1

t < 1 のとき g(t) = f(t) すなわち g(t) = t 2−t

t = 1 のとき g(t) = f(t + 1) すなわち g(t) = (t + 1) 2−(t+1)

よって g(t) =

{
t 2`t (t < 1)

(t + 1) 2`(t+1) (t = 1)
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(2) (1)の結果から
∫ 2

0

g(t) dt =

∫ 1

0

t 2−t dt +

∫ 2

1

(t + 1) 2−(t+1) dt

=

∫ 1

0

t 2−t dt +

∫ 3

2

t 2−t dt

=

[
− t 2−t

log 2
− 2−t

(log 2)2

]1

0

+

[
− t 2−t

log 2
− 2−t

(log 2)2

]3

2

=

{
− 1

2 log 2
+

1

2(log 2)2

}
+

{
1

8 log 2
+

1

8(log 2)2

}

= − 3

8 log 2
+

5

8(log 2)2

6.32 (1) f(t) = α より，
et + e−t

2
= α であるから，e2t − 2αet + 1 = 0を解いて

et = α±
√

α2 − 1 すなわち t = log(α±
√

α2 − 1)

条件により，α > 1 であるから

α +
√

α2 − 1 > 1

α−
√

α2 − 1 =
1

α +
√

α2 − 1
< 1

よって，f(t) = αを満たす正の解 T は T = log(α +
√

α2 − 1 )

(2) x = f(t) =
et + e−t

2
より

dx

dt
=

et − e−t

2

x 1 −→ α

t 0 −→ T

また，y = f ′(t)より y =
et − e−t

2
であるから

I =

∫ α

1

y dx =

∫ T

0

(
et − e−t

2

)(
et − e−t

2

)
dt

=
1

4

∫ T

0

(e2t + e−2t − 2)dt

=
1

4

[
1

2
e2t − 1

2
e−2t − 2t

]T

0

=
1

8
(e2T − e−2T )− 1

2
T

ここで，(1)の結果から

eT = α +
√

α2 − 1, e−T =
1

α +
√

α2 − 1
= α−

√
α2 − 1

e2T − e−2T = (eT + e−T )(eT − e−T )

= 2α·2
√

α2 − 1 = 4α
√

α2 − 1
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よって I =
1

2
{α

√
α2 − 1 − log(α +

√
α2 − 1 )}

別解 (1)の結果から，0 5 t 5 T のとき，y =
et − e−t

2
> 0

また x2− y2 =

(
et + e−t

2

)2

−
(

et − e−t

2

)2

= 1 ゆえに y =
√

x2 − 1

ここで {log(x +
√

x2 − 1 )}′ = 1√
x2 − 1

(x
√

x2 − 1 )′ =
√

x2 − 1 +
x2

√
x2 − 1

= 2
√

x2 − 1 +
1√

x2 − 1

したがって {x√x2 − 1− log(x +
√

x2 − 1 )}′ = 2
√

x2 − 1

よって I =

∫ α

1

y dx =

∫ α

1

√
x2 − 1 dx

=
1

2

[
x
√

x2 − 1− log(x +
√

x2 − 1)

]α

1

=
1

2
{α√α2 − 1− log(α +

√
α2 − 1 )}

6.33 (1) x = tyとおくと dx = tdy

xと yの対応は右のようになる．

　

x 1 −→ t

y t−1−→ 1

よって f(t) =

∫ t

1

log x

x + t
dx =

∫ 1

t−1

log ty

ty + t
tdy =

∫ 1

t−1

log ty

y + 1
dy

= log t

∫ 1

t−1

1

y + 1
dy +

∫ 1

t−1

log y

y + 1
dy

(2)
log y

y + 1
の原始関数を F (y)とすると

∫ 1

t−1

log y

y + 1
dy = F (1)− F (t−1)

F ′(y) =
log y

y + 1
であるから

d

dt

∫ 1

t−1

log y

y + 1
dy =

d

dt
{F (1)− F (t−1)} = −F ′(t−1)·(t−1)′

= − log t−1

t−1 + 1
·(−t−2) = − log t

t(t + 1)
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(3)

∫ 1

t−1

1

y + 1
dy =

[
log(y + 1)

]1

t−1

= log
2

t−1 + 1
= log

2t

t + 1

また
d

dt

∫ 1

t−1

1

y + 1
dy =

d

dt

[
log(y + 1)

]1

t−1

=
d

dt
log

2

t−1 + 1
=

d

dt
{log 2− log(t−1 + 1)}

= − 1

t−1 + 1
(t−1)′ = − 1

t−1 + 1
·
(
− 1

t2

)
=

1

t(t + 1)

(2)および上の結果を利用して微分すると

f ′(t) =
1

t

∫ 1

t−1

1

y + 1
dy + log t

{
d

dt

∫ 1

t−1

1

y + 1
dy

}
+

d

dt

∫ 1

t−1

log y

y + 1
dy

=
1

t
log

2t

t + 1
+ log t× 1

t(t + 1)
− log t

t(t + 1)

=
1

t
log

2t

t + 1

(4) t > 0より (3)の結果から

2t

t + 1
< 1 すなわち 0 < t < 1のとき f ′(t) < 0

2t

t + 1
> 1 すなわち 1 < tのとき f ′(t) > 0

したがって，f(t)の増減表は，次のようになる．

t (0) · · · 1 · · ·
f ′(t) − 0 +

f(t) ↘ 0 ↗
よって t = 1のとき極小値 0

6.34 (1) n = 2，f(x) = (1− x)3xn を微分すると

f ′(x) = 3(1− x)2(−1)·xn + (1− x)3 ·nxn−1

= (1− x)2xn−1{n− (n + 3)x}

nが奇数のとき
x · · · 0 · · · n

n+3
· · · 1 · · ·

f ′(x) + 0 + 0 − 0 −
極大

f(x) ↗ 0 ↗ ↘ 0 ↘27nn

(n+3)n+3
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nが偶数のとき
x · · · 0 · · · n

n+3
· · · 1 · · ·

f ′(x) − 0 + 0 − 0 −
極小 極大

f(x) ↘ ↗ ↘ 0 ↘
0 27nn

(n+3)n+3

nが奇数のとき x =
n

n + 3
で極大値

27nn

(n + 3)n+3

nが偶数のとき x = 0で極小値 0，

x =
n

n + 3
で極大値

27nn

(n + 3)n+3

(2)

an =

∫ 1

0

(1− x)3xn dx

=

∫ 1

0

(xn − 3xn+1 + 3xn+2 − xn+3) dx

=

[
1

n + 1
xn+1 − 3

n + 2
xn+2 +

3

n + 3
xn+3 − 1

n + 4
xn+4

]1

0

=
1

n + 1
− 3

n + 2
+

3

n + 3
− 1

n + 4

(3)

an =
1

n + 1
− 3

n + 2
+

3

n + 3
− 1

n + 4

=

(
1

n + 1
− 1

n + 2

)
− 2

(
1

n + 2
− 1

n + 3

)
+

(
1

n + 3
− 1

n + 4

)

であるから

∞∑
n=1

(
1

n + 1
− 1

n + 2

)
=

1

1 + 1
=

1

2

∞∑
n=1

(
1

n + 2
− 1

n + 3

)
=

1

1 + 2
=

1

3

∞∑
n=1

(
1

n + 3
− 1

n + 4

)
=

1

1 + 3
=

1

4

よって
∞∑

n=1

an =
1

2
− 2× 1

3
+

1

4
=

1

12
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6.35 (1) g(t) = t6 + 2t3 − 3とし，この関数の原始関数をG(t)とすると

f(x) =

∫ p

p−x

g(t)dt =

[
G(t)

]p

p−x

= G(p)−G(p− x) · · · 1©

1©を xについて微分すると

f ′(x) = 0−G′(p− x)·(p− x)′

= −g(p− x)·(−1)

= g(p− x)

= (p− x)6 + 2(p− x)3 − 3

= {(p− x)3 + 1}2 − 4

よって f ′(x)が最小となるのは

(p− x)3 + 1 = 0 すなわち x = p + 1

のときである．

(2) 1©に x = p + 1を代入すると f(p + 1) = G(p)−G(−1) · · · 2©
2©より f(p + 1)が最小となるのはG(p)が最小となるときであるから

G′(p) = g(p) = p6 + 2p3 − 3

= (p3 − 1)(p3 + 3)

= (p− 1)(p2 + p + 1)(p3 + 3)

G(p)の p > 0における増減表は，次のようになる．

p 0 · · · 1 · · ·
G′(p) − 0 +

G(p) ↘ 極小 ↗
よって p = 1のとき最小となり，求める最小値は 2©から

G(1)−G(−1) =

∫ 1

−1

g(t) dt =

∫ 1

−1

(t6 + 2t3 − 3) dt

= 2

∫ 1

0

(t6 − 3) dt

= 2

[
t7

7
− 3t

]1

0

= −40

7
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6.36 (1) r = f(θ)とおくと，右の図から

(1− r) sin
θ

2
= r · · · 1©

ゆえに r =
sin θ

2

1 + sin θ
2

よって f(θ) =
sin „

2

1 + sin „
2

　

1− r
r

1

θ
2

(2) 0 <
θ

2
<

π

2
であるから sin

θ

2
> 0，cos

θ

2
> 0

また，r > 0であるから， 1©より 1− r > 0

1©の両辺を θで微分すると

−r′ sin
θ

2
+

1

2
(1− r) cos

θ

2
= r′

ゆえに
(

1 + sin
θ

2

)
r′ =

1

2
(1− r) cos

θ

2
· · · 2©

2©において，1 + sin
θ

2
> 0，1− r > 0，cos

θ

2
> 0であるから r′ > 0

さらに， 2©の両辺を θで微分すると

1

2
r′ cos

θ

2
+

(
1 + sin

θ

2

)
r′′ = −1

2
r′ cos

θ

2
− 1

4
(1− r) sin

θ

2

ゆえに
(

1 + sin
θ

2

)
r′′ = −

{
r′ cos

θ

2
+

1

4
(1− r) sin

θ

2

}

上式において r′ > 0，1− r > 0，sin
θ

2
> 0，cos

θ

2
> 0であるから r′′ < 0

したがって 0 <
θ

2
<

π

2
において r′ > 0，r′′ < 0

よって 0 < θ < πの範囲で，f(θ)は単調増加，f ′(θ)は単調減少．

補足 f ′(θ) =
cos θ

2

2
(
1 + sin θ

2

)2 > 0，f ′′(θ) =
sin θ

2
− 2

4
(
1 + sin θ

2

)2 < 0
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(3) x =
θ

2
とおくと

dθ

dx
= 2

θ π
3
→ π

2

x π
6
→ π

4

∫ π
2

π
3

f(θ) dθ =

∫ π
2

π
3

sin θ
2

1 + sin θ
2

dθ = 2

∫ π
4

π
6

sin x

1 + sin x
dx

= 2

∫ π
4

π
6

sin x(1− sin x)

(1 + sin x)(1− sin x)
dx

= 2

∫ π
4

π
6

cos2 x + sin x− 1

cos2 x
dx

= 2

∫ π
4

π
6

(
1 +

sin x

cos2 x
− 1

cos2 x

)
dx

= 2

[
x +

1

cos x
− tan x

]π
4

π
6

=
π

6
− 2 + 2

√
2 − 2

√
3

3

6.37 (1) 円 x2 + (y − 1)2 = 1の中心 (1, 0)をCとおくと

−→
CQ =

(
cos

(
θ − π

2

)
, sin

(
θ − π

2

))
= (sin θ,− cos θ)

したがって
−→
OQ =

−→
OC+

−→
CQ = (0, 1)+(sin θ,− cos θ) = (sin θ, 1−cos θ)

よって Q(sin θ, 1 − cos θ)

(2) QP =

)

OQ= θ，
−→
QPの向きは，

−→
CQを−π

2
だけ回転させたものであるから

−→
QP = QP

(
sin

(
θ − π

2

)
, − cos

(
θ − π

2

))
= θ(− cos θ,− sin θ)

したがって
−→
OP =

−→
OQ +

−→
QP

= (sin θ, 1− cos θ) + θ(− cos θ,− sin θ)

= (sin θ − θ cos θ, 1− cos θ − θ sin θ)

よって P(sin θ − θ cos θ, 1 − cos θ − θ sin θ)

(3) (2)の結果から，f(θ) = 1− cos θ − θ sin θであるから

f ′(θ) = sin θ − sin θ − θ cos θ = −θ cos θ

したがって，f(θ)の増減表は
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θ 0 · · · π
2

· · · π

f ′(θ) − 0 +

f(θ) 0 ↘ 1− π
2

↗ 2

よって，θ = πのとき最大値 2，θ =
π

2
のとき最小値 1 − π

2

(4) (2)の結果により
∫ π

2

0

f(θ) dθ =

∫ π
2

0

(1− cos θ − θ sin θ) dθ

=

[
θ − sin θ

]π
2

0

+

∫ π
2

0

θ(cos θ)′ dθ

=
π

2
− 1 +

[
θ cos θ

]π
2

0

−
∫ π

2

0

cos θ dθ

=
π

2
− 1−

[
sin θ

]π
2

0

=
π

2
− 2

6.38 (1) f(x) =
1

2
x +

∫ 2x

1

(3t− 4x)t log t dt

=
1

2
x + 3

∫ 2x

1

t2 log t dt− 4x

∫ 2x

1

t log t dt · · · 1©

これを微分すると

f ′(x) =
1

2
+ 3·2·(2x)2 log 2x− 4

∫ 2x

1

t log t dt− 4x·2·2x log 2x

=
1

2
+ 8x2 log 2x− 4

∫ 2x

1

t log t dt · · · 2©

ここで
∫ 2x

1

t log t dt =
1

2

∫ 2x

1

(t2)′ log t dt

=
1

2

[
t2 log t

]2x

1

− 1

2

∫ 2x

1

t dt

=
1

2
(2x)2 log 2x− 1

4

[
t2

]2x

1

= 2x2 log 2x− x2 +
1

4
· · · 3©

3©を 2©に代入すると

f ′(x) =
1

2
+ 8x2 log 2x− 4

(
2x2 log 2x− x2 +

1

4

)

= 4x2 − 1

2
· · · 4©
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f ′(x) = 0のとき 4x2 − 1

2
= 0 x > 0に注意して x =

√
2

4

(2) 4©を積分すると f(x) =
4

3
x3 − x

2
+ C (Cは積分定数)

1©より，f

(
1

2

)
=

1

4
であるから，上式に x =

1

2
を代入すると

1

6
− 1

4
+ C =

1

4
ゆえに C =

1

3
よって f(x) =

4

3
x3 − x

2
+

1

3

増減表は右のようになるから

x =

√
2

4
のとき極小値

4 − √
2

12

　
x (0) · · ·

√
2

4
· · ·

f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 極小 ↗

解説 関数 f(x)の原始関数の 1つを F (x)とすると

∫ g(x)

a

f(t) dt =

[
F (t)

]g(x)

a

= F (g(x))− F (a)

これを xで微分すると

d

dx

∫ g(x)

a

f(t) dt = F ′(g(x))g′(x) = f(g(x))g′(x)

本題では
d

dx

∫ 2x

1

f(t) dt = f(2x)·(2x)′ = 2f(2x)

6.39 (1)

∫ π

−π

x sin x dx = 2

∫ π

0

x sin x dx = 2

∫ π

0

x(− cos x)′ dx

= 2

[
−x cos x

]π

0

− 2

∫ π

0

(− cos x) dx

= 2π + 2

[
sin x

]π

0

= 2π

(2)

∫ π

−π

sin 2x sin 3x dx = 2

∫ π

0

sin 2x sin 3x dx

=

∫ π

0

(− cos 5x + cos x) dx

=

[
−1

5
sin 5x + sin x

]π

0

= 0
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(3) m = nのとき

(与式) = 2

∫ π

0

sin2 mxdx

=

∫ π

0

(1− cos 2mx) dx

=

[
x− 1

2m
sin 2mx

]π

0

= π

m 6= nのとき

(与式) = 2

∫ π

0

sin mx sin nx dx

=

∫ π

0

{− cos(m + n)x + cos(m− n)x} dx

=

[
− 1

m + n
sin(m + n)x +

1

m− n
sin(m− n)x

]π

0

= 0

(4) (3)の結果を利用すると

∫ π

−π

(
2013∑

k=1

sin kx

)2

dx =

∫ π

−π

(
2013∑
m=1

sin mx

)(
2013∑
n=1

sin nx

)
dx

=
2013∑
m=1

∫ π

−π

sin2 mxdx

=
2013∑
m=1

π = 2013π

6.40 (1) 与式から sin x−√3 cos x < 0

左辺の三角関数を合成すると

2 sin
(
x− π

3

)
< 0

よって sin
(
x− π

3

)
< 0 · · · 1©

−π 5 x 5 π のとき

−4

3
π 5 x− π

3
5 2

3
π

であるから，この範囲で 1©を解くと

−π < x− π

3
< 0 すなわち −2

3
π < x <

π

3
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(2) (1)の結果から

−π

3
5 x 5 π

6
において

√
3 cos x− sin x > 0

ゆえに
∫ π

6

−π
3

∣∣∣∣
4 sin x√

3 cos x− sin x

∣∣∣∣ dx

=−
∫ 0

−π
3

4 sin x√
3 cos x− sin x

dx +

∫ π
6

0

4 sin x√
3 cos x− sin x

dx · · · 2©

ここで
4 sin x = a(

√
3 cos x− sin x) + b(

√
3 cos x− sin x)′

をみたす定数 a，bを求める．上式の右辺は

4 sin x = a(
√

3 cos x− sin x) + b(−
√

3 sin x− cos x)

= (−a−
√

3 b) sin x + (
√

3 a− b) cos x

係数を比較して 4 = −a−√3 b，0 =
√

3 a− b

これを解いて a = −1, b = −√3

ゆえに
4 sin x√

3 cos x− sin x
= −1−√3× (

√
3 cos x− sin x)′√
3 cos x− sin x

したがって

−
∫ 0

−π
3

4 sin x√
3 cos x− sin x

dx

=−
∫ 0

−π
3

{
−1−

√
3× (

√
3 cos x− sin x)′√
3 cos x− sin x

}
dx

=−
[
−x−

√
3 log

∣∣√3 cos x− sin x
∣∣
]0

−π
3

=
π

3
· · · 3©

∫ π
6

0

4 sin x√
3 cos x− sin x

dx

=

∫ π
6

0

{
−1−

√
3× (

√
3 cos x− sin x)′√
3 cos x− sin x

}
dx

=

[
−x−

√
3 log

∣∣√3 cos x− sin x
∣∣
]π

6

0

= −π

6
+

√
3

2
log 3 · · · 4©

3©， 4©を 2©に代入して
∫ π

6

−π
3

∣∣∣∣
4 sin x√

3 cos x− sin x

∣∣∣∣ dx =
π

6
+

√
3

2
log 3
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別解 (1)の結果から

−π

3
5 x 5 π

6
において

√
3 cos x− sin x > 0

ゆえに

I =

∫ π
6

−π
3

∣∣∣∣
4 sin x√

3 cos x− sin x

∣∣∣∣ dx

=−
∫ 0

−π
3

4 sin x√
3 cos x− sin x

dx +

∫ π
6

0

4 sin x√
3 cos x− sin x

dx

=

∫ 0

−π
3

2 sin x

sin
(
x− π

3

) dx−
∫ π

6

0

2 sin x

sin
(
x− π

3

) dx

ここで，t = x− π

3
とおくと

dt

dx
= 1

2 sin x = 2 sin
(
t +

π

3

)
= sin t +

√
3 cos t

　

x −π
3
→ 0 → π

6

t −2
3
π → −π

3
→ −π

6

したがって

I =

∫ −π
3

− 2
3
π

(
1 +

√
3·cos t

sin t

)
dt−

∫ −π
6

−π
3

(
1 +

√
3·cos t

sin t

)
dt

=

[
t +

√
3 log | sin t|

]−π
3

− 2
3
π

−
[

t +
√

3 log | sin t|
]−π

6

−π
3

=
π

3
−

(
π

6
+
√

3 log
1√
3

)

=
π

6
+

√
3

2
log 3

6.41 (1) (x− 1)2 +
y2

b2
= 1に x = r cos θ，y = r sin θ

を代入して整理すると

(r cos θ − 1)2 +
(r sin θ)2

b2
= 1

r2 cos2 θ − 2r cos θ +
r2 sin2 θ

b2
= 0

r
{
r
(
b2 cos2 θ + sin2 θ

)− 2b2 cos θ
}

= 0

したがって

r = 0 または r =
2b2 cos θ

b2 cos2 θ + sin2 θ

　

O

y

x
θ

1 2

−b

b P

r
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上式の第 2式は，cos θ = 0のとき r = 0であるから，Eを表す極方程式を
次のように定めてよい．

f(θ) =
2b2 cos θ

b2 cos2 θ + sin2 θ

(2) (1)より，Eは，一般性を失うことなく，次のように定めることができる．

f(θ) =
2b2 cos θ

(b2 − 1) cos2 θ + 1

(
−π

2
5 θ 5 π

2

)

f(θ)の最大値について，次の 3つに場合分けする．

i) b2 − 1 < 0 のとき

b2 5 (b2 − 1) cos2 θ + 1 5 1, 0 5 2b2 cos θ 5 2b2

θ = 0で (b2 − 1) cos2 θ + 1 = b2，2b2 cos θ = 2b2であるから，f(θ)は，
点 (2, 0)で最大値をとり，これは条件に反する

ii) b2 − 1 = 0 のとき f(θ) = 2 cos θ

θ = 0すなわち点 (2, 0)で f(θ)は最大となり，これも条件に反する．

iii) b2 − 1 > 0のとき，f(θ)は，θ = ±π

2
で最小値をとる．u = cos θとお

くと，点 (2, 0)以外で最大値をもつので，0 < u < 1の範囲で，次式
が最大値をもつための条件を求めればよい．

f(θ) =
2b2 cos θ

(b2 − 1) cos2 θ + 1
=

2b2u

(b2 − 1)u2 + 1
=

2b2

(b2 − 1)u +
1

u

g(u) = (b2 − 1)u +
1

u
とおくと，g(u)が 0 < u < 1で最小値もつため

の条件を求めればよい．

g′(u) = b2 − 1− 1

u2
=

b2 − 1

u2

(
u +

1√
b2 − 1

)(
u− 1√

b2 − 1

)

g(u)の増減は，右のように，b

は次式を満たせばよい．

0 <
1√

b2 − 1
< 1

　
u 0 · · · 1√

b2 − 1
· · · 1

g′(u) − 0 +

g(u) ↘ 極小 ↗

b > 0に注意して，これを解くと b >
√

2

(3) (2)の結果より cos θ0 =
1√

b2 − 1
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また，0 < θ0 <
π

2
であるから sin θ0 =

√
b2 − 2

b2 − 1

∫ θ0

0

f(θ) dθ =

∫ θ0

0

2b2 cos θ

b2 − (b2 − 1) sin2 θ
dθ

t =
√

b2 − 1 sin θとすると
dt

dθ
=
√

b2 − 1 cos θ

θと tの対応は，右のようになる．よって

θ 0 −→ θ0

t 0 −→ √
b2 − 2

∫ θ0

0

f(θ)dθ =
b√

b2 − 1

∫ √
b2−2

0

2b

b2 − t2
dt

=
b√

b2 − 1

∫ √
b2−2

0

(
1

b + t
+

1

b− t

)
dt

=
b√

b2 − 1

[
log

∣∣∣∣
b + t

b− t

∣∣∣∣
]√b2−2

0

=
b√

b2 − 1
log

b +
√

b2 − 2

b − √
b2 − 2

6.42 (1) 漸化式により

f1(x) = 1−
∫ x

0

tf0(t) dt = 1−
∫ x

0

t dt

= 1 − 1

2
x2

f2(x) = 1−
∫ x

0

tf1(t) dt = 1−
∫ x

0

t

(
1− 1

2
t2

)
dt

= 1 − 1

2
x2 +

1

8
x4

f3(x) = 1−
∫ x

0

tf2(t) dt = 1−
∫ x

0

t

(
1− 1

2
t2 +

1

8
t4

)
dt

= 1 − 1

2
x2 +

1

8
x4 − 1

48
x6

(2) (1)の結果から

fn(x)− fn−1(x) =

(
−1

2

)n

·x
2n

n!
· · · (∗)

と推測し，これを数学的帰納法により証明する．

［1］n = 1のとき，(1)の結果から (∗)が成り立つ．
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［2］n = kのとき，(∗)が成り立つ，すなわち

fk(x)− fk−1(x) =

(
−1

2

)k

·x
2k

k!

であると仮定すると

fk+1(x)− fk(x) = 1−
∫ x

0

tfk(t) dt−
(

1−
∫ x

0

tfk−1(t) dt

)

= −
∫ x

0

t(fk(t)− fk−1(t))dt

= −
∫ x

0

t·
(
−1

2

)k
t2k

k!
dt

=

(
−1

2

)k+1

· x2(k+1)

(k + 1)!

したがって，n = k + 1のときも (∗)が成り立つ．
［1］,［2］から，n = 1のすべて自然数 nについて，(∗)が成り立つ．

(3) (1)の結果より

f1(1) =
1

2
, f2(1) =

5

8
, f3(1) =

29

48

したがって，n = 1, 2, 3のとき

1

2
5 fn(1) 5 5

8
· · · (∗∗)

が成り立つ．

(∗)より，n = 4のとき

|fn(1)− fn−1(1)| =
(

1

2

)n
1

n!
5 1

4!

(
1

2

)n

上式より

n∑

k=4

|fk(1)− fk−1(1)| 5 1

4!

n∑

k=4

(
1

2

)k

=
1

4!

{(
1

2

)3

−
(

1

2

)n
}

<
1

192

ここで

n∑

k=4

|fk(1)− fk−1(1)| =
∣∣∣∣∣

n∑

k=4

(fk(1)− fk−1(1))

∣∣∣∣∣ = |fn(1)− f3(1)|
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上の 2式から |fn(1)− f3(1)| < 1

192

したがって，n = 4のとき

f3(1)− 1

192
< fn(1) < f3(1) +

1

192
29

48
− 1

192
< fn(1) <

29

48
+

1

192
1

2
<

115

192
< fn(1) <

117

192
<

5

8

よって，n = 1のとき，(∗∗)が成り立つ．

6.43 (1) f(x) =

∫ π
4
−x

x

log4(1 + tan t) dt
(
0 5 x 5 π

8

)
を xについて微分すると

f ′(x) = log4

{
1 + tan

(π

4
− x

)}
·
(π

4
− x

)′
− log4(1 + tan x)·(x)′

= − log4

{
1 + tan

(π

4
− x

)}
− log4(1 + tan x)

= − log4

{
1 +

tan π
4
− tan x

1 + tan π
4

tan x

}
− log4(1 + tan x)

= − log4

2

1 + tan x
− log4(1 + tan x)

= − log4 2 = −1

2

(2) f
(π

8

)
=

∫ π
4
−π

8

π
8

log4(1 + tan t) dt = 0

上式および (1)の結果から

f(x) = f
(π

8

)
+

∫ x

π
8

f ′(t) dt

= 0 +

∫ x

π
8

(
−1

2

)
dt = −1

2

(
x− π

8

)

よって f(0) = −1

2

(
0− π

8

)
=

π

16

(3) (2)の結果から a1 = f(0) =
π

16
，an+1 = −1

2
an +

π

16
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ゆえに an+1 − π

24
= −1

2

(
an − π

24

)

数列
{

an − π

24

}
は初項 a1 − π

24
，公比−1

2
の等比数列であるから

an − π

24
=

(
−1

2

)n−1 (
a1 − π

24

)

よって an =
π

24
+

π

48

(
−1

2

)n−1

=
π

24

{
1 −

(
−1

2

)n}

6.44 (1) xの値に対して，次式を満たす θ (−π
2

< θ < π
2
)をとる．

sin θ =
ax√

1 + a2x2

このとき，cos θ =
1√

1 + a2x2
であるから

sin t− ax cos t =
√

1 + a2x2 sin(t− θ)

したがって

f(x) =

∫ π
2

0

∣∣ sin t− ax cos t
∣∣ dt

=
√

1 + a2x2

∫ π
2

0

∣∣ sin(t− θ)
∣∣ dt

i) x = 0のとき，0 5 θ < π
2
であるから

f(x) =
√

1 + a2x2

{∫ θ

0

{− sin(t− θ)} dt +

∫ π
2

θ

sin(t− θ) dt

}

=
√

1 + a2x2

{[
cos(t− θ)

]θ

0

+

[
− cos(t− θ)

]π
2

θ

}

=
√

1 + a2x2(2− sin θ − cos θ)

= 2
√

1 + a2x2 − ax− 1

ii) x < 0のとき，−π
2

< θ < 0であるから

f(x) =
√

1 + a2x2

∫ π
2

0

sin(t− θ) dt

=
√

1 + a2x2

[
− cos(t− θ)

]π
2

0

=
√

1 + a2x2 (− sin θ + cos θ)

= −ax + 1
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i)，ii)より f(x) =

{
2
√

1 + a2x2 − ax − 1 (x = 0)

−ax + 1 (x < 0)

(2) x < 0で f(x)は単調減少．

x = 0のとき

f ′(x) =
2a2x√

1 + a2x2
− a =

a(2ax−√1 + a2x2)√
1 + a2x2

=
a(3a2x2 − 1)√

1 + a2x2(2ax +
√

1 + a2x2)

したがって，f(x)の増減表は，次のようになる．

x · · · 0 · · · 1√
3a

· · ·
f ′(x) − − 0 +

極小
f(x) ↘ 1 ↘ ↗

　
√

3− 1

よって，x =
1√
3a
のとき最小値

√
3 − 1をとる．

別解 x < 0において，f(x)は単調減少であるから，x = 0において，f(x)の最
小値を調べればよい．(1)により

√
1 + a2x2 =

1

cos θ
, ax = tan θ

ここで，g(θ) = f(x)とおくと

g(θ) =
2

cos θ
− tan θ − 1

(
0 5 θ <

π

2

)

g′(θ) =
2 sin θ − 1

cos2 θ

したがって，g(θ)の増減表は，次のようになる．

θ 0 · · · π
6

· · · π
2

g′(θ) − 0 +

極小
g(θ) 1 ↘ ↗

　
√

3− 1

また，ax = tan θにより，θ =
π

6
のとき x =

1√
3a

よって，x =
1√
3a
のとき最小値

√
3 − 1をとる．
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6.45 (1) f(x) =

∫ 1

0

e|t−x|dt

i) x 5 0 のとき

f(x) =

∫ 1

0

et−x dt =

[
et−x

]1

0

= e1−x − e−x

ii) 0 5 x 5 1 のとき

f(x) =

∫ x

0

e−t+x dt +

∫ 1

x

et−x dx =

[
−e−t+x

]x

0

+

[
et−x

]1

x

= ex + e1−x − 2

iii) 1 5 x のとき

f(x) =

∫ 1

0

e−t+x dt =

[
− e−t+x

]1

0

= ex − ex−1

よって f(x) =





e1`x − e`x (x 5 0)

ex + e1`x − 2 (0 5 x 5 1)

ex − ex`1 (1 5 x)

(2) 0 < x < 1のとき f ′(x) = ex − e1−x = e1−x(e2x−1 − 1)

したがって，f(x)の増減表は次のようになる．

x 0 · · · 1
2

· · · 1

f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 極小 ↗

よって x =
1

2
のとき最小値 2(e

1
2 − 1)

6.46 (1) a，bの条件から

a = cos θ, b = sin θ
(
0 5 θ 5 π

2

)

378

見
本



とおくと

S =

∫ π
2

0

| a sin x− b cos x | dx =

∫ π
2

0

| cos θ sin x− sin θ cos x| dx

=

∫ π
2

0

| sin(x− θ)| dx

= −
∫ θ

0

sin(x− θ) +

∫ π
2

θ

sin(x− θ) dx

=

[
cos(x− θ)

]θ

0

−
[

cos(x− θ)

]π
2

θ

= 2− cos θ − sin θ · · · 1©
= 2 − a − b

(2) 1©から

S = 2−
√

2 sin
(
θ +

π

4

)

よって θ = 0,
π

2
すなわち (a, b) = (1, 0), (0, 1) のとき，最大値 1

θ =
π

4
すなわち a = b =

1√
2
のとき，最小値 2 − √

2

6.47 (1)

∫ π

−π

x sin 2x dx =

∫ π

−π

x

(
−1

2
cos 2x

)′
dx

=

[
−1

2
x cos 2x

]π

−π

−
∫ π

−π

(
−1

2
cos 2x

)
dx

= −π +

[
1

4
sin 2x

]π

−π

= −π

(2) m 6= nのとき
∫ π

−π

sin mx sin nx dx =
1

2

∫ π

−π

{cos(m− n)x− cos(m + n)}dx

=
1

2

[
1

m− n
sin(m− n)x− 1

m + n
sin(m + n)x

]π

−π

= 0

m = nのとき
∫ π

−π

sin2 mx dx =
1

2

∫ π

−π

(1− cos 2mx)dx

=
1

2

[
x− 1

2m
sin 2mx

]π

−π

= π
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(3)

∫ π

−π

x sin x dx =

∫ π

−π

x (− cos x)′ dx

=

[
−x cos x

]π

−π

−
∫ π

−π

(− cos x) dx

= 2π +

[
sin x

]π

−π

= 2π

上式および，(1)，(2)の結果を用いて

I =

∫ π

−π

(x− a sin x− b sin 2x)2dx

=

∫ π

−π

x2 dx + a2

∫ π

−π

sin2 x dx + b2

∫ π

−π

sin2 2x dx

− 2a

∫ π

−π

x sin x dx− 2b

∫ π

−π

x sin 2x dx + 2ab

∫ π

−π

sin x sin 2x dx

=
2

3
π3 + a2π + b2π − 2a·2π − 2b·(−π) + 2ab·0

= πa2 − 4πa + πb2 + 2πb +
2

3
π3

= π(a− 2)2 + π(b + 1)2 +
2

3
π3 − 5π

よって a = 2, b = −1のとき最小値
2

3
π3 − 5π

解説 (琉球大学 2011) 4

6.48 (1) I0 =

∫ π
2

0

dx =
π

2

I1 =

∫ π
2

0

sin2 x dx =
1

2

∫ π
2

0

(1− cos 2x) dx =
1

2

[
x− 1

2
sin 2x

]π
2

0

=
π

4

(2) nが 1以上の整数のとき

In =

∫ π
2

0

sin2n x dx = −
∫ π

2

0

sin2n−1 x(cos x)′

= −
[

sin2n−1 x cos x

]π
2

0

+ (2n− 1)

∫ π
2

0

sin2n−2 x cos2 x dx

= (2n− 1)

∫ π
2

0

sin2n−2 x(1− sin2 x) dx

= (2n− 1)In−1 − (2n− 1)In

したがって 2nIn = (2n− 1)In−1 よって In =
2n − 1

2n
In`1
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(3) (2)の結果から

In =
2n− 1

2n
·2n− 3

2n− 2
· · · 3

4
·1
2
I0

=
2n(2n− 1)(2n− 2) · · · 3·2·1

(2n)2(2n− 2)2 · · · 42·22
I0

=
(2n)!

22n(n!)2
·π
2

6.49 (1) In =

∫ π

0

sinn(α + x) dxとおくと

In =

∫ π

0

sinn−1(α + x){− cos(α + x)}′ dx

=

[
sinn−1(α + x){− cos(α + x)}

]π

0

−
∫ π

0

(n− 1) sinn−2(α + x) cos(α + x){− cos(α + x)} dx

= −(−1)n sin αn−1 cos α + sinn−1 α cos α

+ (n− 1)

∫ π

0

sinn−2(α + x){1− sin2(α + x)} dx

= (n− 1)In−2 − (n− 1)In

したがって In =
n− 1

n
In−2

よって
∫ π

0

sinn(α + x) dx =
n− 1

n

∫ π

0

sinn−2(α + x) dx

(2) cos α =
a√

a2 + b2
，sin α =

b√
a2 + b2

とおくと

a sin x + b cos x =
√

a2 + b2 sin(α + x)

したがって
∫ π

0

(a sin x + b cos x)6 dx = (a2 + b2)3I6

(1)の結果から

I6

I4

=
5

6
,

I4

I2

=
3

4
,

I2

I0

=
1

2
ゆえに I6 =

5

6
·3
4
·1
2
I0
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よって
∫ π

0

(a sin x + b cos x)6 dx = (a2 + b2)3I6

= (a2 + b2)3 5

6
·3
4
·1
2
I0

=
5

16
(a2 + b2)3

∫ π

0

dx

=
5

16
(a2 + b2)3π

6.50 (1) I1 =

∫ π
4

0

tan θ dθ =

[
− log cos θ

]π
4

0

= − log
1√
2

=
1

2
log 2

In + In+2 =

∫ π
4

0

tann θ dθ +

∫ π
4

0

tann+2 θ dθ

=

∫ π
4

0

tann θ(1 + tan2 θ) dθ

=

∫ π
4

0

tann θ· 1

cos2 θ
dθ =

∫ π
4

0

tann θ(tan θ)′ dθ

=

[
1

n + 1
tann+1 θ

]π
4

0

=
1

n + 1

(2) 0 5 θ 5 π

4
において，0 5 tan θ 5 1であるから

tann θ = tann+1 θ ゆえに
∫ π

4

0

tann θ dθ =
∫ π

4

0

tann+1 θ dθ

よって In = In+1 (n = 1, 2, 3, · · · )

(3) 先ず，In + In+2 =
1

n + 1
，In = In+1 = In+2より

2In = In + In+2 =
1

n + 1
ゆえに In = 1

2(n + 1)

次に，In−2 + In =
1

n− 1
，In−2 = In−1 = Inより

2In 5 In−2 + In =
1

n− 1
ゆえに In 5 1

2(n− 1)

したがって
1

2(n + 1)
5 In 5 1

2(n− 1)
n

2(n + 1)
5 nIn 5 n

2(n− 1)
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lim
n→∞

n

2(n + 1)
= lim

n→∞
n

2(n− 1)
=

1

2
であるから，はさみうちの原理により

lim
n!1

nIn =
1

2

別解 In + In+2 =
1

n + 1
より nIn +

n

n + 2
·(n + 2)In+2 =

n

n + 1

lim
n→∞

nIn = lim
n→∞

(n + 2)In+2 = α とおくと，n −→∞のとき

α + 1·α = 1 よって α =
1

2

6.51 (1) f(x) = xne1−xを微分すると f ′(x) = (n− x)xn−1e1−x

0 < x < 1において，f ′(x) > 0であるから

f(0) < f(x) < f(1) よって 0 < f(x) < 1

(2) I1 =

∫ 1

0

xe1−x dx = −
∫ 1

0

x(e1−x)′ dx

= −
[

xe1−x

]1

0

+

∫ 1

0

e1−x dx

= −1 +

[
− e1−x

]1

0

= e − 2

また In+1 =

∫ 1

0

xn+1e1−x dx = −
∫ 1

0

xn+1(e1−x)′ dx

= −
[

xn+1e1−x

]1

0

+

∫ 1

0

(n + 1)xne1−x dx

= −1 + (n + 1)In

よって In+1 = (n + 1)In − 1

(3) In+1 = (n + 1)In − 1の両辺を (n + 1)!で割ると

In+1

(n + 1)!
=

In

n!
− 1

(n + 1)!
ゆえに an+1 = an − 1

(n + 1)!

n = 2のとき an−1 − an =
1

n!
であるから

n∑

k=2

(ak−1 − ak) =
n∑

k=2

1

k!
よって a1 − an =

n∑

k=2

1

k!
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(4) (3)の結果から Sn =
n∑

k=1

1

k!
= 1 +

n∑

k=2

1

k!
= 1 + a1 − an

また a1 =
I1

1!
= e− 2

0 < f(x) < 1および In =

∫ 1

0

f(x) dxから 0 < In < 1

ゆえに 0 < an <
1

n!
したがって lim

n→∞
an = 0

よって lim
n→∞

Sn = 1 + (e− 2)− 0 = e− 1

6.52 (1) 与えられた関数列により

f2(x) = re−2rx

∫ x

0

f1(t)e
2rt dt = re−2rx

∫ x

0

ert dt

= e−2rx

[
ert

]x

0

= e`2rx(erx − 1)

f3(x) = 2re−3rx

∫ x

0

f2(t)e
3rt dt = 2re−3rx

∫ x

0

(e2rt − ert) dt

= e−3rx

[
e2rt − 2ert

]x

0

= e−3rx(e2rx − 2erx + 1)

= e`3rx(erx − 1)2

(2) (1)の結果から

fn(x) = e−nrx(erx − 1)n−1 · · · (A)

と推測する．

［1］n = 1 のとき f1(x) = e−rx(erx − 1)0 = e−rx

よって，n = 1のとき，(A)が成り立つ．

［2］n = kのとき (A)が成り立つ，すなわち

fk(x) = e−krx(erx − 1)k−1

であると仮定すると

fk+1(x) = kre−(k+1)rx

∫ x

0

fk(t)e
(k+1)rt dt

= kre−(k+1)rx

∫ x

0

(erx − 1)k−1ert dt

= e−(k+1)rx

∫ x

0

k(ert − 1)k−1(ert − 1)′ dt

= e−(k+1)rx

[
(ert − 1)k

]x

0

= e−(k+1)rx(erx − 1)k
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よって，n = k + 1のときも (A)が成り立つ．

［1］,［2］から，すべての自然数 nについて (A)が成り立つ．

(3) fn(x) = e−nrx(erx − 1)n−1 (n = 3) を微分すると

f ′n(x) = −nre−nrx(erx − 1)n−1 + e−nrx·(n− 1)(erx − 1)n−2·rerx

= re−nrx(erx − 1)n−2{−n(erx − 1) + (n− 1)erx}
= re−nrx(erx − 1)n−2(n− erx)

x > 0のとき，f ′n(x) = 0とすると

n− erx = 0 すなわち x =
1

r
log n

したがって，fn(x)の増減表は

x (0) · · · 1
r
log n · · ·

f ′n(x) + 0 −
fn(x) ↗ 極大 ↘

よって，x =
1

r
log nで極大値

(n − 1)n`1

nn
をとる．

6.53 (1) I1 =

∫ √
e

1

log x dx =

[
x(log x− 1)

]√e

1

= 1 −
√

e

2

(2) In+1 =

∫ √
e

1

(log x)n+1 dx

=

[
x(log x)n+1

]√e

1

−
∫ √

e

1

x{(log x)n+1}′ dx

=
√

e (log
√

e )
n+1 − (n + 1)

∫ √
e

1

(log x)n dx =
√

e

(
1

2

)n+1

− (n + 1)In

(3) 与えられた命題を

In = (−1)n−1n! +
√

e

n∑
m=0

(−1)n−m n!

m!

(
1

2

)m

· · · (∗)

とおく．
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［1］n = 1を (∗)に代入すると

I1 = (−1)1−11! +
√

e

1∑
m=0

(−1)1−m 1!

m!

(
1

2

)m

= 1 +
√

e

{
(−1)1−0 1!

0!

(
1

2

)0

+ (−1)1−1 1!

1!

(
1

2

)1
}

= 1 +
√

e

(
−1 +

1

2

)
= 1−

√
e

2

よって，(1)の結果から，n = 1のとき，(∗)が成り立つ．
［2］n = kのとき，(∗)が成り立つと仮定すると，(2)の結果から

Ik+1 =
√

e

(
1

2

)k+1

− (k + 1)Ik

=
√

e

(
1

2

)k+1

− (k + 1)

{
(−1)k−1k! +

√
e

k∑
m=0

(−1)k−m k!

m!

(
1

2

)m
}

=
√

e

(
1

2

)k+1

+ (−1)k(k + 1)! +
√

e

k∑
m=0

(−1)k+1−m (k + 1)!

m!

(
1

2

)m

= (−1)k(k + 1)! +
√

e

k+1∑
m=0

(−1)k+1−m (k + 1)!

m!

(
1

2

)m

よって，n = k + 1のときも，(∗)が成り立つ．
［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(∗)が成り立つ．

解説 (2)で得られた漸化式から

Im+1 + (m + 1)Im =
√

e

(
1

2

)m+1

両辺に
1

(−1)m+1(m + 1)!
を掛けると

Im+1

(−1)m+1(m + 1)!
− Im

(−1)mm!
=

√
e

(−1)m+1(m + 1)!

(
1

2

)m+1

したがって

n−1∑
m=1

{
Im+1

(−1)m+1(m + 1)!
− Im

(−1)mm!

}
=
√

e

n−1∑
m=1

1

(−1)m+1(m + 1)!

(
1

2

)m+1

In

(−1)nn!
− I1

(−1)11!
=
√

e

n∑
m=2

1

(−1)mm!

(
1

2

)m
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(1)の結果から，I1 = 1−
√

e

2
= 1−√e

1∑
m=0

1

(−1)mm!

(
1

2

)m

であるから

In

(−1)nn!
= −1 +

√
e

n∑
m=0

1

(−1)mm!

(
1

2

)m

両辺に (−1)nn!を掛けると

In = (−1)n−1n! +
√

e

n∑
m=0

(−1)n−m n!

m!

(
1

2

)m

6.54 (1) fm(x) =

{
1 (m = 0)

xm (m = 1)
より (m = 0, 1, 2, · · · , n)

a0 =

∫ 1

−1

f0(1− x)fn(1 + x) dx =

∫ 1

−1

1·(1 + x)n dx

=

[
1

n + 1
(1 + x)n+1

]1

−1

=
2n+1

n + 1

a1 =

∫ 1

−1

f1(1− x)fn−1(1 + x) dx =

∫ 1

−1

(1− x)(1 + x)n−1 dx

=

∫ 1

−1

{2− (1 + x)}(1 + x)n−1 dx =

∫ 1

−1

{2(1 + x)n−1 − (1 + x)n} dx

=

[
2

n
(1 + x)n − 1

n + 1
(1 + x)n+1

]1

−1

=
2n+1

n
− 2n+1

n + 1
=

2n+1

n(n + 1)

(2) fm(x) =

{
1 (m = 0)

xm (m = 1)
より (m = 0, 1, 2, · · · , n)

(i) 1 5 k < n のとき

ak =

∫ 1

−1

fk(1− x)fn−k(1 + x) dx =

∫ 1

−1

(1− x)k(1 + x)n−k

=

∫ 1

−1

(1− x)k

{
(1 + x)n−k+1

n− k + 1

}′
dx

=

[
(1− x)k (1 + x)n−k+1

n− k + 1

]1

−1

−
∫ 1

−1

{(1− x)k}′ (1 + x)n−k+1

n− k + 1
dx

=
k

n− k + 1

∫ 1

−1

(1− x)k−1(1 + x)n−(k−1)dx

=
k

n− k + 1

∫ 1

−1

fk−1(1− x)fn−(k−1)(1 + x) dx

=
k

n− k + 1
ak−1 · · · (∗)
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(ii) k = n のとき

an =

∫ 1

−1

fn(1− x)f0(1 + x) =

∫ 1

−1

(1− x)n·1 dx

=

∫ 1

−1

(1− x)n(1 + x)′ dx

=

[
(1− x)n(1 + x)

]1

−1

−
∫ 1

−1

{(1− x)n}′(1 + x) dx

= n

∫ 1

−1

(1− x)n−1(1 + x) dx

= n

∫ 1

−1

fn−1(1− x)f1(1 + x) dx

= nan−1

上式より，(∗)は，k = nのときも成り立つ．

よって，k = 1のとき

ak =
k

n − k + 1
ak`1

(3) (1)，(2)の結果から，k = 0のとき ak > 0 であるから

ak

ak−1

=
k

n− k + 1

したがって
ak

ak−1

=
k

n− k + 1

ak−1

ak−2

=
k − 1

n− k + 2
...

a2

a1

=
2

n− 1
a1

a0

=
1

n

上の諸式の辺々を掛け合わせると
ak

a0

=
k!

nPk

ここで，nCk =
nPk

k!
であるから

ak

a0

=
1

nCk

上式に (1)の結果を代入すると ak =
a0

nCk

=
2n+1

(n + 1)nCk
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(4) (3)の結果より，
1

ak

=
(n + 1)nCk

2n+1
であるから

n∑

k=0

1

ak

=
n + 1

2n+1

n∑

k=0

nCk =
n + 1

2n+1
× 2n =

n + 1

2

6.55 (1) I0 =
(−1)0

0!

∫ 2

0

x0ex dx =

∫ 2

0

ex dx =

[
ex

]2

0

= e2 − 1

In =
(−1)n

n!

∫ 2

0

xnex dx =
(−1)n

n!

∫ 2

0

xn(ex)′ dx

=
(−1)n

n!

[
xnex

]2

0

− (−1)n

n!

∫ 2

0

(xn)′ex dx

=
(−1)n

n!
·2ne2 +

(−1)n−1

(n− 1)!

∫ 2

0

xn−1ex dx =
(−1)n2ne2

n!
+ In−1

ゆえに In − In`1 =
(−1)n2ne2

n!
· · · (∗)

したがって I3 = I0 +
3∑

n=1

(−1)n2ne2

n!

= (e2 − 1) +
−2e2

1!
+

4e2

2!
+
−8e2

3!
= −1

3
e2 − 1

(2) 0 5 x 5 2において，xnex 5 xne2 であるから (n = 1, 2, · · · )
1

n!

∫ 2

0

xnex dx 5 1

n!

∫ 2

0

xne2 dx =
e2

(n + 1)!

[
xn+1

]2

0

=
e22n+1

(n + 1)!
· · · 1©

n = 2のとき
2n+1

(n + 1)!
=

2·2
1·2×

2

3
·2
4
· · · 2

n + 1
5 2×2

3
·2
3
· · · 2

3
= 2

(
2

3

)n−1

· · · 2©

n = 1のとき 2©は等号が成り立つので， 2©は n = 1について成り立つ．

1©， 2©より 1

n!

∫ 2

0

xnex dx 5 2e2

(
2

3

)n−1

(n = 1, 2, · · · )

(3) (∗)より
n∑

k=1

(Ik−Ik−1) = e2

n∑

k=1

(−1)k2k

k!
ゆえに

n∑

k=1

(−1)k2k

k!
=

In − I0

e2

したがって
n∑

k=0

(−1)k2k

k!
= 1 +

In − I0

e2
=

In

e2
+

1

e2
· · · 3©

(2)の結果から |In| 5 2e2

(
2

3

)n−1

(n = 1, 2, · · · )
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よって，はさみうちの原理により lim
n→∞

In = 0 · · · 4©

3©， 4©により lim
n!1

n∑

k=0

(−1)k2k

k!
=

1

e2

6.56 (1) f(x) =
3x√
x + 2

より

f ′(x) =
(3x)′

√
x + 2− 3x(

√
x + 2 )′

(
√

x + 2)2
=

3
√

x + 2− 3x

2
√

x + 2
x + 2

=
6(x + 2)− 3x

2(x + 2)
√

x + 2
=

3(x + 4)

2(x + 2)
√

x + 2

(2) f(x) =
3x√
x + 2

=
3(x + 2)− 6√

x + 2
= 3

√
x + 2− 6√

x + 2
より

∫ 2

−1

f(x) dx =

[
2(x + 2)

3
2 − 12(x + 2)

1
2

]2

−1

= 2

(3) g(x) = 3x2 +

∫ 1

−1

(x + t)g(t) dt = 3x2 + x

∫ 1

−1

g(t) dt +

∫ 1

−1

tg(t) dt

よって g(x) = 3x2 + bx + c

したがって b =

∫ 1

−1

g(t) dt =

∫ 1

−1

(3t2 + bt + c) dt

=

[
t3 +

1

2
bt2 + ct

]1

−1

= 2c + 2,

c =

∫ 1

−1

tg(t) dt =

∫ 1

−1

(3t3 + bt2 + ct) dt

=

[
3

4
t4 +

1

3
bt3 +

1

2
ct2

]1

−1

=
2

3
b

ゆえに b = 2c + 2，c =
2

3
b これを解いて b = −6, c = −4

6.57 (1) 与えられた関数は f(x) = 2 cos x− a sin x

∫ π
2

0

f(t) dx
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k =

∫ π
2

0

f(t) dtとおくと，f(x) = 2 cos x− ak sin xより

k =

∫ π
2

0

(2 cos x− ak sin x) dx

=

[
2 sin x + ak cos x

]π
2

0

= 2− ak

a > 0に注意して，k = 2− akを kについて解くと k =
2

a + 1

よって f(x) = 2 cos x − 2a

a + 1
sin x

(2) (1)の結果から
∫ π

0

f(x) sin x dx =

∫ π

0

(
2 sin x cos x− 2a

a + 1
sin2 x

)
dx

=

∫ π

0

{
sin 2x− a

a + 1
(1− cos 2x)

}
dx = − πa

a + 1

条件により − πa

a + 1
= −π

2
これを解いて a = 1

(3)(ア) (1)，(2)の結果から f(x) = − sin x + 2 cos x

cos α =
1√
5
，sin α =

2√
5
を満たす α (0 < α < π

2
)を用いると

f(x) = −
√

5 sin(x− α)

よって，最大値 f(0) = 2，最小値 f(α + π
2
) = −√

5

(イ) (ア)の結果を用いて
∫ π

0

|f(x)| dx = −
√

5

∫ α

0

sin(x− α)dx +
√

5

∫ π

α

sin(x− α)dx

=
√

5

[
cos(x− α)

]α

0

−
√

5

[
cos(x− α)

]π

α

=
√

5 (1− cos α)−
√

5 (− cos α− 1)

= 2
√

5

6.58 (1) k =

∫ 2

0

f(t) dtとおくと，f(x) = 3x2 + 2kx + k であるから

k =

∫ 2

0

f(t) dt =

∫ 2

0

(3t2 + 2kt + k) dt

=

[
t3 + kt2 + kt

]2

0

= 6k + 8
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これを解いて k = −8

5
よって f(x) = 3x2 − 16

5
x − 8

5

(2) (x log x− x)′ = log x + x·1
x
− 1 = log x

(
x2

2
log x− x2

4

)′
= x log x +

x2

2
·1
x
− x

2
= x log x

(3) (1)の結果から，3x2 − f(x) =
16

5
x +

8

5
であるから，(2)の結果より

∫ 2

1

{3x2 − f(x)} log x dx =
16

5

∫ 2

1

x log x dx +
8

5

∫ 2

1

log x dx

=
16

5

[
x2

2
log x− x2

4

]2

1

+
8

5

[
x log x− x

]2

1

=
16

5

(
2 log 2− 3

4

)
+

8

5
(2 log 2− 1)

=
48

5
log 2 − 4

6.59 (1)

∫ 2π

0

f(y) sin(x− y) dy =

∫ 2π

0

f(y)(sin x cos y − cos x sin y) dy

= sin x

∫ 2π

0

f(y) cos y dy − cos x

∫ 2π

0

f(y) sin y dy

∫ 2π

0

f(y) cos y dy，−
∫ 2π

0

f(y) sin y dy は定数であるから

a =

∫ 2π

0

f(y) cos y dy, b− 1 = −
∫ 2π

0

f(y) sin y dy

とおくと，f(x)は

f(x) = cos x + a sin x + (b− 1) cos x

= a sin x + b cos x
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(2) (1)の結果から

a =

∫ 2π

0

(a sin y + b cos y) cos y dy

=

∫ 2π

0

(a sin y cos y + b cos2 y) dy

=

∫ 2π

0

(
a

2
sin 2y + b·1 + cos 2y

2

)
dy

=

[
−a

4
cos 2y +

b

2

(
y +

1

2
sin 2y

) ]2π

0

= πb

b− 1 = −
∫ 2π

0

(a sin y + b cos y) sin y dy

= −
∫ 2π

0

(a sin2 y + b sin y cos y) dy

= −
∫ 2π

0

(
a·1− cos 2y

2
+

b

2
sin 2y

)
dy

= −
[

a

2

(
y − 1

2
sin 2y

)
− b

4
cos 2y

]2π

0

= −πa

したがって a = πb，b−1 = πa これを解いて a =
π

π2 + 1
，b =

1

π2 + 1

よって f(x) =
π

π2 + 1
sin x +

1

π2 + 1
cos x

6.60 (1)

∫ x

a

f(t) dt = x log 2x− x · · · (∗)

(∗)の両辺を微分すると

f(x) = log 2x + x· 2

2x
− 1 = log 2x

(2) (∗)に x = aを代入すると 0 = a log 2a− a = a(log 2a− 1)

a > 0 であるから log 2a = 1 よって a =
e

2

6.61 (1) F (x) =

∫ 2x

x

et dt =

[
et

]2x

x

= e2x − ex

ゆえに F (1) = e2 − e また F 0(x) = 2e2x − ex

(2)





f(x) +

∫ x

0

g(t) dt = 2 sin x− 3 · · · 1©

f ′(x)g(x) = cos2 x · · · 2©
393

見
本



1©の両辺を微分すると

f ′(x) + g(x) = 2 cos x ゆえに f ′(x) = 2 cos x− g(x)

上の第 2式を 2©に代入すると

{2 cos x− g(x)}g(x) = cos2 x 整理すると {g(x)− cos x}2 = 0

よって g(x) = cos x これを 1©に代入すると

f(x) +

∫ x

0

cos t dt = 2 sin x− 3

f(x) +

[
sin t

]x

0

= 2 sin x− 3

したがって f(x) = sin x − 3

6.62 (1)

∫ π
2

−π
2

(f ′(t)− cos t) dtは定数であるから，
∫ π

2

−π
2

(f ′(t)− cos t) dt = kとおくと

g(x) = sin x + k · · · 1©

f(x) =

∫ x

0

(g(t) + t cos t) dt + sin x

=

∫ x

0

(sin t + k + t cos t) dt + sin x

=

[
t sin t + kt

]x

0

+ sin x

= (x + 1) sin x + kx · · · 2©

したがって， 2©より

k =

∫ π
2

−π
2

(f ′(t)− cos t) dt =

[
f(t)− sin t

]π
2

−π
2

=

[
{(t + 1) sin t + kt} − sin t

]π
2

−π
2

=

[
t sin t + kt

]π
2

−π
2

= kπ

ゆえに k = 0

よって， 1©， 2©より

f(x) = (x + 1) sin x, g(x) = sin x
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(2) (1)の結果から
∫ π

0

{f(x)− g(x)}2 dx =

∫ π

0

x2 sin2 x dx

=
1

2

∫ π

0

x2(1− cos 2x) dx

=
1

2

[
1

3
x3 − 1

2
x2 sin 2x− 1

2
x cos 2x +

1

4
sin 2x

]π

0

=
π3

6
− π

4

6.63 (1) t = x− u とおくと

dt = −du
t 0 −→ x

u x −→ 0

∫ x

0

h(t)g(x− t) dt =

∫ 0

x

h(x− u)g(u) (−du)

=

∫ x

0

h(x− u)g(u) du

=

∫ x

0

h(x− t)g(t) dt

(2)(ア) (1)の結果により
∫ x

0

tg(x− t) =

∫ x

0

(x− t)g(t) dt

したがって

f(x) =
x

2
+

∫ x

0

(x− t)g(t) dt

=
x

2
+ x

∫ x

0

g(t) dt−
∫ x

0

tg(t) dt · · · 1©

f ′(x) =
1

2
+

∫ x

0

g(t) dt + xg(x)− xg(x)

=
1

2
+

∫ x

0

g(t) dt · · · 2©

f ′′(x) = g(x) · · · 3©

f ′′(x) = cos x より， 3©から g(x) = cos x
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また， 1©， 2©より，f(0) = 0，f ′(0) =
1

2
であるから

f ′(x) = f ′(0) +

∫ x

0

f ′′(t) dt =
1

2
+

∫ x

0

cos t dt

=
1

2
+ sin x

f(x) = f(0) +

∫ x

0

f ′(t) dt =

∫ x

0

(
1

2
+ sin t

)
dt

=

[
t

2
− cos t

]x

0

=
x

2
− cos x + 1

(イ) (ア)の結果から，f(x)の増減表は

x 0 · · · 7
6
π · · · 11

6
π · · · 2π

f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) 0 ↗ 極大 ↘ 極小 ↗ π

ここで

f

(
7

6
π

)
− f(2π) =

(
7π

12
+

√
3

2
+ 1

)
− π

=
6
√

3 + 12− 5π

6

>
6× 1.7 + 12− 5× 3.2

6
=

6.2

6
> 0

よって M =

√
3

2
+

7π

12
+ 1，α =

7π

6

(ウ) (ア)の結果より，f(x)− x

2
= 1− cos x であるから

∫ 7
6
π

0

(
f(x)− x

2

)2

dx =

∫ 7
6
π

0

(1− cos x)2 dx

=

∫ 7
6
π

0

(1− 2 cos x + cos2 x) dx

=

∫ 7
6
π

0

(
3

2
− 2 cos x +

1

2
cos 2x

)
dx

=

[
3

2
x− 2 sin x +

1

4
sin 2x

] 7
6
π

0

=
7π

4
+ 1 +

√
3

8
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6.64 (1)
100∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

100∑
n=3

1

n

<
3

2
+

100∑
n=3

∫ n

n−1

dx

x
=

3

2
+

∫ 100

2

dx

x

(2) (1)の結果および log 2 = 0.693，log 5 = 1.609から

100∑
n=1

1

n
<

3

2
+

[
log x

]100

2

=
3

2
+ log

100

2

=
3

2
+ log 2 + 2 log 5 = 5.411,

100∑
n=1

1

n
>

100∑
n=1

∫ n+1

n

dx

x

=

∫ 101

1

dx

x
= log 101

> log 100 = 2(log 2 + log 5) = 4.604

よって，求める整数は 5

補足
100∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

100
+

99∑
n=4

1

n

>
553

300
+

99∑
n=4

∫ n+1

n

dx

x
=

553

300
+

∫ 100

4

dx

x
=

553

300
+ 2 log 5 > 5

6.65 (1) I1 =

∫ 1

0

x

1 + x
dx =

∫ 1

0

(
1− 1

1 + x

)
dx

=

[
x− log(1 + x)

]1

0

= 1 − log 2,

In + In+1 =

∫ 1

0

xn

1 + x
dx +

∫ 1

0

xn+1

1 + x
dx

=

∫ 1

0

xn dx =

[
xn+1

n + 1

]1

0

=
1

n + 1

(2) 0 5 x 5 1のとき，
xn

2
5 xn

1 + x
5 xn であるから

∫ 1

0

xn

2
dx 5

∫ 1

0

xn

1 + x
dx 5

∫ 1

0

xn dx よって
1

2(n + 1)
5 In 5 1

n + 1

397

見
本



(3) Ik + Ik+1 =
1

k + 1
より，−(−1)k−1Ik + (−1)kIk+1 =

(−1)k

k + 1
であるから，

n = 2のとき

n−1∑

k=1

{−(−1)k−1Ik + (−1)kIk+1} =
n−1∑

k=1

(−1)k

k + 1

−I1 + (−1)n−1In =
n∑

k=2

(−1)k−1

k

上式に (1)の結果を代入すると

−(1− log 2) + (−1)n−1In =
n∑

k=2

(−1)k−1

k

したがって log 2−
n∑

k=1

(−1)k−1

k
= (−1)nIn

(2)の結果から， lim
n→∞

In = 0 であるから

log 2 = lim
n→∞

n∑

k=1

(−1)k−1

k

6.66 (1) 導関数の定義により

{f(x)g(x)}′ = lim
h→0

f(x + h)g(x + h)− f(x)g(x)

h

= lim
h→0

{f(x + h)− f(x)}g(x + h) + f(x){g(x + h)− g(x)}
h

= lim
h→0

{
f(x + h)− f(x)

h
·g(x + h) + f(x)·g(x + h)− g(x)

h

}

ここで，f(x)，g(x)はともに微分可能であるから

lim
h→0

f(x + h)− f(x)

h
= f ′(x), lim

h→0

g(x + h)− g(x)

h
= g′(x)

また，微分可能ならば連続であるから lim
h→0

g(x + h) = g(x)

よって {f(x)g(x)}0 = f 0(x)g(x) + f(x)g0(x)

(2) y0 = 2ax(1 + x2)a`1
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(3) y = x(1 + x2)−
1
2 であるから，(1)，(2)の結果から

y′ = (1 + x2)−
1
2 + x·2·

(
−1

2

)
x(1 + x2)−

3
2 = (1 + x2)−

3
2

y′′ = 2·
(
−3

2

)
x(1 + x2)−

5
2 = −3x(1 + x2)−

5
2

また lim
x→∞

x√
1 + x2

= lim
x→∞

1√
1
x2 + 1

= 1

lim
x→−∞

x√
1 + x2

= lim
t→∞

−t√
1 + (−t)2

= lim
t→∞

−1√
1
t2

+ 1
= −1

よって，関数 y =
x√

1 + x2
の増減，グラフの凹凸，漸近線およびグラフ

は概形は次のようになる．

x · · · 0 · · ·
y′ + + +

y′′ + 0 −
y 0

漸近線 y = 1，y = −1

　

O

y

x

1

−1

1

1√
2

−1

− 1√
2

(4) f(x) =
x√

1 + x2
とおくと，(3)の結果から，f(x)は単調増加であるから，

kを自然数とすると
∫ k

k−1

{f(k)− f(x)} dx > 0 ゆえに
∫ k

k−1

f(x) dx < f(k)

上式の kについて，1から nまで加えると
∫ n

0

f(x) dx <

n∑

k=1

f(k)

このとき
∫ n

0

f(x) dx =

[ √
1 + x2

]n

0

=
√

1 + n2 − 1

よって
√

1 + n2 − 1 <
1√
2

+
2√
5

+
3√
10

+ · · ·+ n√
1 + n2

6.67 (1) x > 0のとき
∫ x

0

(1− cos t) dt > 0 ゆえに x− sin x > 0

さらに
∫ x

0

(t− sin t) dt > 0 ゆえに
x2

2!
+ cos x− 1 > 0
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よって 1− x2

2
< cos x

(2) (1)の結果から，x > 0のとき
∫ x

0

(
cos t +

t2

2!
− 1

)
dt > 0 ゆえに sin x +

x3

3!
− x > 0

さらに
∫ x

0

(
sin t +

t3

3!
− t

)
dt > 0 ゆえに − cos x + 1 +

x4

4!
− x2

2!
> 0

よって cos x < 1− x2

2
+

x4

24

(3) (1)，(2)の結果から，x > 0のとき

1− x2

2
< cos x < 1− x2

2
+

x4

24

このとき，cos θ =
4

5
であるから，上式により

1− θ2

2
<

4

5
< 1− θ2

2
+

θ4

24

したがって





θ2 >
2

5
· · · 1©

5θ4 − 60θ2 + 24 > 0 · · · 2©
θ <

π

4
< 1 であるから，θ2 < 1 に注意して 2©を解くと

θ2 <
30− 2

√
195

5
· · · 2©′

2 = 30− 2
√

196 < 30− 2
√

195 に注意して， 1©， 2©′により

2

5
< θ2 <

30− 2
√

195

5

6.68 (1)

∫ x

0

(x− t)et dt =

∫ x

0

(x− t)(et)′ dt =

[
(x− t)et

]x

0

−
∫ x

0

(x− t)′et dt

= −x +

∫ x

0

et dt = −x +

[
et

]x

0

= −x + ex − 1

よって ex = 1 + x +

∫ x

0

(x− t)et dt

(2) すべての自然数 nについて，等式

ex = 1 +
n∑

p=1

1

p!
xp +

1

n!

∫ x

0

(x− t)net dt · · · (∗)

とおく．
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(i) n = 1のとき，(1)の結果から，(∗)は成り立つ．
(ii) n = kのとき，(∗)が成り立つと仮定すると

1

n!

∫ x

0

(x− t)net dt = − 1

(n + 1)!

∫ x

0

{(x− t)n+1}′et dt

= − 1

(n + 1)!

[
(x− t)n+1et

]x

0

+
1

(n + 1)!

∫ x

0

(x− t)n+1(et)′ dt

=
xn+1

(n + 1)!
+

1

(n + 1)!

∫ x

0

(x− t)net dt · · · (∗∗)

(∗)，(∗∗)より

ex = 1 +
n∑

p=1

1

p!
xp +

xn+1

(n + 1)!
+

1

(n + 1)!

∫ x

0

(x− t)net dt

= 1 +
n+1∑
p=1

1

p!
xp +

1

(n + 1)!

∫ x

0

(x− t)net dt

上式から，n = k + 1のときも (∗)が成り立つ．
(i)，(ii)より，すべての自然数 nに対して，(∗)が成り立つ．

(3) 0 5 t < xにおいて，(x− t)et > 0であるから
∫ x

0

(x− t)net dt > 0

よって，(∗)より，すべての自然数 nに対して，次式が成り立つ．

ex > 1 +
n∑

p=1

1

p!
xp

6.69 (1) f ′n(x) =
nxn−1e−x + xn(−e−x)

n!

=
xn−1e−x

(n− 1)!
− xne−x

n!
= fn`1(x) − fn(x)

(2) f0(x) = e−xより f ′0(x) = −e−x = −f0(x)
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上式と (1)の結果を利用して

n∑

k=0

f ′k(x) = f ′0(x) +
n∑

k=1

f ′k(x)

= −f0(x) +
n∑

k=1

{fk−1(x)− fk(x)}

= −f0(x) + {f0(x)− fn(x)}

= −fn(x) = −xne`x

n!

(3) (2)の結果より fn(x) = −
n∑

k=0

f ′k(x)であるから

∫ 1

0

fn(x) dx = −
n∑

k=0

∫ 1

0

f ′k(x) dx

= −
n∑

k=0

[
fk(x)

]1

0

= −
n∑

k=0

fk(1) +
n∑

k=0

fk(0)

fn(1) =
e−1

n!
，fn(0) = 0 (n = 1)，f0(0) = 1であるから

∫ 1

0

fn(x) dx = −
n∑

k=0

e−1

k!
+ 1 = −1

e

n∑

k=0

1

k!
+ 1

(4) 0 < x 5 1において fn(x) > 0であるから
∫ 1

0

fn(x) dx > 0

上式および (3)の結果から −1

e

n∑

k=0

1

k!
+ 1 > 0 ゆえに e >

n∑

k=0

1

k!

6.70 (1)

∫ 2
n

1
n

1

x
dx =

[
log x

] 2
n

1
n

= log 2

(2) t > 0のとき

1− 1

1 + t
=

t

1 + t
> 0 ゆえに

1

1 + t
< 1

(1 + t)(1− t) = 1− t2 < 1 ゆえに 1− t <
1

1 + t
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したがって，t > 0のとき 1− t <
1

1 + t
< 1

x > 0のとき
∫ x

0

(1− t) dt <

∫ x

0

1

1 + t
dt <

∫ x

0

dt

よって，x > 0のとき x− x2

2
< log(1 + x) < x

(3) (2)の結果から，x > 0のとき
x(4− x)

2
< x + log(1 + x) < 2x

とくに，0 < x < 4のとき
1

2x
<

1

x + log(1 + x)
<

2

x(4− x)

自然数 nについて，0 <
1

n
<

2

n
< 4 であるから

1

2

∫ 2
n

1
n

1

x
dx <

∫ 2
n

1
n

1

x + log(1 + x)
dx <

∫ 2
n

1
n

2

x(4− x)
dx · · · (∗)

(1)の結果に注意して

1

2

∫ 2
n

1
n

1

x
dx =

1

2
log 2

∫ 2
n

1
n

2

x(4− x)
dx =

1

2

∫ 2
n

1
n

1

x
dx− 1

2

∫ 2
n

1
n

1

x− 4
dx

=
1

2
log 2− 1

2

[
log(4− x)

] 2
n

1
n

=
1

2
log 2 +

1

2
log

4− 1
n

4− 2
n

lim
n→∞

log
4− 1

n

4− 2
n

= 0 であるから，(∗)についてはさみうちの原理により

lim
n→∞

∫ 2
n

1
n

1

x + log(1 + x)
=

1

2
log 2

6.71 (1) f(x) = log xより f ′(x) =
1

x
y = f(x)上の点 (t, log t)における接線の方程式は

y − log t =
1

t
(x− t) ゆえに y =

x

t
log t− 1

したがって g(x) =
x

t
+ log t− 1 · · · 1©
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h(x) = f(x)− g(x)とおくと (x > 0)

h(x) = log x−
(x

t
+ log t− 1

)

=
1

x
− 1

t
=

t− x

tx

x (0) · · · t · · ·
h′(x) + 0 −
h(x) ↗ 0 ↘

h(x)の増減は，右のようになる．ゆえに h(x) 5 0 (x > 0)

よって，x > 0のとき，f(x)− g(x) 5 0が成り立つ．

(2) f(x) = log xおよび 1©から，t >
1

2
のとき

∫ t+ 1
2

t− 1
2

f(x) dx =

∫ t+ 1
2

t− 1
2

log x dx =

[
x log x− x

]t+ 1
2

t− 1
2

=

(
t +

1

2

)
log

(
t +

1

2

)
−

(
t − 1

2

)
log

(
t − 1

2

)
− 1

∫ t+ 1
2

t− 1
2

g(x) dx =

∫ t+ 1
2

t− 1
2

(x

t
+ log t− 1

)
dx =

[
x2

2t
+ (log t− 1)x

]t+ 1
2

t− 1
2

= log t

(3) (1)の結果から，f(x) 5 g(x)において等号が成り立つのは x = tのときに
限る．ゆえに，自然数 kに対して

∫ k+ 1
2

k− 1
2

f(x) dx <

∫ k+ 1
2

k− 1
2

g(x) dx

が成り立つ．また，(2)の結果から

n∑

k=1

∫ k+ 1
2

k− 1
2

f(x) dx =

(
n +

1

2

)
log

(
n +

1

2

)
− 1

2
log

1

2
− n

= log
√

2

(
n +

1

n

)n+ 1
2

e−n

n∑

k=1

∫ k+ 1
2

k− 1
2

g(x) dx =
n∑

k=1

log k = log n!

よって
√

2

(
n +

1

2

)n+1
2

e`n < n!

6.72 (1) y =
1

x(log x)2
を微分すると y′ = − log x + 2x

x2(log x)3

したがって，x > 1において y′ < 0

よって，y =
1

x(log x)2
は x > 1において，単調減少．
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(2)

∫
1

x(log x)2
dx =

∫
(log x)′

(log x)2
dx = − 1

log x
+ C (Cは積分定数)

別解 t = log x とおくと，
dt

dx
=

1

x
であるから

∫
1

x(log x)2
dx =

∫
1

t2
dt = −1

t
+ C = − 1

log x
+ C

(3) (1)，(2)の結果から，nが 3以上の整数であるとき
n∑

k=3

1

k(log k)2
=

n∑

k=3

∫ k

k−1

1

k(log k)2
dx

<

n∑

k=3

∫ k

k−1

1

x(log x)2
dx =

∫ n

2

1

x(log x)2
dx

=

[
− 1

log x

]n

2

= − 1

log n
+

1

log 2
<

1

log 2

6.73 (1) I =

∫ 1

0

a1−tbt dt = a

∫ 1

0

(
b

a

)t

dt

=
a

log b
a

[ (
b

a

)t ]1

0

=
a

log b
a

(
b

a
− 1

)
=

b − a

log b − log a

(2)
(
a

1−t
2 b

t
2 − a

t
2 b

1−t
2

)2

= 0 · · · (∗) であるから

a1−tbt − 2a
1
2 b

1
2 + atb1−t = 0

すなわち a1−tbt + atb1−t = 2
√

ab · · · (∗∗)
0 < a < b より，(∗)において，等号が成立するとき

a
1−t
2 b

t
2 = a

t
2 b

1−t
2

したがって
(

b

a

) 1
2
−t

= 1 すなわち t =
1

2

I =

∫ 1

0

a1−tbt dt で u = 1− t とおくと
dt

du
= −1，

t 0 −→ 1

u 1 −→ 0

したがって I =

∫ 0

1

aub1−u (−du) =

∫ 1

0

aub1−u du =

∫ 1

0

atb1−t dt

(∗∗)において，等号が成立するのは，t =
1

2
のときに限るので

∫ 1

0

(a1−tbt + atb1−t) dt >

∫ 1

0

2
√

ab dt
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したがって I + I > 2
√

ab

[
t

]1

0

よって I >
√

ab

(3) f(u) = ut とおくと，f ′(u) = tut−1．平均値の定理により

f(x)− f(1)

x− 1
= f ′(c) (1 < c < x)

を満たす cが存在する．0 < t < 1より f ′(c) = tct−1 < t·1t−1 = t

したがって
xt − 1

x− 1
< t よって xt < 1 + t(x− 1)

(4) 0 < a < bより，x =
b

a
> 1とおくと，

(
b

a

)t

< 1+ t

(
b

a
− 1

)
であるから

I = a

∫ 1

0

(
b

a

)t

dt < a

∫ 1

0

{
1 + t

(
b

a
− 1

)}
dt =

a + b

2

6.74 (1) 0 < x <
π

2
のとき，tan2 x > 0 であるから∫ x

0

tan2 t dt > 0 ゆえに tan x− x > 0 · · · 1©

1© より
∫ x

0

(tan t− t) dx > 0 ゆえに − log(cos x)− 1

2
x2 > 0

したがって log(cos x) +
1

2
x2 < 0

(2) (1)の結果から，log(cos x) < −1

2
x2 であるから

∫ π
3

0

log(cos x) dx <

∫ π
3

0

(
−1

2
x2

)
dx

=

[
−1

6
x3

]π
3

0

= − π3

162

また
∫ π

3

0

log(cos x) dx =

[
x log(cos x)

]π
3

0

−
∫ π

3

0

x{log(cos x)}′ dx

= −π

3
log 2 +

∫ π
3

0

x tan x dx

1©より，0 < x <
π

2
のとき，tan x > x であるから

∫ π
3

0

x tan x dx >

∫ π
3

0

x2 dx =

[
1

3
x3

]π
3

0

=
π3

81
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上の諸式から −π

3
log 2 +

π3

81
<

∫ π
3

0

log(cos x) dx < − π3

162

6.75 (1) y0 =
1

x
，y00 = − 1

x2

(2) (右図により)

Sm =
1

2
{log(m + 1) − log m}

　

O

y

xm m+1

log m

log(m+1)

A B

C

A′ B′

(3) 右の図のように，2点A，Bから x軸にそれぞれ垂線AA′，BB′を引くと，

台形AA′B′Cの面積が log m + Smであるから，グラフから

log m + Sm <

∫ m+1

m

log x dx

ゆえに log m + Sm −
∫ m+1

m

log x dx < 0

よって f(m) < 0

(4) (2)の結果から
n−1∑
m=1

Sm =
1

2
log n

n−1∑
m=1

f(m) < 0であるから，上式および (3)の結果から

n−1∑
m=1

(
log m + Sm −

∫ m+1

m

log x dx

)
< 0

n−1∑
m=1

log m +
1

2
log n−

∫ n

1

log x dx < 0

n−1∑
m=1

log m <

[
x log−x

]n

1

− 1

2
log n

よって log 1 + log 2 + · · ·+ log(n− 1) < n log n− n + 1− 1

2
log n

(5) (4)の結果から

log 1 + log 2 + · · ·+ log(n− 1) + log n < 1 +
1

2
log n + n(log n− 1)

ゆえに log n! < log e + log
√

n + log
(n

e

)n

したがって log n! < log e
√

n
(n

e

)n

よって n! < e
√

n
(n

e

)n
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6.76 (1)

∫ n

1

x log x dx =

∫ n

1

(
x2

2

)′
log x dx =

[
x2

2
log x

]n

1

−
∫ n

1

x2

2
·1
x

dx

=
1

2
n2 log n−

[
x2

4

]n

1

=
1

2
n2 log n − 1

4
(n2 − 1)

(2) f(x) = x log xとおくと f ′(x) = log x + 1

x = 1において，f(x)は単調増加であるから

∫ n

1

x log x dx =
n∑

k=2

∫ k

k−1

x log x dx

<

n∑

k=2

k log k =
n∑

k=1

k log k,

n∑

k=1

k log k =
n−1∑

k=1

k log k + n log n

<

n−1∑

k=1

∫ k+1

k

x log x dx + n log n

=

∫ n

1

x log x dx + n log n

上の 2式から
∫ n

1

x log x dx <

n∑

k=1

k log k <

∫ n

1

x log x dx + n log n

これに (1)の結果を代入すると

1

2
n2 log n− 1

4
(n2 − 1) <

n∑

k=1

k log k <
1

2
n2 log n− 1

4
(n2 − 1) + n log n

(3) (2)の結果から

1

2
− n2 − 1

4n2 log n
<

1

n2 log n

n∑

k=1

log kk <
1

2
− n2 − 1

4n2 log n
+

1

n

lim
n→∞

(
1

2
− n2 − 1

4n2 log n

)
=

1

2
， lim

n→∞

(
1

2
− n2 − 1

4n2 log n
+

1

n

)
=

1

2
であるから，

はさみうちの原理より lim
n→∞

1

n2 log n

n∑

k=1

log kk =
1

2

よって lim
n→∞

{
(12·22·33 · · ·nn)

1
n2 log n

}
=

√
e
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6.77 (1) y = log xを微分すると y′ =
1

x

A′
k(k, log k)における接線 lは

y =
1

k
(x− k) + log k

lk上の 2点 B′k，C′
kにおける y座標は，

それぞれ log k− 1

2k
，log k +

1

2k
である

から，四角形BkCkC
′
kB

′
kの面積は

　

O

y

xkk− 1
2

k+ 1
2

B′k

C′
k

A′
k

Bk Ak Ck

1

lk

y = log x

1

2
·1

{(
log k − 1

2k

)
+

(
log k +

1

2k

)}
= log k

(2)(ア) k = 2のとき，x軸と 2直線x = k− 1

2
，x = k+

1

2
および曲線 y = log x

で囲まれた部分の面積は，(1)で求めた四角形の面積より小さいから

∫ k+1
2

k`1
2

log x dx < log k

(イ) k = 1のとき，右の図の 4点Ak，Ak+1，
A′

k+1，A′
k を頂点とする台形の面積

log k + log(k + 1)

2

は，x軸と 2直線 x = k，x = k + 1お
よび曲線 y = log xで囲まれた部分の面
積より小さいから

　

O

y

x1 k k+1

y = log x

Ak Ak+1

A′
k

A′
k+1

log k + log(k + 1)

2
<

∫ k+1

k

log x dx

(3) (2)(ア)から，
n∑

k=2

∫ k+ 1
2

k− 1
2

log x dx <

n∑

k=2

log k であるから

∫ n+ 1
2

3
2

log x dx < log(n!)

∫ n

3
2

log x dx +

∫ n+ 1
2

n

log x dx < log(n!)

∫ n+ 1
2

n

log n dx <

∫ n+ 1
2

n

log x dxであるから，
1

2
log n <

∫ n+ 1
2

n

log x dxより
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∫ n

3
2

log x dx +
1

2
log n < log(n!)

したがって
∫ n

3
2

log x dx < log(n!)− 1

2
log n · · · 1©

(2)(イ)から，
n−1∑

k=1

log k + log(k + 1)

2
<

n−1∑

k=1

∫ k+1

k

log x dxであるから

log(n!)− 1

2
log n <

∫ n

1

log x dx · · · 2©

1©， 2©より
∫ n

3
2

log x dx < log(n!)− 1

2
log n <

∫ n

1

log x dx

(4)

∫ n

3
2

log x dx =

[
x log x− x

]n

3
2

= n log n− n +
3

2

(
1− log

3

2

)

∫ n

1

log x dx =

[
x log x− x

]n

1

= n log n− n + 1

上の 2式を (3)の結果に代入すると

n log n− n +
3

2

(
1− log

3

2

)
< log(n!)− 1

2
log n < n log n− n + 1

(
n +

1

2

)
log n− n +

3

2

(
1− log

3

2

)
< log(n!) <

(
n +

1

2

)
log n− n + 1

よって Un < log(n!) < Vn

6.78 (1) h(t) = t− 1− log tとおくと

h′(t)= 1− 1

t
=

t− 1

t

h′(t) = 0 とすると t = 1

　
t 0 · · · 1 · · ·

h′(t) − 0 +

h(t) ↘ 0 ↗

h(t)の増減表は，右のようになるから，h(t) = 0．t =
y

x
のとき

y

x
− 1− log

y

x
= 0 ゆえに x log x− x log y − x + y = 0

また，等号が成り立つのは，
y

x
= 1，すなわち，x = yのときに限る．

(2) 閉区間 [a, b]で f(x) > 0，g(x) > 0であるから，(1)の結果より

f(x) log f(x)− f(x) log g(x)− f(x) + g(x) = 0

したがって
∫ b

a

{f(x) log f(x)− f(x) log g(x)− f(x) + g(x)} dx = 0
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条件より，
∫ b

a

{−f(x) + g(x)} dx = 0を上式に代入すると

∫ b

a

f(x) log f(x) dx =
∫ b

a

f(x) log g(x) dx

が成り立つ．

別解 閉区間 [a, b]で f(x) > 0，g(x) > 0であるから，t =
g(x)

f(x)
とおくと，

h(t) = 0より

g(x)

f(x)
− 1− log

g(x)

f(x)
= 0 ゆえに f(x) log

g(x)

f(x)
5 g(x)− f(x)

したがって
∫ b

a

f(x) log
g(x)

f(x)
dx 5

∫ b

a

{g(x)− f(x)} dx = 0

よって
∫ b

a

f(x) log f(x) dx =
∫ b

a

f(x) log g(x) dx

(3) g(x) = M とおくと，条件から
∫ b

a

g(x) dx =

∫ b

a

M dx = M(b− a) =

∫ b

a

f(x) dx

したがって，g(x) = M を (2)の結果に適用すると
∫ b

a

f(x) log f(x) dx =
∫ b

a

f(x) log M

= log M

∫ b

a

f(x) dx = M(b− a) log M

上式の両辺を b− a > 0で割ると

1

b− a

∫ b

a

f(x) log f(x) dx = M log M

が成り立つ．

解説 (九大 [理]2002) 3

6.79 (1) an+1 =
n∑

k=1

∫ k

0

ake
x dx =

n∑

k=1

ak

[
ex

]k

0

=
n∑

k=1

ak(e
k − 1) · · · (∗)

ゆえに a2 = a1(e− 1) =
e

e− 1
(e− 1) = e

a3 = a1(e− 1) + a2(e
2 − 1) = e + e(e2 − 1) = e3

411

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2002.pdf


(2) (∗)より，n = 3のとき

an − an−1 =
n−1∑

k=1

ak(e
k − 1)−

n−2∑

k=1

ak(e
k − 1)

= an−1(e
n−1 − 1)

整理すると an = en−1an−1 ゆえに
an

an−1

= en−1

n = 3のとき an =
an

an−1

·an−1

an−2

· · · a3

a2

·a2

= en−1·en−2 · · · e2·e
= e(n−1)+(n−2)+···+2+1 = e

1
2
n(n−1)

上式は，n = 2のときも成り立つので

a1 =
e

e − 1
, an = e

1
2
n(n`1) (n = 2)

(3) (2)の結果から
log an

n2
=

1
2
n(n− 1)

n2
=

1

2
− 1

2n

よって lim
n!1

log an

n2
=

1

2

6.80 (1) f(x) =

∫ x

0

1

(t + a)2
dt =

[
− 1

t + a

]x

0

=
1

a
− 1

x + a

よって A = lim
x→∞

f(x) =
1

a

a 6= b より g(x) =
1

b− a

∫ x

0

(
1

t + a
− 1

t + b

)
dt

=
1

b− a

[
log |t + a| − log |t + b|

]x

0

=
1

b− a

(
log

∣∣∣∣
x + a

x + b

∣∣∣∣− log
a

b

)

ゆえに B = lim
x→+∞

g(x) =
1

b− a
lim

x→+∞


log

1 +
a

x

1 +
b

x

+ log
b

a




=
1

b − a
log

b

a
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(2) (1)の結果から lim
b→a

B = lim
b→a

log b− log a

b− a

ここで，h(x) = log xとおくと lim
b→a

B = h′(a)

h′(x) =
1

x
であるから lim

b→a
B =

1

a

6.81 (1) y = 1− x2を微分すると y′ = −2x

したがって，Lは点 (t, 1− t2)を通り傾き−2tの直線であるから

y − (1− t2) = −2t(x− t) すなわち y = −2tx + t2 + 1

Lと x軸との接点の x座標は (0 < t < 1)

−2tx + t2 + 1 = 0 よって x =
t2 + 1

2t

(2) (1)の結果から

S(t) =

∫ t

0

{(−2tx + t2 + 1)− (1− x2)}dx

=

∫ t

0

(x− t)2 dt

=

[
1

3
(x− t)3

]t

0

=
1

3
t3

　

O

y

x

B

t

P

A

S(t)

T (t)

1

1

L

T (t) =

∫ t2+1
2t

t

(x− t)2 dx =

[
1

3
(x− t)3

] t2+1
2t

t

=
1

24

(
1

t
− t

)3

したがって S(t)T (t) =
1

3
t3· 1

24

(
1

t
− t

)3

=
1

72
(1− t2)3

よって lim
t→0
{S(t)·T (t)} = lim

t→0

1

72
(1− t2)3 =

1

72

(3) (2)の結果から S ′(t) = t2，T ′(t) =
1

8

(
1

t
− t

)2 (
− 1

t2
− 1

)

S(t) + T (t)は t = aで最小となるので，S ′(a) + T ′(a) = 0より

a2 +
1

8

(
1

a
− a

)2 (
− 1

a2
− 1

)
= 0

1

3
a3 − 1

24

(
1

a
− a

)2 (
1

a
+ a

)
= 0

1

3
a3 − 1

24

(
1

a
− a

)3

=
a

12

(
1

a
− a

)2
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0 < a < 1 であるから S(a)− T (a) =
a

12

(
1

a
− a

)2

> 0

よって S(a) > T (a)

6.82 (1) f(x) = px2，g(x) = −q(x− 1)2 + 1 とおくと

f ′(x) = 2px, g′(x) = −2q(x− 1)

C1とC2の接点の x座標を tとすると f(t) = g(t)，f ′(t) = g′(t)

したがって pt2 = −q(t− 1)2 + 1，2pt = −2q(t− 1)

第 1式から (p + q)t2 − 2qt = 1− q · · · 1©
第 2式から (p + q)t = q · · · 2©
1©× (p + q)より {(p + q)t}2 − 2q·(p + q)t = (p + q)(1− q)

2©をこれに代入して q2 − 2q·q = (p + q)(1− q)

整理すると p + q = pq よって
1

p
+

1

q
= 1

(2) C1と正方形の交点の x座標は x = 0,
1√
p

C2と正方形の交点の x座標は x = 1− 1√
q
, 1

したがって S1 =

∫ 1√
p

0

(1− px2) dx

=

[
x− 1

3
px3

] 1√
p

0

=
2

3
√

p

　

O

y

x

S1

S2

1− 1√
q 1

1

C1

C2

“
1√
p
,1
”

S2 =

∫ 1

1− 1√
q

{−q(x− 1)2 + 1} dx

=

[
−q

3
(x− 1)3 + x

]1

1− 1√
q

=
2

3
√

q

S = S1 + S2 =
2

3

(
1√
p

+
1√
q

)
· · · (∗)

上式および (1)の結果から

S =
2

3

(
1√
p

+

√
1

q

)
=

2

3

(
1

√
p

+

√
1 − 1

p

)
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(3) (2) の結果から lim
p→∞

S = lim
p→∞

2

3

(
1√
p

+

√
1− 1

p

)
=

2

3

(4) (1) の結果から

(
1√
p

+
1√
q

)2

+

(
1√
p
− 1√

q

)2

= 2

1√
p

+
1√
q
は，上式より，p = q = 2のとき，最大値

√
2をとる．

(∗)より，Sは，p = 2のとき最大値
2
√

2

3
をとる．

6.83 (1) fn(x) = x2 − n

n + 1
x2+ 2

n，fn(x) = 0より x2

(
1− n

n + 1
x

2
n

)
= 0

x > 0のとき x
2
n =

n + 1

n
すなわち x =

(
n + 1

n

)n
2

(2) xn =

(
n + 1

n

)n
2

Sn =

∫ xn

0

fn(x) dx =

∫ xn

0

(
x2 − n

n + 1
x2+ 2

n

)
dx

=

[
1

3
x3 − n

n + 1
· n

3n + 2
x3+ 2

n

]xn

0

=
1

3
xn

3

{
1− 3n2

(n + 1)(3n + 2)
xn

2
n

}

=
1

3

(
n + 1

n

) 3
2
n {

1− 3n2

(n + 1)(3n + 2)
·
(

n + 1

n

)}

=
2

3(3n + 2)

(
n + 1

n

)3
2
n

(3) (2)の結果から

nxxnSn = n·
(

n + 1

n

)n
2

· 2

3(3n + 2)

(
n + 1

n

) 3
2
n

=
2n

3(3n + 2)

(
n + 1

n

)2n

=
2

3

(
3 +

2

n

)
{(

1 +
1

n

)n}2
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lim
n→∞

(
3 +

2

n

)
= 3， lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e であるから

lim
n→∞

nxnSn =
2

9
e2

6.84 (1) lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

2x

x2 + 1
= lim

x→∞
2

x +
1

x

= 0， 同様に lim
x→−∞

f(x) = 0

f(x) =
2x

x2 + 1
を微分すると f ′(x) = −2(x + 1)(x− 1)

(x2 + 1)2

f(x)の増減表は，右のようになる．

よって x = 1のとき 極大値 1

x = −1のとき 極小値− 1

　
x · · · −1 · · · 1 · · ·

f ′(x) − 0 + 0 −
f(x) ↘ −1 ↗ 1 ↘

(2) y =
2x

x2 + 1
と y = 2−nの共有点の x座標は

2x

x2 + 1
= 2−n ゆえに x2 − 2·2nx + 1 = 0 · · · (∗)

方程式 (∗)の解をα，βとすると (α < β)

Sn =

∫ β

α

2x

x2 + 1
dx− 2−n(β − α)

=

[
log(x2 + 1)

]β

α

− 2−n(β − α)

= log
β2 + 1

α2 + 1
− 2−n(β − α)

　

O

y

x

1

−1

1
−1

α β

y = f(x)

y = 2−n

(∗)を解いて α = 2n−√4n − 1, β = 2n+
√

4n − 1, β−α = 2
√

4n − 1

また，α，βは方程式 (∗)の解であるから
α2 + 1 = 2n+1α, β2 + 1 = 2n+1β, αβ = 1

したがって
β2 + 1

α2 + 1
=

2n+1β

2n+1α
=

β

α
=

β2

αβ
= β2

上の諸式から Sn = log β2 − 2−n·2√4n − 1

= 2 log(2n +
√

4n − 1) − 21`n√
4n − 1

(3) (2)の結果から

Sn+1 − Sn = 2 log
2n+1 +

√
4n+1 − 1

2n +
√

4n − 1
− 2−n

√
4n+1 − 1 + 21−n

√
4n − 1

= 2 log
2 +

√
4− 4−n

1 +
√

1− 4−n
−
√

4− 4−n + 2
√

1− 4−n
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このとき， lim
n→∞

4−n = 0 であるから

lim
n→∞

(Sn+1 − Sn) = 2 log
2 +

√
4

1 +
√

1
−
√

4 + 2
√

1 = 2 log 2

6.85 (1)

∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 1

0

(
1− x√

10− x2

)
dx =

[
x +

√
10− x2

]1

0

= 4 − √
10

(2) an =

∫ n

0

g(x) dx =
n−1∑

k=0

∫ k+1

k

g(x) dx =
n−1∑

k=0

∫ k+1

k

(
2

3

)k

f(x− k) dx

x− k = tとおくと，(1)の結果から

∫ k+1

k

(
2

3

)k

f(x− k) dx =

(
2

3

)k ∫ 1

0

f(t) dt = (4−
√

10)

(
2

3

)k

したがって

an =
n−1∑

k=0

(4−
√

10)

(
2

3

)k

= (4−
√

10)× 1− (
2
3

)n

1− 2
3

= 3(4−
√

10)

{
1−

(
2

3

)n}

よって lim
n!1

an = 3(4 −
√

10)

6.86 (1) |x | cos nx，| sin x| cos nxは，偶関数であるから

an = −1

4

∫ π

−π

|x | cos nx dx = −1

2

∫ π

0

x cos nx dx

= − 1

2n

∫ π

0

x(sin nx)′ dx

= − 1

2n

[
x sin nx

]π

0

+
1

2n

∫ π

0

sin nx dx

= − 1

2n2

[
cos nx

]π

0

=
1 − (−1)n

2n2

b1 = −1

4

∫ π

−π

| sin x| cos x dx = −1

2

∫ π

0

sin x cos x dx

= −1

4

∫ π

0

sin 2x dx =
1

8

[
cos 2x

]π

0

= 0
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n = 2のとき

bn = −1

4

∫ π

−π

| sin x| cos nx dx = −1

2

∫ π

0

sin x cos nx dx

= −1

4

∫ π

0

{sin(n + 1)x− sin(n− 1)x}dx

=
1

4

[
cos(n + 1)x

n + 1
− cos(n− 1)x

n− 1

]π

0

=
(−1)n+1 − 1

4(n + 1)
− (−1)n−1 − 1

4(n− 1)

=
1 + (−1)n

4

(
− 1

n + 1
+

1

n− 1

)
=

1 + (−1)n

2(n2 − 1)

(2) (1)の結果から

a2n+1

b2n

=
1− (−1)2n+1

2(2n + 1)2
·2{(2n)2 − 1}

1 + (−1)2n
=

2n− 1

2n + 1

ここで
2n + 1

2n + 3
− 2n− 1

2n + 1
=

4

(2n + 1)(2n + 3)
> 0

{
a2n+1

b2n

}
は単調増加列であるから

∞∑
n=1

a2n+1

b2n

>

∞∑
n=1

1

3
= lim

n→∞
n

3

よって，
∞∑

n=1

a2n+1

b2n

は発散する．

6.87 (1) f1(x) = sin x + 2

∫ π
4

0

xf0(x) dx，f0(x) = sin x より

g1(x) = f1(x)− f0(x) = 2

∫ π
4

0

xf0(x) dx

= 2

∫ π
4

0

x sin x dx

= 2

[
−x cos x + sin x

]π
4

0

=
√

2

(
1 − π

4

)

(2) fn+1(x) = sin x + 2

∫ π
4

0

xfn(x) dx

fn(x) = sin x + 2

∫ π
4

0

xfn−1(x) dx
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上の 2式の辺々を引くと

fn+1(x)− fn(x) = 2

∫ π
4

0

x{fn(x)− fn−1(x)} dx

したがって gn+1(x) = 2

∫ π
4

0

xgn(x) dx

上式および (1)の結果から，gn(x)は定数関数であるから

gn+1(x) = gn(x)

∫ π
4

0

2x dx = gn(x)

[
x2

]π
4

0

=
π2

16
gn(x)

よって gn(x) = g1(x)

(
π2

16

)n−1

= c

(
π2

16

)n`1

(3) an = fn(x)− sin x = fn(x)− f0(x)

=
n∑

k=1

{fk(x)− fk−1(x)} =
n∑

k=1

gk(x) = c

n∑

k=1

(
π2

16

)k−1

=
c

1− π2

16

{
1−

(
π2

16

)n}
=

√
2
(
1− π

4

)

1− π2

16

{
1−

(
π2

16

)n}

=

√
2

1 + π
4

{
1−

(
π2

16

)n}

このとき，0 <
π2

16
=

(π

4

)2

< 1 であるから lim
n!1

an =
4
√

2

π + 4

6.88 (1) f(x) = sin xとすると f ′′(x) = − sin x

ゆえに，0 < x <
π

2
において f ′′(x) < 0

曲線 y = f(x)上の 2点O(0, 0)，A
(π

2
, 1

)

を通る直線を y = g(x)とすると

g(x) =
2

π
x

　

O

y

xπ
2

1
A

曲線 y = f(x)は，0 < x <
π

2
において上に凸であるから

g(x) < f(x) すなわち
2

π
x < sin x

(2) (1)の結果から，0 < x <
π

2
のとき

−r2 sin x < −2r2

π
x ゆえに 0 < e−r2 sin x < e−

2r2

π
x
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したがって 0 <

∫ π
2

0

e−r2 sin x dx <

∫ π
2

0

e−
2r2

π
x dx

ここで
∫ π

2

0

e−
2r2

π
x dx =

[
− π

2r2
e−

2r2

π
x

]π
2

0

=
π

2r2

(
1− e−r2

)

上の 2式から，r > 0のとき

0 < r

∫ π
2

0

e−r2 sin x dx <
π

2r
(1− e−r2

)

lim
r→∞

π

2r
(1− e−r2

) = 0 であるから，はさみうちの原理により

lim
r→∞

r

∫ π
2

0

e−r2 sin x dx = 0

6.89 (1) y = e−xより y′ = −e−x

曲線 y = e−xの Pn(n, e−n)における接線は

y − e−n = −e−n(x− n)

ゆえに y = −e−n(x− n− 1)

この直線と x軸の交点の x座標 anは

an = n + 1

　

O

y

xn

Pne−n

Qn

an

Rn

1

(2) (1)の結果から QnRn = an − n = 1，PnQn = e−n

よって 4PnQnRn =
1

2
QnRn·PnQn =

1

2
·1·e−n =

1

2
e`n

(3) (2)の結果から

Sn =

∫ n+1

1

e−x dx−
n∑

k=1

1

2
e−k

=

[
−e−x

]n+1

1

− 1

2
e−1 × 1− e−n

1− e−1

= −e−n−1 +
1

e
− 1− e−n

2(e− 1)

よって lim
n→∞

Sn =
1

e
− 1

2(e− 1)
=

e − 2

2e(e − 1)

6.90 (1) t = ex，g(t) = f(x)とおくと

g(t) =
1

1 + t
e

+
1

1 + 1
et

− 1 =
e

t + e
+

(
et

et + 1
− 1

)
=

e

t + e
− 1

et + 1

420

見
本



したがって

g′(t) = − e

(t + e)2
+

e

(et + 1)2
=

e{(t + e)2 − (et + 1)2}
(t + e)2(et + 1)2

=
e(t + e + et + 1)(t + e− et− 1)

(t + e)2(et + 1)2

=
e(1 + e)(1− e)(t + 1)(t− 1)

(t + e)2(et + 1)2

t > 0であるから，g(t)の増減表は次のようになる．

t (0) · · · 1 · · ·
g′(t) + 0 −
g(t) ↗ 最大 ↘

よって，t = 1，すなわち，x = 0で f(x)は最大となる．

(2) f(x) =

(
1

1 + ex−1
− 1

)
+

1

1 + e−x−1

= − ex−1

ex−1 + 1
+

ex+1

ex+1 + 1
=

{
log

(
ex+1 + 1

ex−1 + 1

)}′

上式および f(x)が偶関数であることから

I(a) =

∫ a

−a

f(x) dx = 2

[
log

(
ex+1 + 1

ex−1 + 1

) ]a

0

= 2 log
ea+1 + 1

ea−1 + 1
− 2 log

e + 1

e−1 + 1
= 2 log

ea+1 + 1

ea`1 + 1
− 2

(3) lim
a→∞

ea+1 + 1

ea−1 + 1
= lim

a→∞
e2 + e1−a

1 + e1−a
= e2

よって，上式および (2)の結果から lim
a→∞

I(a) = 2 log e2 − 2 = 2

6.91 (1) g(x) = log x +
1

x
とおくと g′(x) =

1

x
− 1

x2
=

x− 1

x2

したがって，g(x)の増減表は次のようになる．

x (0) · · · 1 · · ·
g′(x) − 0 +

g(x) ↘ 1 ↗

ゆえに g(x) = 1 > 0 よって log x +
1

x
> 0
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(2) (1)の結果から −1

x
< log x

また，0 < x < 1のとき −1

x
< log x < 0 ゆえに −xn−1 < xn log x < 0

nは 2以上の自然数であるから lim
x→+0

(−xn−1) = 0

よって，はさみうちの原理により lim
x→+0

xn log x = 0

(3) f(x) = xn log x を微分すると

f ′(x) = xn−1(n log x + 1)

したがって，f(x)の増減表は次のようになる．

x (0) · · · e−
1
n · · ·

f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ − 1
ne

↗

　

O

y

x
e−

1
n

1− 1
ne

よって，グラフの概形は右の図のようになる．最小値 f
(
e`

1
n

)
= − 1

ne

(4) (3)の結果から，cn = e−
1
n であるから

In =

∫ 1

cn

xn log x dx =
1

n + 1

∫ 1

e−
1
n

(xn+1)′ log x dx

=

[
xn+1 log x

n + 1
− xn+1

(n + 1)2

]1

e−
1
n

=
1

n(n + 1)
e−

n+1
n − 1

(n + 1)2
(1− e−

n+1
n )

ゆえに n2In =
n

n + 1
e−

n+1
n − n2

(n + 1)2
(1− e−

n+1
n )

ここで lim
n→∞

n

n + 1
= 1， lim

n→∞
n2

(n + 1)2
= 1， lim

n→∞
e−

n+1
n = e−1

よって lim
n→∞

n2In = e−1 − (1− e−1) = 2e`1 − 1

6.92 (1) f(x) = x− ex−1を微分すると f ′(x) = 1− ex−1

f(x)の増減表は

x · · · 1 · · ·
f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ 0 ↘

よって，方程式 f(x) = 0の解は x = 1
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(2) 曲線 y = 2x2 log xと曲線 y = kx2 − k (k > 0) の接点の座標を α > 0とす
る．g(x) = 2x2 log x− k(x2 − 1) とおくと

g′(x) = 4x log x + 2x− 2kx = 2x(2 log x + 1− k)

このとき，g(α) = 0，g′(α) = 0であるから

2α2 log α− k(α2 − 1) = 0, 2 log α + 1− k = 0 · · · (∗)

上の 2式から kを消去すると

2α2 log α− (2 log α + 1)(α2 − 1) = 0

整理すると 2 log α− α2 + 1 = 0 ゆえに log α2 = α2 − 1

したがって α2 = eα2−1 (1)の結果から α2 = 1

α > 0 であるから α = 1 これを (∗)に代入すると k = 1

(3) (2)の結果により

∫ 1

1
n

(2x2 log x− x2 + 1) dx =

[
2

3
x3 log x− 5

9
x3 + x

]1

1
n

=
4

9
+

2

3n2
· log n

n
+

5

9n3
− 1

n

このとき， lim
n→∞

log n

n
= 0 であるから

lim
n→∞

∫ 1

1
n

(2x2 log x− x2 + 1) dx =
4

9

6.93 (1) 0 < x <
1

2
のとき，f(x) = e−x

(
1

2
− x

)
であるから

f ′(x) = e−x

(
x− 3

2

)
< 0, f ′′(x) =

(
5

2
− x

)
> 0

1

2
< x < 1 のとき，f(x) = e−x

(
x− 1

2

)
であるから

f ′(x) = e−x

(
3

2
− x

)
> 0, f ′′(x) =

(
x− 5

2

)
< 0

f(0) =
1

2
，f

(
1

2

)
= 0，f(1) =

1

2e
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したがって，f(x)の増減表およびグラフの概形は，次のようになる．

x 0 · · · 1
2

· · · 1

f ′(x) − +

f ′′(x) + −
極小

f(x) 1
2

1
2e0

　

O

y

x1
2

1
2

1
2e

1

(2) a1 =

∫ 1

0

e−x

∣∣∣∣ x− [x]− 1

2

∣∣∣∣ dx =

∫ 1

0

e−x

∣∣∣∣ x− 1

2

∣∣∣∣ dx

ここで，e−x

(
1

2
− x

)
の原始関数の 1つをF (x) = e−x

(
x +

1

2

)
とおくと

a1 =

∫ 1
2

0

e−x

(
1

2
− x

)
dx−

∫ 1

1
2

e−x

(
1

2
− x

)
dx

=

[
F (x)

] 1
2

0

−
[

F (x)

]1

1
2

= 2F

(
1

2

)
− F (0)− F (1)

= 2e−
1
2 − 1

2
− 3

2
e−1 =

4
√

e − e − 3

2e

(3) an+1 = an +

∫ n+1

n

f(x) dx であるから

∫ n+1

n

f(x) dx =

∫ n+1

n

e−x

∣∣∣∣ x− [ x ]− 1

2

∣∣∣∣ dx

=

∫ 1

0

e−(t+n)

∣∣∣∣ (t + n)− [ t + n ]− 1

2

∣∣∣∣ dt

= e−n

∫ 1

0

e−t

∣∣∣∣ t− 1

2

∣∣∣∣ dt = e−na1

an+1 = an + a1e
−n より，n = 2のとき

an = a1 + a1e
−1

n−1∑

k=1

(e−1)k−1

= a1 + a1e
−1 × 1− (e−1)n−1

1− e−1
=

a1(1− e−n)

1− e−1

上式は，n = 1のときも成立するから an =
a1(1 − e`n)

1 − e`1
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lim
n→∞

e−n = 0 であるから

lim
n→∞

an = a1 × 1

1− e−1

=
4
√

e− e− 3

2e
× 1

1− e−1

=
4
√

e − e − 3

2(e − 1)

6.94 (1) 0 < x < 1のとき

0 <

∫ x

0

et dt <

∫ x

0

6 dt ゆえに 0 < ex − 1 < 6x

これから

0 <

∫ x

0

(et − 1)dt <

∫ x

0

6t dt ゆえに 0 < ex − 1− x < 3x2

さらに

0 <

∫ x

0

(et − 1− t)dt <

∫ x

0

3t2 dt ゆえに 0 < ex − 1− x− x2

2
< x3

よって，0 < x < 1において，0 < f(x) < x3が成り立つ．

n > 1のとき，0 <
1

n
< 1であるから，上式により

0 < f

(
1

n

)
<

(
1

n

)3

ゆえに 0 < n2f

(
1

n

)
<

1

n

lim
n→∞

1

n
= 0 であるから，はさみうちの原理により lim

n→∞
n2f

(
1

n

)
= 0

(2)

∫ 1

0

g(x) dx =

∫ 1

0

ex dx =

[
ex

]1

0

= e− 1，Kn =
1

n

n−1∑

k=0

e
k
n =

1

n
× e− 1

e
1
n − 1

∫ 1

0

g(x) dx−Kn = (e− 1)

{
1− 1

n(e
1
n − 1)

}

= (e− 1)×
1
n

e
1
n − 1

{
n(e

1
n − 1)− 1

}

f

(
1

n

)
= e

1
n − 1− 1

n
− 1

2n2
より，n(e

1
n − 1)− 1 = nf

(
1

n

)
+

1

2n
から

n

{∫ 1

0

g(x) dx−Kn

}
= (e− 1)×

1
n

e
1
n − 1

×
{

n2f

(
1

n

)
+

1

2

}
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よって，求める最大の自然数 kは k = 1であり，そのときの極限値は

lim
n→∞

n

∣∣∣∣
∫ 1

0

g(x) dx−Kn

∣∣∣∣ = (e− 1)× 1×
(

0 +
1

2

)
=

e − 1

2

6.95 (1) f(x) = ax− log(x +
√

x2 − 1)を微分すると

f ′(x) = a−
1 +

x√
x2 − 1

x +
√

x2 − 1
= a− 1√

x2 − 1
=

a
√

x2 − 1− 1√
x2 − 1

=
a2x2 − (a2 + 1)√

x2 − 1(a
√

x2 − 1 + 1)

したがって，f(x)の増減表は，次のようになる．

x (1) · · ·
√

a2+1
a

· · ·
f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 極小 ↗

よって h(a) =

√
a2 + 1

a

(2)
d

dx
log(x +

√
x2 − 1) =

1√
x2 − 1

，

√
(h(a))2 − 1 =

√
a2 + 1

a2
− 1 =

1

a

F (a) = ah(a)− log{h(a) +
√

(h(a))2 − 1}を微分すると

F ′(a) = h(a) + ah′(a)− 1√
(h(a))2 − 1

·h′(a)

= h(a) + ah′(a)− ah′(a) = h(a)

よって，F (a)は h(a)の原始関数である．
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(3) (2)の結果から

In =

∫ n+1

n

h(a) da =

[
F (a)

]n+1

n

= F (n + 1)− F (n)

= (n + 1)h(n + 1)− log(h(n + 1) +
√

(h(n + 1))2 − 1)

− nh(n) + log(h(n) +
√

(h(n))2 − 1)

= (n + 1)·
√

(n + 1)2 − 1

n + 1
− log

(√
(n + 1)2 + 1

n + 1
+

1

n + 1

)

− n·
√

n2 + 1

n
+ log

(√
n2 + 1

n
+

1

n

)

=
√

(n + 1)2 + 1 − √
n2 + 1

− log

√
(n + 1)2 + 1 + 1

n + 1
+ log

√
n2 + 1 + 1

n

ここで
√

(n + 1)2 + 1−
√

n2 + 1 =
2n + 1√

(n + 1)2 + 1 +
√

n2 + 1

=
2 +

1

n√(
1 +

1

n

)2

+
1

n2
+

√
1 +

1

n2

したがって

In =
2 +

1

n√(
1 +

1

n

)2

+
1

n2
+

√
1 +

1

n2

− log

(√
1 +

1

(n + 1)2
+

1

n + 1

)
+ log

(√
1 +

1

n2
+

1

n

)

よって lim
n→∞

In =
2

1 + 1
− log 1 + log 1 = 1

6.96 (1) f(x) = sin 2πx，f(x) = cos 2πxなど

(2) F (x) =

∫ x

0

f(y) dyおよび
∫ 1

0

f(x) dx = 0より

F (x + 1) =

∫ x+1

0

f(y) dy

=

∫ 1

0

f(y)dy +

∫ x+1

1

f(y) dy =

∫ x+1

1

f(y) dy
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y = t + 1とおくと dy = dt
y 1−→x + 1

t 0−→ x

したがって

F (x + 1) =

∫ x+1

1

f(y) dy =

∫ x

0

f(t + 1) dt =

∫ x

0

f(t) dt = F (x)

よって，F (x)は周期 1の周期関数である．

(3) F (t) =

∫ t

0

f(y) dyであるから
d

dt
F (t) = f(t)

t = nxとすると，
dt

dx
= nより

d

dx
F (t) =

{
d

dt
F (t)

}
dt

dx
= f(t)n すなわち

d

dx
F (nx) = nf(nx)

(4) (3)の結果から

an =

∫ 1

0

xf(nx) dx =
1

n

∫ 1

0

x{F (nx)}′ dx

=
1

n

[
xF (nx)

]1

0

− 1

n

∫ 1

0

F (nx) dx

=
1

n
F (n)− 1

n

∫ 1

0

F (nx) dx · · · 1©

(2)の結果から F (n) = F (1) =

∫ 1

0

f(y) dy = 0 · · · 2©

t = nxとおくと dx =
dt

n

x 0−→ 1

t 0−→n

したがって

1

n

∫ 1

0

F (nx) dx =
1

n2

∫ n

0

F (t) dt =
1

n2

n∑

k=1

∫ k

k−1

F (t) dt · · · 3©

さらに，t = u + k − 1とおくと dt = du
t k − 1−→ k

u 0 −→ 1

1

n2

n∑

k=1

∫ k

k−1

F (t) dt =
1

n2

n∑

k=1

∫ 1

0

F (u + k − 1) du

=
1

n2

n∑

k=1

∫ 1

0

F (u) du =
1

n

∫ 1

0

F (u) du · · · 4©
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3©， 4©より 1

n

∫ 1

0

F (nx) dx =
1

n

∫ 1

0

F (u) du

上式および 2©を 1©に代入すると an = − 1

n

∫ 1

0

F (u) du

このとき，
∫ 1

0

F (u) duは定数であるから lim
n→∞

an = 0

別解 an =

∫ 1

0

xf(nx) dx

上式について，y = nxとおくと dx =
dy

n

x 0−→ 1

y 0−→n

an =
1

n2

∫ n

0

yf(y) dy =
1

n2

n∑

k=1

∫ k

k−1

yf(y) dy

さらに，y = u + k − 1とおくと dy = du
y k − 1−→ k

u 0 −→ 1

an =
1

n2

n∑

k=1

∫ 1

0

(u + k − 1)f(u + k − 1) dy

=
1

n2

n∑

k=1

∫ 1

0

(u + k − 1)f(u) du

=
1

n2

n∑

k=1

{∫ 1

0

uf(u) du + (k − 1)

∫ 1

0

f(u) du

}

=
1

n2

{
n

∫ 1

0

uf(u) du +
1

2
n(n− 1)

∫ 1

0

f(u) du

}

=
1

n

∫ 1

0

uf(u) du

このとき，
∫ 1

0

uf(u) duは定数であるから lim
n→∞

an = 0

6.97 (1) f(x) = e−x(a sin px + b cos px)であるから

f ′(x) = −e−x(a sin px + b cos px) + e−x(ap cos px− bp sin px)

= e−x{−(a + bp) sin px + (ap− b) cos px}

これが f ′(x) = e−x sin pxとなるので

e−x{−(a + bp) sin px + (ap− b) cos px} = e−x sin px

ゆえに e−x{−(a + bp + 1) sin px + (ap− b) cos px} = 0
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すべての xに対して，上式は成立するので，x = 0,
π

2p
を代入すると

ap− b = 0, a + bp + 1 = 0

よって a = − 1

1 + p2
, b = − p

1 + p2

別解 e−x sin px，e−x cos pxを微分すると

(e−x sin px)′ = −e−x sin px + e−x·p cos px

= −e−x sin px + pe−x cos px

(e−x cos px)′ = −e−x cos px + e−x(−p sin px)

= −pe−x sin px− e−x cos px

上の 2式から(
(e−x sin px)′

(e−x cos px)′

)
=

(
−1 p

−p −1

)(
e−x sin px

e−x cos px

)

2次の正方行列

(
−1 p

−p −1

)
は正則であるから，

(
−1 p

−p −1

)−1

を上式

の両辺に左からかけると

1

1 + p2

(
−1 −p

p −1

)(
(e−x sin px)′

(e−x cos px)′

)
=

(
e−x sin px

e−x cos px

)

上式の (1,1)成分から
(
− 1

1 + p2
e−x sin px− p

1 + p2
e−x cos px

)′
= e−x sin px

よって a = − 1

1 + p2
, b = − p

1 + p2

(2) p =
1

t
とおくと (t 6= 0)，(1)の結果から

(
− t2

t2 + 1
e−x sin

x

t
− t

t2 + 1
e−x cos

x

t

)′
= e−x sin

x

t

したがって

S(t) =

∫ t2

0

e−x sin
x

t
dx

=

[
− t2

t2 + 1
e−x sin

x

t
− t

t2 + 1
e−x cos

x

t

]t2

0

= − t2

t2 + 1
e`t

2
sin t +

t

t2 + 1

(
1 − e`t

2
cos t

)
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(3) (2)の結果から

S(t)

t3
= − e−t2

t2 + 1
× sin t

t
+

1

t2 + 1
× 1− e−t2 cos t

t2

= − e−t2

t2 + 1
× sin t

t
+

1

t2 + 1

{
1− e−t2

t2
+

e−t2(1− cos t)

t2

}

= − e−t2

t2 + 1
× sin t

t
+

1

t2 + 1

{
e−t2 − 1

−t2
+ e−t2 × 1− cos t

t2

}

ここで lim
t→0

sin t

t
= 1, lim

t→0

e−t2 − 1

−t2
= lim

h→0

eh − 1

h
= 1

lim
t→0

1− cos t

t2
= lim

t→0

1

1 + cos t
×

(
sin t

t

)2

=
1

2

よって lim
t→0

S(t)

t3
= −1× 1 + 1

(
1 + 1× 1

2

)
=

1

2

6.98 (1) an+1 − an =

∫ (n+1)π

0

e−rx| sin x| dx−
∫ nπ

0

e−rx| sin x| dx

=

∫ (n+1)π

nπ

e−rx| sin x| dx

t = x− nπ とおくと
dx

dt
= 1，

x nπ −→ (n + 1)π

t 0 −→ π

an+1 − an =

∫ π

0

e−r(nπ+t)| sin(t + nπ)| dt

= e−rnπ

∫ π

0

e−rt sin t dt = e−rnπa1

= e−rnπ

[
− e−rt

r2 + 1
(r sin t + cos t)

]π

0

=
e`rı + 1

r2 + 1
e`nrı

(2) an+1 − an = e−rnπa1，a1 =
e−rπ + 1

r2 + 1
であるから，n = 2のとき

n−1∑

k=1

(ak+1 − ak) = a1

n−1∑

k=1

e−rkπ

an = a1

n−1∑

k=0

e−rkπ = a1 × 1− e−rnπ

1− e−rπ

=
e−rπ + 1

r2 + 1
× 1− e−rnπ

1− e−rπ
=

(1 + e−rπ)(1− e−rnπ)

(1 + r2)(1− e−rπ)
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上式は，n = 1のときも成立するから

an =
(1 + e`rı)(1 − e`rnı)

(1 + r2)(1 − e`rı)

(3) r > 0 より， lim
n→∞

e−rnπ = 0 であるから

lim
n!1

an =
1 + e`rı

(1 + r2)(1 − e`rı)

(4) rf(r) =
r(1 + e−rπ)

(1 + r2)(1− e−rπ)
=

1 + e−rπ

(1 + r2)π
× −rπ

e−rπ − 1
であるから

lim
r→+0

rf(r) =
1 + 1

π
× 1 =

2

π

6.99 (1) f(x) = 2
√

x− log xとおくと f ′(x) =
1√
x
− 1

x
=

√
x− 1

x

したがって x = 1 のとき，f ′(x) = 0

x > 1で f(x)は単調増加で，f(1) = 2 > 0 であるから

x = 1 のとき f(x) > 0 ゆえに log x < 2
√

x

(2) (1)の結果から，自然数 nに対して

0 < log(n + 1) < 2
√

n + 1 ゆえに 0 < log(n + 1)
1
n < 2

√
1

n
+

1

n2

lim
n→∞

2

√
1

n
+

1

n2
= 0 であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

log(n + 1)
1
n = 0 よって lim

n→∞
(n + 1)

1
n = 1

(3) 0 < x <
π

2
のとき，2 +

2

π
x < 2 + sin x < 3 であるから

∫ π
2

0

(
2 +

2

π
x

)n

dx <

∫ π
2

0

(2 + sin x)n dx <

∫ π
2

0

3n dx

ゆえに
∫ π

2

0

(
2 +

2

π
x

)n

dx =

[
1

n + 1
·π
2

(
2 +

2

π
x

)n+1 ]π
2

0

=
3n

n + 1
·3π

2

{
1−

(
2

3

)n+1
}

,

∫ π
2

0

3n dx = 3n·π
2
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したがって

3

(n + 1)
1
n

(
3π

2

) 1
n

{
1−

(
2

3

)n+1
} 1

n

<

{∫ π
2

0

(2 + sin x)n dx

} 1
n

< 3
(π

2

) 1
n

(2)の結果により lim
n→∞

3

(n + 1)
1
n

(
3π

2

) 1
n

{
1−

(
2

3

)n+1
} 1

n

= 3

lim
n→∞

3
(π

2

) 1
n

= 3

よって，はさみうちの原理により

lim
n→∞

{∫ π
2

0

(2 + sin x)n dx

} 1
n

= 3

6.100 f(x) =
x√

x2 + 1
とおくと，f(x) < 1

f ′(x) =

√
x2 + 1− x· x√

x2 + 1
x2 + 1

=
1

(x2 + 1)
√

x2 + 1
> 0

f(x)は単調増加であるから，区間 k − 1 5 x 5 kにおいて (1 5 k 5 n)

∫ k

k−1

f(x) dx <

∫ k

k−1

f(k) dx <

∫ k

k−1

dx

したがって
∫ k

k−1

f(x) dx < f(k) < 1

上式を kについて，1から nまで加えると

∫ n

0

f(x) dx <

n∑

k=1

f(k) < n

このとき
∫ n

0

f(x) dx =

[ √
x2 + 1

]n

0

=
√

n2 + 1− 1

したがって
√

n2 + 1− 1 <

n∑

k=1

f(k) < n

ゆえに

√
1 +

1

n2
− 1

n
<

1

n

n∑

k=1

f(k) < 1
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ここで， lim
n→∞

(√
1 +

1

n2
− 1

n

)
= 1であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

f(k) = 1 すなわち lim
n→∞

1

n

(
1√
2

+
2√
5

+ · · ·+ n√
n2 + 1

)
= 1

解説 an =
n√

n2 + 1
とおくと， lim

n→∞
an = 1より， lim

n→∞
a1 + a2 + · · ·+ an

n
= 1

¶ ³

lim
n→∞

an = αのとき lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an

n
= α

µ ´

6.101 (1) I1 =

∫ √
3

0

1

1 + x
dx =

[
log(1 + x)

]√3

0

= log(1 +
√

3)

(2) I2 =

∫ √
3

0

1

1 + x2
dxにおいて，x = tan θとおくと

x 0 −→ √
3

θ 0 −→ π
3

dx

dθ
=

1

cos2 θ
であるから I2 =

∫ √
3

0

1

1 + tan2 θ
· dθ

cos2 θ
=

∫ π
3

0

dθ =
π

3

(3) まず，0 5 k 5 1のとき

1

1 + k
− (1− k) =

k2

1 + k
= 0, 1− 1

1 + k
=

k

1 + k
= 0

よって 1− k 5 1

1 + k
5 1 (等号が成り立つのは，k = 0のとき)

したがって
∫ 1

0

(1− xn) dx <

∫ 1

0

1

1 + xn
dx <

∫ 1

0

dx

n

n + 1
<

∫ 1

0

1

1 + xn
dx < 1 · · · 1©

次に，1 5 kのとき 0 <
1

1 + k
<

1

k

したがって 0 <

∫ √
3

1

1

1 + xn
dx <

∫ √
3

1

1

xn
dx

0 <

∫ √
3

1

1

1 + xn
dx <

1

n− 1

{
1−

(
1√
3

)n−1
}

· · · 2©

1©， 2©より，はさみうちの原理により

lim
n→∞

In = lim
n→∞

∫ 1

0

1

1 + xn
dx + lim

n→∞

∫ √
3

1

1

1 + xn
dx = 1 + 0 = 1
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解説 fn(x) =
1

1 + xn
(0 5 x 5

√
3)に対して，

f(x) = lim
n→∞

fn(x)とすると，y = f(x)のグラフ

は，右の図のようになる．

これから，明らかに lim
n→∞

In = 1

また，次の 2式を示せばよいことが分かる．

　

O

y

x

1
2

1

1
√

3

lim
n→∞

∫ 1

0

1

1 + xn
dx = 1, lim

n→∞

∫ √
3

1

1

1 + xn
dx = 0

(以上の説明でも部分点は貰える)

6.102 (1)

an =
2n∑

k=1

1

k
cos kπ

= −
(

1 +
1

3
+ · · ·+ 1

2n− 1

)
+

(
1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n

)

= −
(

1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

2n

)
+ 2

(
1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n

)

= −
2n∑

k=1

1

k
+

n∑

k=1

1

k
= −

2n∑

k=n+1

1

k

(2) (1)の結果から

lim
n→∞

an = − lim
n→∞

1

n

2n∑

k=n+1

1
k
n

= −
∫ 2

1

dx

x
= −

[
log x

]2

1

= − log 2
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(3)

bn =
3n∑

k=1

1

k
cos

2kπ

3

= −1

2

(
1 +

1

2
+

1

4
+

1

5
+ · · ·+ 1

3n− 2
+

1

3n− 1

)
+

(
1

3
+

1

6
+ · · ·+ 1

3n

)

= −1

2

(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

3n

)
+

3

2

(
1

3
+

1

6
+ · · ·+ 1

3n

)

= −1

2

(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

3n

)
+

1

2

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

)

= −1

2

3n∑

k=1

1

k
+

1

2

n∑

k=1

1

k
= −1

2

3n∑

k=n+1

1

k

よって lim
n→∞

bn = − lim
n→∞

1

2n

3n∑

k=n+1

1
k
n

= −1

2

∫ 3

1

dx

x
= −1

2

[
log x

]3

1

= −1

2
log 3

6.103 (1) f(x) = xより

v(x) =

∫ x

0

et(x− t) dt =

[
et(x− t + 1)

]x

0

= ex − x − 1

(2) v(x) =

∫ x

0

etf(x− t) dtにおいて，u = x− tとおくと

t 0 −→ x

u x −→ 0
dt = −du

v(x) =

∫ 0

x

ex−uf(u) (−du) = ex

∫ x

0

e−uf(u) du を微分すると

v′(x) = ex

∫ x

0

e−uf(u) + ex·e−xf(x) = v(x) + f(x)

v(x) + f(x) = sin4 xより，v′(x) = sin4 xであるから

v(x) =

∫
sin4 x dx = −

∫
sin3 x(cos x)′ dx

= − sin3 x cos x +

∫
3 sin2 x cos x· cos x dx

= − sin3 x cos x + 3

∫
sin2 x dx− 3

∫
sin4 x dx
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したがって

v(x) = sin4 x dx = −1

4
sin3 x cos x +

3

4

∫
sin2 x dx

= −1

4
sin3 x cos x +

3

4

∫ (
1

2
− 1

2
cos 2x

)
dx

= −1

4
sin3 x cos x +

3

8
x− 3

16
sin 2x + C

v(0) = 0であるから v(x) = −1

4
sin3 x cos x +

3

8
x − 3

16
sin 2x

(3) (2)の結果から

f(x) = sin4 x− v(x) = sin4 x +
1

4
sin3 x cos x− 3

8
x +

3

16
sin 2x

ゆえに
f(x)

x
=

sin x

x

(
sin3 x +

1

4
sin2 x cos x

)
− 3

8
+

3

8
·sin 2x

2x

よって lim
x→0

f(x)

x
= 1(0 + 0)− 3

8
+

3

8
·1 = 0

6.104 (1) t > 0のとき，et − 1 > 0であるから，x > 0より
∫ x

0

(et − 1) dt > 0 ゆえに ex − 1− x > 0

上式から ex > 1 + x ゆえに ex > x · · · 1©

「自然数mに対して，x > 0のとき ex >
xm

m!
である」を (∗)とする．

i) m = 1のとき， 1©より (∗)が成り立つ．
ii) m = kのとき，(∗)が成り立つと仮定すると，t > 0に対して

et − tk

k!
> 0

x > 0より
∫ x

0

(
et − tk

k!

)
dt > 0 ゆえに ex − 1− xk+1

(k + 1)!
> 0

上式から ex > 1 +
xk+1

(k + 1)!
ゆえに ex >

xk+1

(k + 1)!

よって，m = k + 1のときも (∗)が成り立つ．
i)，ii)より，(∗)が成り立つ．

補足 x > 0に対して，ex > 1 + x +
x2

2!
+ · · ·+ xm

m!
が成り立つ．
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(2) (1)の結果から，m = n + 1とすると，x > 0のとき

ex >
xn+1

(n + 1)!
ゆえに 0 <

xn

ex
<

(n + 1)!

x

lim
x→∞

(n + 1)!

x
= 0であるから，はさみうちの原理により

lim
x→∞

xn

ex
= 0

(3) f(x) = xn−1とおくと

f (j)(x) =
(n− 1)!

(n− j − 1)!
xn−j−1 (1 5 j 5 n− 2)

f (n−1)(x) = (n− 1)!

したがって，1 5 j 5 n− 2のとき f (j)(0) = 0であるから

ΓK(n) =

∫ K

0

xn−1e−x dx

=

[
−e−x

n−2∑
j=0

f (j)(x)− (n− 1)!e−x

]K

0

= e−K

n−2∑
j=0

f (j)(K)− (n− 1)!e−K + (n− 1)!

=
n−2∑
j=0

(n− 1)!

(n− j − 1)!
·K

n−j−1

eK
− (n− 1)!

eK
+ (n− 1)!

(2)の結果から， lim
K→∞

Kn−j−1

eK
= 0．また， lim

K→∞
(n− 1)!

eK
= 0であるから

lim
K→∞

ΓK(n) = (n − 1)!

解説 部分積分法により，次式が得られる．
∫

ekxf(x) dx =
ekx

k

{
f(x)− f ′(x)

k
+

f ′′(x)

k2
− f ′′′(x)

k3
+ · · ·

}
+ C

本題は，上式において k = −1であるから，次の結果を利用する．
∫

e−xf(x) dx = −e−x{f(x) + f ′(x) + f ′′(x) + f ′′′(x) + · · · }+ C
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6.105 lim
n→∞

n∑

k=1

(
n + k

n4

) 1
3

= lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

(
1 +

k

n

)n

=

∫ 1

0

(1 + x)
1
3 dx =

[
3

4
(1 + x)

4
3

]1

0

=
3

2
3
√

2 − 3

4

6.106 lim
n→∞

n∑

k=1

k

n2 + k2
= lim

n→∞
1

n

n∑

k=1

k
n

1 +
(

k
n

)2

=

∫ 1

0

x

1 + x2
dx =

[
1

2
log(1 + x2)

]1

0

=
log 2

2

6.107 lim
n→∞

(
n

n2 + 12
+

n

n2 + 22
+ · · ·+ n

n2 + n2

)

= lim
n→∞

n∑

k=1

n

n2 + k2
= lim

n→∞
1

n

n∑

k=1

1

1 +
(

k
n

)2 =

∫ 1

0

1

1 + x2
dx

x = tan θ とおくと dx =
1

cos2 θ
dθ

xと θの対応は右のようになる．

　x 0−→ 1

θ 0−→ π
4

よって (与式) =

∫ 1

0

1

x2 + 1
dx=

∫ π
4

0

1

tan2 θ + 1
· 1

cos2 θ
dθ

=

∫ π
4

0

dθ =

[
θ

]π
4

0

=
π

4

6.108 log
(2n)!

nn·n!
=

n∑

k=1

log

(
1 +

k

n

)

したがって lim
n→∞

1

n
log

(2n)!

nn·n!
= lim

n→∞
1

n

n∑

k=1

log

(
1 +

k

n

)

=

∫ 1

0

log(1 + x) dx

=

[
(1 + x) log(1 + x)− x

]1

0

= 2 log 2 − 1
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6.109 (1) lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

log

(
1 +

k

3n

)
=

∫ 1

0

log
(
1 +

x

3

)
dx

=

∫ 1

0

3
(
1 +

x

3

)′
log

(
1 +

x

3

)
dx

=

[
3
(
1 +

x

3

)
log

(
1 +

x

3

) ]1

0

−
∫ 1

0

dx

= 4 log
4

3
− 1

(2) an =
1

n
n
√

(3n + 1)(3n + 2) · · · (4n) とおくと

an

3
= n

√(
1 +

1

3n

)(
1 +

2

3n

)
· · ·

(
1 +

n

3n

)

(1)の結果から lim
n→∞

log
an

3
= lim

n→∞
1

n

n∑

k=1

log

(
1 +

k

3n

)

= 4 log
4

3
− 1 = log

256

81e

したがって lim
n→∞

an = 3× 256

81e
=

256

27e

よって lim
n→∞

1

n
n
√

(3n + 1)(3n + 2) · · · (4n) =
256

27e

6.110 (1) Tn =
n−1∑
j=0

f(xj) + f(xj+1)

2
h =

1

2

n−1∑
j=0

f(xj)h +
1

2

n−1∑
j=0

f(xj+1)h

=
1

2

n−1∑
j=0

f(xj)h +
1

2

n∑
j=1

f(xj)h =
1

2
An +

1

2
Bn
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(2) f(x) = x2，h =
1− 0

n
=

1

n
，xj = 0 + j· 1

n
=

j

n
より

An =
n−1∑
j=0

f(xj)h =
n−1∑
j=0

(
j

n

)2
1

n
=

1

n3

n−1∑
j=1

j2

=
1

n3
·1
6
n(n− 1)(2n− 1) =

1

6n2
(n − 1)(2n − 1),

Bn =
n∑

j=1

f(xj)h =
n∑

j=1

(
j

n

)2
1

n
=

1

n3

n∑
j=1

j2

=
1

n3
·1
6
n(n + 1)(2n + 1) =

1

6n2
(n + 1)(2n + 1),

Tn = An + Bn

=
1

2
· 1

6n2
(n− 1)(2n− 1) +

1

2
· 1

6n2
(n + 1)(2n + 1)

=
1

6n2
(2n2 + 1)

(3) 真の値 Sは S =

∫ 1

0

x2 dx =

[
x3

3

]1

0

=
1

3

近似値 Tnによる相対誤差は
∣∣∣∣
Tn − S

S

∣∣∣∣ = |3Tn − 1| =
∣∣∣∣3·

1

6n2
(2n2 + 1)− 1

∣∣∣∣ =
1

2n2

この相対誤差が 0.01以下であるから

1

2n2
5 0.01 ゆえに n2 = 50

これをみたす nの最小値は n = 8

441

見
本



6.111 (1) yk = xk
3 とすると

In =
1

n

n∑

k=1

1

2
(yk−1 + yk) =

1

2n

n∑

k=1

yk−1 +
1

2n

n∑

k=1

yk

=
1

2n

n−1∑

k=0

yk +
1

2n

n∑

k=1

yk

=
1

2n
y0 +

1

2n

n−1∑

k=1

yk +
1

2n

n−1∑

k=1

yk +
1

2n
yn

=
1

2n
y0 +

1

n

n−1∑

k=1

yk +
1

2n
yn

=
1

2n
x0

3 +
1

n

n−1∑

k=1

xk
3 +

1

2n
xn

3 =
1

n

n`1∑

k=1

xk
3 +

1

2n

(2) I2は右の図の斜線部分の面積を表す． 　

O

y

x1
2

1

1

(3) xk =
k

n
であるから，これを (1)の結果に代入すると

In =
1

n

n−1∑

k=1

(
k

n

)3

+
1

2n
=

1

n4

n−1∑

k=1

k3 +
1

2n

=
1

n4
·1
4
n2(n− 1)2 +

1

2n
=

1

4
+

1

4n2

また I =

∫ 1

0

x3 dx =

[
1

4
x4

]1

0

=
1

4

よって In − I =
1

4n2

6.112 (1) x = tan θ とおくと dx =
1

cos2 θ
dθ

xと θの対応は右のようになる．

　x 0−→√
3

θ 0−→ π
3
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よって I1 =

∫ √
3

0

dx

x2 + 1
=

∫ π
3

0

1

tan2 θ + 1
· 1

cos2 θ
dθ

=

∫ π
3

0

dθ =

[
θ

]π
3

0

=
π

3

(2) I1に部分積分法を用いると

I1 =

∫ √
3

0

(x)′
1

x2 + 1
dx

=

[
x

x2 + 1

]√3

0

−
∫ √

3

0

x

{
− 2x

(x2 + 1)2

}
dx

=

√
3

4
+ 2

∫ √
3

0

x2

(x2 + 1)2
dx

=

√
3

4
+ 2

∫ √
3

0

(x2 + 1)− 1

(x2 + 1)2
dx

=

√
3

4
+ 2

{∫ √
3

0

dx

x2 + 1
−

∫ √
3

0

dx

(x2 + 1)2

}

=

√
3

4
+ 2(I1 − I2)

よって I2 =
1

2
I1 +

√
3

8
=

π

6
+

√
3

8

(3) t = x +
√

x2 + 1 · · · 1©より
dt

dx
= 1 +

1

2
· 2x√

x2 + 1
=

√
x2 + 1 + x√

x2 + 1
=

t√
x2 + 1

· · · 2©

したがって
dx√

x2 + 1
=

dt

t

よって
∫

dx√
x2 + 1

=

∫
dt

t
= log |t|+ C

= log(x +
√

x2 + 1) + C (Cは積分定数)

(4) 1©より y = log t ゆえに
dy

dt
=

1

t
上式および 2©により

dy

dx
=

dy

dt
· dt

dx
=

1

t
· t√

x2 + 1
=

1√
x2 + 1
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(5) 求める極限値は

lim
n→∞

n∑

k=1

1√
n2 + k2

= lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

1√
1 +

(
k
n

)2

=

∫ 1

0

dx√
1 + x2

=

[
log(x +

√
x2 + 1)

]1

0

= log(1 +
√

2)

7.1 (1) 直線 y = axを `とする．
x > 0のとき，Cと `の共有点の x座標は

x(5− x) = ax ゆえに x(x− 5 + a) = 0

よって，点 Pの x座標は x = 5− a

x < 0のとき，Cと `の共有点の x座標は

x(x2−1) = ax ゆえに x(x2−a−1) = 0

よって，点Qの x座標は x = −√a + 1

　

O

y

x

P

Q

S1(a)

S2(a)

5
−1

C

`

P，Qそれぞれの x座標の符号から 5− a > 0，−√a + 1 < 0

これを解いて −1 < a < 5

(2) S1(a) =

∫ 5−a

0

{x(5− x)− ax} dx

= −
∫ 5−a

0

x(x− 5 + a) dx =
1

6
(5 − a)3

(3) S2(a) =

∫ 0

−√a+1

{(x3 − x)− ax} dx =

∫ 0

−√a+1

{x3 − (a + 1)x} dx

=

[
1

4
x4 − 1

2
(a + 1)x2

]0

−√a+1

=
1

4
(a + 1)2

(4) S(a) = S1(a) + S2(a) より，(2)，(3)の結果から

S(a) =
1

6
(5− a)3 +

1

4
(a + 1)2

S ′(a) = −1

2
(5− a)2 +

1

2
(a + 1) = −1

2
(a− 3)(a− 8)

−1 < a < 5における S(a)の増減表は次のようになる．
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a (−1) · · · 3 · · · (5)

S ′(a) − 0 +

S(a) ↘ 16
3

↗

よって，S(a)の最小値は S(3) =
16

3

7.2 (1) (x) = x4 + 2ax3 + 6bx2 + 4cx + dより

f ′(x) = 4x3 + 6ax2 + 12bx + 4c

f ′′(x) = 12x2 + 12ax + 12b

(い)より x = α, βは f ′′(x) = 0の解であるから，解と係数の関係により
(

1 +

√
5

6

)
+

(
1−

√
5

6

)
= −12a

12
,

(
1 +

√
5

6

)(
1−

√
5

6

)
=

12b

12

ゆえに a = −2, b =
1

6
また，f ′(1) = 0であるから

4− 12 + 2 + 4c = 0 これを解いて c =
3

2

したがって f(x) = x4 − 4x3 + x2 + 6x + d さらに f(2) = 0であるから

16− 32 + 4 + 12 + d = 0 これを解いて d = 0

以上の結果から a = −2，b =
1

6
，c =

3

2
，d = 0

(2) y = g(x)は y = f(x)を x軸方向に−1だけ平行移動したものであるから

g(x) = f(x + 1)

= (x + 1)4 − 4(x + 1)3 + (x + 1)2 + 6(x + 1)

= x4 − 5x2 + 4

(3) x軸と C で囲まれた図形の面積は，x軸と
y = g(x)のグラフで囲まれた図形の面積に
等しい．

g(x) = x4 − 5x2 + 4

= (x + 1)(x− 1)(x + 2)(x− 2)

であるから，求める面積 Sは

　

O

y

x

y = g(x)

1
−1

2
−2

4
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S

2
=

∫ 2

0

|g(x)| dx =

∫ 1

0

(x4 − 5x2 + 4)dx−
∫ 2

1

(x4 − 5x2 + 4)dx

x4 − 5x2 + 4の原始関数の 1つをG(x) =
x5

5
− 5

3
x3 + 4xとおくと

S

2
= 2G(1)−G(0)−G(2)

このとき G(1) =
38

15
，G(0) = 0，G(2) =

16

15

したがって
S

2
= 4 よって S = 8

7.3 (1) y =
√

xより y′ =
1

2
√

x

曲線上の点 (a,
√

a)における接線の方程式は

y −√a =
1

2
√

a
(x− a)

すなわち y =
1

2
√

a
x +

√
a

2

　

O

y

xa

√
a

−a

S1(a)

S2(a)

a + 1
2

この接線と x軸との共有点の x座標は

1

2
√

a
x +

√
a

2
= 0 これを解いて x = −a

よって S1(a) =
1

2
·2a·√a−

∫ a

0

√
x dx

= a
√

a−
[

2

3
x
√

x

]a

0

=
1

3
a
√

a

(2) 曲線上の点 (a,
√

a)における法線の方程式は

y −√a = −2
√

a (x− a) すなわち y = −2
√

a

(
x− a− 1

2

)

この法線と x軸との共有点の x座標は x = a +
1

2

よって S2(a) =
1

2
·1
2
·√a +

∫ a

0

√
x dx

=
1

4

√
a +

[
2

3
x
√

x

]a

0

=
1

4

√
a +

2

3
a
√

a
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(3) (1)，(2)の結果から

lim
a→+∞

S1(a)

S2(a)
= lim

a→+∞

1

3
a
√

a

1

4

√
a +

2

3
a
√

a
= lim

a→+∞
1

3

4a
+ 2

=
1

2

7.4 (1) xn+1 =
1

2

(
xn +

4

xn

)
より xn+1 − 2 =

1

2xn

(xn − 2)2 · · · 1©
x1 = 3 = 2．xn = 2のとき，xn+1 = 2．

数学的帰納法により，すべての自然数 nに対して xn = 2

(2) 1©および xn = 2から

xn+1 − 2 =
xn − 2

xn

× 1

2
(xn − 2)

=

(
1− 2

xn

)
× 1

2
(xn − 2) 5 1

2
(xn − 2)

(3) (1)，(2)の結果から

0 5 xn − 2 5
(

1

2

)n−1

(x1 − 2) =

(
1

2

)n−1

lim
n→∞

(
1

2

)n−1

= 0 であるから，はさみうちの原理により

lim
n!1

xn = 2

(4) g(x) > f(x)より

1

2

(
x +

4

x

)
> x 整理すると x− 4

x
< 0

両辺に x2 > 0を掛けると x(x + 2)(x− 2) < 0

よって x < −2, 0 < x < 2

(5) (4)の結果から，求める面積を Sとすると

S =

∫ 2

1

{g(x)− f(x)} dx

=

∫ 2

1

{
1

2

(
x +

4

x

)
− x

}
dx

=

[
2 log x− x2

4

]2

1

= 2 log 2 − 3

4

　

O

y

x21
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7.5 (1) y =
1

1 + x2
より y′ = − 2x

(1 + x2)2

x =
√

3のとき y′ = −
√

3

8

よって，点 P

(√
3,

1

4

)
における接線 lは

y−1

4
= −

√
3

8

(
x−

√
3
)
よって y = −

√
3

8
x +

5

8

　

O

y

x
√

3

1

P

Q
l

1
4

(2) y =
1

1 + x2
と y =

√
3

8
x +

5

8
から yを消去すると

1

1 + x2
= −

√
3

8
x +

5

8
ゆえに

√
3x3 − 5x2 +

√
3x + 3 = 0

したがって (x−√3)2(
√

3x + 1) = 0

Pと異なるQの x座標は − 1√
3

(3) − 1√
3

5 x 5
√

3のとき

1

1 + x2
−

(
−
√

3

8
x +

5

8

)
=

(x−√3)2(
√

3x + 1)

8(1 + x2)
= 0

求める面積を Sとすると

S =

∫ √
3

− 1√
3

1

1 + x2
dx−

∫ √
3

− 1√
3

(
−
√

3

8
x +

5

8

)
dx

ここで，
∫ √

3

− 1√
3

1

1 + x2
dx について，

x = tan θとおくと dx =
1

cos2 θ
dθ

xと θの対応は右のようになる．

x − 1√
3

−→ √
3

θ −π
6

−→ π
3

ゆえに
∫ √

3

− 1√
3

1

1 + x2
dx =

∫ π
3

−π
6

1

1 + tan2 θ
· 1

cos2 θ
dθ =

∫ π
3

−π
6

dθ =
π

2

また
∫ √

3

− 1√
3

(
−
√

3

8
+

5

8

)
dx =

[
−
√

3

16
x2 +

5

8
x

]√3

− 1√
3

=
2
√

3

3

よって S =
π

2
− 2

√
3

3
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7.6 (1) f(x) = kx3 − 3kxより f ′(x) = 3kx2 − 3k

P(p, f(p))における接線 l1の方程式は

y − (kp3 − 3kp) = (3kp2 − 3k)(x− p)

ゆえに y = (3kp2 − 3k)x − 2kp3

(2) Q(ap, f(ap))における接線 l2の方程式は，(1)の結果から (p → ap)

y = (3ka2p2 − 3k)x− 2ka3p3

これが Pを通るから kp3 − 3kp = (3ka2p2 − 3k)p− 2ka3p3

整理すると kp3(a− 1)2(2a + 1) = 0

k > 0，p > 0，a 6= 1であるから a = −1

2

(3) l2が Pを通るから，(2)の結果から a = −1

2

また l1⊥l2より，f ′(p)f ′
(
−1

2
p

)
= −1であるから

(3kp2 − 3k)·
{

3k

(
−1

2
p

)2

− 3k

}
= −1

ゆえに
9

4
k2(p2 − 1)(p2 − 4) = −1 · · · 1©

1©をみたす k > 0が存在するとき

(p2 − 1)(p2 − 4) < 0 ゆえに 1 < p2 < 4

p > 0であるから 1 < p < 2

1©より k =
2

3
√

(p2 − 1)(4 − p2)

(4) (2)の結果から，l2の方程式は y = 3k

(
p2

4
− 1

)
x +

k

4
p3

g(x) = 3k

(
p2

4
− 1

)
x +

k

4
p3とおくと

g(x)− f(x) = 3k

(
p2

4
− 1

)
x +

k

4
p3

− (kx3 − 3kx)

= −kx3 +
3

4
kp2x +

k

4
p3

= −k(x− p)
(
x +

p

2

)2

　

O

y

x

P

Q

2
1

−2k
−1

2k

C

l1
l2

p

−p
2
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−p

2
5 x 5 pにおいて，k > 0より，g(x)− f(x) = 0であるから

S =

∫ p

− p
2

{g(x)− f(x)}dx

= −k

∫ p

− p
2

(x− p)
(
x +

p

2

)2

dx

= −k

∫ p

− p
2

{(
x +

p

2

)
− 3

2
p

} (
x +

p

2

)2

dx

= −k

∫ p

− p
2

{(
x +

p

2

)3

− 3

2
p
(
x +

p

2

)2
}

dx

= −k

[
1

4

(
x +

p

2

)4

− p

2

(
x +

p

2

)3
]p

− p
2

=
27

64
p4k

このとき，(3)の結果から

S =
27

64
p4 × 2

3
√

(p2 − 1)(4− p2)
=

9p4

32
√

(p2 − 1)(4 − p2)

7.7 (1) f(x)を微分すると

f ′(x) = −4x3 + 24x2 − 36x

= −4x(x− 3)2

f(x)の増減は，次のようなる．

x · · · 0 · · · 3 · · ·
f ′(x) + 0 − 0 −
f(x) ↗ 11 ↘ −16 ↘
よって x = 0のとき極大値 11

また，グラフの概形は右のようになる．

　

O

y

x
3

11

−16

1

(2) 求める直線の方程式を y = mx + nとおくと，方程式

−x4+8x3−18x2+11 = mx+n すなわち x4−8x3+18x2+mx+n−11 = 0

は，異なる 2重解をもつので，その解を α，βとすると (α < β)

x4 − 8x3 + 18x2 + mx + n− 11 = (x− α)2(x− β)2 · · · 1©
このとき，右辺を展開すると

(x− α)2(x− β)2 = {x2 − (α + β)x + αβ}2

= x4 − 2(α + β)x3 + {(α + β)2 + 2αβ}x2

− 2αβ(α + β)x + (αβ)2 · · · 2©
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1©， 2©の係数を比較すると





−8 = −2(α + β)

18 = (α + β)2 + 2αβ

m = −2αβ(α + β)

n− 11 = (αβ)2

上の第 1，2式から α + β = 4，αβ = 1

これらを第 3，4式に代入すると m = −8，n = 12

よって y = −8x + 12

(3) 求める面積 Sは，(2)の結果を利用すると

S =

∫ β

α

{(mx + n)− (−x4 + 8x3 − 18x2 + 11)} dx

=

∫ β

α

(x− α)2(x− β)2 dx

=

∫ β

α

(x− α)2{(x− α)− (β − α)}2 dx

=

∫ β

α

{(x− α)4 − 2(β − α)(x− α)3 + (β − α)2(x− α)2} dx

=

[
1

5
(x− α)5 − 1

2
(β − α)(x− α)4 +

1

3
(β − α)2(x− α)3

]β

α

=
1

30
(β − α)5 =

1

30

{√
(α + β)2 − 4αβ

}5

=
1

30
(
√

42 − 4·1 )5 =
48

5

√
3

7.8 (1) g(x) =
x

x + 1
= 1− 1

x + 1

y = g(x) (x = 0)のグラフの概形は右
のようになる．

また lim
x!1

g(x) = 1

　

O

y

x

1

(2) t = g(x)とおくと，(1)の結果から，x = 0のとき 0 5 t 5 1

ここで，h(t) = f1(t)− f2(t)とおくと

h(t) = 2t2 − at +
1

2
a− (t2 + at− a)

= t2 − 2at +
3

2
a = (t− a)2 +

3

2
a− a2

0 5 t 5 1における h(t)の最小値が 0以上であればよい．
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(i) a < 0のとき，最小値 h(0) =
3

2
a < 0となり，不適．

(ii) 0 5 a 5 1のとき，最小値 h(a) =
3

2
a− a2

ゆえに
3

2
a− a2 = 0 すなわち a

(
a− 3

2

)
5 0

aの値の範囲に注意して，これを解くと 0 5 a 5 1

(iii) 1 < aのとき，最小値 h(1) = 1− a

2
ゆえに 1− a

2
= 0

aの値の範囲に注意して，これを解くと 1 < a 5 2

(i)～(iii)から，求める aの値の範囲は 0 5 a 5 2

(3) (2)の結果から，a = 1のとき，f1(t)− f2(t) = (t− 1)2 +
1

2
であるから

f1(g(x))− f2(g(x)) = {g(x)− 1}2 +
1

2

=

(
x

x + 1
− 1

)2

+
1

2
=

1

(x + 1)2
+

1

2

よって，求める面積 Sは

S =

∫ 1

0

{
1

(x + 1)2
+

1

2

}
dx =

[
− 1

x + 1
+

x

2

]1

0

= 1

7.9 (1) y =
1

x
より，y′ = − 1

x2
であるから，x = α のとき − 1

y′
= α2

したがって，C上の点
(

α,
1

α

)
における法線の方程式は

y − 1

α
= α2(x− α) すなわち y = α2x − α3 +

1

α

(2) y =
1

x
と x + y = kから，yを消去すると

1

x
= k − x すなわち x2 − kx + 1 = 0

上の方程式の解が α, β (α < β)であるから，解と係数の関係により

α + β = k, αβ = 1, β − α =
√

(α + β)2 − 4αβ =
√

k2 − 4

(1)の結果からCの 2点A，Bにおけるそれぞれの法線の方程式は

y = α2x− α3 + β · · · 1©, y = β2x− β3 + α · · · 2©
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1©− 2© より (α2 − β2)x− (α3 − β3)− (α− β) = 0

したがって (α + β)x = α2 + αβ + β2 + 1

kx = (α + β)2 − αβ + 1

kx = k2 − 1 + 1

x = k

これを 1©， 2©に代入して，辺々を加えると

2y = (α2 + β2)k − (α3 + β3) + α + β

= {(α + β)2 − 2αβ}k − (α + β)3 + 3αβ(α + β) + k

= (k2 − 2)k − k3 + 3·1·k + k = 2k

したがって，求める円の中心は (k, k)

また，点 (k, k)と点 (α, β)の距離を rとすると
(

β =
1

α

)

r2 = (α− k)2 + (β − k)2

= α2 + β2 − 2k(α + β) + 2k2

= (α + β)2 − 2αβ − 2k·k + 2k2

= k2 − 2

よって，求める円の半径は
√

k2 − 2

(3) 求める面積を Sとすると

S =

∫ β

α

(
−x + k − 1

x

)
dx

=

[
−1

2
x2 + kx− log x

]β

α

= −1

2
(β2 − α2) + k(β − α)− log

β

α

=

{
−1

2
(α + β) + k

}
(β − α)− log

β2

αβ

=
k

2

√
k2 − 4− 2 log β

ここで β =
(α + β) + (β − α)

2
=

k +
√

k2 − 4

2

よって S =
k

2

√
k2 − 4 − 2 log

k +
√

k2 − 4

2
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7.10 (1) 直線 PHは，点 P(t,
√

t)を通り，直線
y = x · · · 1©に垂直な直線であるから

y −√t = −1(x− t)

すなわち y = −x + t +
√

t · · · 2©
Hの座標は 1©， 2©を解いて

(
t +

√
t

2
,

t +
√

t

2

)

　

O

y

x

P

H Q

t1

1 S1

S2

y = x

y=
√

x

(2) Q(t, t)をとると

4PQH =
1

2
PH2 =

1

2

(
PQ√

2

)2

=
1

2

(
t−√t√

2

)2

=
1

4
(t2 − 2t

√
t + t)

よって，求める面積 S1は

S1 =

∫ t

1

(x−√x) dx−4PQH

=

[
1

2
x2 − 2

3
x
√

x

]t

1

− 1

4
(t2 − 2t

√
t + t)

=
1

4
t2 − 1

6
t
√

t − 1

4
t +

1

6

(3) S2 =

∫ 1

0

(
√

x− x) dx =

[
2

3
x
√

x− 1

2
x2

]1

0

=
1

6

S1 = S2のとき，上式および (2)の結果より

1

4
t2 − 1

6
t
√

t− 1

4
t +

1

6
=

1

6
ゆえに t{3(

√
t )2 − 2

√
t− 3} = 0

t > 1に注意して
√

t =
1 +

√
10

3

よって t =

(
1 +

√
10

3

)2

=
11 + 2

√
10

9

7.11 (1) y =
1

x2 − 1
を微分すると y′ =

2x

(x2 − 1)2

Cの x = aにおける接線の方程式は

y − 1

a2 − 1
=

2a

(a2 − 1)2
(x− a)

すなわち y = − 2a

(a2 − 1)2
x +

3a2 − 1

(a2 − 1)2
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これが y = px + qを表すので

p = − 2a

(a2 − 1)2
, q =

3a2 − 1

(a2 − 1)2

(2) (px + q)(x2 − 1)− 1 = 0とすると，3次方程式 px3 + qx2 − px− q− 1 = 0

の解が a，a，kであるから，解と係数の関係により

a + a + k = −q

p
, aa + ak + ka =

−p

p
, aak = −−q − 1

p
· · · (∗)

a > 0であるから，(∗)の第 2式により k = −a2 + 1

2a

kは，(1)の結果から，(∗)の第 1式および第 3式を満たしている．

したがって (px + q)(x2 − 1)− 1 = p(x− a)2

(
x +

a2 + 1

2a

)

x 6= 1のとき px + q − 1

x2 − 1
=

p(x− a)2

x2 − 1

(
x +

a2 + 1

2a

)

a > 0より，(1)の結果から p < 0であるから，x > 1のとき，上式より

px + q − 1

x2 − 1
5 0 ゆえに

1

x2 − 1
= px + q

補足 f(x) =
1

x2 − 1
とすると，lの方程式から px + q = f ′(a)(x− a) + f(a)

また，g(x) = f ′(a)(x− a) + f(a)− f(x)，h(x) = (x2 − 1)g(x) とおくと

h(x) = (px + q)(x2 − 1)− 1,

g′(x) = f ′(a)− f ′(x), h′(x) = 2xg(x) + (x2 − 1)g′(x)

g(a) = 0，g′(a) = 0であるから h(a) = 0，h′(a) = 0

3次式 h(x)は (x− a)2を因数にもつから，最高次の係数に注意して

h(x) = (px + q)(x2 − 1)− 1 = p(x− a)2(x− k) (kは定数)

の形に因数分解できる．
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(3) S(a)は，右の図から

S(a) =

∫ a

2

{
1

x2 − 1
− (px + q)

}
dx

=

∫ a

2

{
1

2

(
1

x− 1
− 1

x + 1

)
− (px + q)

}
dx

=

[
1

2
log

x− 1

x + 1
− p

2
x2 − qx

]a

2

=
1

2
log

3(a− 1)

a + 1
+ p

(
2− a2

2

)
+ q(2− a)

　

O

y

xa

l

C

2

S(a)

ここで，(1)の結果から

lim
a→∞

1

2
log

3(a− 1)

a + 1
= lim

a→∞
1

2
log

3
(
1− 1

a

)

1 + 1
a

=
1

2
log 3,

lim
a→∞

p

(
2− a2

2

)
= lim

a→∞

−2a
(
2− a2

2

)

(a2 − 1)2
= 0,

lim
a→∞

q(2− a) = lim
a→∞

(2− a)(3a2 − 1)

(a2 − 1)2
= 0

よって lim
a!1

S(a) =
1

2
log 3

7.12 (1) f(x) = x
√
|4− x2| (x = 0)

=

{
x
√

4− x2 (0 5 x 5 2)

x
√

x2 − 4 (x = 2)

(i) 0 < x < 2のとき f ′(x) =
√

4− x2 + x· −x√
4− x2

=
2(2− x2)√

4− x2

(ii) x > 2のとき f ′(x) =
√

x2 − 4 + x· x√
x2 − 4

=
2(x2 − 2)√

x2 − 4

(i)，(ii)より，f(x)の増減表およびグラフの
概形は次のようになる．

x 0 · · · √
2 · · · 2 · · ·

f ′(x) + 0 − +

f(x) 0 ↗ 2 ↘ 0 ↗
また lim

x→+0
f ′(x) = 2

lim
x→2−0

f ′(x) = −∞， lim
x→2+0

f ′(x) = ∞

　

O

y

x√
2 2

2

y=2x y=f(x)
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(2)

∫
x
√

x2 − 4 dx =
1

2

∫
(x2 − 4)

1
2 (x2 − 4)′ dx

=
1

3
(x2 − 4)

3
2 + C (Cは積分定数)

(3) Cと直線 y = mxの共有点の x座標は

(i) 0 5 x 5 2のとき x
√

4− x2 = mx

これを解いて x = 0,
√

4−m2

(ii) x = 2のとき x
√

x2 − 4 = mx

これを解いて x =
√

4 + m2

　

O

y

x2

y=2x
y=mx

√
4−m2√

4+m2

したがって，mx− x
√

4− x2の原始関数の 1つを

F (x) =
m

2
x2 +

1

3
(4− x2)

3
2

とおくと，求める面積 S(m)は

S(m) = −
[

F (x)

]√4−m2

0

+

[
F (x)

]2

√
4−m2

+

∫ √
4+m2

2

(mx− x
√

x2 − 4) dx

= F (0) + F (2)− 2F (
√

4−m2) +

[
m

2
x2 − 1

3
(x2 − 4)

3
2

]√4+m2

2

=
8

3
+ 2m− 2

(
−1

6
m2 + 2m

)
+

1

6
m3 =

1

2
m3 − 2m +

8

3

(4) S(m)を微分すると S ′(m) =
3

2
m2 − 2

したがって，S(m)の増減表は (0 5 m 5 2)

m 0 · · · 2√
3

· · · 2

S ′(m) − 0 +

S(m) ↘ 極小 ↗

よって 最小値 S

(
2√
3

)
=

8(3 − √
3)

9
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7.13 (1) C1とC2の交点 Pの x座標は

√
x =

a3

x
これを解いて x = a2

ゆえに，点 Pの座標は (a2, a)

(
√

x)′ =
1

2
√

x
より，l1の方程式は

　

O

y

x

C1

C2

l1

P
a
a
2

a2

Q

R

y − a =
1

2a
(x− a2) すなわち y =

x

2a
+

a

2

求める斜線部分の面積は，C1 : x = y2 (y = 0)であることを用いて

∫ a

0

x dy −4PQR =

∫ a

0

y2 dy − 1

2
·a
2
·a2 =

[
y3

3

]a

0

− a3

4
=

a3

12

(2) C2のPにおける接線を l2とする．
(

a3

x

)′
= −a3

x2
より，l2の傾きは −1

a

a > 1より，−1 < −1

a
< 0 <

1

2a
< 1であるから，l1，l2の傾きについて

tan α =
1

2a
, tan β = −1

a

(
−π

4
< β < 0 < α <

π

4

)

0 < α− β <
π

2
であるから θ(a) = α− β

tan θ(a) = tan(α− β) =
tan α− tan β

1 + tan α tan β
=

1
2a
− (− 1

a

)

1 + 1
2a
· (− 1

a

) =
3
2a

1− 1
2a2

ゆえに lim
a→∞

tan θ(a) = lim
a→∞

3
2a

1− 1
2a2

= 0 すなわち lim
a→∞

θ(a) = 0

したがって，上の諸式により

lim
a→∞

a sin θ(a) = lim
a→∞

a tan θ(a) cos θ(a)

= lim
a→∞

3
2

1− 1
2a2

cos θ(a) =
3

2
cos 0 =

3

2

7.14 (1) f(x) = x3 − 2x2 − x + 2を微分すると f ′(x) = 3x2 − 4x− 1

f ′(x) = 0の解を x1 =
2−√7

3
，x2 =

2 +
√

7

3
とおく．

f(x)の増減表は次のようになる．
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x · · · x1 · · · x2 · · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ 極大 ↘ 極小 ↗
ここで，f(x)を f ′(x)で割ることにより

f(x) = f ′(x)

(
1

3
x− 2

9

)
− 14

9
x +

16

9

したがって

f(x1) = −14

9
x1 +

16

9
= −14

9
× 2−√7

3
+

16

9
=

20 + 14
√

7

27

f(x2) = −14

9
x2 +

16

9
= −14

9
× 2 +

√
7

3
+

16

9
=

20− 14
√

7

27

極値およびグラフの概形は次のようになる．

極大値 f

(
2−√7

3

)
=

20 + 14
√

7

27

極小値 f

(
2 +

√
7

3

)
=

20 − 14
√

7

27

　

O

y

x
1 2

−1

2

( 2+
√

7
3 , 20−14

√
7

27 )

( 2−√7
3 , 20+14

√
7

27 )

(2) y = f(x)と y = m(x− 1)の共有点の x座標は

x3 − 2x2 − x + 2 = m(x− 1) ゆえに (x− 1){x2 − x− (m + 2)} = 0

2次方程式 x2 − x− (m + 2) = 0 · · · 1©の判別式をDとすると

D = 1 + 4(m + 2) = 4m + 9

よって m > −9

4
のとき x = 1,

1 ± √
4m + 9

2

m = −9

4
のとき x = 1,

1

2

m < −9

4
のとき x = 1

(3) m > 0のとき，(2)の結果から，α，βは 2次方程式 1© の解である．
したがって，解と係数の関係により

α + β = 1, αβ = −(m + 2)
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(4) g(x) = f(x)−m(x− 1)とおくと

g(x) = x3 − 2x2 − (m + 1)x + m + 2

また，g(x)の原始関数の 1つを

G(x) =
1

4
x4 − 2

3
x3 − 1

2
(m + 1)x2 + (m + 2)x

とおくと

　

O

y

x
α

β1

−1

2

S(m) =

∫ 1

α

g(x) dx−
∫ β

1

g(x) dx =

[
G(x)

]1

α

−
[

G(x)

]β

1

= 2G(1)− {G(α) + G(β)} · · · (∗)

このとき G(1) =
1

4
− 2

3
− 1

2
(m + 1) + m + 2 =

1

2
m +

13

12
· · · 2©

G(α) + G(β) =
1

4
(α4 + β4)− 2

3
(α3 + β3)− 1

2
(m + 1)(α2 + β2)

+ (m + 2)(α + β)

ここで，(3)の結果より

α2 + β2 = (α + β)2 − 2αβ = 1 + 2(m + 2) = 2m + 5,

α3 + β3 = (α + β)(α2 + β2)− αβ(α + β)

= 1(2m + 5) + (m + 2)·1 = 3m + 7,

α4 + β4 = (α + β)(α3 + β3)− αβ(α2 + β2)

= 1(3m + 7) + (m + 2)(2m + 5) = 2m2 + 12m + 17

したがって

G(α) + G(β) =
1

4
(2m2 + 12m + 17)− 2

3
(3m + 7)

− 1

2
(m + 1)(2m + 5) + (m + 2)·1

= −1

2
m2 − 3

2
m− 11

12
· · · 3©

2©， 3©を (∗)に代入すると S(m) =
1

2
m2 +

5

2
m +

37

12

7.15 (1) 3次関数のグラフは，変曲点に関して対称であるから，CとCの変曲点を
通る直線で囲まれる 2つの部分の面積は等しい．
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Cの変曲点をPとすると，Pを通り x軸に平行な直線で囲まれる部分の面
積は等しいから，条件より Pの座標は (4, 0)である．

y = (x− a)(x− 4)(x− b)より

y′′ = 6x− 2(a + b + 4)

x = 4 のとき，y′′ = 0 であるから

6·4− 2(a + b + 4) = 0 よって a + b = 8

(2) (1)の結果より

(x− a)(x− 4)(x− b)

=x3 − (a + b + 4)x2 + (ab + 4a + 4b)x− 4ab

=x3 − 12x2 + (ab + 32)x− 4ab

条件から
∫ 4

0

(x−a)(x−4)(x− b) dx = 0

上式の左辺は

　

O

y

xa 4 b

∫ 4

0

(x− a)(x− 4)(x− b) dx =

∫ 4

0

{x3 − 12x2 + (ab + 32)x− 4ab} dx

=

[
1

4
x4 − 4x3 +

1

2
(ab + 32)x2 − 4abx

]4

0

= 43 − 44 + 8(ab + 32)− 16ab

= −8ab + 64

したがって −8ab + 64 = 0 ゆえに ab = 8

これと (1)の結果から，a，bは 2次方程式 t2 − 8t + 8 = 0の解である．

a < bに注意して a = 4 − 2
√

2, b = 4 + 2
√

2

7.16 (1) C上の点を P(x, y)とすると，条件により
√

(x− 1)2 + y2 + |x| = 2 ゆえに
√

(x− 1)2 + y2 = 2− |x| · · · 1©

1©の両辺を平方して整理すると

y2 = 2x− 4|x|+ 3

上の方程式で xのとりうる値の範囲は

2x− 4|x|+ 3 = 0 すなわち 4|x| 5 2x + 3
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ゆえに −(2x + 3) 5 4x 5 2x + 3

1©の 2− |x| = 0に注意して −1

2
5 x 5 3

2

したがって C : y2 = 2x− 4|x|+ 3

Cは x = 0のとき y2 = −2x + 3 すなわち x = −1

2
(y2 − 3),

x < 0のとき y2 = 6x + 3 すなわち x =
1

6
(y2 − 3)

Cの表す図形は右の図の曲線 (閉曲線)で，求める面積を Sとすると

S =

∫ √
3

−√3

{
−1

2
(y2 − 3)− 1

6
(y2 − 3)

}
dy

=
4

3

∫ √
3

0

(3− y2) dy

=
4

3

[
3y − y3

3

]√3

0

=
8

3

√
3

　

O

y

x

√
3

−√3

−1
2

3
2

C

(2) 円 x2 + y2 = aとC : y2 = 2x− 4|x|+ 3の交点は−1

2
5 x 5 3

2
の範囲にあ

り，2式から y2を消去すると

x2 + 2x− 4|x|+ 3 = a

(
−1

2
5 x 5 3

2

)
· · · (∗)

方程式 (∗)の実数解は，xz平面上の曲線

C ′ : z = x2 + 2x− 4|x|+ 3

(
−1

2
5 x 5 3

2

)

と直線 z = aの交点の x座標である．

C ′は −1
2

5 x < 0 のとき z = (x + 3)2 − 6

0 5 x 5 3
2
のとき z = (x− 1)2 + 2

　

O

z

x1

3

2
(3

2
, 9

4
)

(−1
2
, 1

4
)

C ′

円とCはともに x軸に関して対称であるから，方程式 (∗)の実数解につい
て，−1

2
< x < 3

2
にある解 1個に対して交点は 2個あり，x = −1

2
, 3

2
に対
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して交点は 1個である．よって，求める交点の個数は




0 < a < 1
4
のとき 0個

a = 1
4
のとき 1個

1
4

< a < 2 のとき 2個
a = 2 のとき 4個
2 < a < 9

4
のとき 6個

a = 9
4
のとき 5個

9
4

< a < 3 のとき 4個
a = 3 のとき 2個
3 < a のとき 0個

7.17 (1) 加法定理により cos 2θ = 2 cos2 θ − 1

cos 3θ = cos 2θ cos θ − sin 2θ sin θ

= (2 cos2 θ − 1) cos θ − 2 sin θ cos θ sin θ

= (2 cos2 θ − 1) cos θ − 2 cos θ(1− cos2 θ)

= 4 cos3 θ − 3 cos θ

t = cos θとおくと x = 2 cos 2θ = 2(2 cos2 θ − 1) = 4t2 − 2

y = 2 cos 3θ = 2(4 cos3 θ − 3 cos θ) = 8t3 − 6t

したがって t2 =
x + 2

4

(i) 0 5 θ 5 π

2
のとき，t = 0より t =

√
x + 2

2

y = 2t(4t2 − 3) = 2·
√

x + 2

2

(
4·x + 2

4
− 3

)
= (x − 1)

√
x + 2

(ii)
π

2
5 θ 5 πのとき，t 5 0より t = −

√
x + 2

2

y = 2t(4t2 − 3) = 2

(
−
√

x + 2

2

)(
4·x + 2

4
− 3

)
= −(x − 1)

√
x + 2

(2) f(x) = (x− 1)
√

x + 2 (−2 5 x 5 2)とおくと

f ′(x) =
√

x + 2 + (x− 1)· 1

2
√

x + 2
=

3(x + 1)

2
√

x + 2
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f(x)の増減表は，次のようになる．

x −2 · · · −1 · · · 2

f ′(x) − 0 +

f(x) 0 ↘ −2 ↗ 2

y = f(x)と y = −f(x)を合わせたものが C の
表す図形であり，これらは，x軸に関して対称
であるから，その概形は右の図のようになる．

　

O

y

x−2 2−1 1

2

−2

(3) 求める面積を Sとすると，(2)の結果から

S

2
=

∫ 1

−2

{−(x− 1)
√

x + 2} dx =

∫ 1

−2

{−(x + 2)
3
2 + 3(x + 2)

1
2} dx

[
−2

5
(x + 2)

5
2 + 2(x + 2)

3
2

]1

−2

=
12
√

3

5

よって S =
24

√
3

5

7.18 (1) y = x2を微分すると y′ = 2x

放物線上の点 (t, t2)における法線の方程式は

1(x− t) + 2t(y − t2) = 0 すなわち x + 2ty = t + 2t3 · · · 1©

s 6= tとする．放物線上の点 (s, s2)における法線の方程式は

x + 2sy = s + 2s3 · · · 2©

2©− 1©より

2(s− t)y = s− t + 2(s3 − t3) ゆえに y = s2 + st + t2 +
1

2

これを 1©に代入すると

x + 2t

(
s2 + st + t2 +

1

2

)
= t + 2t3 ゆえに x = −2st(s + t)

2直線 1©， 2©の交点の座標は
(
−2st(s + t), s2 + st + t2 +

1

2

)

この点を s −→ tとした極限の点が (u(t), v(t)) であるから

u(t) = lim
s→t
{−2st(s + t)} = −4t3

v(t) = lim
s→t

(
s2 + st + t2 +

1

2

)
= 3t2 +

1

2
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(2) Q(t)が放物線 y = x2上にあるから

3t2 +
1

2
= (−4t3)2 整理すると 32t6 − 6t2 − 1 = 0

ゆえに (2t2 − 1)(4t2 + 1)2 = 0 t = 0に注意して t =
1√
2

よって Q(−√
2, 2)

(3) (1)の結果から x = −4t3，y = 3t2 +
1

2

ゆえに 2x = (−2t)3，y =
3

4
(−2t)2 +

1

2

上の 2式から tを消去すると y =
3

4
(2x)

2
3 +

1

2

求める面積は，下の図の斜線部分である．

O

y

x−√2

2

1
2

Q

この面積を Sとすると

S =

∫ 0

−√2

(
3

4
(2x)

2
3 +

1

2
− x2

)
dx

=

[
9x(2x)

2
3

20
+

x

2
− x3

3

]0

−√2

=
11

15

√
2

解説 曲線 y =
3

4
(2x)

2
3 + 1を放物線 y = x2の法線群の包絡線という．

7.19 (1) y =
x2

2
を微分すると y′ = x

点A

(
a,

a2

2

)
における接線の方向ベクトルは (1, a)であるから，Aにお

ける法線の方程式は

1(x− a) + a

(
y − a2

2

)
= 0 すなわち x + ay = a +

a3

2
· · · 1©
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同様にしてB

(
b,

b2

2

)
における法線の方程式は x + by = b +

b3

2
· · · 2©

1©， 2©から xを消去すると

(b− a)y = b− a +
b3 − a3

2
b 6= a より y = 1 +

a2 + ab + b2

2

これを 1©に代入すると

x + a

(
1 +

a2 + ab + b2

2

)
= a +

a3

2
ゆえに x = −ab(a + b)

2

したがって，Rの座標は
(
−ab(a + b)

2
, 1 +

a2 + ab + b2

2

)

よって，b → aによるRの極限の点Aの座標は
(

−a3, 1 +
3

2
a2

)

(2) (1)の結果から

x = −a3，y = 1 +
3

2
a2

とおくと，第 1式から a = −x
1
3

これを第 2式に代入すると y = 1 +
3

2
x

2
3

上式がC2の方程式であり，C1，C2の方程式から yを消去すると

x2

2
= 1 +

3

2
x

2
3 ゆえに x2 − 3x

2
3 − 2 = 0

x
1
3 = t · · · 3©とおくと x = t3 · · · 3©′

t6 − 3t2 − 2 = 0 ゆえに (t2 + 1)2(t2 − 2) = 0

したがって t = ±√2 3©′より x = ±2
√

2

これをC1の方程式に代入して y = 4

よって，C1とC2の交点の座標は (±2
√

2, 4)

C2 : y = 1 +
3

2
x

2
3 について y′ =

1
3
√

x
，y′′ = − 1

3x 3
√

x

ゆえに y′′ < 0 したがって C2は上に凸の曲線である．

したがって，C1，C2の概形は，次のようになる．
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O

y

x2
√

2−2
√

2

4

C1

C2

1

(3) C1，C2は y軸に関して対称であるから，求める面積を Sとすると

S = 2

∫ 2
√

2

0

{(
1 +

3

2
x

2
3

)
− x2

2

}
dx

= 2

[
x +

9

10
x

5
3 − x3

6

]2
√

2

0

=
88

√
2

15

7.20 (1) 右の図は，k 5 x 5 k+1において，y = xp

と交わる単位正方形を図示したものである．
y = xp は単調増加であり，x = kおよび
x = k + 1において格子点を通る．
ゆえに，i 5 y 5 i+1で y = xpと交わる単
位正方形は 1個である (kp 5 i < (k + 1)p)．
したがって，0 5 y 5 nで y = xpと交わる
単位正方形の個数は

n (個)

　

(k, kp)

(k + 1, (k + 1)p)

y = xp

y = i

y = i + 1

...

...

(2) 右の図のように y = xpと y軸，直線 y = i，
y = i+1で囲まれた領域の面積をSi，この
領域内の単位正方形の個数をmiとすると
(0 5 i 5 n− 1)

mi < Si < mi + 1

ゆえに
n−1∑
i=0

mi <

n−1∑
i=0

Si <

n−1∑
i=0

(mi + 1)

よって Mn < Sn < Mn + n · · · 1©

　

O

y

x

n

i
i + 1

y=xp

mi

· · ·

また Sn =

∫ n

0

x dy =

∫ n

0

y
1
p dy =

p

p + 1
n
p+1
p
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(3) 直線 y = i (i = 0, 1, · · ·n− 1)上にある格子点は，次のmi + 1個である．

(0, i), (1, i), (2, i), · · · , (mi, i)

また，直線 y = n上にある格子点は，次の [n
1
p ] + 1個である．

(0, n), (1, n), (2, n), · · · , ([n
1
p ], n)

したがって，Dn内にある格子点の個数 Lnは

Ln =
n−1∑
i=0

(mi + 1) + ([n
1
p ] + 1) = Mn + n + [n

1
p ] + 1

n
1
p − 1 < [n

1
p ] 5 n

1
p であるから

Mn + n + n
1
p < Ln 5 Mn + n + n

1
p + 1 · · · 2©

1©， 2©より Sn + n
1
p < Ln < Sn + n + n

1
p + 1

これに (2)の結果を代入すると
p

p + 1
n

p+1
p + n

1
p < Ln <

p

p + 1
n

p+1
p + n + n

1
p + 1

したがって
p

p + 1
+ n−1 < n−

p+1
p Ln <

p

p + 1
+ n−

1
p + n−1 + n−

p+1
p

ここで

lim
n→∞

(
p

p + 1
+ n−1

)
=

p

p + 1
,

lim
n→∞

(
p

p + 1
+ n−

1
p + n−1 + n−

p+1
p

)
=

p

p + 1

よって，はさみうちの原理により lim
n!1

n`
p+1
p Ln =

p

p + 1

別解 領域Dnの直線 y = i (0 5 i 5 n)上にある格子点の個数は [i
1
p ] + 1 (個)

したがって Ln =
n∑

i=0

([i
1
p ] + 1)

i
1
p − 1 < [i

1
p ] 5 i

1
p であるから
n∑

i=0

i
1
p < Ln 5

n∑
i=0

(i
1
p + 1)

1

n

n∑
i=0

(
i

n

) 1
p

< n−
p+1

p Ln 5 1

n

n∑
i=0

(
i

n

) 1
p

+ n−
1
p + n−

p+1
p
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ここで lim
n→∞

1

n

n∑
i=0

(
i

n

) 1
p

=

∫ 1

0

x
1
p dx =

p

p + 1

lim
n→∞

(
n−

1
p + n−

p+1
p

)
= 0

よって，はさみうちの原理により lim
n!1

n`
p+1
p Ln =

p

p + 1

7.21 (1) f(x)を微分すると

f ′(x) = 2 cos2 x− 2 sin2 x− 1

cos2 x
+ 2

= 4 cos2 x− 1

cos2 x
=

4 cos4 x− 1

cos2 x

=
(2 cos2 x + 1)(2 cos2 x− 1)

cos2 x

f(x)の増減表は，次のようになる．

x −π
6

· · · π
4

· · · π
3

f ′(x) + 0 −
極大

f(x) −
√

3
6
− π

3
↗ ↘ −

√
3

2
+ 2

3
ππ

2

よって x =
π

4
のとき最大値

π

2

x = −π

6
のとき最小値−

√
3

6
− π

3

(2) f(0) = 0および f(x)の増減から

−π

6
5 x 5 0のとき f(x) 5 0, 0 5 x 5 π

3
のとき f(x) = 0

f(x)の原始関数の 1つを

F (x) = sin2 x + log | cos x|+ x2
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とし，求める面積の和を Sとすると

S = −
∫ 0

−π
6

f(x) dx +

∫ π
3

0

f(x) dx

= −
[

F (x)

]0

−π
6

+

[
F (x)

]π
3

0

= F
(
−π

6

)
+ F

(π

3

)
− 2F (0)

=

(
1

4
+ log

√
3

2
+

π2

36

)
+

(
3

4
+ log

1

2
+

π2

9

)
− 2× 0

= 1 +
5

36
π2 + log

√
3

4

7.22 (1) sin 2x = tan x より

2 sin x cos x =
sin x

cos x

sin x(2 cos2 x− 1) = 0

0 5 x <
π

2
より sin x = 0，cos x =

1√
2

よって x = 0,
π

4

　

O

y

xπ
4

π
2

1

C2

C1

(2) C1とC2の概形は右の図のようになる．

(3) 求める面積を Sとすると

S =

∫ π
4

0

(sin 2x− tan x) dx

=

[
−1

2
cos 2x + log cos x

]π
4

0

=
1

2
− 1

2
log 2

7.23 (1) sin2 x− sin2
(
x +

π

3

)
=

1

2
(1− cos 2x)− 1

2

{
1− 2 cos 2

(
x +

π

3

)}

=
1

2

{
cos 2

(
x +

π

3

)
− cos 2x

}

= − sin
π

3
sin

(
2x +

π

3

)
= −

√
3

2
sin

(
2x +

π

3

)
· · · (∗)

0 5 x 5 πより
π

3
5 2x +

π

3
5 7

3
π
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したがって，方程式 sin2 x = sin2
(
x +

π

3

)
の解は，(∗)より

2x +
π

3
= π, 2π これを解いて x =

π

3
,

5π

6

(2) (1)の結果から，
π

3
5 x 5 5

6
πにおいて，

(∗)により sin2 x = sin2
(
x +

π

3

)

したがって，求める面積 Sは

S =

∫ 5
6
π

π
3

{
−
√

3

2
sin

(
2x +

π

3

)}
dx

=

[ √
3

4
cos

(
2x +

π

3

) ] 5
6
π

π
3

=

√
3

2

　

O

y

x

1
3
4

π
3

5π
6

π

y = sin2 x

y = sin2
(
x + π

3

)

1
4

補足 2曲線 y = sin2 x，y = sin2
(
x +

π

3

)
および 2直線 x = 0，x = πで囲まれ

た部分の面積を T とし，(∗)の原始関数の 1つを

F (x) =

√
3

4
cos

(
2x +

π

3

)

とすると

T = −
[

F (x)

]π
3

0

+

[
F (x)

] 5
6
π

π
3

−
[

F (x)

]π

5
6
π

= 2F

(
5

6
π

)
− 2F

(π

3

)
+ F (0)− F (π)

ここで，F

(
5

6
π

)
= −F

(π

3

)
，F (0) = F (π)であるから

T = 4F

(
5

6
π

)
= 4×

√
3

4
=
√

3

7.24 (1) y = f(x) = sin xとおくと

y′ = lim
h→0

f(x + h)− f(x)

h
= lim

h→0

sin(x + h)− sin x

h

= lim
h→0

2 cos 2x+h
2

sin h
2

h
= lim

h→0

sin h
2

h
2

cos
2x + h

2

= 1· cos x = cos x
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(2) y = sin2 x より

y′ = 2 sin x cos x = sin 2x, y′′ = 2 cos 2x

(3) (2)の結果から，0 5 x 5 π

2
における増減・凹凸

は次のようなる．

x 0 · · · π
4

· · · π
2

y′ 0 + + + 0

y′′ + 0 −
y 0 1

2
1

よって，変曲点は
(

π

4
,

1

2

)

グラフの概形は，右のようになる．

　

O

y

xπ
4

π
2

1
2

1

(4) lの傾きは
1

2
÷ π

4
=

2

π

ゆえに，lの方程式は y =
2

π
x

求める面積は，右の図の斜線部分であるから，そ
の面積を Sとすると

S =

∫ π
4

0

(
2

π
x− sin2 x

)
dx

+

∫ π
2

π
4

(
sin2 x− 2

π
x

)
dx

=

[
x2

π
− x

2
+

1

4
sin 2x

]π
4

0[
x

2
− 1

4
sin 2x− x2

π

]π
2

π
4

=
4 − π

8

　

O

y

xπ
4

π
2

1
2

1

l

7.25 (1)

∫ x

0

(x− t) sin t dt =

∫ x

0

(t− x)(cos t)′ dt

=

[
(t− x) cos t

]x

0

−
∫ x

0

cos t dt

= x−
[

sin t

]x

0

= x− sin x

上式を f(x) = −x + 2

∫ x

0

(x− t) sin t dtに代入すると

f(x) = −x + 2(x− sin x) = x − 2 sin x
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(2) (1)の結果から f ′(x) = 1− 2 cos x

したがって，f(x)の増減表は

x 0 · · · π
3

· · · 5
3
π · · · 2π

f ′(x) − 0 + 0 −
f(x) 0 ↘ 極小 ↗ 極大 ↘ 2π

よって x =
π

3
のとき 極小値

π

3
− √

3

x =
5

3
πのとき 極大値

5

3
π +

√
3

(3) f
(π

2

)
=

π

2
− 2，f ′

(π

2

)
= 1 より，法線の傾きは− 1

f ′
(π

2

) = −1

したがって，PにおけるCの法線の方程式は

y −
(π

2
− 2

)
= −

(
x− π

2

)
すなわち y = −x + π − 2

h(x) = g(x)− f(x)とおくと

h(x) = −x + π − 2− (x− 2 sin x)

= 2 sin x− 2x + π − 2

h′(x) = 2 cos x− 2 = −2(1− cos x)

0 5 x 5 π

2
において，h′(x) 5 0であるから，h(x)は単調減少．

h
(π

2

)
= 2− π + π − 2 = 0

したがって h(x) = h
(π

2

)
= 0 よって f(x) 5 g(x)

(4) (3)の結果から，求める面積を Sとすると

S =

∫ π
2

0

h(x) dx =

∫ π
2

0

(2 sin x− 2x + π − 2) dx

=

[
−2 cos x− x2 + (π − 2)x

]π
2

0

=
π2

4
− π + 2

7.26 (1) f(x) =

√
3

2
x +

1− cos 2x

2
より f ′(x) =

√
3

2
+ sin 2x

したがって，増減表は次のようになる．
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x 0 · · · 2
3
π · · · 5

6
π · · · 5

3
π · · · 11

6
π · · · 2π

f ′(x) + 0 − 0 + 0 − 0 +

f(x) 0 ↗ 極大 ↘ 極小 ↗ 極大 ↘ 極小 ↗ √
3π

よって 極大値 f

(
2

3
π

)
=

π√
3

+
3

4
，f

(
5

3
π

)
=

5
√

3

6
π +

3

4

極小値 f

(
5

6
π

)
=

5
√

3

12
π +

1

4
，f

(
11

6
π

)
=

11
√

3

12
π +

1

4

(2) g(x) =

(√
3

2
x + a

)
− f(x) とおくと

g(x) = a− sin2 x, g′(x) = −2 sin x cos x

lとCの接点の x座標を tとすると，g(t) = 0，g′(t) = 0 であるから

a− sin2 t = 0, −2 sin t cos t = 0

a > 0 より，sin t 6= 0 であるから cos t = 0

したがって t =
π

2
,

3

2
π ゆえに a = 1

接点の座標は

(
π

2
,

√
3

4
+ 1

)
，

(
3π

2
,

3
√

3

4
π + 1

)

(3) (2)の結果から g(x) = 1− cos2 x = sin2 x =
1

2
− 1

2
cos 2x

π

2
5 x 5 3

2
πにおいて g(x) = 0

よって，求める面積 Sは

S =

∫ 3
2
π

π
2

g(x) dx =

∫ 3
2
π

π
2

(
1

2
− 1

2
cos 2x

)
dx

=

[
x

2
− 1

4
sin 2x

] 3
2
π

π
2

=
π

2

　

O

y

xπ
2

3
2
π 2π

C

l

7.27 (1) f(x) = 0より，
∣∣∣∣sin x− 1

2

∣∣∣∣−
1

2
= 0であるから

sin x− 1

2
= ±1

2
ゆえに sin x = 0, 1

−π 5 x 5 π より x = −π, 0,
π

2
, π
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(2) i) sin x− 1

2
= 0 すなわち

π

6
5 x 5 5

6
π のとき

f(x) =

∣∣∣∣
(

sin x− 1

2

)
− 1

2

∣∣∣∣ = | sin x− 1| = 1− sin x

ii) sin x− 1

2
5 0 すなわち −π 5 x 5 π

6
，

5

6
π 5 x 5 π のとき

f(x) =

∣∣∣∣
(

1

2
− sin x

)
− 1

2

∣∣∣∣ = | sin x|

i)，ii)から，グラフの概形は，次のようになる．

O

y

x−π −π
2

1
1
2

π
6

π
2

5
6
π

π

(3) 0 5 x 5 π

2
のとき，−π

2
5 x− π

2
5 0より，(2)の結果から

f
(
x− π

2

)
=

∣∣∣sin
(
x− π

2

)∣∣∣ = | − cos x| = cos x

上式および (2)の結果から

f(x)f
(
x− π

2

)
=

{
sin x cos x (0 5 x 5 π

6
)

(1− sin x) cos x (π
6

5 x 5 π
2
)

したがって

0 5 a 5 π
6
のとき F (a) =

∫ a

0

sin x cos x dx =
1

4
(1 − cos 2a)

π
6

5 a 5 π
2
のとき F (a)=

∫ π
6

0

sin x cos x dx +

∫ a

π
6

(1− sin x) cos dx

=
1

4
cos 2a + sin a − 1

2
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7.28 (1) y = ex − aと x軸との交点の x座標は

ex − a = 0 すなわち x = log a

ex − aの原始関数の 1つを

F (x) = ex − ax

とおくと

　

O

y

x

e−a

1−a

1

log a

S(a) = −
∫ log a

0

(ex − a) dx +

∫ 1

log a

(ex − a) dx

= −
[

F (x)

]log a

0

+

[
F (x)

]1

log a

= F (0) + F (1)− 2F (log a)

= 1 + (e− a)− 2(a− a log a)

= 2a log a − 3a + e + 1

(2) (2)の結果から S ′(a) = 2 log a− 1

したがって，S(a)の増減表は (1 5 a 5 e)

a 1 · · · √
e · · · e

S ′(a) − 0 +

S(a) ↘ 極小 ↗
よって a =

√
eのとき最小値 S(

√
e ) = e − 2

√
e + 1

7.29 (1) f(x) = (x− a)e−xを微分すると

f ′(x) = e−x − (x− a)e−x = {(a + 1) − x}e`x

(2) (1)の結果をさらに微分すると

f ′′(x) = −e−x − {(a + 1)− x}e−x = {x − (a + 2)}e`x

(3) (1)，(2)の結果から，f(x)の増減表は次のようになる．

x · · · a + 1 · · · a + 2 · · ·
f ′(x) + 0 − − −
f ′′(x) − − − 0 +

f(x) e−(a+1) 2e−(a+2)
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極大値 f(a + 1) = e`(a+1)

また，変曲点は (a + 2, 2e`(a+2))

lim
x→−∞

f(x) = −∞
lim

x→∞
f(x) = 0

よって，グラフは右のようになる．

　

O

y

x
e−(a+1)

a a + 1

(a + 2, 2e−(a+2))

−a

(4) (3)の結果から，求める面積 Snは

Sn =

∫ a+n

a

(x− a)e−x dx

=

[
−(x− a + 1)e−x

]a+n

a

= −(n + 1)e`(a+n) + e`a

ここで lim
n→∞

(n + 1)e−(a+n) = lim
n→∞

n + 1

ea+n
= 0

よって lim
n!1

Sn = e`a

解説
∫

ekxf(x) dx =
ekx

k

{
f(x)− f ′(x)

k
+

f ′′(x)

k2
− f ′′′(x)

k3
+ · · ·

}
+ C

∫
e−xf(x) dx = −e−x {f(x) + f ′(x) + f ′′(x) + f ′′′(x) + · · · }+ C

7.30 (1) f(x) = xe−x より f ′(x) = (1− x)e−x, f ′′(x) = (x− 2)e−x

したがって，f(x)の増減表は次のようになる．

x (0) · · · 1 · · · 2 · · ·
f ′(x) + 0 − − −
f ′′(x) − − − 0 +

f(x) (0) 1
e

2
e2

　

O

y

x

(2, 2
e2 )

1

1
e

また， lim
x→+∞

f(x) = 0 より，グラフの概形は右上の図のようになる．

よって，極大値は f(1) =
1

e
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(2) (1)のグラフから

g(t) =

∫ t

0

f(x) dx =

∫ t

0

xe−x dx

=

[
−(x + 1)e−x

]t

0

= 1 − (t + 1)e`t

(3) (2)の結果から h(t) = g(t + 1)− g(t)

g′(t) = f(t)に注意して，h(t)を微分すると

h′(t) = g′(t + 1)− g′(t) = f(t + 1)− f(t)

= (t + 1)e−t−1 − te−t = e−t−1{(t + 1)− et}
= e−t−1{1− (e− 1)t}

t > 0における h(t)の増減表は次のようになる．

t (0) · · · 1
e−1

· · ·
h′(t) + 0 −
h(t) ↗ 極大 ↘

よって，h(t)が最大となる tの値は t =
1

e − 1

7.31 (1) f(x) = xe−
x
2 を微分すると

f ′(x) =
(
1− x

2

)
e−

x
2

x · · · 2 · · ·
f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ 極大 ↘

右の増減表より，極大値 f(2) = 2e`1をとる．

(2) (1)の結果から 0 5 x 5 4における増減は，次のようになる．

x 0 · · · 2 · · · 4

f ′(x) + 0 −
f(x) 0 ↗ 2e−1 ↘ 4e−2

よって，求める解の個数は



k < 0のとき 0個
0 5 k < 4e`2のとき 1個
4e`2 5 k < 2e`1のとき 2個
k = 2e`1のとき 1個
2e`1 < kのとき 0個
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(3) f(x)− g(x) = xe−
x
2 −√e x = x(e−

x
2 − e

1
2 )

ゆえに，y = f(x)と y = g(x)の交点の x座標は x = −1, 0

また，−1 5 x 5 0において f(x) = g(x)

よって，求める面積を Sとすると

S =

∫ 0

−1

(xe−
x
2 −√e x)dx

=

[
(−2x− 4)e−

x
2 −

√
e

2
x2

]0

−1

=
5

2

√
e − 4

7.32 (1) f(x) =
3

2
e−x + 2ex − 3を微分すると

f ′(x) = −3

2
e−x + 2ex =

4(ex)2 − 3

2ex

f ′(x) = 0とすると ex =

√
3

2
すなわち x = log

√
3

2

e−1 <

√
3

2
< 1 であるから −1 < log

√
3

2
< 0

したがって，f(x)の増減表は次のようになる．

x −1 · · · log
√

3
2

· · · 0

f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 極小 ↗
よって，求める最小値は

f

(
log

√
3

2

)
=

3

2
× 2√

3
+ 2×

√
3

2
− 3 = 2

√
3 − 3

(2) (A) Cの x = 0における接線と x = aにおける接線が直交するから，
f ′(0)f ′(a) = −1より

1

2
·
(
−3

2
e−a + 2ea

)
= −1 すなわち (2ea − 1)(2ea + 3) = 0

2ea + 3 6= 0 であるから ea =
1

2
よって a = − log 2
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(B) 求める面積を Sとすると

S =

∫ 0

a

(
3

2
e−x + 2ex − 3

)
dx

=

[
−3

2
e−x + 2ex − 3x

]0

a

=
1

2
−

(
−3

2
e−a + 2ea − 3a

)

=
1

2
−

{
−3

2
·2 + 2·1

2
− 3(− log 2)

}

=
5

2
− 3 log 2

　

O

y

xa log
√

3
2

1
2

7.33 (1) f(x) = (ax + b)e−xより f ′(x) = (−ax + a− b)e−x

点 (0, 2)を通るから，f(0) = 2より

b = 2 · · · 1©

点 (0, 2)における接線の傾きが 2であるから，f ′(0) = 2より

a− b = 2 · · · 2©

1©， 2©より a = 4，b = 2

(2) (1)の結果から

f(x) = (4x + 2)e−x

f ′(x) = 2(1− 2x)e−x

x · · · 1
2

· · ·
f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ 4e−

1
2 ↘

したがって，f(x)の増減は右のようになる．

よって，x =
1

2
のとき極大値 4e`

1
2 をとる．

(3) 0 5 x 5 1の範囲において，f(x) > 0であるから，求める面積 Sは

S =

∫ 1

0

(4x + 2)e−x dx =

[
−(4x + 6)e−x

]1

0

= −10e`1 + 6

7.34 (1) f(x) = ae2x，f ′(x) = 2ae2x

曲線 y = f(x)の点 (b, f(b))における接線の方程式が y = x であるから

f(b) = b, f ′(b) = 1 ゆえに ae2b = b, 2ae2b = 1

これを解いて a =
1

2e
, b =

1

2
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(2) (1)の結果から g(x) = f(x)− x =
1

2
e2x−1 − x

これを微分すると g′(x) = e2x−1 − 1

したがって，g(x)の増減表は次のようになる．

x 0 · · · 1
2

· · · 1

g′(x) − 0 +

g(x) 1
2e

↘ 0 ↗ e
2
− 1

ここで g(1)− g(0) =
e

2
− 1− 1

2e
=

1

2

(
e− 5

2

)
+

1

2

(
1

2
− 1

e

)
> 0

よって x = 1のとき最大値
e

2
− 1，x =

1

2
のとき最小値 0

(3) 求める面積を Sとすると，図の斜線部分である
から

S

2
=

∫ 1
2

0

{f(x)− x} dx =

∫ 1
2

0

g(x) dx

=

∫ 1
2

0

(
1

2
e2x−1 − x

)
dx

=

[
1

4
e2x−1 − x2

2

] 1
2

0

=
1

8
− 1

4e

よって S =
1

4
− 1

2e

　

O

y

x1
2

1
2

1
2e

1
2e

y=f(x)

y=f−1(x)

7.35 (1) f(t) = et −
(

1 + t +
t2

2
+

t3

6

)
とすると

f ′(t) = et −
(

1 + t +
t2

2

)

f ′′(t) = et − (1 + t)

f ′′′(t) = et − 1

t > 0のとき f ′′′(t) > 0，f ′′(0) = 0であるから t > 0のとき f ′′(t) > 0

これから
t > 0のとき f ′′(t) > 0， f ′(0) = 0であるから t > 0のとき f ′(t) > 0

さらに
t > 0のとき f ′(t) > 0， f(0) = 0であるから t > 0のとき f(t) > 0

したがって，t > 0のとき

et > 1 + t +
t2

2
+

t3

6
· · · 1©
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このとき

1 + t +
t2

2
+

t3

6
= 1 + t2 +

t

6
(t2 − 3t + 6)

= 1 + t2 +
t

6

{(
t− 3

2

)2

+
15

4

}

> 1 + t2 · · · 2©
1©， 2©から，t > 0のとき

et > 1 + t2

上式において t = −xとすると

x < 0のとき e`x > 1 + x2

解説 et = 1 + t +
t2

2!
+

t3

3!
+ · · · であるから，t > 0において，

et > 1 + t +
t2

2
, et > 1 + t +

t2

2!
+

t3

3!

などを活用すればよい．

別解 x2 + 1− e−x = e−x{(x2 + 1)ex − 1} · · · 1©
g(x) = (x2 + 1)ex − 1とおくと

g′(x) = 2xex + (x2 + 1)ex = (x + 1)2ex

g′(x) = 0とすると x = −1

g(x)の増減表は，下のようになる．

x · · · −1 · · · 0

g′(x) + 0 +

g(x) ↗ 2e−1 − 1 ↗ 0

したがって，x < 0のとき g(x) < 0

よって， 1©より x < 0のとき x2 + 1 < e`x

(2) x < 0のとき e−x > x2 + 1 ゆえに xe−x < x(x2 + 1)

x = 0のとき xe−x = x(x2 + 1)

x > 0のとき e−x < 1 < x2 + 1 ゆえに xe−x < x(x2 + 1)

ゆえに，2つの曲線 y = xe−x，y = x(x2 + 1)の共有点の x座標は x = 0

よって，求める面積 Sは

S =

∫ 0

−1

{x(x2 + 1)− xe−x} dx

=

[
1

4
x4 +

1

2
x2 + (x + 1)e−x

]0

−1

=
1

4
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7.36 (1) f(x) = xe−2xより

f ′(x) = (1− 2x)e−2x lim
x→−∞

f(x) = −∞
f ′′(x) = 4(x− 1)e−2x lim

x→∞
f(x) = 0

よって，f(x)の増減，凹凸は下の表の
ようになる．したがって，グラフの概形
は右の図のようになる．

x · · · 1
2

· · · 1 · · ·
f ′(x) + 0 − − −
f ′′(x) − − − 0 +

f(x) 1
2e

1
e2

　

O

y

x1
2

1
2e

1

(2) f ′(x)は (1)の表から，x = 1で最小となり，最小値 f ′(1) = − 1

e2
をとる．

したがって，曲線 y = f(x)の接線のうちで傾きが最小となる直線 lは，点

(a, f(a)) =

(
1,

1

e2

)
を通り，傾き− 1

e2
の直線である．

y − 1

e2
= − 1

e2
(x− 1) すなわち y = − 1

e2
x +

2

e2

(3) g(x) =

(
− 1

e2
x +

2

e2

)
− f(x)とおくと

g′(x) = −f ′(x)− 1

e2

(2)で述べたように x < 1において

f ′(x) > − 1

e2
ゆえに g′(x) = −f ′(x)− 1

e2
< 0

したがって，g(x)は x < 1において単調減少である．また

g(1) = − 1

e2
+

2

e2
− f(1) = − 1

e2
+

2

e2
− 1

e2
= 0

よって，x < 1において g(x) > 0となり，題意は示された．

(4) 求める面積Sは，右の図の斜線部分である．

S =

∫ 1

0

{(−e−2x + 2e−2
)− xe−2x

}
dx

=

[
−e−2

2
x2 + 2e−2x +

xe−2x

2
+

e−2x

4

]1

0

=
9

4e2
− 1

4

　

O

y

x

2
e2

1

l

(1, 1
e2 )
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別解 直線 lと x軸，y軸，直線 x = 1で囲まれた台形の面積は

1

2
·1

(
2

e2
+

1

e2

)
=

3

2e2

よって S =
3

2e2
−

∫ 1

0

xe−2x dx =
9

4e2
− 1

4

7.37 (1) f(x) = xexより

f ′(x) = (x)′ex + x(ex)′ = ex + xex = (x + 1)ex

f ′′(x) = (x + 1)′ex + (x + 1)(ex)′ = ex + (x + 1)ex = (x + 2)ex

また {(ax + b)ex}′ = aex + (ax + b)ex = (ax + a + b)ex

{(ax + b)ex}′ = f(x) であるとき (ax + a + b)ex = xex

したがって a = 1, a + b = 0 よって a = 1, b = −1

(2) C上の点 P(p, f(p))における接線 `の方程式は

y − f(p) = f ′(p)(x− p) ゆえに y = f ′(p)(x− p) + f(p)

上式および (1)の結果から c = f ′(p) = (p + 1)ep，d = f(p) = pep

g(x) = f(x)− {c(x− p) + d} より

g(x) = f(x)− {(p + 1)ep(x− p) + pep} = f(x)− (p + 1)epx + p2ep

g′(x) = f ′(x)− (p + 1)ep = f ′(x)− f ′(p)

(1)の結果から，x = 0において，f ′′(x) > 0であるから，f ′(x)は単調増加．

したがって，g(x)の増減表は，次のようになる．

x 0 · · · p · · ·
g′(x) − 0 +

極小g(x) ↘ ↗0

x = 0において g(x) = 0 であるから f(x)− {c(x− p) + d} = 0

よって f(x) = c(x− p) + d (x = 0)

補足 f ′′(x) > 0である曲線 y = f(x)とその曲線上の点 P(p, f(p)) における接
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線を y = h(x)とすると

f(x)− h(x) = f(x)− {f ′(p)(x− p) + f(p)} =

∫ x

p

f ′(t) dt− f ′(p)(x− p)

= −
∫ x

p

(x− t)′f ′(t) dt− f ′(p)(x− p)

= −
[

(x− t)f ′(t)
]x

p

+

∫ x

p

(x− t)f ′′(t) dx− f ′(p)(x− p)

=

∫ x

p

(x− t)f ′′(t) dt =

∫ p

x

(t− x)f ′′(t) dt

x = p のとき
∫ x

p

(x− t)f ′′(t) dt = 0, x 5 p のとき
∫ p

x

(t− x)f ′′(t) dt = 0

したがって f(x)− h(x) = 0 よって f(x) = h(x)

(3) 図形 F は，下の図の斜線部分である．

O

y

xp

pep

−p2ep

P

C
`

よって，F の面積 S(p)は，(1)，(2)の結果から

S(p) =

∫ p

0

g(x) dx =

∫ p

0

{f(x)− (p + 1)epx + p2ep} dx

=

[
(x− 1)ex − 1

2
(p + 1)epx2 + p2epx

]p

0

=
1

2
ep(p − 1)(p2 + 2) + 1

(4) Rは，Pおよび点 (0,−p2ep)を含む x軸および y軸に平行な長方形である
から，その面積の最小値 T (p)は

T (p) = p{pep − (−p2ep)} = p2(p + 1)ep

485

見
本



よって lim
p→∞

S(p)

T (p)
= lim

p→∞

1
2
ep(p− 1)(p2 + 2) + 1

p2(p + 1)ep

= lim
p→∞

(
1− 1

p

)(
1 + 2

p2

)
+ 2

p3ep

2
(
1 + 1

p

) =
1

2

7.38 (1) 0 5 x 5 2
√

3

3
π より 0 5

√
3x 5 2π

したがって，f(x) = 0をみたす xの値は

√
3x =

π

2
,

3

2
π よって x =

π

2
√

3
,

√
3

2
π

(2) f(x) = e−x cos
√

3xを微分すると

f ′(x) = −e−x(
√

3 sin
√

3x + cos
√

3x) = −2e−x sin
(√

3x +
π

6

)

π

6
5
√

3x +
π

6
5 13

6
π であるから，f ′(x) = 0をみたす xの値は

√
3x +

π

6
= π, 2π すなわち x =

5π

6
√

3
,

11π

6
√

3

したがって，0 5 x 5 2
√

3

3
πにおける f(x)の増減は，次のようになる．

x (0) · · · 5π
6
√

3
· · · 11π

6
√

3
· · · 2

√
3

3
π

f ′(x) − 0 + 0 −
f(x) ↘ 極小 ↗ 極大 ↘

(3) e−x = −(e−x)′ であることに注意して，部分積分を行うと
∫

e−x cos
√

3x dx = −
∫

(e−x)′ cos
√

3x dx

= −e−x cos
√

3x +

∫
e−x(−

√
3 sin

√
3x) dx

= −e−x cos
√

3x +
√

3

∫
(e−x)′ sin

√
3x dx

= −e−x cos
√

3x +
√

3e−x sin
√

3x− 3

∫
e−x cos

√
3x dx
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したがって
∫

f(x) dx =

∫
e−x cos

√
3x dx

=
1

4
e−x(

√
3 sin

√
3x− cos

√
3x) + C

=
1

2
e`x sin

(√
3x − π

6

)
+ C (Cは積分定数)

(4) e−x − f(x) = e−x − e−x cos
√

3x

= e−x(1− cos
√

3x) = 0

したがって，求める面積を Sとすると，

(3)の結果を用いると

S =

∫ 2
√

3
3

0

{e−x − f(x)} dx

=

[
−e−x − 1

2
e−x sin

(√
3x− π

6

) ] 2
√

3
3

π

0

=
3

4

(
1 − e`

2
p

3
3
ı
)

　

O

y

x

1

y = f(x)

π
2
√

3

√
3π
2

2
√

3
3

π

y = e−x

S

7.39 (1) f(x) = e−x sin x (x = 0) について，f(x) = 0となる xの値であるから

sin x = 0 これを解いて x = nπ (n = 1, 2, 3, · · · )

よって，求める点 Pnの x座標は x = nπ

(2) (1)の結果から Sn =

∫ nπ

(n−1)π

|e−x sin x| dx

ここで，x = t + (n− 1)π とおくと
x (n− 1)π −→ nπ

t 0 −→ π

dx

dt
= 1

よって Sn =

∫ π

0

|e−t−(n−1)π sin{t + (n− 1)π}| dt

= e−(n−1)π

∫ π

0

e−t sin t dt

= e−(n−1)π

[
−1

2
e−t(sin t + cos t)

]π

0

= e−(n−1)π × e−π + 1

2
=

(e`ı + 1)e`(n`1)ı

2
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(3) (2) の結果から

In =
n∑

k=1

Sk =
e−π + 1

2

n∑

k=1

e(k−1)π

=
e−π + 1

2
× 1− e−nπ

1− e−π
=

(1 + e`ı)(1 − e`nı)

2(1 − e`ı)

また，0 < e−π < 1 より， lim
n→∞

e−nπ = 0 であるから

lim
n→∞

In =
1 + e−π

2(1− e−π)
=

eı + 1

2(eı − 1)

7.40 (1) f(x) = xexを微分すると f ′(x) = (x + 1)ex

P(p, pep)における接線の方程式は

y − pep = (p + 1)ep(x− p) ゆえに y = (p + 1)epx− p2ep

よって g(x) = (p + 1)epx− p2ep

ここで，h(x) = f(x)− g(x) (x = 0)とおくと

h(x) = xex − (p + 1)epx + p2ep

h′(x) = (x + 1)ex − (p + 1)ep

h′′(x) = (x + 2)ex

x = 0において h′′(x) > 0より，h′(x)

は単調増加であるから，h(x)の増減は，
右の表のようになる．
したがって，x = 0において h(x) = 0

　 x 0 · · · p · · ·
h′(x) − 0 +

h(x) ↘ 0 ↗

よって x = 0において f(x) = g(x)

(2) (1)の結論から

S(p) =

∫ L

0

{f(x)− g(x)} dx

=

∫ L

0

xex dx− (p + 1)ep

∫ L

0

x dx + p2ep

∫ L

0

dx

=

∫ L

0

xex dx− L2

2
(p + 1)ep + Lp2ep

したがって

S ′(p) = −L2

2
(p + 2)ep + L(p2 + 2p)ep

=
L

2
ep(p + 2)(2p− L)
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よって，S(p)の増減は右の表のように

なり，S(p)は，p =
L

2
で最小値をとる．

　 p 0 · · · L
2

· · ·
S ′(p) − 0 +

S(p) ↘ 極小 ↗

7.41 f(x) =
1 + log x

x
= x−1 + x−1 log x より

f ′(x) = −x−2 − x−2 log x + x−1x−1 = x−2 log x

f ′′(x) = −2x−3 log x + x−2x−1 =
1− 2 log x

x3

f(x) = 0 とすると 1 + log x = 0 すなわち x =
1

e
，

f ′′(x) = 0 とすると 1− 2 log x = 0 すなわち x =
√

e

よって S =

∫ √
e

1
e

1 + log x

x
dx =

∫ √
e

1
e

(1 + log x)(log x)′ dx

=

[
log x +

1

2
(log x)2

]√e

1
e

=
9

8

7.42 (1) y0 =
1

x

(2)

∫
log x dx = x log x − x + C (Cは積分定数)

(3) f(x)を微分すると f ′(x) =
1

e
− 1

x
=

x− e

ex

よって，f(x) =
1

e
x− log x

(
1

e
5 x 5 e2

)
の増減表は，次のようになる．

x 1
e

· · · e · · · e2

f ′(x) − 0 +

f(x) 1
e2 + 1 ↘ 0 ↗ e− 2

(4) y =
1

e
xは，曲線 y = log xの点 (e, 1)にお

ける接線．求める面積を Sとすると

S =

∫ e

1
e

(
1

e
x− log x

)
dx

=

[
x2

2e
− x log x + x

]e

1
e

=
e

2
− 1

2e3
− 2

e

　

O

y

x

y = log x

y = 1
e
x

x = 1
e

e1
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7.43 (1) f(x) = ax + b，g(x) = log xとおくと

f ′(x) = a, g′(x) =
1

x

`とCの接点の x座標を tとすると，f(t) = g(t)，f ′(t) = g′(t)であるから

at + b = log t, a =
1

t

上の第 2式より，t =
1

a
であるから，これを第 1式に代入すると

a·1
a

+ b = log
1

a
ゆえに b = − log a − 1

(2) 0 < a < 1 より t =
1

a
> 1

`と x軸との交点の x座標は

ax + b = 0 ゆえに x = − b

a

　

O

y

xt− b
a

log t

`

C

1

求める面積は，右の図の斜線部分であるから，(1)の結果により

S =
1

2

{
t−

(
− b

a

)}
log t−

∫ t

1

log x dx

=
1

2

(
1

a
+

b

a

)
log t−

[
x(log x− 1)

]t

1

=
1

2

(
1

a
− log a + 1

a

)
log t− t(log t− 1)− 1

=
1

2

(
− log a

a

)
(− log a)− 1

a
(− log a− 1)− 1

=
(log a)2

2a
+

log a + 1

a
− 1

=
(log a)2 + 2 log a − 2a + 2

2a

7.44 (1) f(x) =
1

2
x2 − 4− k

2
x + 1，g(x) = k log

x

2
+ k − 1とおくと

f ′(x) = x− 4− k

2
, g′(x) =

k

x

点 Pの x座標を pとおくと，f ′(p) = g′(p)であるから

p− 4− k

2
=

k

p
ゆえに (p− 2)(2p + k) = 0
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k > 0，p > 0 であるから p = 2

このとき f(2) = k − 1，g(2) = k − 1 ゆえに P(2, k − 1)

したがって，Pにおける接線の傾きは f ′(2) = g′(2) =
k

2
よって，接線 lの方程式は

y − (k − 1) =
k

2
(x− 2) すなわち y =

k

2
x − 1

(2) lが点 (1, 0)を通るから

0 =
k

2
·1− 1 これを解いて k = 2

よって C2 : y = 2 log
x

2
+ 1

これに y = 0を代入すると

0 = 2 log
x

2
+ 1 よって x =

2√
e

(3) 求める面積は，図の斜線部分で，その
面積を Sとすると

S = 4ABP−
∫ 2

2√
e

(
2 log

x

2
+ 1

)
dx

=
1

2
−

[
2 log

x

2
− x

]2

2√
e

=
5

2
− 4√

e

　

O

y

x2

1
P

A B
2√
e

1

−1

C2
l

7.45 (1) f(x) = ax2 + b，g(x) = c log xとおくと f ′(x) = 2ax，g′(x) =
c

x

C1 : y = f(x)とC2 : y = g(x)が点 P(e, e)で接するから

f(e) = g(e) = e, f ′(e) = g′(e)

したがって ae2 + b = c = e， 2ae =
c

e

これを解くと a =
1

2e
，b =

e

2
，c = e
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(2) 求める面積を Sとすると，右の図から

S =

∫ e

0

(
x2

2e
+

e

2

)
dx−

∫ e

1

e log x dx

=

[
x3

6e
− ex

2e

]e

0

− e

[
x(log x− 1)

]e

1

=
2

3
e2 − e

　

O

y

x

P

e

e

C1

C2

1

7.46 (1) y =
log x

a
を微分すると y′ =

1

ax

接点の座標を
(

t,
log t

a

)
とすると，接線の傾きは

1

at
であるから，

その方程式は

y − log t

a
=

1

at
(x− t) すなわち y =

x

at
+

log t− 1

a
· · · 1©

これが，点
(

0, 1− 1

a

)
を通るから

log t− 1

a
= 1− 1

a
ゆえに t = ea

1©より，接線の方程式は y =
x

aea
+ 1 − 1

a

(2) 曲線 y =
log x

a
，2直線 x = 1，x = eaおよび x軸で囲まれた部分の面積を

Sとすると

S =

∫ ea

1

log x

a
=

1

a

[
x(log x− 1)

]ea

1

=
1

a
(aea − ea + 1)

i) 0 < a < 1のとき
右の図の斜線部分の面積は

1

2
{ea − ea(1− a)}·1− S

=
1

2
aea − 1

a
(aea − ea + 1)

=ea
(

a

2
− 1 +

1

a

)
− 1

a

　

O

y

x1 ea

1− 1
a

1

ea(1−a)

ii) a = 1のとき
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右の図の斜線部分の面積は

1

2
ea

{
1 +

(
1− 1

a

)}
·1− S

=ea

(
1− 1

2a

)
− 1

a
(aea − ea + 1)

=
ea

2a
− 1

a

　

O

y

xea1

1

1− 1
a

(3) 曲線Cと y =
x2

2e
の接点の x座標を uとすると

log u

a
=

u2

2e
· · · 2©

y =
x2

2e
を微分すると，y′ =

x

e
．接点における接線の傾きが等しいので
1

au
=

u

e
· · · 3©

2©， 3©を解いて u =
√

e，a = 1

求める面積は，次の図の斜線部分の面積である．

O

y

x√
e

C

y = x2

2e

1

1
2

この面積を Sとすると

S =

∫ √
e

0

x2

2e
dx−

∫ √
e

1

log x dx

=

[
x3

6e

]√e

0

−
[

x(log x− 1)

]√e

1

=
2

3

√
e − 1

7.47 (1) f(x) = ax− x log xを微分すると f ′(x) = a− 1− log x

f ′(x) = 0とすると x = ea−1

f(x)の増減表は
x (0) · · · ea−1 · · ·

f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ ea−1 ↘

このとき，f(x)の最大値が 1であるから

ea−1 = 1 よって a = 1
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(2) (1)の結果から，f(x) = x(1− log x)，f ′(x) = − log x

f ′(x) = −1

2
とすると

− log x = −1

2
すなわち x =

√
e

f(
√

e) =
1

2

√
eより，求める接線は，点

(√
e,

1

2

√
e

)
を通り，傾き−1

2
の

直線であるから

y − 1

2

√
e = −1

2
(x−√e) よって y = −1

2
x +

√
e

(3) 曲線 y = x(1− log x)の x軸との交点の
x座標は

1− log = 0 すなわち x = e

直線 y = −1

2
x +

√
eの x軸との交点の

x座標は

−1

2
x +

√
e = 0 すなわち x = 2

√
e

　

O

y

x1

1

√
e e

2
√

e

√
e

よって，求める部分の面積を Sとすると

S =
1

2
(2
√

e−√e)f(
√

e)−
∫ e

√
e

x(1− log x) dx

=
1

2

√
e× 1

2

√
e−

[
x2

(
3

4
− 1

2
log x

) ]e

√
e

=
1

4
e− 1

4
e2 +

1

2
e =

1

4
e(3 − e)

7.48 (1) f(x) = (log x)2 − log x より，f(x) = 0のとき

log x(log x− 1) = 0 これを解いて x = 1, e

(2) f ′(x) = 2(log x)
1

x
− 1

x
=

2 log x− 1

x

f ′′(x) =
2
x
·x− (2 log x− 1)·1

x2
=

3− 2 log x

x2

f ′(x) = 0のとき x = e
1
2， f ′′(x) = 0のとき x = e

3
2

よって，f(x)の増減やグラフの凹凸は，次の表のようになる．
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x (0) · · · e
1
2 · · · e

3
2 · · ·

f ′(x) − 0 + + +

f ′′(x) + + + 0 −
極小 変曲点

f(x) −1
4

3
4

また lim
x→+0

f(x) = lim
x→+0

{(
log x− 1

2

)2

− 1

4

}
= ∞

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

{(
log x− 1

2

)2

− 1

4

}
= ∞

以上から，この関数のグラフの概形は，下の図のようになる．

O

y

x−1
4

3
4

1 e
1
2

e
3
2

e

(3) 求める面積を Sとすると，グラフの概形から

S = −
∫ e

1

{(log x)2 − log x} dx

= −
[

x(log x)2 − 3x log x + 3x

]e

1

= 3 − e

7.49 (1) g(t) = 2
√

t− 2− log t とおくと

g′(t) =
1√
t
− 1

t
=

√
t− 1

t

したがって，g(t)の増減表は次のようになる．

t (0) · · · 1 · · ·
g′(t) − 0 +

g(t) ↘ 0 ↗

したがって g(t) = 0 よって log t 5 2
√

t− 2
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(2) (1)の結果から，t > 1のとき

0 < log t < 2
√

t− 2 ゆえに 0 <
log t

t
<

2√
t
− 2

t

lim
t→+∞

(
2√
t
− 2

t

)
= 0 であるから，はさみうちの原理により

lim
t!+1

log t

t
= 0

(3) lim
x→+0

f(x) = lim
x→+0

x log x

= lim
t→+∞

1

t
log

1

t
= lim

t→+∞

(
− log t

t

)
= 0

lim
x→+0

f ′(x) = lim
x→+0

(log x + 1) = −∞

(4) f ′(x) = log x + 1より f ′′(x) =
1

x

x 0 · · · 1
e

· · ·
f ′(x) − 0 +

f ′′(x) + + +

f(x) −1
e

グラフの概形は右のようになる．

　

O

y

xe

e

1
e

−1
e

1

(5) f(x)の原始関数の 1つを F (x) =
x2

4
(2 log x− 1)とすると，面積 Sは

S = −
∫ 1

1
e

f(x) dx +

∫ e

1

f(x) dx = −
[

F (x)

]1

1
e

+

[
F (x)

]e

1

= F (e) + F

(
1

e

)
− 2F (1) =

e2

4
− 3

4e2
+

1

2

7.50 (1) f(x) = xn log 2xを微分すると (nは 2以上の自然数)

f ′(x) = nxn−1 log 2x + xn·1
x

= xn−1(n log 2x + 1)

したがって，f(x)の増減表は，次のようになる．

x (0) · · · 1
2
e−

1
n · · ·

f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 極小 ↗

よって x =
1

2
e`

1
n のとき極小値− 1

en·2n
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(2) f ′(x) = xn−1(n log 2x + 1)を微分すると

f ′′(x) = (n− 1)xn−2(n log 2x + 1) + xn−1·n
x

= xn−2{n(n− 1) log 2x + (2n− 1)}

したがって x <
1

2
e

1−2n
n(n−1) のとき f ′′(x) < 0，

x >
1

2
e

1−2n
n(n−1) のとき f ′′(x) > 0

よって，変曲点は
(

1

2
e

1`2n
n(n`1) ,

1 − 2n

n(n − 1)2n
e

1`2n
n`1

)

補足 関数 y = f(x)が f ′(a) = 0であっても x = aの前後で f ′(x)の符号が変化
しないと，f(a)を極値と呼ばない．同様に，f ′′(a) = 0であっても x = a

の前後で f ′′(x)の符号が変化しないと，点 (a, f(a))を変曲点と呼ばない．

(3) y = f(x)と y = g(x)の交点の x座標は

xn log 2x = log 2xより (xn − 1) log 2x = 0 ゆえに x =
1

2
, 1

1

2
5 x 5 1のとき log 2x = xn log 2xであるから求める面積 Snは

Sn =

∫ 1

1
2

(log 2x− xn log 2x)dx

=

[
x(log 2x− 1)− xn+1

n + 1
log 2x +

xn+1

(n + 1)2

]1

1
2

=
n

n + 1
log 2 − 1

2
+

1

(n + 1)2

(
1 − 1

2n+1

)

(4) (3)の結果から lim
n!1

Sn = log 2 − 1

2

7.51 (1) f(x) =
√

x log xを微分すると

f ′(x) =
1

2
√

x
log x +

√
x·1

x
=

log x + 2

2
√

x

f(x)の増減表は次のようになる．

x (0) · · · 1
e2 · · ·

f ′(x) − 0 +

f(x) (0) ↘ −2
e

↗

x =
1

e2
のとき極小値−2

e
をとる．

lim
x→∞

f(x) = ∞
グラフの概形は右の図のようになる．

　

O

y

x1

1
e2

−2
e

497

見
本



(2) y =
√

x| log x|と y =
√

xから yを消去すると
√

x log x =
√

x ゆえに
√

x (| log x| − 1) = 0

x > 0より | log x| = 1 これを解いて x =
1

e
, e

よって，求める交点の座標は
(

1

e
,

1√
e

)
，(e,

√
e)

(3) 求める面積は下の図の斜線部分である．

O

y

xe11
e

C1

C2

したがって，求める面積 Sは

S =

∫ e

1
e

√
x dx−

∫ e

1
e

√
x | log x| dx

ここで，
√

x log xの原始関数の 1つを

F (x) =
2

9
x

3
2 (3 log x− 2)

とおくと

S =

∫ e

1
e

√
x dx−

∫ e

1
e

√
x | log x| dx

=

[
2

3
x
√

x

]e

1
e

+

∫ 1

1
e

√
x log x dx−

∫ e

1

√
x log x dx

=
2

3

(
e
√

e− 1

e
√

e

)
+

[
F (x)

]1

1
e

−
[

F (x)

]e

1

=
2

3

(
e
√

e− 1

e
√

e

)
+ 2F (1)− F

(
1

e

)
− F (e)

このとき，F (1) = −4

9
，F

(
1

e

)
= − 10

9e
√

e
，F (e) =

2

9
e
√

eであるから

S =
2

3

(
e
√

e− 1

e
√

e

)
+ 2

(
−4

9

)
−

(
− 10

9e
√

e

)
− 2

9
e
√

e

=
4

9

(
e
√

e +
1

e
√

e
− 2

)
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補足 まず，0 < x 5 1のとき，− 3
3
√

x
< log x を示す．

g(x) = log x +
3
3
√

x
(0 < x 5 1)とおくと

0 < x < 1 のとき g′(x) =
1

x
− 1

x 3
√

x
=

3
√

x− 1

x 3
√

x
< 0

g(x)は単調減少で，g(1) = 3であるから

g(x) > 0 ゆえに log x +
3
3
√

x
> 0

よって 0 < x < 1 のとき − 3
3
√

x
< log x < 0

したがって 0 < x < 1のとき −3 6
√

x <
√

x log x < 0

lim
x→+0

(−3 6
√

x ) = 0であるから，はさみうちの原理により

lim
x→+0

√
x log x = 0

7.52 (1)

∫
log(ax) dx =

∫
(x)′ log(ax) dx

= x log(ax)−
∫

x·1
x

dx

= x log(ax) − x + C (C :積分定数)

(2) 曲線 y = log(ax)と直線 y = 1の共有点の x座標は

log(ax) = 1 これを解いて x =
e

a

このとき，正数 aが 0 <
e

a
< eを満たせばよいので a > 1

(3) 右の図から

S1 =

∫ e
a

1
a

log(ax) dx +
(
e− e

a

)
·1

=

[
x log(ax)− x

] e
a

1
a

+ e− e

a

= e +
1

a
− e

a

　

O

y

x

S1

e
a

1
a

e

1
y = log ax

S2

S1 + S2 =

∫ e

1
a

log(ax) dx =

[
x log(ax)− x

]e

1
a

= e log a +
1

a
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よって S = S1 − S2

= 2S1 − (S1 + S2)

= 2

(
e +

1

a
− e

a

)
−

(
e log a +

1

a

)

= 2e − 2e − 1

a
− e log a

(4) (3)の結果から
dS

da
=

2e− 1

a2
− e

a
=

2e− 1− ea

a2

したがって，Sの増減表は，次にようになる．

a (1) · · · 2e−1
e

· · ·
dS
da

+ 0 −
S ↗ 極大 ↘

よって，a =
2e − 1

e
のとき最大値 2e − e log(2e − 1)をとる．

7.53 (1) f(x) =
log(x + 1)√

x + 1
より

f ′(x) =
1

x + 1

{
1

x + 1
×√x + 1− log(x + 1)× 1

2
√

x + 1

}

=
2− log(x + 1)

2(x + 1)
3
2

したがって，f(x)の増減表は次のようになる．

x −1 · · · e2 − 1 · · ·
f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ 2

e
↘

よって，x = e2 − 1のとき 極大値
2

e

(2) f(x) = g(x) より log(x + 1) = 2

これを解いて x = e2 − 1 よって
(

e2 − 1,
2

e

)
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(3) 0 5 x 5 e2 − 1 において，g(x) = f(x) であ
るから

S =

∫ e2−1

0

2− log(x + 1)√
x + 1

dx

ここで，t =
√

x + 1とおくと

x 0 −→ e2 − 1

t 1 −→ e
x = t2−1,

dx

dt
= 2t

　

O

y

xe2−1

2
e

2

−1

y=g(x)

y=f(x)

よって S =

∫ e

1

2− log t2

t
2t dt = 4

∫ e

1

(1− log t) dt

= 4

[
t (2− log t)

]e

1

= 4(e − 2)

7.54 (1) f ′(x) =
1

x
，g′(x) =

1

2
√

x− 1
点 Pの x座標を pとすると f(p) = g(p)，f ′(p) = g′(p)

したがって a + log p =
√

p− 1 · · · 1©， 1

p
=

1

2
√

p− 1
· · · 2©

2©から p = 2
√

p− 1 (p > 1)

この式の両辺を平方すると p2 = 4(p− 1) ゆえに (p− 2)2 = 0

p > 1に注意して p = 2

a > 0に注意しながら， 1©に代入して a = 1 − log 2

よって，Pの座標は P(2, 1)

点 Pにおける接線の傾きは
1

2
であるから，接線 lの方程式は

y − 1 =
1

2
(x− 2) ゆえに y =

1

2
x

(2) h(x) = f(x)− g(x)とおくと (x = 1)

h(x) = a + log x−√x− 1

h′(x) =
1

x
− 1

2
√

x− 1
=

2
√

x− 1− x

2x
√

x− 1

= − (x− 2)2

2x
√

x− 1(2
√

x− 1 + x)

　

x 1 · · · 2 · · ·
h′(x) − 0 −
h(x) a ↘ 0 ↘

h(x) = 0の解は x = 2のみであり，2曲線は点P以外に共有点を持たない．

501

見
本



(3) 求める面積を Sとすると，下の図から

S =

∫ 2

2
e

(1− log 2 + log x) dx−
∫ 2

1

√
x− 1 dx

=

[
(1− log 2)x + x log x− x

]2

2
e

− 2

3

[
(x− 1)

3
2

]2

1

=

[
x log x− x log 2

]2

2
e

− 2

3
=

2

e
− 2

3

O

y

x2

1

12
e

y = f(x)

y = g(x)

7.55 (1) g(x) = log(1 + x)−
(

x− x2

2

)
とおくと (x = 0)

x > 0において g′(x) =
1

1 + x
− 1 + x =

x2

1 + x
> 0

g(0) = 0であるから，x > 0において g(x) > 0

よって，すべての x > 0に対して x− x2

2
< log(1 + x)

(2) f(x) = x− x3

3
− log(1 + x)を微分すると

f ′(x) = 1− 2

3
x− 1

1 + x
=

x(1− 2x)

3(1 + x)

したがって，f(x)の 0 5 x 5 2における増減表は次のようになる．

x 0 · · · 1
2

· · · 2

f ′(x) + 0 −
f(x) 0 ↗ 5

12
− log 3

2
↘ 2

3
− log 3

1.09 < log 3より，
2

3
< 1.09 < log 3であるから

2

3
− log 3 < 0

よって x =
1

2
のとき最大値

5

12
− log

3

2

x = 2のとき最小値
2

3
− log 3
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(3) (2)の増減表により，0 < x <
1

2
において f(x) > 0

1

2
< x < 2において，f(x)は単調減少で，f

(
1

2

)
> 0，f(2) < 0

したがって，
1

2
< x < 2において，f(x) = 0となる xが唯一存在する．

よって，方程式 x− x3

3
= log(1 + x)は 0 < x < 2に解を 1つだけもつ．

(4) (3)の結果から

0 < x < αにおいて x− x2

3
> log(1 + x)

α < x < 2において x− x2

3
< log(1 + x)

したがって

S =

∫ α

0

{(
x− x2

3

)
− log(1 + x)

}
dx =

∫ α

0

f(x) dx

T =

∫ 2

α

{
log(1 + x)−

(
x− x2

3

)}
dx = −

∫ 2

α

f(x) dx

上の 2式から

S − T =

∫ α

0

f(x) dx +

∫ 2

α

f(x) dx =

∫ 2

0

f(x) dx

=

∫ 2

0

{
x− x2

3
− log(1 + x)

}
dx

=

[
x2

2
− x3

9
− (1 + x) log(1 + x) + x

]2

0

=
28

9
− 3 log 3 =

1

9
− 3(log 3− 1) =

1

9
{1− 27(log 3− 1)}

log 3− 1 > 0.09であるから −27(log 3− 1) < −27× 0.09 = −2.43

ゆえに 1− 27(log 3− 1) < −1.43 < 0 よって S < T
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7.56 曲線 y2 = x6(1− x2)は，x軸および y軸に関
して対称である．x = 0，y = 0において

y = x3
√

1− x2

よって，求める面積を Sとすると

　

O

y

x
1

S

4

−1

S

4
=

∫ 1

0

x3
√

1− x2 dx

=

∫ 1

0

{−x(1− x2) + x}
√

1− x2 dx

=

∫ 1

0

{−x(1− x2)
3
2 + x(1− x2)

1
2} dx

=

[
1

5
(1− x2)

5
2 − 1

3
(1− x2)

3
2

]1

0

=
2

15

よって S =
8

15

7.57 (1)
x2

√
x2 + 9

= a
√

x2 + 9 +
b√

x2 + 9

上式の両辺に
√

x2 + 9を掛けると

x2 = a(x2 + 9) + b

= ax2 + 9a + b

両辺の同じ次数の項の係数を比較して

1 = a, 0 = 9a + b よって a = 1, b = −9

(2) I1 =

∫ 3

0

(x)′
√

x2 + 9 dx

=

[
x
√

x2 + 9

]3

0

−
∫ 3

0

x· x√
x2 + 9

dx

= 9
√

2−
∫ 3

0

x2

√
x2 + 9

dx

= 9
√

2−
∫ 3

0

(√
x2 + 9− 9√

x2 + 9

)
dx

= 9
√

2− I1 + 9I2

よって I1 =
9

2
I2 +

9
√

2

2
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(3)
d

dx
log(x +

√
x2 + 9) =

1 +
x√

x2 + 9

x +
√

x2 + 9
=

1√
x2 + 9

であるから

I2 =

∫ 3

0

1√
x2 + 9

dx

=

[
log(x +

√
x2 + 9)

]3

0

= log(3 + 3
√

2)− log 3 = log(1 +
√

2)

(4) x2 − y2 = −9から

y = ±
√

x2 + 9

ゆえに，y =
√

x2 + 9と y = 3
√

2で囲まれた
部分が求める面積である．
この 2つの関数のグラフの共有点の x座標は

√
x2 + 9 = 3

√
2 これを解いて x = ±3

求める面積 Sは，(2)，(3)を用いて

　

O

y

x3−3

3
√

2

3

−3

S =

∫ 3

−3

(3
√

2−
√

x2 + 9)dx = 2

∫ 3

0

(3
√

2−
√

x2 + 9)dx

= 2

[
3
√

2x

]3

0

− 2I1 = 18
√

2− 2

(
9

2
I2 +

9
√

2

2

)

= 9
√

2− 9I2 = 9
√

2 − 9 log(1 +
√

2)

7.58 (1) ~pt = (1 − t)~a，~qt = t~b

したがって

~rt = (1− t)~pt + t~qt

= (1− t)·(1− t)~a + t·t~b
= (1 − t)2~a + t2~b

　

t1−t

t

1−t
t

1−t

Rt

O A(~a)

B(~b)

Pt

Qt

(2) (1)の結果から

~rt = (1− t)2

(
a1

a2

)
+ t2

(
b1

b2

)
=

(
(1− t)2a1 + t2b1

(1− t)2a2 + t2b2

)

よって Rt((1 − t)2a1 + t2b1, (1 − t)2a2 + t2b2)
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(3) (1)の結果から

d

dt
~rt = −2(1− t)~a + 2t~b = −2~pt + 2~qt = 2(~qt −~pt) = 2

−−→
PtQt

よって，線分 PtQtは点Rtで曲線 Sと接する．

(4) A(2, 1)，B(2,−1)のとき，(2)の結果から

~rt = (1− t)2

(
2

1

)
+ t2

(
2

−1

)
=

(
2− 4t + 4t2

1− 2t

)

Rtの座標を (x, y)とすると x = 2− 4t + 4t2，y = 1− 2t (0 5 t 5 1)

したがって，Sの方程式は x = y2 + 1 (−1 5 y 5 1)

求める面積は，右の図の斜線部分で

2

∫ 1

0

{(y2 + 1)− 2y} dy

=2

∫ 1

0

(y − 1)2 dy

=2

[
1

3
(y − 1)3

]1

0

=
2

3

　

O

y

x

1

−1

1 2

A

B

S

7.59 (1) C :

{
x = t2

y = e−t
(t = 0) より，y = 0であるから

S(a) =

∫ a2

0

y dx =

∫ a

0

e−t dx

dt
dt

=

∫ a

0

e−t·2t dt = 2

∫ a

0

te−t dt

= −2

[
(t + 1)e−t

]a

0

= −2(a + 1)e`a + 2

　

O

y

x

x=a2

a2

C

1

S(a)
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(2) S ′(a) = 2ae−a，S ′′(a) = 2(1− a)e−a

S(a)の増減，凹凸は下の表のようなる．

a 0 · · · 1 · · ·
S ′(a) + + +

S ′′(a) + 0 −
S(a) 0 変曲点

また， lim
a→∞

(a + 1)e−a = 0 であるから

lim
a→∞

S(a) = 2

　

O

S(a)

a

2

2− 4
e

1

よって，S(a)のグラフは，右の図のようになる。

(3)
5

2
< e < 3 であるから

S(2) = 2(1− 3e−2) = 2

(
1− 3

e2

)
< 2

(
1− 3

32

)
=

4

3
< 1.35

S(3) = 2(1− 4e−3) = 2

(
1− 4

e3

)
> 2

{
1− 4

(
2

5

)3
}

=
186

125
> 1.35

したがって S(2) < 1.35 < S(3)

よって，中間値の定理により，S(a) = 1.35を満たす aが 2 < a < 3の範
囲に存在する．

7.60 (1) f(t) =
2e

t
+

2t

e
− 5を微分すると

(e

2
5 t 5 2e

)

f ′(t) = −2e

t2
+

2

e
=

2(t2 − e2)

et2
=

2(t + e)(t− e)

et2

したがって，f(t)の増減は次のようになる．

t e
2

· · · e · · · 2e

f ′(t) − 0 +

f(t) 0 ↘ −1 ↗ 0

g(t) = 4 log tは単調増加．

(2) f(α) = f(β)より

2e

α
+

2α

e
− 5 =

2e

β
+

2β

e
− 5 ゆえに (α− β)(αβ − e2) = 0

α 6= β より αβ = e2
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(3) (2)の α，βについて

g(α) + g(β)

2
=

4 log α + 4 log β

2
= 2 log αβ = 2 log e2 = 4

よって 曲線Cは直線 y = 4に関して対称．

(4) 求める面積を Sとすると

S

2
=

∫ 0

−1

(y − 4) dx =

∫ 2e

e

{g(t)− 4}f ′(t) dt

=

[
{g(t)− 4}f(t)

]2e

e

−
∫ 2e

e

g′(t)f(t) dt

= −
∫ 2e

e

4

t

(
2e

t
+

2t

e
− 5

)
dt

= −4

∫ 2e

e

(
2e

t2
+

2

e
− 5

t

)
dt

= −4

[
−2e

t
+

2t

e
− 5 log t

]2e

e

= 20 log 2− 12

よって S = 40 log 2 − 24

　

O

y

x−1

4

4 log e
2

(t = e
2
)

4 log 2e (t = 2e)

(t = e)

C

補足
S

2
= −

∫ 4 log 2e

4

x dy = −
∫ 2e

e

f(t)g′(t) dt としてもよい．

7.61 (1) f(θ) = x = r(θ) cos θ =
√

2 cos 2θ cos θ

g(θ) = y = r(θ) sin θ =
√

2 cos 2θ sin θ

(2) (1) の結果から

{g(θ)}2 = 2 cos 2θ sin2 θ = 2(1− 2 sin2 θ) sin2 θ

0 5 θ 5 π

6
より，t = sin2 θ，h(t) = {g(θ)}2とおくと

h(t) = 2(1− 2t)t = −4

(
t− 1

4

)2

+
1

4

(
0 5 t 5 1

4

)

したがって，h(t)の最大値は h

(
1

4

)
=

1

4

g(θ) = 0 であるから，h(t)が最大のとき，g(θ)は最大となる．

よって，g(θ)の最大値は

t =
1

4
すなわち θ =

π

6
のとき，最大値

1

2
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(3) θ =
π

6
のとき r

(π

6

)
=

√
2 cos

π

3
= 1

右の図において

OR = r
(π

6

)
= 1

OQ = OR cos
π

6
=

√
3

2

RQ = OR sin
π

6
=

1

2

　

O

y

x

R

Q

C

π
6

x = f(π
6
)

1

√
2

求める面積を Sとすると，図の斜線部分であるから

S =
1

2

∫ π
6

0

{r(θ)}2 dθ −4ORQ

=
1

2

∫ π
6

0

2 cos 2θ dθ − 1

2
OQ·RQ

=
1

2

[
sin 2θ

]π
6

0

− 1

2
·
√

3

2
·1
2

=

√
3

8

7.62 (1) x =
et − e−t

2
，y =

et + e−t

2
より y + x = et，y − x = e−t

ゆえに (y + x)(y − x) = et·e−t したがって y2 − x2 = 1

y > 0 であるから y =
√

x2 + 1

(2) P(a, b)とすると，区間 [0, a]における曲線C

および直線OP : y =
b

a
xについて，(1)の結

果から，b =
√

a2 + 1であるから

√
x2 + 1− b

a
x =

a
√

x2 + 1− x
√

a2 + 1

a

=
(a2 − x2)

a(a
√

x2 + 1 + x
√

a2 + 1)
= 0

　

O

y

x

PS(t)

A(t)

1

b

a

C

M
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したがって

A(t) =

∫ a

0

(√
x2 + 1− b

a
x

)
dx

=
1

2

[
x
√

x2 + 1 + log
(
x +

√
x2 + 1

)
− b

a
x2

]a

0

=
1

2

{
a
√

a2 + 1 + log(a +
√

a2 + 1)− ab
}

=
1

2
{ab + log(a + b)− ab} =

1

2
log(a + b)

=
1

2
log

(
et − e−t

2
+

et + e−t

2

)
=

t

2

A(t) + S(t) =
1

2
aであるから S(t) =

1

2
a− A(t) =

et − e`t

4
− t

2

(3) f(t) = A(t)− S(t)とおくと f(t) = t− et − e−t

4

ゆえに f ′(t) = 1− et + e−t

4
= −e−t

4
(e2t − 4et + 1)

f ′(t) = 0を解くと (t = 0)

t = log(2 +
√

3)

よって，右の増減表により

　
t 0 · · · log(2 +

√
3) · · ·

f ′(t) + 0 −
f(t) ↗ 極大 ↘

t = log(2 +
√

3)で最大

7.63 (1) Pが原点を通るとき，x(t) = 0，y(t) = 0より
{

cos
(
t + π

4

)
= 0

cos(2t) = 0
(0 5 t < 2π) これを解いて t =

π

4
,

5

4
π

x′(t) = − sin
(
t + π

4

)
，y′(t) = −2 sin(2t)より

{
x′

(
π
4

)
= −1

y′
(

π
4

)
= −2

および

{
x′

(
5
4
π
)

= 1

y′
(

5
4
π
)

= −2

求める速度ベクトルは t = ı
4
のとき (−1, −2)，t = 5

4
πのとき (1, −2)

(2) t = t1 (0 5 t1 < 2π)におけるC上の点 P1(x1, y1)と x軸および y軸に関
して対称な点をそれぞれQ(x1,−y1)，R(−x1, y1)とすると

x1 = cos
(
t1 + π

4

)
= cos

{(
3
2
π − t1

)
+ π

4

}

−y1 = − cos 2t1 = cos 2
(

3
2
π − t1

)

−x1 = − cos
(
t1 + π

4

)
= cos

{
(t1 + π) + π

4

}

y1 = cos 2t1 = cos 2 (t1 + π)
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したがって，Qは 0 5 t1 5 3
2
πのとき, t = 3

2
π− t1におけるC上の点であ

り，3
2
π < t1 < 2πのとき t = 7

2
π − t1におけるC上の点である．

また，Rは 0 5 t1 < π のとき, t = t1 + π における C 上の点であり，
π 5 t1 < 2πのとき t = t1 − πにおけるC上の点である．

(3) x = cos(t + π
4
)，y = cos(2t)とおくと

y = cos 2t = sin 2
(
t + π

4

)
= 2 sin

(
t + π

4

)
cos

(
t + π

4

)
= ±2x

√
1− x2

y = 2x
√

1− x2 (0 5 x 5 1)のとき

y′ =
2(1− 2x2)√

1− x2

増減表は，次のようになる．

x 0 · · · 1√
2

· · · 1

y′ + 0 −
y 0 ↗ 1 ↘ 0

　

O

y

x1√
2

− 1√
2

1

−1

1−1

(2)の結果から，Cの概形は右の図のようになる．

(4) 求める面積 Sは S = 4

∫ 1

0

2x
√

1− x2 dx = 4

[
− 2

3
(1− x2)

3
2

]1

0

=
8

3

補足 (2)は，π
4
ごとに動点Pの位置を調べると，動点Q，Rの取り方がわかる．

7.64 (1) OP = 2，OPと x軸の正の向きとなす角が θであるから

P(2 cos θ, 2 sin θ)

(2) 線分OPのPの延長とC2の交点をQ′とすると，直線 lとPQ′のなす角は
θであり，∠Q′OQ = θ であるから

α = θ + ∠Q′OQ = θ + θ = 2θ

PR = 2 であるから
−→
PR = (2 cos 2θ, 2 sin 2θ)

したがって
−→
OR =

−→
OP +

−→
PR

= (2 cos θ, 2 sin θ) + (2 cos 2θ, 2 sin 2θ)

= (2 cos θ + 2 cos 2θ, 2 sin θ + 2 sin 2θ)

よって R(2 cos θ + 2 cos 2θ, 2 sin θ + 2 sin 2θ)

(3) R(x, y) とすると，(2)の結果から

y = 2 sin θ + 2 sin 2θ = 4 sin
3θ

2
cos

θ

2
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0 5 θ 5 2πにおいて，y = 0を解くと θ = 0,
2

3
π, π,

4

3
π, 2π

これらの θの値を順次，(2)の結果に代入すると

(4, 0), (−2, 0), (0, 0), (−2, 0), (4, 0)

よって，求める x軸との共有点の座標は

(4, 0), (−2, 0), (0, 0)

(4) (3)と同様に，(2)の結果から

x = 2 cos θ + 2 cos 2θ = 4 cos
3θ

2
cos

θ

2

0 5 θ 5 2πにおいて，y = 0を解くと θ =
π

3
, π,

5

3
π

よって，これらの θの値を順次，(2)の結果に代入すると

(0, 2
√

3), (0, 0), (0, −2
√

3)

(5) (2)の結果から

x = 2 cos θ + 2 cos 2θ

= 2 cos θ + 2(2 cos2 θ − 1)

= 4 cos2 θ + 2 cos θ − 2

= 4

(
cos θ +

1

4

)2

− 9

4

点Rの x座標が最小となるとき

cos θ = −1

4

　

O

y

x

C

θ = 0, 2πθ = π

θ = π
3

θ = 5
3
π

θ = 2π
3

, 4π
3

θ=α

−2

(−9
4
,
√

15
4

)

このとき sin θ = ±
√

15

4
，cos 2θ = −7

8
，sin 2θ = ∓

√
15

8
(複号同順)

よって，求める座標は

(
−9

4
, ±

√
15

4

)
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(6) よって，求める面積を Sとすると

S =

∫ 0

−2

y dx =

∫ π
3

2π
3

y
dx

dθ
dθ

=

∫ π
3

2π
3

(2 sin θ + 2 sin 2θ)(2 cos θ + 2 cos 2θ)′ dθ

= 4

∫ 2π
3

π
3

(sin θ + sin 2θ)(sin θ + 2 sin 2θ) dθ

= 4

∫ 2π
3

π
3

(sin2 θ + 3 sin θ sin 2θ + 2 sin2 2θ) dθ

= 4

∫ 2π
3

π
3

(
1− cos 2θ

2
+ 3× cos θ − cos 3θ

2
+ 2× 1− cos 4θ

2

)
dθ

=

∫ 2π
3

π
3

(6 + 6 cos θ − 2 cos 2θ − 6 cos 3θ − 4 cos 4θ) dθ

=

[
6θ + 6 sin θ − sin 2θ − 2 sin 3θ − sin 4θ

] 2π
3

π
3

= 2π

補足 S =

∫ 0

− 9
4

y dx−
∫ −2

− 9
4

y dx =

∫ π
3

α

y
dx

dθ
dθ −

∫ 2π
3

α

y
dx

dθ
dθ =

∫ π
3

2π
3

y
dx

dθ
dθ

類題 長崎大学 (2009年 7 )2

7.65 (1) 動径CPの x軸の正の向きとなす角は，
3

2
π − θであるから

−→
CP = 2

(
cos

(
3
2
π − θ

)

sin
(

3
2
π − θ

)
)

=

(
−2 sin θ

−2 cos θ

)

したがって
−→
OP =

−→
OC+

−→
CP =

(
θ

1

)
+

(
−2 sin θ

−2 cos θ

)
=

(
θ − 2 sin θ

1− 2 cos θ

)

よって x = θ − 2 sin θ, y = 1 − 2 cos θ

(2) (1)の結果から
dx

dθ
= 1− 2 cos θ，

dy

dθ
= 2 sin θ

θ 0 · · · π
3

· · · π
dx
dθ

− 0 +

極小
x 0 ↘ ↗ ππ

3
−√3

θ 0 · · · π
dy
dθ

+

y −1 ↗ 3

2http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki 2009.pdf
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x座標が最小となる点は
(

π

3
− √

3, 0

)
(θ = π

3
)

x座標が最大となる点は (π, 3) (θ = π)

y座標が最小となる点は (0, −1) (θ = 0)

y座標が最大となる点は (π, 3) (θ = π)

(3) 求める面積は，右の図の斜線部分で，その
面積を Sとすると

S =

∫ 3

−1

(π − x)dy

=

∫ π

0

{π − (θ − 2 sin θ)}·2 sin θ dθ

= 2

∫ π

0

(π sin θ − θ sin θ + 2 sin2 θ) dθ

= 2

∫ π

0

(π sin θ − θ sin θ + 1− cos 2θ) dθ

= 2

[
− π cos θ + θ cos θ − sin θ + θ − 1

2
sin 2θ

]π

0

= 2× 2π = 4π

　

O

y

x

3

−1

π

SS

π
3
−√3

7.66 (1) 右の図において

−→
OA = (2 cos θ, 2 sin θ)
−→
AP = (cos(2θ + π), sin(2θ + π))

= (− cos 2θ,− sin 2θ)

したがって

−→
OP =

−→
OA +

−→
AP

= (2 cos θ − cos 2θ, 2 sin θ − sin 2θ)

　

O

y

x
θ

A

2θ+π

P

S1

S2

1−1

1

−1

よって x(θ) = 2 cos θ − cos 2θ，y(θ) = 2 sin θ − sin 2θ

(2) x(2π − θ) = 2 cos(2π − θ)− cos 2(2π − θ) = 2 cos θ − cos 2θ = x(θ)

y(2π − θ) = 2 sin(2π − θ)− sin 2(2π − θ) = −2 sin θ + sin 2θ = −y(θ)

よって，Cは x軸関して対称である．

514

見
本



(3) Cの x軸の上側の部分の面積を T とすると

T =

∫ 1

−3

y dx =

∫ 0

π

y(θ)
dx

dθ
dθ

=

∫ 0

π

(2 sin θ − sin 2θ)(2 cos θ − cos 2θ)′ dθ

=

∫ π

0

(2 sin θ − sin 2θ)(2 sin θ − 2 sin 2θ) dθ

=

∫ π

0

(4 sin2 θ − 6 sin 2θ sin θ + 2 sin2 2θ) dθ

=

∫ π

0

{2(1− cos 2θ) + 3(cos 3θ − cos θ) + (1− cos 4θ)} dθ

= 3π

　

O

y

x1

C

−3 x0

θ=π

θ=α

θ=0

よって，求める面積を Sとすると S = 2T − π = 2·3π − π = 5π

補足 Cの xが，θ = αで最大値 x0とすると

T =

∫ x0

−3

y dx−
∫ x0

1

y dx

=

∫ α

π

y(θ)
dx

dθ
dθ −

∫ α

0

y(θ)
dx

dθ
dθ

=

∫ α

π

y(θ)
dx

dθ
dθ +

∫ 0

α

y(θ)
dx

dθ
dθ =

∫ 0

π

y(θ)
dx

dθ
dθ

7.67 (1) g(x) =
√

5− 5x2 (−1 < x < 1)とおくと g(x) > 0

{g(x)}2 = 5− 5x2を微分すると

2g(x)g′(x) = −10x ゆえに g(x)g′(x) = −5x · · · 1©

さらに， 1©を微分すると

{g′(x)}2 + g(x)g′′(x) = −5 ゆえに g′′(x) = −5 + {g′(x)}2

g(x)
< 0

f(x) = 2x + g(x)であるから f ′′(x) = g′′(x) < 0

したがって，曲線C : y = f(x)は上に凸である．

1©より g′(x) = − 5x

g(x)
であるから f ′(x) = 2− 5x

g(x)
=

2g(x)− 5x

g(x)

f ′(x) = 0のとき 2g(x) = 5x > 0

両辺を平方すると {2√5− 5x2}2 = 25x2 x > 0より x =
2

3
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f ′′(x) < 0であるから 最大値 f

(
2

3

)
= 2× 2

3
+

√
5− 5

(
2

3

)2

= 3

(2) C上の点を P(x, 2x + g(x))，h(x) = OP2とすると (−1 < x < 1)

h(x) = x2 + {2x + g(x)}2

= x2 + 4x2 + 4xg(x) + {g(x)}2 = 5 + 4xg(x)

これを微分すると

h′(x) = 4g(x) + 4xg′(x) = 4g(x) + 4x·−5x

g(x)

= 4·{g(x)}2 − 5x2

g(x)
= 4·5− 5x2 − 5x2

g(x)
=

20(1− 2x2)

g(x)

h(x)の増減表は，次のようになる．

x (−1) · · · − 1√
2

· · · 1√
2

· · · (1)

h′(x) − 0 + 0 −
h(x) (5) ↘ 5− 2

√
5 ↗ 5 + 2

√
5 ↘ (5)

Pが x =
1√
2
のとき，原点Oとの距離が最大となり，

x = − 1√
2
のとき，原点Oとの距離が最小となる．

g

(
± 1√

2

)
=

√
10

2
であるから

f

(
1√
2

)
=

1√
2

+ g

(
1√
2

)
=

1√
2

+

√
10

2
=

√
10−√2

2

f

(
− 1√

2

)
= − 1√

2
+ g

(
− 1√

2

)
= − 1√

2
+

√
10

2
=

√
10−√2

2

よって A

(√
2

2
,

√
10 + 2

√
2

2

)
，B

(
−

√
2

2
,

√
10 − 2

√
2

2

)

(3) tan θ =
y

x
=

2x + g(x)

x
とおいて，これを xで微分すると

1

cos2 θ
·dθ

dx
=

g′(x)

x
− g(x)

x2

(
1 + tan2 θ

) dθ

dx
= − 5

g(x)
− g(x)

x2

(
1 +

y2

x2

)
dθ

dx
= −5x2 + (5− 5x2)

x2g(x)

r2 dθ

dx
= − 5

g(x)
(r2 = x2 + y2)
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C上のAからBへの経路をCAB，求める面積を
Sとすると

S =
1

2

∫

CAB

r2 dθ

= −1

2

∫ − 1√
2

1√
2

5

g(x)
dx

= −1

2

∫ − 1√
2

1√
2

5√
5− 5x2

dx

=
√

5

∫ 1√
2

0

dx√
1− x2

　

O

y

x

A

B

CAB

x = sin ϕとおくと
dx√

1− x2
= dϕ

x 0 −→ 1√
2

ϕ 0 −→ π
4

よって S =
√

5

∫ π
4

0

dϕ =

√
5

4
π

7.68 (1) 原点を中心とする半径
1

2
の円

x2 + y2 =
1

4

の a 5 x 5 1

2
を x軸のまわりに回転させた図形

の体積であるから，求める体積を V とすると

　

O

y

x

1
2

−1
2

1
2

−1
2

a

V = π

∫ 1
2

a

y2 dx = π

∫ 1
2

a

(
1

4
− x2

)
dx

= π

[
1

4
x− x3

3

] 1
2

a

=

(
1

3
a3 − 1

4
a +

1

12

)
π

(2) 立方体ABCD-EFGHを空間の立体として，H(0, 0, 0)，E(1, 0, 0)，G(0, 1, 0)，
D(0, 0, 1)とすると

−→
AC = (−1, 1, 0),

−→
AF = (0, 1,−1),

−→
HB = (1, 1, 1)

−→
AC·−→HB = 0，

−→
AF·−→HB = 0より，

−→
HBは，平面ACFに垂直である．この立

方体の内接円の中心をOとし，O

(
1

2
,

1

2
,

1

2

)
から平面 ACF引いた垂線

をOTとすると −→
OT = k

−→
HB =

−→
OA + s

−→
AC + t

−→
AF
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であるから (k，s，tは実数)

k(1, 1, 1) =

(
1

2
,−1

2
,

1

2

)
+ s(−1, 1, 0) + t(0, 1,−1)

したがって k =
1

2
− s = −1

2
+ s + t =

1

2
− t ゆえに k =

1

6
−→
OT =

1

6

−→
HBであるから |−→OT| = 1

6
|−→HB| = 1

6

√
12 + 12 + 12 =

√
3

6

三角錐ABCFと内接円の共通部分の体積を V1とすると，

(1)の結果に a =

√
3

6
を代入して

V1 =





1

3

(√
6

3

)3

− 1

4

(√
6

3

)
+

1

12



π =

(
1

12
−
√

3

27

)
π

よって，求める体積 V は V =
4

3
π

(
1

2

)3

− 4V1 =

(
4
√

3

27
− 1

6

)
π

7.69 (1) 球 x2 + y2 + z2 = 1の z = 0の部分の平面 x = k (−1 < k < 1)による断面
の表す図形は，中心Ok(k, 0, 0)，半径

√
1− k2の半円

y2 + z2 = 1− k2 (−1 < k < 1), z = 0

この半円をCkとし，Ck上の点を
Rk(k,

√
1− k2)とする．方向ベク

トルが (0,
√

3,−1)でCkに接する
直線を `kとし，`kとCkの接点を
Pk，`kとxy平面との共有点をQk

とすると

　

Ok Rk Qk

Pk

π
6

`k

Ck

OkRk = OkPk =
√

1− k2

OkQk = 2OkPk = 2
√

1− k2

よって
√

1 − k2 5 y 5 2
√

1 − k2

(2) (1)の結果から RkQk = OkQk −OkRk =
√

1− k2

よって
∫ 1

−1

√
1− k2 dk =

π

2
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(3) 右の図の斜線部分の面積は

1

2
OkPk·PkQk − 1

2
OkRk

2·π
3

=

√
3

2
(1− k2)− π

6
(1− k2)

=
3
√

3− π

6
(1− k2)

　

Ok Rk Qk

Pk

π
3

`k

Ck

よって，求める体積を V とすると

V =
3
√

3− π

6

∫ 1

−1

(1− k2) dk =
6
√

3 − 2π

9

7.70 (1) 平面 z = t (−r 5 t 5 r)，円柱 y2 + z2 5 r2，正四角柱 |x| + |y| 5 2

r
で囲

まれた領域は

z = t, −
√

r2 − t2 5 y 5
√

r2 − t2, −
(

2

r
− |y|

)
5 x 5 2

r
− |y|

よって，求める面積を S(t)とすると

S(t) =

∫ √
r2−t2

−√r2−t2
2

(
2

r
− |y|

)
dy = 4

∫ √
r2−t2

0

(
2

r
− |y|

)
dy

= 4

∫ √
r2−t2

0

(
2

r
− y

)
dy = 4

[
2y

r
− y2

2

]√r2−t2

0

=
8

r

√
r2 − t2 − 2(r2 − t2)

別解 Kを z = tで切った断面は下の図のようになる．

S(t) =
4

r
× 2

√
r2 − t2 − 4× 1

2
(
√

r2 − t2)2

=
8

r

√
r2 − t2 − 2(r2 − t2)
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x

y

z

t

√
r2−t2

4
r

4
r

√
r2 − t2

2
r

r

−r

r

(2) (1)の結果から，V (r)は

V (r) =

∫ r

−r

S(t) dt

=

∫ r

−r

{
8

r

√
r2 − t2 − 2(r2 − t2)

}
dt

=
16

r

∫ r

0

√
r2 − t2 dt− 4

∫ r

0

(r2 − t2) dt

=
16

r
·πr2

4
− 4

[
r2t− t3

3

]r

0

= 4πr − 8

3
r3

(3) V (r) = 4πr − 8

3
r3 (0 < r 5

√
2) より

V ′(r) = 4π − 8r2 = −8

(
r +

√
π

2

)(
r −

√
π

2

)

増減表は，次のようなる．

r 0 · · · √
π
2

· · · √
2

V ′(r) + 0 −
V (r) ↗ 極大 ↘

よって，求める最大値は

V

(√
π

2

)
= 4π

√
π

2
− 8

3

(√
π

2

)3

=
4
√

2

3
π

3
2
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7.71
√

x +
√

y = 1 より S = π

∫ 1

0

y2 dx = π

∫ 1

0

(1−√x)4 dx

t = 1−√x とおくと
x 0 → 1

t 1 → 0
x = (1− t)2より

dx

dt
= 2(t− 1)

よって S = π

∫ 0

1

t4·2(t− 1) dt

= π

∫ 1

0

(−2t5 + 2t4) dt = π

[
−1

3
t6 +

2

5
t5

]1

0

=
π

15

7.72 (1) k > 0より，求める体積 V (k)は

V (k) = π

∫ 2k

k

(
1

x + 1

)2

dx = π

[
− 1

x + 1

]2k

k

= π

(
− 1

2k + 1
+

1

k + 1

)
=

kπ

(k + 1)(2k + 1)

(2) V (k) = π

(
− 1

2k + 1
+

1

k + 1

)
を微分すると

V ′(k) = π

{
2

(2k + 1)2
− 1

(k + 1)2

}

= π
−2k2 + 1

(k + 1)2(2k + 1)2
=
−π(

√
2k + 1)(

√
2k − 1)

(k + 1)2(2k + 1)2

V (k)の増減表は，次のようになる．

k (0) · · · 1√
2

· · ·
V ′(k) + 0 −
V (k) (0) ↗ (3− 2

√
2 )π ↘

よって k =
1√
2
のとき最大値 (3 − 2

√
2 )π

7.73 (1) S =

∫ π
4

0

tan x =

[
− log cos x

]π
4

0

= − log
1√
2

=
1

2
log 2

(2) f ′(x) = (tan x− x)′ =
1

cos2 x
− 1 = tan2 x

(3) (2)の結果から

V = π

∫ π
4

0

tan2 x dx =

[
tan x− x

]π
4

0

= π

(
1 − π

4

)
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7.74 (1) 1 + tan2 x =
1

cos2 x
より，tan2 x =

1

cos2 x
− 1 であるから

∫
tan2 x dx =

∫ (
1

cos2 x
− 1

)
dx

= tan x − x + C (Cは積分定数)

(2) y =
3

2
tan x

(
0 5 x <

π

2

)
と y = cos x

(
0 5 x 5 π

2

)
の共有点の x座標は

3

2
tan x = cos x

3 sin x = 2 cos2 x

2 sin2 x + 3 sin x− 2 = 0

(sin x + 2)(2 sin x− 1) = 0

0 5 x <
π

2
より x =

π

6

　

O

y

xπ
2

π
6

1

y =
3

2
tan x

y = cos x

したがって，求める立体の体積を V とすると

V = π

∫ π
6

0

(
3

2
tan x

)2

dx + π

∫ π
2

π
6

cos2 x dx

=
9

4
π

∫ π
6

0

tan2 x dx +
π

2

∫ π
2

π
6

(1 + cos 2x)dx

=
9

4
π

[
tan x− x

]π
6

0

+
π

2

[
x +

1

2
sin 2x

]π
2

π
6

=
5
√

3

8
π − 5

24
π2

7.75 (1) 領域Dの表す領域は図の斜線部分で，境界線を含む．

O

y

x

1

π
2

π

−1
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(2) Dは点
(π

2
, 0

)
に関して対称であるから，求める回転体の体積を V とす

ると

V

2
= π

∫ π
2

0

cos2 x dx− 1

3
× π·12 × π

2

= π

∫ π
2

0

1 + cos 2x

2
dx− π2

6

= π

[
1

2
x +

1

4
sin 2x

]π
2

0

− π2

6

=
π2

4
− π2

6
=

π2

12

よって V =
π2

6

7.76 (1) C1とC2の交点の x座標は

sin 2x = cos x

2 sin x cos x = cos x

cos x(2 sin x− 1) = 0

−π

2
5 x 5 π

2
であるから

x = −π

2
,

π

6
,

π

2

　

O

y

xπ
4

π
6

π
2

−π
4

−π
2

−1

1 C1 : y = sin 2x
C2 : y = cos x

a < b < cより a = −π

2
, b =

π

6
, c =

π

2

(2) f(x) = sin 2x，g(x) = cos xとおくと f ′(x) = 2 cos 2x, g′(x) = − sin x

ゆえに，f ′
(π

6

)
= 1，g′

(π

6

)
= −1

2
より f ′

(π

6

)
g′

(π

6

)
= −1

2
6= −1

よって，この点におけるC1とC2のそれぞれの接線は垂直ではない．

(3) 上のグラフから

S1 =

∫ π
6

−π
2

(cos x− sin 2x)dx =

[
sin x +

1

2
cos 2x

]π
6

−π
2

=
9

4

S2 =

∫ π
2

π
6

(sin 2x− cos x)dx =

[
−1

2
cos 2x− sin x

]π
2

π
6

=
1

4

よって S1 : S2 =
9

4
:
1

4
= 9 : 1
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(4) 上のグラフから

V = π

∫ π
2

−π
2

sin2 2x dx

= π

∫ π
2

0

(1− cos 4x) dx = π

[
x− 1

4
sin 4x

]π
2

0

=
π2

2

7.77 (1) 求める面積 Sは

S =

∫ a

π
4

sin x dx−
∫ π

2

π
4

cos x dx

=

[
− cos x

]a

π
4

−
[

sin x

]π
2

π
4

= − cos a +
√

2 − 1

　

O

y

xπ
4

π
2

a π

1

DD

y = sin x

y = cos x

(2) 求める回転体の体積 V は

V

π
=

∫ a

π
4

sin2 x dx−
∫ π

2

π
4

cos2 x dx

=

∫ a

π
4

(
1

2
− 1

2
cos 2x

)
dx−

∫ π
2

π
4

(
1

2
+

1

2
cos 2x

)
dx

=

[
1

2
x− 1

4
sin 2x

]a

π
4

−
[

1

2
x +

1

4
sin 2x

]π
2

π
4

=
1

2
a− 1

4
sin 2a +

1

2
− π

4

よって V =
π

4
(2a − sin 2a + 2 − π)

7.78 (1) 2つの曲線を次のようにおく．

C1 : y = x + 2 cos x

(
π

2
5 x 5 3

2
π

)

C2 : y = x− 2 cos x

(
π

2
5 x 5 3

2
π

)

C1について y′ = 1− 2 sin x，y′′ = −2 cos x = 0

x π
2

· · · 5π
6

· · · 3π
2

y′ − 0 +

y π
2

↘ 極小 ↗ 3π
2

x =
5π

6
で極小値

5π

6
−√3をとる．下に凸．
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また，C2について y′ = 1 + 2 sin x，y′′ = 2 cos x 5 0

x π
2

· · · 7π
6

· · · 3π
2

y′ + 0 −
y π

2
↗ 極大 ↘ 3π

2

x =
7π

6
で極大値

7π

6
+
√

3をとる．上に凸．

以上の結果から，グラフの概形は次のようになる．

O

y

x

C1

C2

π
2

π
2

5π
6

7π
6

3π
2

7π
6

+
√

3

3π
2

5π
6
−√3

y = x

(2) Cの概形から，y = kが異なる 2点で交わるための kの値の範囲は

5π

6
− √

3 < k <
7π

6
+

√
3

(3)
5π

6
−√3 > 0 であるから，求める回転体の体積を V とすると

V = π

∫ 3
2
π

π
2

{(x− 2 cos x)2 − (x + 2 cos x)2} dx

= 8π

∫ 3
2
π

π
2

(−x cos x) dx

= 8π

[
− x sin x− cos x

] 3π
2

π
2

= 16π2

補足 C1とC2で囲まれ部分の面積 Sは S = 8

C1とC2は点 (π, π)に関して対称で，この図形の重心である．

したがって，x軸から重心までの距離 hは h = π

よって，求める回転体の体積 V は，パップス・ギュルダンの定理3により

V = 2πhS = 2π·π·8 = 16π2

3http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2012.pdfの 1 を参照．
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7.79 (1) 図形Dの面積 Sは

S =

∫ 5
4
π

π
4

(sin x− cos x)dx

=

[
− cos x− sin x

] 5
4
π

π
4

= 2
√

2

　

O

y

x

D

π
4

π
2

π
5
4
π

y = sin x

y = cos x

(2) (| cos x|+ | sin x|)(| cos x| − | sin x|) = | cos x|2 − | sin x|2
= cos2 x− sin2 x = cos 2x

| cos x|+ | sin x| > 0 であるから，| cos x| − | sin x|と cos 2xは同符号．

π

4
5 x 5 5

4
πより

π

2
5 2x 5 5

2
πにおいて

2x =
π

2
,

3

2
π,

5

2
πのとき | cos x| − | sin x| = 0

π

2
< 2x <

3

2
πのとき | cos x| − | sin x| < 0

3

2
π < 2x <

5

2
πのとき | cos x| − | sin x| > 0

よって x =
π

4
,

3

4
π,

5

4
πのとき | sin x| = | cos x|

π

4
< x <

3

4
πのとき | sin x| > | cos x|

3

4
π < x <

5

4
πのとき | sin x| < | cos x|
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(3) (1)のx軸の求める回転体の体積を
V とすると，V は右の図の斜線部
分を x軸のまわりに回転させてで
きる回転体の体積である．このと

き，図の斜線部分は，直線x =
3

4
π

に関して対称であるから

　

O

y

xπ
4

π
2

π 5
4
π

y = | sin x| y = | cos x|

3
4
π

V

2π
=

∫ 3
4
π

π
4

sin2 x dx−
∫ π

2

π
4

cos2 x dx

=

∫ 3
4
π

π
4

(
1

2
− 1

2
cos 2x

)
dx−

∫ π
2

π
4

(
1

2
+

1

2
cos 2x

)
dx

=

[
x

2
− 1

4
sin 2x

] 3
4
π

π
4

−
[

x

2
+

1

4
sin 2x

]π
2

π
4

=
π

8
+

3

4

よって V = π

(
π

4
+

3

2

)

7.80 (1) y = 2 sin xを微分すると y′ = 2 cos x

y′ = 1 (−π 5 x 5 π)を解くと x = ±π

3

x =
π

3
におけるCの接線の方程式は

y − 2 sin
π

3
= x− π

3
すなわち y = x +

√
3− π

3

x = −π

3
におけるCの接線の方程式は

y − 2 sin
(
−π

3

)
= x +

π

3
すなわち y = x−

√
3 +

π

3

a > 0 であるから a =
√

3 − π

3

(2) 求める立体の体積を V とすると

V =
1

3
·π(
√

3)2·
(π

3
+ a

)
− π

∫ π
3

0

(2 sin x)2 dx

=
√

3π − 2π

∫ π
3

0

(1− cos 2x) dx

=
√

3π − 2π

[
x− 1

2
sin 2x

]π
3

0

=
3
√

3

2
π − 2

3
π2

　

O

y

xπ
3

√
3

a

−a

`
C
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7.81 (1) f(x) = x− sin xより f ′(x) = 1− cos x

点 (a, b)における接線の傾きが
1

2
であるから

1− cos a =
1

2
ゆえに a =

π

3

また b = f(a) =
π

3
−
√

3

2

　

O

y

x

y = f(x) `

a

b
π
2

したがって，接点の座標は

(
π

3
,

π

3
−

√
3

2

)

よって，この点における接線 `の方程式は

y −
(

π

3
−
√

3

2

)
=

1

2

(
x− π

3

)
すなわち y =

1

2
x +

π

6
−

√
3

2

(2) a =
π

3
であるから，求める回転体の体積 V は

V

π
=

∫ π
3

0

(x− sin x)2 dx

=

∫ π
3

0

(x2 − 2x sin x + sin2 x) dx

=

[
1

3
x3 + 2x cos x− 2 sin x +

1

2
x− 1

4
sin 2x

]π
3

0

=
π3

81
+

π

2
− 9

√
3

8

よって V = π

(
π3

81
+

π

2
− 9

√
3

8

)

7.82 (1) f(x) = ex − (x + 1)より f ′(x) = ex − 1，f ′′(x) = ex

したがって，f(x)の−1 5 x 5 1における増減表は次のようになる．

x −1 · · · 0 · · · 1

f ′(x) − 0 +

f ′′(x) + + +

f(x) 1
e

0 e− 2

x = 0で極小値 0
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(2) Dは図の斜線部分

O

y

x1−1

y = ex

y = x + 1

1

2

(3) 求める体積 V は

V = π

∫ 1

−1

e2x dx− 1

3
π·22·2

= π

[
e2x

2

]1

−1

− 8

3
π = π

(
e2

2
− 1

2e2
− 8

3

)

7.83 (1)

{
x = θ − sin θ

y = 1− cos θ
より

dx

dθ
= 1− cos θ，

dy

dθ
= sin θ

したがって，θ =
π

2
において

x =
π

2
− 1, y = 1,

dx

dθ
= 1,

dy

dθ
= 1,

dy

dx
=

dy
dθ
dx
dθ

= 1

よって，求める接線の方程式は

y − 1 = 1
{

x−
(π

2
− 1

)}
すなわち y = x − π

2
+ 2

(2) y = e−x + 1，y = 3(e−x − 1)から yを消去すると

e−x + 1 = 3(e−x − 1) ゆえに e−x = 2 したがって x = − log 2

よって，求める交点の座標は (− log 2, 3)

(3) 右の図から求める面積を Sとすると

S =

∫ 0

− log 2

{(e−x + 1)− 3(e−x − 1)}dx

=

∫ 0

− log 2

(−2e−x + 4) dx

=

[
2e−x + 4x

]0

− log 2

= 4 log 2 − 2

　

O

y

x− log 2

2
y=e−x+1

y=3(e−x−1)
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(4) 求める立体の体積を V とすると

V

π
=

∫ 0

− log 2

{(e−x + 1)2 − 32(e−x − 1)2} dx

=

∫ 0

− log 2

(−8e−2x + 20e−x − 8) dx

=

[
4e−2x − 20e−x − 8x

]0

− log 2

= 8− 8 log 2

よって V = 8π(1 − log 2)

7.84 (1) 求める面積を S1とすると

S1 =

∫ q

1

p log x dx = p

[
x log x− x

]q

1

= p(q log q − q + 1)

(2) 求める面積を S2とすると

S2 =

∫ e2

e

(3 log x− log x)dx = 2

[
x(log x− 1)

]e2

e

= 2e2

(3) 求める回転体の体積を V とすると

V = π

∫ e2

e

{
(3 log x)2 − (log x)2

}
dx

= 8π

∫ e2

e

(log x)2dx

= 8π

[
x(log x)2 − 2x log x + 2x

]e2

e

= 8π(2e2 − e)

7.85 (1) f(x) =
log x√

x
= x−

1
2 log xより

f ′(x) = −1

2
x−

3
2 log x + x−

1
2 ·1

x

= −1

2
x−

3
2 log x + x−

3
2 =

2− log x

2x
√

x
,

f ′′(x) =
3

4
x−

5
2 log x− 1

2
x−

3
2 ·1

x
− 3

2
x−

5
2

=
3

4
x−

5
2 log x− 2x−

5
2 =

3 log x− 8

4x2
√

x
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したがって，f(x)の増減表は次のようになる．

x 1 · · · e2 · · · e
8
3 · · · e3

f ′(x) + 0 − − −
f ′′(x) − − − 0 +

f(x) 0 2
e

8
3
e−

4
3 3e−

3
2

よって 極大値 f(e2) =
2

e
，変曲点

(
e

8
3 , 8

3
e`

4
3

)

(2) S =

∫ e2

1

log x√
x

dx =

[
2
√

x(log x− 2)

]e2

1

= 4

解説
∫

log x√
x

dx =

∫
(2
√

x)′ log x dx = 2
√

x log x−
∫

2√
x

dx

= 2
√

x log x− 4
√

x + C

(3)
V

π
=

∫ e3

1

(
log x√

x

)2

dx =

∫ e3

1

(log x)2(log x)′ dx =

[
1

3
(log x)3

]e3

1

= 9

よって V = 9π

7.86 (1) g(x) = x2 + ax，h(x) = −2x2 + axとおくと

g′(x) = 2x + a, h′(x) = −4x + a

したがって g(0) = h(0) = 0，g′(0) = h′(0) = a

よって，C1とC2は原点Oで共通の接線 y = axをもつ．

(2) lが原点を通るとき y = −ax

lとC3の原点以外の共有点の x座標は

i) x < 0のとき x2 + ax = −ax

これを解いて x = −2a

ii) x > 0のとき −2x2 + ax = −ax

これを解いて x = a

　

O

y

x
a

−2a

l
C3
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求める面積を Sとすると

S =

∫ 0

−2a

{−ax− (x2 + ax)}dx +

∫ a

0

{(−2x2 + ax)− (−ax)}dx

= −
∫ 0

−2a

x(x + 2a)dx− 2

∫ a

0

x(x− a)dx

= −
(
−1

6

)
{0− (−2a)}3 − 2

(
−1

6

)
(a− 0)3 =

5

3
a3

(3) C3と lの共有点が 2個となるとき，C3と lは接する．

このとき，接線の傾きが−aであるから，f ′(x) = −aとすると

i) x < 0のとき 2x + a = −a ゆえに x = −a，f(−a) = 0

接点 (−a, 0)は l : y = −ax + k上の点であるから

0 = −a(−a) + k これを解いて k = −a2

ii) x = 0のとき −4x + a = −a ゆえに x =
a

2
，f

(a

2

)
= 0

接点
(a

2
, 0

)
は l : y = −ax + k上の点であるから

0 = −a·a
2

+ k これを解いて k =
a2

2

i)，ii)より k = −a2,
a2

2

(4) (3)の結果から，求める体積は，右の図の斜線
部分をx軸の回りに回転させたものであるから，
その体積を V とすると

　

O

y

xa
2

a2

2

C3

l

V =
π

3

(
a2

2

)2
a

2
− π

∫ a
2

0

(−2x2 + ax)2dx

=
π

24
a5 − π

∫ a
2

0

(4x4 − 4ax3 + a2x2)dx

=
π

24
a5 − π

[
4

5
x5 − ax4 +

a2

3
x3

]a
2

0

=
3π

80
a5

7.87 (1) 0 5 x 5 1より

y = x
√

1− x2 =
√

x2 − x4 =

√
1

4
−

(
x2 − 1

2

)2
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したがって，x =
1√
2
のとき，最大値

1

2
をとる．

よって，求める座標は
(

1√
2
,

1

2

)

(2) x
√

1− x2 = kxより，Cと lの原点以外の交点であるから

k =
√

1− x2 · · · 1©

このとき，0 <5 x 5 1であるから 0 5 k < 1

1©より，x =
√

1− k2．これを y = kxに代入すると

y = k
√

1− k2

よって，求める交点の座標は (
√

1 − k2, k
√

1 − k2)

(3) 右の図から

T =
1

2
·
√

1− k2·k
√

1− k2 =
1

2
k(1− k2),

S + T =

∫ √
1−k2

0

x
√

1− x2 dx

=

[
−1

3
(1− x2)

3
2

]√1−k2

0

=
1

3
(1− k3)

　

O

y

x

P

Q

TT

S

1

l

C

したがって |S − T | = | (S + T )− 2T |

=

∣∣∣∣
1

3
(1− k3)− 2·1

2
k(1− k2)

∣∣∣∣

=
1

3
|2k3 − 3k + 1|

f(k) = 2k3 − 3k + 1とおくと f ′(k) = 3(2k2 − 1)

(1)の結果から，kの値の範囲は
1

4
5 k < 1 · · · 2©

このとき，f(k)の増減表は次のようになる．

k 1
4

· · · 1√
2

· · · (1)

f ′(k) − 0 +

f(k) 9
32

↘ 1−√2 ↗ (0)

f(k) = 0とすると

(k − 1)(2k2 + 2k − 1) = 0 このとき，2©に注意して k =

√
3− 1

2
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y = |f(k)|のグラフは，右の図のように
なる．よって，|S − T |は

k =

√
2

2
のとき 最大値

√
2 − 1

3

k =

√
3 − 1

2
のとき 最小値 0

　

O

y

k

9
32

√
2−1

1
4

1√
2

1
√

3−1
2

(4) 図形Aを x軸のまわりに 1回転させてできる回転体の体積を V1，4OPQ

を x軸のまわりに 1回転させてできる回転体の体積を V2とすると

V1 + V2 = π

∫ √
1−k2

0

(
x
√

1− x2
)2

dx

= π

[
x3

3
− x5

5

]√1−k2

0

=
π(1− k2)

3
2

15
{5− 3(1− k2)}

=
π(1− k2)

3
2

15
(2 + 3k2),

V2 =
1

3
·π(k

√
1− k2)2·

√
1− k2 =

1

3
πk2(1− k2)

3
2

V1 = V2のとき，V1 + V2 = 2V2であるから

π(1− k2)
3
2

15
(2 + 3k2) = 2× 1

3
πk2(1− k2)

3
2

ゆえに 2 + 3k2 = 10k2 このとき，0 5 k < 1 に注意して k =

√
14

7

7.88 (1) f(x) = x +
√

1− x2を微分すると

f ′(x) = 1− x√
1− x2

=

√
1− x2 − x√

1− x2
=

1− 2x2

√
1− x2(

√
1− x2 + x)

したがって，f(x)の増減表は次のようになる．

x −1 · · · 1√
2

· · · 1

f ′(x) + 0 −
極大

f(x) −1 ↗ ↘ 1√
2

よって，最大値 f( 1p
2
) =

√
2，最小値 f(−1) = −1
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(2) f(−x) = −x +
√

1− (−x)2 = −(x−√1− x2) = −g(x)

よって，C1 : y = f(x)とC2 : y = g(x)は原点に関して対称である．

(3) f(x)− {−g(x)} = f(x) + g(x) = 2x であるから

−1 5 x 5 0 のとき f(x) 5 −g(x)，

0 5 x 5 1 のとき f(x) = −g(x)

g(x) = 0 のとき

x−
√

1− x2 = 0 ゆえに x =
√

1− x2 = 0

両辺を平方して x2 = 1− x2

0 5 x 5 1に注意して解くと
1√
2

5 x 5 1

　

O

y

x

1

1
−1

−1

C1

C2

1√
2

(4) (3)の結果から，求める体積は，上の図の斜線部分を x軸のまわりに回転
したものであるから

V

π
=

∫ 1

0

(x +
√

1− x2 )2dx−
∫ 1

1√
2

(x−
√

1− x2 )2dx

=

∫ 1

0

(2x
√

1− x2 + 1)dx +

∫ 1

1√
2

(2x
√

1− x2 − 1)dx

=

[
−2

3
(1− x2)

3
2 + x

]1

0

+

[
−2

3
(1− x2)

3
2 − x

]1

1√
2

=
2

3
(1 +

√
2)

よって V =
2

3
(1 +

√
2)π
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別解 C(θ) = (cos θ, cos θ + sin θ) とおくと，C1，C2 は，それぞれ C(θ)の
0 5 θ 5 πおよび π 5 θ 5 2πの部分である．

O

y

x

1

1
−1

−1

C1

C2

1√
2

(θ = 0, 2π)

(θ = 7
4
π)

(θ = π
2
)

(θ = π)

x = cos θ，y = cos θ + sin θ であるから

y2 dx = y2dx

dθ
dθ = (cos θ + sin θ)2(− sin θ) dθ

= (− sin θ − 2 sin2 θ cos θ) dθ

求める回転体の体積 V は

V

π
=

∫ 1

0

{f(x)}2 dx−
∫ 1

1√
2

{g(x)}2 dx

=

∫ 0

π
2

(− sin θ − 2 sin2 θ cos θ) dθ −
∫ 2π

7
4
π

(− sin θ − 2 sin2 θ cos θ) dθ

=

[
cos θ − 2

3
sin3 θ

]0

π
2

−
[

cos θ − 2

3
sin3 θ

]0

7
4
π

=

[
cos θ − 2

3
sin3 θ

] 7
4
π

π
2

=
2

3
(1 +

√
2)

よって V =
2

3
(1 +

√
2)π

7.89 (1) y = −x + 2−√1− x2 (−1 5 x 5 1) · · · 1©より

y′ = −1− −2x

2
√

1− x2
= −1 +

x√
1− x2

=
x−√1− x2

√
1− x2

y′′ =

√
1− x2 − x· −2x

2
√

1− x2

1− x2
=

1

(1− x2)
√

1− x2
> 0

y′ = 0とすると x−√1− x2 = 0 これを解いて x =
1√
2

したがって，関数 1©の増減および凹凸は次のようなる．
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x −1 · · · 1√
2

· · · 1

y′ − 0 +

y′′ + + +

極小
y 3 12−√2

よって x = −1のとき最大値 3，

x =
1√
2
のとき最小値 2 − √

2

(2) y = −x + 2 +
√

1− x2 (−1 5 x 5 1) · · · 2©より

y′ = −1 +
−2x

2
√

1− x2
= −1− x√

1− x2
= −x +

√
1− x2

√
1− x2

y′′ = −

√
1− x2 − x· −2x

2
√

1− x2

1− x2
= − 1

(1− x2)
√

1− x2
< 0

y′ = 0とすると x +
√

1− x2 = 0 これを解いて x = − 1√
2

したがって，関数 2©の増減および凹凸は次のようなる．

x −1 · · · − 1√
2

· · · 1

y′ + 0 −
y′′ − − −

極大
y 3 12 +

√
2

1©と 2©によって囲まれた図形Dは右の図の
ようになる．また，

1©より x = 0のとき y = 1

2©より x = 0のとき y = 3

　

O

y

x

(1, 1)

(−1, 3)
3

1

1√
2

− 1√
2

2+
√

2

2−√22−√2

よって，Dは，y軸と (0, 1), (0, 3)で交わる．
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(3) 求める回転体の体積を V とすると

V = π

∫ 1

−1

{(−x + 2 +
√

1− x2)2 − (−x + 2−
√

1− x2)2}dx

= 4π

∫ 1

−1

(−x + 2)
√

1− x2 dx

= −4π

∫ 1

−1

x
√

1− x2 dx + 8π

∫ 1

−1

√
1− x2 dx

= 8π

∫ 1

−1

√
1− x2 dx

= 8π × π

2
= 4π2

7.90 (1) C : y =
4

x + 1
+ x，L : y = −1

2
x +

11

2
から yを消去すると

4

x + 1
+ x = −1

2
x +

11

2
整理すると (x− 3)(3x + 1) = 0

x = 0に注意してこれを解くと x = 3 よって P(3, 4)

(2) 求める直線を L′とすると，L′は点 Pを通り，傾き
1

2
の直線であるから

y − 4 =
1

2
(x− 3) すなわち y =

1

2
x +

5

2

(3) f(x) =
4

x + 1
+ x，g(x) =

1

2
x +

5

2
とおくと

4− f(x) = 4−
(

4

x + 1
+ x

)
=

x(3− x)

x + 1
,

f(x)− g(x) =
4

x + 1
+ x−

(
1

2
x +

5

2

)

=
(x− 1)(x− 3)

2(x + 1)

　

O

y

x1 3

4

11
2

5
2

3

C

L′

l

L

P

ゆえに 0 5 x 5 1のとき g(x) 5 f(x) 5 4，

1 5 x 5 3のとき f(x) 5 g(x) 5 4
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したがって，求める立体の体積 V は

V

π
=

∫ 1

0

{4− g(x)}2 dx +

∫ 3

1

{4− f(x)}2 dx

=

∫ 1

0

{
4−

(
1

2
x +

5

2

)}2

dx +

∫ 3

1

{
(4− x)− 4

x + 1

}2

dx

=

∫ 1

0

1

4
(x− 3)2 dx +

∫ 3

1

{
(x− 4)2 +

8(x− 4)

x + 1
+

16

(x + 1)2

}
dx

=

[
1

12
(x− 3)3

]1

0

+

[
(x− 4)3

3
+ 8 {x− 5 log(x + 1)} − 16

x + 1

]3

1

=
121

4
− 40 log 2

よって V =

(
121

4
− 40 log 2

)
π

7.91 (1) 2 + sin x > 0 であるから

Sn =

∫ (n+ 1
3)π

0

(2 + sin x) dx =

[
2x− cos x

](n+ 1
3)π

0

= 2

(
n +

1

3

)
π − cos

(
n +

1

3

)
π + 1 = 2

(
n +

1

3

)
π − (−1)n

2
+ 1

(2) 求める回転体の体積 Vnは

Vn

π
=

∫ (n+ 1
3)π

0

(2 + sin x)2 dx =

∫ (n+ 1
3)π

0

(4 + 4 sin x + sin2 x) dx

=

∫ (n+ 1
3)π

0

(
4 + 4 sin x +

1− cos 2x

2

)
dx

=

[
9

2
x− 4 cos x− 1

4
sin 2x

](n+ 1
3)π

0

=
9

2

(
n +

1

3

)
π − 4 cos

(
n +

1

3

)
π + 4− 1

4
sin 2

(
n +

1

3

)
π

=
9

2

(
n +

1

3

)
π − 2(−1)n + 4−

√
3

8

よって Vn = π

{
9

2

(
n +

1

3

)
π − 2(−1)n + 4 −

√
3

8

}
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(3) (1)，(2)の結果から

lim
n→∞

Vn

Sn

= lim
n→∞

π

{
9

2

(
n +

1

3

)
π − 2(−1)n + 4−

√
3

8

}

2

(
n +

1

3

)
π − (−1)n

2
+ 1

= lim
n→∞

π

{
9

2

(
1 +

1

3n

)
π − 2(−1)n

n
+

4

n
−
√

3

8n

}

2

(
1 +

1

3n

)
π − (−1)n

2n
+

1

n

=
9

4
π

7.92 (1) sin x + cos 2x = 0より sin x + (1− 2 sin2 x) = 0

(sin x− 1)(2 sin x + 1) 5 0

−1 5 sin x 5 1に注意して −1

2
5 sin x 5 1

−π

2
5 x 5 π

2
より −π

6
5 x 5

π

2

(2) 求める面積 Sは右の図の斜線部分であるから

S =

∫ π
2

−π
2

| sin x− (− cos 2x)|dx

= −
∫ −π

6

−π
2

(sin x + cos 2x)dx

+

∫ π
2

−π
6

(sin x + cos 2x)dx

　

O

y

x

1

π
2

−π
6

−π
2

−1

y=sin x

y=− cos 2x

関数 sin x + cos 2xの原始関数の 1つをF (x) = − cos x +
1

2
sin 2xとおくと

F
(
−π

2

)
= 0, F

(
−π

6

)
= −3

√
3

4
, F

(π

2

)
= 0

よって S = F
(
−π

2

)
+ F

(π

2

)
− 2F

(
−π

6

)
=

3
√

3

2
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(3) 求める回転体の体積 V は，右の図の斜線部分
を x軸のまわりに回転させたものであるから

V

π
=

∫ π
6

0

cos2 2x dx +

∫ π
2

π
6

sin2 x dx

−
∫ π

2

π
4

(− cos 2x)2 dx

このとき

　

O

y

xπ
2

π
4

y=−cos 2x

1

−1

y=cos 2x y=sin x

π
6

∫ π
6

0

cos2 2x dx =

∫ π
6

0

1 + cos 4x

2
dx =

[
1

2
x +

1

8
sin 4x

]π
6

0

=
π

12
+

√
3

16
∫ π

2

π
6

sin2 x dx =

∫ π
2

π
6

1− cos 2x

2
dx =

[
1

2
x− 1

4
sin 2x

]π
2

π
6

=
π

6
+

√
3

8
∫ π

2

π
4

(− cos 2x)2 dx =

∫ π
2

π
4

1 + cos 4x

2
dx =

[
1

2
x +

1

8
sin 4x

]π
2

π
4

=
π

8

よって V =

(
π

8
+

3
√

3

16

)
π

7.93 (1) 0 5 x 5 π

2
における 2つの曲線を

C1 : y = a cos x, C2 : y = sin x

とし，これらの交点の x座標を βとすると

a cos β = sin β

ゆえに sin β − a cos β = 0 · · · 1©
右の図の斜線部分の面積は

　

O

y

xπ
2

1

a

β

C1

C2

∫ β

0

(a cos x− sin x) dx =

[
a sin x + cos x

]β

0

= a sin β + cos β − 1

条件により，これが
√

3− 1に等しいから

a sin β + cos β − 1 =
√

3− 1 ゆえに a sin β + cos β =
√

3 · · · 2©
次の等式

(sin β − a cos β)2 + (a sin β + cos β)2 = a2 + 1

に 1©， 2©を代入すると
3 = a2 + 1 このとき，a > 0により a =

√
2
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(2)

{
y =

√
2 cos x · · · 1©

y = tan x · · · 2© とおく． 1©， 2©から yを消去すると

√
2 cos x = tan x ゆえに

√
2 cos2 x = sin x

整理すると
√

2 sin2 x + sin x−√2 = 0

したがって (sin x +
√

2)(
√

2 sin x− 1) = 0

0 5 x 5 π

2
に注意して，これを解くと x =

π

4

これを 2©に代入して y = 1 よって，求める交点は
(

π

4
, 1

)

(3) C3 : y = tan x
(
0 5 x 5 π

2

)
とおく．右の図か

ら求める回転体の体積を V とすると

V = π

∫ π
4

0

(2 cos2 x− tan2 x) dx

= π

∫ π
4

0

(
cos 2x− 1

cos2 x
+ 2

)
dx

= π

[
1

2
sin 2x− tan x + 2x

]π
4

0

=
π

2
(π − 1)

　

O

y

xπ
2

1

√
2 C1

C3

π
4

7.94 (1) f(x) = x− log xを微分すると

f ′(x) = 1− 1

x
=

x− 1

x

したがって，f(x)の増減表は，次のようになる．

x (0) · · · 1 · · ·
f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 1 ↗
よって，最小値は f(1) = 1

(2)(ア)

{
y = a sin x · · · 1©
y = tan x · · · 2© とおく． 1©， 2©から yを消去すると

a sin x = tan x ゆえに sin x

(
a− 1

cos x

)
= 0

したがって， 1©， 2©の交点の x座標は

x = 0, β

(
0 < β <

π

2
, cos β =

1

a

)
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また，0 5 x 5 βにおいて

a sin x− tan x = sin x

(
a− 1

cos x

)
= 0

0 5 x 5 βにおいて，y = a sin xと y = tan xで囲まれた図形の面積は
∫ β

0

(a sin x− tan x) =

[
−a cos x + log cos x

]β

0

= a(1− cos β) + log cos β

= a

(
1− 1

a

)
+ log

1

a
= a− log a− 1

これが 1− log 2に等しいから

a− log a− 1 = 1− log 2 ゆえに a− log a = 2− log 2

上の第 2式から f(a) = f(2)

(1)の増減表により，x > 1において，f(x)は単調増加であるから，上
式をみたす a (a > 1)の値は

a = 2

(イ) a = 2より，0 < β <
π

2
に注意して

cos β =
1

2
ゆえに β =

π

4

C1 : y = 2 sin x，C2 : y = tan xとする．
C1，C2によって囲まれた図形Dは，右の
図の斜線部分である．

　

O

y

xπ
2

2

π
3

C1

C2

よって，求める体積を V とすると

V = π

∫ π
3

0

{
(2 sin x)2 − tan2 x

}
dx

= π

∫ π
3

0

(
3− 2 cos 2x− 1

cos2 x

)
dx

= π

[
3x− sin 2x− tan x

]π
3

0

= π

(
π − 3

2

√
3

)

7.95 (1) u′ = etan t(tan t)′ =
etan t

cos2 t
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(2) u = etan tとおくと，(1)の結果および 1 + tan2 t =
1

cos2 t
に注意して

f(x) = 1 +

∫ x

−x

1

etan t(1 + etan t)
· e

tan t

cos2 t
dt

= 1 +

∫ etan x

etan(−x)

1

u(1 + u)
du

= 1 +

[
log

∣∣∣∣
u

1 + u

∣∣∣∣
]etan x

e− tan x

= 1 + log
etan x

1 + etan x
− log

e− tan x

1 + e− tan x

= 1 + log etan x

= 1 + tan x

別解
∫ x

−x

1 + tan2 t

1 + etan t
dt =

∫ 0

−x

1 + tan2 t

1 + etan t
dt +

∫ x

0

1 + tan2 t

1 + etan t
dt · · · 1©

∫ 0

−x

1 + tan2 t

1 + etan t
dt において t = −s とおくと dt

ds
= −1

また，tと sの対応は右のようになる．

よって
∫ 0

−x

1 + tan2 t

1 + etan t
dt=

∫ 0

x

1 + tan2(−s)

1 + etan(−s)
·(−1) ds

=

∫ x

0

1 + tan2 s

1 + e− tan s
ds

=

∫ x

0

etan s(1 + tan2 s)

etan s + 1
ds

=

∫ x

0

etan t(1 + tan2 t)

1 + etan t
dt

t −x−→ 0

s x−→ 0

ゆえに， 1©から次の等式が得られる．
∫ x

−x

1 + tan2 t

1 + etan t
dt =

∫ x

0

etan t(1 + tan2 t)

1 + etan t
dt +

∫ x

0

1 + tan2 t

1 + etan t
dt

=

∫ x

0

(1 + tan2 t) dt

=

∫ x

0

1

cos2 t
dt =

[
tan t

]x

0

= tan x

したがって f(x) = 1 + tan x

544

見
本



(3) 求める回転体の体積を V とすると，(2)の結果より

V = π

∫ π
4

0

(1 + tan x)2 dx = π

∫ π
4

0

(1 + 2 tan x + tan2 x) dx

= π

∫ π
4

0

(
1

cos2 x
+ 2 tan x

)
dx = π

[
tan x− 2 log | cos x|

]π
4

0

= π

(
1− 2 log

1√
2

)
= π(1 + log 2)

7.96 (1)

∫
tan x dx = − log | cos x| + C (Cは積分定数)

∫
tan2 x dx =

∫ (
1

cos2 x
− 1

)
dx = tan x − x + C (Cは積分定数)

(2) V1は右の図の斜線部分を y = −bのまわりに 1

回転したものであるから

V1

π
=

∫ π
4

0

(sin 2x + b)2 dx

=

∫ π
4

0

(
b2 +

1

2
− 1

2
cos 4x + 2b sin 2x

)
dx

=

[ (
b2 +

1

2

)
x− 1

8
sin 4x− b cos 2x

]π
4

0

=
π

8
(2b2 + 1) + b

よって V1 =
π2

8
(2b2 + 1) + bπ

　

O

y

x

π
4

−b

1

(3) f(x) + g(x) = − tan x + sin 2x

= − tan x + 2 sin x cos x

= − tan x + 2 tan x cos2 x

= tan x(−1 + 2 cos2 x) = tan x cos 2x

0 5 x 5 π

4
において tan x = 0，cos 2x = 0

よって f(x) + g(x) = 0
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(4) 右の図の斜線部分を y = − 1√
3
のまわりに 1回

転させた立体の体積を V とすると

V

π
=

∫ π
6

0

(
− tan x +

1√
3

)2

dx

=

∫ π
6

0

(
tan2 x− 2√

3
tan x +

1

3

)
dx

=

[
−2

3
x + tan x +

2√
3

log | cos x|
]π

6

0

= −π

9
+

1√
3

(
1 + log

3

4

)

ゆえに V = −π2

9
+

π√
3

(
1 + log

3

4

)

　

O

y

x

− 1√
3

π
4

π
6

1

−1

b =
1√
3
のときの V1を V0 とおくと V0 =

5

24
π2 +

π√
3

よって，求める面積 V2は

V2 = V0 − V

=

(
5

24
π2 +

π√
3

)
−

{
−π2

9
+

π√
3

(
1 + log

3

4

)}

=
23

72
π2 − π√

3
log

3

4

7.97 (1) y = log xを微分すると y′ =
1

x

x = 1のとき，y′ = 1であるから，l1は点 (1, 0)を通り，傾き 1の直線．

したがって y − 0 = 1(x− 1) すなわち y = x − 1

(2) V1は底面の半径および高さがともに e− 1の直円錐の体積であるから

V1 =
1

3
·π(e− 1)2·(e− 1) =

π

3
(e − 1)3

(3) xP (log x)を微分すると

{xP (log x)}′ = P (log x) + x·P ′(log x)
1

x
= P (log x) + P ′(log x)

上式が (log x)2 に等しいので，P (x) + P ′(x) = x2 が成り立つ．これに
P (x) = ax2 + bx + c，P ′(x) = 2ax + bを代入すると

(ax2+bx+c)+(2ax+b) = x2 すなわち (a−1)x2+(b+2)x+(b+c) = 0
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上式は xに関する恒等式であるから a = 1, b = −2, c = 2

(4) y = log x (1 5 x 5 e)と x軸で囲まれた部分
を x軸のまわりに 1回転させた回転体の体積
を V2とすると，(3)の結果から

V2

π
=

∫ e

1

(log x)2 dx

=

[
xP (log x)

]e

1

= eP (1)− P (0)

　

O

y

x1 e

e−1

l1

C

l2

−1

P (x) = x2 − 2x + 2より，P (1) = 1，P (0) = 2 であるから

V2

π
= e·1− 2 ゆえに V2 = π(e− 2)

よって V = V1 − V2 =
π

3
(e− 1)3 − π(e− 2)

=
π

3
(e3 − 3e2 + 5)

7.98 (1)

∫ x

1

f(t) dt = (x + 1)f(x)− 2 log 2− x + 1 · · · (∗)

(∗)に x = 1を代入すると

0 = 2f(1)− 2 log 2 すなわち f(1) = log 2 · · · 1©
(∗)の両辺を微分すると (x > 0)

f(x) = f(x) + (x + 1)f ′(x)− 1 ゆえに f ′(x) =
1

x + 1

これを積分すると f(x) = log(x + 1) + C (Cは積分定数)

1©より f(1) = log 2 + C = log 2 ゆえに C = 0

よって f(x) = log(x + 1)

(2) 図の斜線部分を x軸のまわりに 1回転してできる立体の体積である．

O

y

x1

log 2

e−1

P

Q
C

A
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求める体積を V とすると

V = π

∫ e−1

1

{log(x + 1)}2dx− π

3
(log 2)2(e− 2)

= π

[
(x + 1){(log(x + 1))2 − 2 log(x + 1) + 2}

]e−1

1

− π

3
(log 2)2(e− 2)

= π
{
e− 2(log 2)2 + 4 log 2− 4

}− π

3
(log 2)2(e− 2)

= π

{
e − e + 4

3
(log 2)2 + 4 log 2 − 4

}

7.99 (1) f(x) = a(ex + e−x)より f ′(x) = a(ex − e−x)

f(log 3) = a(elog 3 + e− log 3) = a

(
3 +

1

3

)
=

10

3
a

f ′(log 3) = a(elog 3 − e− log 3) = a

(
3− 1

3

)
=

8

3
a

ゆえにC : y = f(x)の点 (log 3, f(log 3))における接線は

y − 10

3
a =

8

3
a(x− log 3) すなわち y =

8

3
ax +

(
10

3
− 8

3
log 3

)
a

これが y = 4x + bと一致するから
8

3
a = 4,

(
10

3
− 8

3
log 3

)
a = b

よって a =
3

2
, b = 5 − 4 log 3

(2) 求める面積 Sは

S =

∫ log 3

− log 3

{
3

2
(ex + e−x)− (4x + b)

}
dx

= 2

∫ log 3

0

{
3

2
(ex + e−x)− b

}
dx

=

[
3(ex − e−x)− 2bx

]log 3

0

= 8− 2b log 3 = 8− 2(5− 4 log 3) log 3

= 8 − 10 log 3 + 8(log 3)2

　

O

y

xlog 3

3

5

− log 3

C

l

(3) (1)の結果から b = 4

(
5

4
− log 3

)
= 4

(
5

4
− 1.1

)
> 0
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f(x) = 4x + bおよびCは y軸に関して対称であるから f(x) = 4|x |+ b

このとき，|4x + b| 5 |4x|+ | b | = 4| x |+ bであるから f(x) = |4x + b|

y = |4x + b|の x軸との交点の x座標は − b

4
= log 3− 5

4

求める体積V は，図の斜線部分をx軸のまわりに 1回転させた体積である．

O

y

xlog 3

3

5

− log 3

C

y= |g(x)|

− b
4

したがって

V = π

∫ log 3

− log3

{
3

2
(ex + e−x)

}2

dx− 1

3

{
log 3−

(
− b

4

)}
·π·52

=
9

4
π

∫ log 3

0

(2e2x + 4 + 2e−2x)dx− 1

3

{
log 3−

(
log 3− 5

4

)}
·π·52

=
9

4
π

[
e2x + 4x− e−2x

]log 3

0

− 125

12
π

=
9

4
π

(
9 + 4 log 3− 1

9

)
− 125

12
π

=

(
115

12
+ 9 log 3

)
π

7.100 (1) f(x) =
√

2− 1

2
(ex + e−x)を微分すると

f ′(x) = −1

2
(ex − e−x) = −(ex + 1)(ex − 1)

2ex

f(x)の増減表は次のようになる．

x · · · 0 · · ·
f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ √

2− 1 ↘

　

O

y

x

√
2− 1

log(
√

2 + 1)log(
√

2− 1)

したがって，グラフの概形は右のようになる．
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f(x) = 0 とすると，ex + e−x − 2
√

2 = 0 となるから

(ex)2 − 2
√

2ex + 1 = 0 ゆえに ex =
√

2± 1

y = f(x)のグラフと x軸との交点の x座標は x = log(
√

2 ± 1)

(2) 1 + {f ′(x)}2 = 1 +
1

4
(ex − e−x)2 =

1

4
(ex + e−x)2

y = f(x)は y軸に関して対称であるから，α = log(1 +
√

2)とおくと

` = 2

∫ α

0

√
1 + {f ′(x)}2 dx =

∫ α

0

(ex + e−x) dx

=

[
ex − e−x

]α

0

= eα − e−α = (
√

2 + 1)− (
√

2− 1) = 2

(3) 求める立体の体積 V は

V

π
= 2

∫ α

0

{f(x)}2 dx = 2

∫ α

0

{
2−

√
2(ex + e−x) +

1

4
(ex + e−x)2

}
dx

=

∫ α

0

{
1

2
(e2x + e−2x)− 2

√
2(ex + e−x) + 5

}
dx

=

[
1

4
(e2x − e2x)− 2

√
2(ex − e−x) + 5x

]α

0

=
1

4
(e2α − e−2α)− 2

√
2(eα − e−α) + 5α

=
1

4
(eα + e−α)(eα − e−α)− 2

√
2(eα − e−α) + 5α

=
1

4
·2
√

2·2− 2
√

2·2 + 5 log(
√

2 + 1) = 5 log(
√

2 + 1)− 3
√

2

よって V = {5 log(
√

2 + 1) − 3
√

2}π

7.101 (1) 直線 x = kθと x軸との交点を Hとすると，
4OQHについて，OQ sin θ = OHであるから

r(θ) sin θ = kθ ゆえに r(θ) =
kθ

sin θ

よって lim
θ→+0

r(θ) = lim
θ→+0

k· θ

sin θ
= k

　

O

y

x

A
P

Q

θ
θ

kθ
H

1

x = kθ

D

(2) r(θ) =
kθ

sin θ
を微分すると

r′(θ) =
k(sin θ − θ cos θ)

sin2 θ
=

k cos θ(tan θ − θ)

sin2 θ

550

見
本



ここで，h(θ) = tan θ − θとすると

h′(θ) =
1

cos2 θ
− 1 = tan2 θ

上式から，0 < θ < π
2
のとき，h′(θ) > 0 であるから

h(θ) > h(0) すなわち h(θ) > 0

0 < θ < π
2
のとき r′(θ) =

k cos θh(θ)

sin2 θ
> 0

r(θ) =
kθ

sin θ
は単調増加であるから，点QがつねにDの内部にあるとき

lim
θ→π

2
−0

r(θ) < 1 ゆえに
π

2
k < 1

このとき，k > 0に注意して 0 < k <
2

π
(3) (1)の図から，点Q(x, y)は

x = kθ, y = r(θ) cos θ =
kθ

sin θ
· cos θ =

kθ

tan θ

上の 2式から θを消去すると y =
x

tan x
k

ゆえに f(x) =
x

tan x
k

したがって g(x) =
f(x)

x
=

1

tan x
k

g(x) =
(
tan

x

k

)−1

を微分すると

g′(x) = −
(
tan

x

k

)−2 (
tan

x

k

)′
= −cos2 x

k

sin2 x
k

·
1
k

cos2 x
k

= − 1

k sin2 x
k

g′(x) = −1

k

(
sin

x

k

)−2

を微分すると

g′′(x) =
2

k

(
sin

x

k

)−3 (
sin

x

k

)′
=

2

k
· 1

sin3 x
k

·1
k

cos
x

k
=

2

k2
· cos x

k

sin3 x
k

このとき，0 < θ <
π

2
および x = kθ から

0 < x <
π

2
k

この範囲において g′(x) < 0，g′′(x) > 0

ゆえに，g(x)は単調減少で，下に凸である．

また lim
x→+0

g(x) = ∞， lim
x→πk

2
−0

g(x) = 0

　

O

y

x

C

πk
2

よって，曲線Cのグラフの概形は右の図のようになる．
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(4) 求める立体の体積を V とすると V = π

∫ π
3
k

π
4
k

1

tan2 x
k

dx

x = kθ より
dx

dθ
= k

x π
4
k −→ π

3
k

θ π
4
−→ π

3

よって V = π

∫ π
3

π
4

k

tan2 θ
dθ = πk

∫ π
3

π
4

(
1

sin2 θ
− 1

)
dθ

= πk

[
− 1

tan θ
− θ

]π
3

π
4

= πk

(
1 − 1√

3
− π

12

)

7.102 (1)
sin x

x
= 0 より x = nπ (nは整数) したがって an = nπ

Vn

π
=

∫ (n+1)π

nπ

(
sin x

x

)2

dx = −
∫ (n+1)π

nπ

(
1

x

)′
sin2 x dx

= −
[

1

x
sin2 x

](n+1)π

nπ

+

∫ (n+1)π

nπ

1

x
(sin2 x)′ dx

=

∫ (n+1)π

nπ

2 sin x cos x

x
dx =

∫ (n+1)π

nπ

sin 2x

x
dx

よって Vn = π

∫ (n+1)ı

nı

sin 2x

x
dx

(2) nπ 5 x 5 (n + 1)πにおいて，
(

sin x

x

)2

5 1

x2
であるから

Vn = π

∫ (n+1)π

nπ

(
sin x

x

)2

dx

5 π

∫ (n+1)π

nπ

1

x2
dx = π

[
−1

x

](n+1)π

nπ

=
1

n
− 1

n + 1

別解 nπ 5 x 5
(
n + 1

2

)
π のとき

sin 2x

x
5 sin 2x

nπ

(
n + 1

2

)
π 5 x 5 (n + 1) π のとき

sin 2x

x
5 sin 2x

(n + 1)π
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(1)の結果を用いると

Vn = π

∫ (n+ 1
2)π

nπ

sin 2x

x
dx + π

∫ (n+1)π

(n+ 1
2)π

sin 2x

x
dx

5 π

∫ (n+ 1
2)π

nπ

sin 2x

nπ
dx + π

∫ (n+1)π

(n+ 1
2)π

sin 2x

(n + 1)π
dx

=
1

n

[
−1

2
cos 2x

](n+ 1
2)π

nπ

+
1

n + 1

[
−1

2
cos 2x

](n+1)π

(n+ 1
2)π

=
1

n
− 1

n + 1

(3) (2)の結果から

n∑

k=1

Vk 5
n∑

k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
= 1− 1

n + 1

よって
∞∑

n=1

Vn 5 lim
n→∞

(
1− 1

n + 1

)
= 1

7.103 (1)
1

sin x cos x
=

sin2 x + cos2 x

sin x cos x
= tan x +

1

tan x
より

y = tan x +
1

tan x

(
0 < x <

π

2

)

とおく．上式と y = aから yを消去すると

tan x +
1

tan x
= a ゆえに tan2 x− a tan x + 1 = 0 · · · (∗)

この方程式の解が α，βであるから (α < β)，a > 2に注意して

tan α =
a − √

a2 − 4

2
, tan β =

a +
√

a2 − 4

2

(2) (∗)の解と係数の関係により，tan α tan β = 1

に注意すると，求める面積 Sは，

S =

∫ β

α

1

sin x cos x
dx =

∫ β

α

1

tan x
· 1

cos2 x
dx

=

∫ β

α

(tan x)′

tan x
dx =

[
log tan x

]β

α

= log
tan β

tan α
= log tan2 β

= 2 log
a +

√
a2 − 4

2

　

O

y

x
π
4

α β

a

π
2

2
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(3) tan α tan β = 1，tan β − tan α =
√

a2 − 4より，求める体積 V は

V

π
=

∫ β

α

1

sin2 x cos2 x
dx =

∫ β

α

sin2 x + cos2 x

sin2 x
· 1

cos2 x
dx

=

∫ β

α

(
1 +

1

tan2 x

)
(tan x)′dx =

∫ β

α

{
(tan x)′ +

(tan x)′

tan2 x

}
dx

=

[
tan x− 1

tan x

]β

α

=

(
tan β − 1

tan β

)
−

(
tan α− 1

tan α

)

= (tan β − tan α)− (tan α− tan β) = 2(tan β − tan α) = 2
√

a2 − 4

よって V = 2π
√

a2 − 4

7.104 (1) x = e−t cos t，y = e−t sin tを tで微分すると

x′ = −e−t(sin t + cos t) = −
√

2e−t sin
(
t +

π

4

)

y′ = −e−t(sin t− cos t) = −
√

2e−t sin
(
t− π

4

)

x，yの増減表は

t 0 · · · 3π
4

· · · π

x′ − 0 +

x 1 ↘ − e−
3π
4√
2

↗ −e−π

t 0 · · · π
4

· · · π

y′ + 0 −
y 0 ↗ e−

π
4√
2

↘ 0

　

O

y

x
1

(
e−

π
4√
2

, e−
π
4√
2

)

e−
π
2

e−π (
− e−

3π
4√
2

, e−
3π
4√
2

)

xは t =
3π

4
で最小値−e`

3ı
4

√
2
をとり，yは t =

π

4
で最大値

e`
ı
4

√
2
をとる．

したがって，Cの概形は右の図のようになる．
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(2)

∫ π

0

{r(t)}2r′(t) sin2 t cos t dt=
1

3

∫ π

0

{(r(t))3}′ sin2 t cos t dt

=
1

3

[
{r(t)}3 sin2 t cos t

]π

0

−1

3

∫ π

0

{r(t)}3(sin2 t cos t)′ dt

=−1

3

∫ π

0

{r(t)}3(2 sin t cos2 t− sin3 t) dt

=−1

3

∫ π

0

{r(t)}3{2 sin t(1− sin2 t)− sin3 t} dt

=

∫ π

0

{r(t)}3

(
sin3 t− 2

3
sin t

)
dt

(3) y1 = e−t sin t

(
0 5 t 5 3π

4

)
，y2 = e−t sin t

(
3π

4
5 t 5 π

)
，

α = −e−
3π
4√
2
，β = e−πとおくと

V = π

∫ 1

α

y1
2 dx− π

∫ β

α

y2
2 dx

= π

∫ 0

3
4
π

y2dx

dt
·dt− π

∫ π

3
4
π

y2dx

dt
·dt

= −π

∫ π

0

y2dx

dt
dt = −

∫ π

0

(r(t) sin t)2{r(t) cos t}′dt

= −π

∫ π

0

(r(t))2 sin2 t·{r′(t) cos t− r(t) sin t} dt

= −π

∫ π

0

(r(t))2r′(t) sin2 t cos t dt + π

∫ π

0

(r(t))3 sin3 t dt

これに (2)の等式を適用すると

V = −π

∫ π

0

(r(t))3

(
sin3 t− 2

3
sin t

)
dt + π

∫ π

0

(r(t))3 sin3 t dt

=
2π

3

∫ π

0

(r(t))3 sin t dt =
2π

3

∫ π

0

e−3t sin t dt
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7.105 (1) r = 2(cos θ + sin θ) = 2
√

2 cos
(
θ − π

4

)

したがって，描く曲線は，点 (1, 1)を中心とす
る半径

√
2の円の一部であり，

θ = 0 のとき r = 2 すなわち (2, 0)

θ =
3

4
π のとき r = 0 すなわち (0, 0)

0 5 θ 5 3

4
πであるから，右の図のようになる．

　

O

y

x1

1

2

r
2
√

2

θ

θ− π
4

(2) 半径
√

2，中心角が
3

2
πの扇形の面積と底辺が 2

で高さが 1の三角形の面積の和であるから

1

2
(
√

2)2·3
2
π +

1

2
·2·1 =

3

2
π + 1

　

O

y

x

1

1
√

2−1

√
2

(3) 図形Dは y軸に関して対称であるから，求める立体の体積を V とすると

V

2π
=

∫ √
2

0

(1 +
√

2− x2 )2dx−
∫ √

2

1

(1−
√

2− x2 )2

=

∫ √
2

0

(3− x2 + 2
√

2− x2 )dx−
∫ √

2

1

(3− x2 − 2
√

2− x2 )dx

=

∫ 1

0

(3− x2) dx + 2

∫ √
2

0

√
2− x2 dx + 2

∫ √
2

1

√
2− x2 dx

ここで，S1 =

∫ √
2

0

√
2− x2，S2 =

∫ √
2

1

√
2− x2とおくと

S1は半径
√

2の
1

4
円の面積で，S2は右の図の斜

線部分の面積であるから

S1 =
1

4
π(
√

2 )2 =
1

2
π

S2 =
1

2
(
√

2 )2π

4
− 1

2
·1·1 =

π

4
− 1

2

　

O

y

x

(1, 1)

√
2

√
21

π
4

ゆえに
V

2π
=

[
3x− x3

3

]1

0

+ 2S1 + 2S2 =
8

3
+ 2·π

2
+ 2

(
π

4
− 1

2

)

したがって
V

2π
=

3

2
π +

5

3
よって V = 3π2 +

10

3
π
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別解 求める立体の体積を V とすると

V =
2

3
π

∫ 3
4
π

0

r3 sin θ dθ =
16

3
π

∫ 3
4
π

0

(cos θ + sin θ)3 sin θ dθ · · · (∗)

であるから
∫ 3

4
π

0

(cos θ + sin θ)4 dθ = 4

∫ 3
4
π

0

sin4
(
θ +

π

4

)
dθ = 4

∫ π

π
4

sin4 t dt

=

[
3

2
t− 3

2
sin t cos t− sin3 t cos t

]π

π
4

=
9

8
π + 1

また
∫ 3

4
π

0

(cos θ + sin θ)3(− sin θ + cos θ) dθ =

[
1

4
(cos θ + sin θ)4

] 3
4
π

0

= −1

4

上の 2式から
∫ 3

4
π

0

(cos θ + sin θ)3 sin θ dθ =
9

16
π +

5

8

これを (∗)に代入すると

V =
16

3
π ×

(
9

16
π +

5

8

)
= 3π2 +

10

3
π

7.106 立体は，右の図の斜線部分を x軸のま
わりに 1回転してできる回転体である．
円の方程式 x2 + (y − 1)2 = 4を yにつ
いて解くと

y = 1±
√

4− x2

斜線部分は，y軸に関して対称であるか
ら，求める回転体の体積を V とすると

　

O

y

x2−2

3

−1

y=1+
√

4−x2

y=1−√4−x2

√
3

1

V = 2

{
π

∫ 2

0

(1 +
√

4− x2)2dx− π

∫ 2

√
3

(1−
√

4− x2)2dx

}

= 2π

{∫ 2

0

(5− x2 + 2
√

4− x2)dx−
∫ 2

√
3

(5− x2 − 2
√

4− x2dx)

}

= 2π

{∫ √
3

0

(5− x2)dx + 2

∫ 2

0

√
4− x2dx + 2

∫ 2

√
3

√
4− x2dx

}
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ここで，I1 =

∫ 2

0

√
4− x2dx，I2 =

∫ 2

√
3

√
4− x2dxとおくと，これらはそれぞ

れ下の図の斜線部分の面積であるから

I1 =
1

4
·π·22 = π

I2 =
1

2
·22·π

6
− 1

2

√
3·1

=
π

3
−
√

3

2

　

O

y

x

I1
2

2

−2

−2

O

y

x

I2

2

2

−2

−2

1

√
3

π
6

よって

V = 2π

{[
5x− x3

3

]√3

0

+ 2·π + 2

(
π

3
−
√

3

2

)}
=

16

3
π2 + 6

√
3π

別解 円 x2 + (y − 1)2 = 4を x軸方向に
√

3だけ平
行移動した円

(x−
√

3)2 + (y − 1)2 = 4

の x軸の上側の部分を極方程式で表すと

r = 4 cos
(
θ − π

6

) (
0 5 θ 5 2

3
π

)

　

O

y

x√
3

θ
1

4

r

θ − π
6

求める立体の体積を V とすると

V =
2

3
π

∫ 2
3
π

0

r3 sin θ dθ =
16

3
π

∫ 2
3
π

0

(sin θ +
√

3 cos θ)3 sin θ · · · (∗)

であるから

∫ 2
3
π

0

(sin θ +
√

3 cos θ)4 dθ = 16

∫ 2
3
π

0

sin4
(
θ +

π

3

)
dθ = 16

∫ π

π
3

sin4 t dt

=

[
6t− 6 sin t cos t− 4 sin3 t cos t

]π

π
3

= 4π +
9

4

√
3 · · · 1©
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また

∫ 2
3
π

0

(sin θ +
√

3 cos θ)3(−
√

3 sin θ + cos θ) dθ =

[
1

4
(sin θ +

√
3 cos θ)4

] 2
3
π

0

= −9

4
· · · 2©

1©− 2©×√3により 4

∫ 2
3
π

0

(sin θ +
√

3 cos θ)3 sin θ = 4π +
9

2

√
3

したがって
∫ 2

3
π

0

(sin θ +
√

3 cos θ)3 sin θ = π +
9

8

√
3

上式を (∗)に代入すると

V =
16

3
π

(
π +

9

8

√
3

)
=

16

3
π2 + 6

√
3π

7.107 (1) OB の x 軸の正の方向となす角は π
3
である

から，T の半径を r とすると，D の座標は
(r,

√
3r)，OD = 2rである．

右の図より，OD + DB = 1 であるから

2r + r = 1 ゆえに r =
1

3

よって D

(
1

3
,

√
3

3

)
，半径

1

3

　

O

y

x

D

B(1
2
,
√

3
2

)
A

C

r

√
3r

1

1

−1

−1

S
T

π
3

(2) S，T のグラフを y軸方向に−
√

3
3
だけ平行移

動した図形をそれぞれ，S ′，T ′とすると

S ′ : x2 +

(
y +

√
3

3

)2

= 1

T ′ :
(

x− 1

3

)2

+ y2 =
1

9

右の図の斜線部分を x軸のまわりに 1回転し
てできる回転体の体積を求めればよい．

　

O

y

x
1
2

S ′

T ′

S ′および T ′の上半分の曲線の方程式は，それぞれ

y =
√

1− x2 −
√

3

3
, y =

√
−x2 +

2

3
x
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求める回転体の体積を V とすると

V = π

∫ 1
2

0





(√
1− x2 −

√
3

3

)2

−
(√

−x2 +
2

3
x

)2


 dx

=
2

3
π

∫ 1
2

0

(2− x) dx− 2
√

3

3
π

∫ 1
2

0

√
1− x2 dx

ここで，I =

∫ 1
2

0

√
1− x2 dxとおくと，

Iは右の図の斜線部分の面積であるから

I =
1

2
·12·π

6
+

1

2
·1
2
·
√

3

2

=
π

12
+

√
3

8

よって

　

O

y

x1

1

−1

−1

π
6

(1
2
,
√

3
2

)

V =
2

3
π

[
2x− x2

2

] 1
2

0

− 2
√

3

3
π × I

=
2

3
π × 7

8
− 2

√
3

3
π

(
π

12
+

√
3

8

)
=

π

3
−

√
3

18
π2

7.108 (1) A(0, a)，P(cos θ, a sin θ) より

AP2 = cos2 θ + (a sin θ − a)2

= 1− sin2 θ + a2(sin θ − 1)2

= 1−X2 + a2(X − 1)2

= (a2 − 1)X2 − 2a2X + a2 + 1

よって f(X) = (a2 − 1)X2 − 2a2X + a2 + 1

(2) (1)の結果から f(X) = (a2 − 1)

(
X − a2

a2 − 1

)2

+
1

1− a2

0 < a < 1 より，a2 − 1 < − a2

a2 − 1
< 0 であることに注意すると

a2

a2 − 1
< −1 すなわち

1√
2

< a < 1 のとき 最大値 f(−1) = 4a2

a2

a2 − 1
= −1 すなわち 0 < a 5 1√

2
のとき 最大値f

(
a2

a2 − 1

)
=

1

1 − a2
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(3) a = 2のとき

f(X) = 3X2 − 8X + 5 = 3

(
X − 4

3

)2

− 1

3
(−1 5 X 5 1)

したがって，f(X)はX = −1，すなわち，P1(0, −2)で最大値16をとる．

Aを中心とし，P1を通る円を

C(θ) = (4 cos θ, 4 sin θ + 2)

とおく．この円の 0 5 θ 5 π

2
および

11

6
π 5 θ 5 2π の部分をそれぞれ C1，

C2とすると，求める回転体の体積 V は

V

2π
=

∫

C1

y2 dx−
∫

C2

y2 dx

　

O

y

x4−4

6

−2

C1

C2

2
√

3

2

(θ = π
2
)

(θ = 0, 2π)

(θ = 11
6
)

このとき

y2 dx = y2dx

dθ
dθ = (4 sin θ + 2)2(4 cos θ)′dθ

= −16(4 sin3 θ + 4 sin2 θ + sin θ) dθ

= 16(sin 3θ + 2 cos 2θ − 4 sin θ − 2) dθ

したがって

V

2π
= 16

∫ 0

π
2

(sin 3θ + 2 cos 2θ − 4 sin θ − 2) dθ

− 16

∫ 2π

11
6

π

(sin 3θ + 2 cos 2θ − 4 sin θ − 2) dθ

=
64

3
π + 16

[
−1

3
cos 3θ + sin 2θ + 4 cos θ

]0

π
2

− 16

[
−1

3
cos 3θ + sin 2θ + 4 cos θ

]0

11
6

π

=
64

3
π + 16

[
−1

3
cos 3θ + sin 2θ + 4 cos θ

] 11
6

π

π
2

=
64

3
π + 24

√
3

よって V =
128

3
π2 + 48

√
3π

参照 九大 2012年一般前期理系数学 1 の解答4を参照．
4http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2012.pdf

561

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2012.pdf


7.109 (1) y =
1

2
{x√x2 + 4 + 4 log(x +

√
x2 + 4)}より

y′ =
1

2



√

x2 + 4 +
x2

√
x2 + 4

+ 4·
1 +

x√
x2 + 4

x +
√

x2 + 4




=
1

2

(√
x2 + 4 +

x2

√
x2 + 4

+
4√

x2 + 4

)
=

√
x2 + 4

(2) 求める面積は，曲線 y =
1

2

√
x2 + 4 · · · 1©

と直線 y =
√

2 · · · 2©で囲まれた部分の
面積である．1©と 2©の共有点のx座標は

1

2

√
x2 + 4 =

√
2

これを解いて x = ±2

　

O

y

x
1

√
2

2−2
−1

上の図の斜線部分の面積を Sとすると，(1)の結果を利用して

S = 4
√

2−
∫ 2

0

√
x2 + 4 dx

= 4
√

2− 1

2

[
x
√

x2 + 4 + 4 log(x +
√

x2 + 4)

]2

0

= 4
√

2− 1

2
{4
√

2 + 4 log(2 + 2
√

2)− 4 log 2}
= 2

√
2 − 2 log(1 +

√
2)

(3) 求める回転体の体積を V とすると

V = π

∫ √
2

1

x2 dy = 4π

∫ √
2

1

(y2 − 1) dy

= 4π

[
y3

3
− y

]√2

1

=
4

3
(2 − √

2)π

7.110 (1) C1の x軸との共有点の x座標は

ax2 − a− 1 = 0 これを解いて x = ±
√

a + 1

a
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α = −
√

a + 1

a
，β =

√
a + 1

a
とおくと，求める面積 Sは

S = −
∫ β

α

(ax2 − a− 1) dx = −a

∫ β

α

(x− α)(x− β) dx

=
a

6
(β − α)3 dx =

a

6

(
2

√
a + 1

a

)3

=
4

3

√
(a + 1)3

a

(2) f(a) =
(a + 1)3

a
とおくと (a > 0)

f ′(a) =
3(a + 1)2a− (a + 1)3

a2
=

(2a− 1)(a + 1)2

a2

したがって，f(a)の増減表は，次のようになる．

a (0) · · · 1
2

· · ·
f ′(a) − 0 +

f(a) ↘ 27
4

↗

よって，Sは a =
1

2
のとき，最小値

4

3

√
27

4
= 2

√
3をとる．

解説 f(a)は原点と曲線 y = (x + 1)3上の点 (a, (a + 1)3)を結ぶ直線の傾きで

あるから (a > 0)，原点からこの曲線に引いた接線の傾きを求めると
27

4
．

したがって，f(a) = 27

4
．

(3) a =
1

2
より，原点OからC1上の点 P

(
t,

t2

2
− 3

2

)
との距離について

OP2 = t2 +

(
t2

2
− 3

2

)2

=
t4

4
− t2

2
+

9

4
=

1

4
(t2 − 1)2 + 2

したがって，OPは t = ±1のとき最小値
√

2をとる．

ゆえに，C1とC2の接点の座標は，(±1,−1)
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O

y

x
1−1

−1
−√2

√
3

√
2

−3
2

√
2

C1C2

C1 : x2 = 2y + 3，C2 : x2 = 2− y2 であるから，求める体積を V は

V

π
=

∫ −1

− 3
2

(2y + 3) dy −
∫ −1

−√2

(2− y2) dy

=

[
y2 + 3y

]−1

− 3
2

−
[

2y − y3

3

]−1

−√2

=
23

12
− 4

√
2

3

よって V =

(
23

12
− 4

√
2

3

)
π

7.111 (1) f(x) =
log x

x2
を微分すると

f ′(x) = (log x)′
1

x2
+ log x

(
1

x2

)′
=

1

x
· 1

x2
+ log x

(
− 2

x3

)
=

1− 2 log x

x3

f ′(x) = 0とすると x =
√

e

f(x) =
log x

x2
(x = 1)の増減表は，次のようになる．

x 1 · · · √
e · · ·

f ′(x) + 0 −
f(x) 0 ↗ 極大 ↘

よって，求める最大値は f(
√

e) =
1

2e
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(2) 求める面積を Sとすると，(1)の結果から

S =

∫ √
e

1

log x

x2
dx = −

∫ √
e

1

(
1

x

)′
log x dx

= −
[

1

x
log x

]√e

1

+

∫ √
e

1

1

x
·1
x

dx

= −
[

1

x
(log x + 1)

]√e

1

= 1 − 3

2
√

e

O

y

x√
e

1

2e
y = f(x)

1

(3) 求める立体の体積を V とすると

V = 2π

∫ √
e

1

x· log x

x2
dx = 2π

∫ √
e

1

(log x)(log x)′ dx = π

[
(log x)2

]√e

1

=
π

4

バウムクーヘン型求積法¶ ³

a 5 x 5 bの範囲で f(x) = 0のとき，y = f(x)のグラフと x軸および
2直線 x = a，x = bで囲まれた部分を y軸のまわりに 1回転してでき
る立体の体積 V は

V = 2π

∫ b

a

xf(x) dx

µ ´

7.112 (1) P(
√

s,
√

t)は曲線C1上の点であるから (s > 0, t > 0)

(
√

s )2

4
+ (
√

t )2 = 1 ゆえに s = −4t + 4

x2

4
+ y2 = 1を xについて微分すると

x

2
+ 2yy′ = 0 ゆえに − 1

y′
=

4y

x

C1上の点 P(
√

s,
√

t)における法線 lの傾きは − 1

y′
=

4
√

t√
s
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したがって，lの方程式は

y −
√

t =
4
√

t√
s

(x−√s) ゆえに y =
4
√

t√
s

x− 3
√

t

√
s = 2

√
1− tであるから y =

2
√

t√
1 − t

x − 3
√

t · · · 1©

(2) 1©を x2 + y2 = 1に代入すると x2 +

(
2
√

t√
1− t

x− 3
√

t

)2

= 1

したがって
1 + 3t

1− t
x2 − 12t√

1− t
x + 9t− 1 = 0 · · · 2©

このとき，D = 0であるから

D/4 =

(
− 6t√

1− t

)2

− 1 + 3t

1− t
× (9t− 1) =

(3t− 1)2

1− t
= 0

上式より t =
1

3
ゆえに

√
t =

√
3

3
，
√

s = 2
√

1− t =
2
√

6

3

したがって P

(
2
√

6

3
,

√
3

3

)

t =
1

3
を 1©， 2©に代入すると

y =
√

2x−
√

3 · · · 1©′, 3x2 − 2
√

6x + 2 = 0 · · · 2©′

2©′から x =

√
6

3
これを 1©′に代入して y = −

√
3

3

したがって Q

(√
6

3
, −

√
3

3

)

(3) 1©′より x =
y +

√
3√

2

V

π
=

∫ √
3

3

−
√

3
3

(
y +

√
3√

2

)2

dy +

∫ 1

√
3

3

(4− 4y2)dy −
∫ 1

−
√

3
3

(1− y2)dy

=
1

6

[
(y +

√
3)3

]√3
3

−
√

3
3

+ 4

[
y − y3

3

]1

√
3

3

+

[
y3

3
− y

]1

−
√

3
3

=
1

6
× 56

9

√
3 + 4

(
2

3
− 8

27

√
3

)
+

(
−2

3
− 8

27

√
3

)

= 2− 4
√

3

9
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よって V =
18 − 4

√
3

9
π

O

y

x

l

1

−1

√
3

3

−
√

3
3

P

Q

−√3

C1
C2

2

7.113 (1) 0 < θ <
π

4
より，

1√
2

< cos θ < 1 であるから

√
3√
2

<
√

3 cos θ <
√

3 よって
√

3 cos θ >

√
3√
2

> 1

(2) 2点 P，Aを通る直線 lの方程式は

y =

√
3 sin θ√

3 cos θ − 1
(x − 1)

2点O，Qを通る直線mの方程式は

y = −(tan θ)x

　

O

y

x
θA

P

Q

R
1

√
3

√
3

l

m

(3) (2)で求めた 2直線 l，mの方程式から yを消去すると
√

3 sin θ√
3 cos θ − 1

(x− 1) = −(tan θ)x ゆえに

√
3(x− 1)√

3 cos θ − 1
= − x

cos θ

(1)の結果に注意して x =

√
3 cos θ

2
√

3 cos θ − 1

これをmの方程式に代入して y = −
√

3 sin θ

2
√

3 cos θ − 1

よって R

( √
3 cos θ

2
√

3 cos θ − 1
, −

√
3 sin θ

2
√

3 cos θ − 1

)
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(4) PQ = 2
√

3 sin θであり，Aと直線 PQとの距離は
√

3 cos θ − 1

したがって S =
1

2
·2√3 sin θ(

√
3 cos θ − 1) =

√
3(
√

3 sin θ cos θ − sin θ)

dS

dθ
=
√

3{
√

3(cos2 θ − sin2 θ)− cos θ}
=
√

3(2
√

3 cos2 θ − cos θ −
√

3)

=
√

3(
√

3 cos θ)(2 cos θ −
√

3)

Sの増減表は
θ (0) · · · π

6
· · · (π

4
)

dS
dθ

+ 0 −
S ↗

√
3

4
↘

よって θ =
π

6
のとき，最大値

√
3

4

(5) (4)の結果から，θ =
π

6
のとき，P

(
3

2
,

√
3

2

)
，Q

(
3

2
,−
√

3

2

)

また，このとき，(2),(3)の結果から

R

(
3

4
,−
√

3

4

)
, l : y =

√
3(x− 1), m : y = − 1√

3
x

2つの領域 x = 3

2
，x2 + y2 5 3で囲まれた部分を y軸のまわりに 1回転し

てできる立体の体積を V1とすると

V1

2π
=

∫ √
3

2

0

{
x2 −

(
3

2

)2
}

dy =

∫ √
3

2

0

{
(3− y2)− 9

4

}
dy

=

[
3

4
y − 1

3
y3

]√3
2

0

=

√
3

4

4PQRで囲まれた部分を y軸のまわりに 1回転してできる立体の体積を
V2とすると

V2

2π
=

∫ 3
2

3
4

x

{√
3(x− 1)−

(
− 1√

3
x

)}
dx =

1√
3

∫ 3
2

3
4

(4x2 − 3x) dx

=
1√
3

[
4

3
x3 − 3

2
x2

] 3
2

3
4

=
15
√

3

32

よって V = V1 + V2 = 2π

(√
3

4
+

15
√

3

32

)
=

23
√

3

16
π
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補足 以下の検算法がある (高校数学の範囲外のため答案には書かないこと)．

∠POQを中心角とする扇形の半径を r，Pの y座標を aとすると，この扇
形を y 軸のまわりに 1回転してできる回転体の体積を V3とすると5

V3 =
4

3
πr2a =

4

3
π(
√

3)2·
√

3

2
= 2

√
3π

4OPQの面積を T，重心の x座標を hとし，これを y 軸のまわりに 1回
転してできる回転体の体積を V4とすると

T =
3
√

3

8
, h =

3

4
, V4 = 2πTh = 2π·3

√
3

8
·3
4

=
9
√

3

16
π

よって V = V3 − V4 = 2
√

3π − 9
√

3

16
π =

23
√

3

16
π

7.114 (1) y = | x− c |と y = 1，x = 2で囲まれた部分は，次の図の斜線部分である．

O

y

xcc−1

1

c

2

したがって

f(c)

2π
=

∫ 2

c−1

x(1− |x− c |) dx

=

∫ c

c−1

x(x− c + 1) dx +

∫ 2

c

x(−x + c + 1) dx

=

[
1

3
x3 − 1

2
(c− 1)x2

]c

c−1

+

[
−1

3
x3 +

1

2
(c + 1)x2

]2

c

= −1

6
c3 − 1

2
c2 +

5

2
c− 5

6

よって f(c) =
π

3
(−c3 − 3c2 + 15c − 5)

(2) (1)の結果から f ′(c) = π(−c2 − 2c + 5)

1 < c < 2に注意して，f ′(c) = 0を解くと c =
√

6− 1

したがって，f(c)の増減表は，次のようになる．

5http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2012.pdfの 1 を参照．
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c (1) · · · √
6− 1 · · · (2)

f ′(c) + 0 −
f(c) ↗ 極大 ↘

よって，f(c)が最大となる cの値は c =
√

6 − 1

7.115 (1) f(x) =
√

x− 2− log x + log 4とおくと

f ′(x) =
1

2
√

x
− 1

x
=

√
x− 2

2x

　
x (0) · · · 4 · · ·

f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 0 ↗
右の増減表により，f(x) = f(4) = 0 であるから

√
x− 2− log x + log 4 = 0 すなわち

√
x = 2 + log

x

4

上式の等号は，x = 4のとき成り立つ．

(2) 2 + log
x

4
= 0より x =

4

e2

(3) Dは右の図の斜線部分であるから，その面
積を Sとすると

S =

∫ 4

0

√
x dx−

∫ 4

4
e2

(2 + log x− log 4) dx

=

[
2x

3

√
x

]4

0

−
[

x(log x− log 4 + 1)

]4

4
e2

=
4

3
− 4

e2

　

O

y

x4

2

4
e2

(4) y = 2 + log
x

4
を xについて解くと x = 4ey−2

y =
√

xを xについて解くと x = y2

よって
V

π
=

∫ 2

0

{
(4ey−2)2 − (y2)2

}
dy =

∫ 2

0

(16e2y−4 − y4) dy

=

[
8e2y−4 − y5

5

]2

0

= 8

(
1

5
− 1

e4

)

よって V = 8π

(
1

5
− 1

e4

)

別解
V

2π
=

∫ 4

0

x·√x dx−
∫ 4

4
e2

x
(
2 + log

x

4

)
dx

=

[
2

5
x2
√

x

]4

0

−
[

x2

4

(
2 log

x

4
+ 3

) ]4

4
e2

= 4

(
1

5
− 1

e4

)
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7.116 (1) f(x) =

√
x2 − 1

x
(x = 1) より {f(x)}2 = 1− 1

x2

上の第 2式の両辺を微分すると

2f(x)f ′(x) =
2

x3
ゆえに f(x)f ′(x) =

1

x3
· · · 1©

x > 1のとき，f(x) > 0 であるから， 1©より f ′(x) > 0

よって，区間 x > 1で f(x)は増加する．

1©の両辺を微分すると {f ′(x)}2 + f(x)f ′′(x) = − 3

x4

したがって f(x)f ′′(x) = −{f ′(x)}2 − 3

x4

x > 1のとき，f(x) > 0 であるから，上式から f ′′(x) < 0

よって，区間 x > 1で，曲線Cは上に凸である．

(2) 1©より f(
√

2 )f ′(
√

2 ) =
1

(
√

2)3

f(
√

2 ) =
1√
2
であるから f ′(

√
2) =

1

2

`は点
(√

2,
1√
2

)
を通り，傾き

1

2
の直線であるから

y − 1√
2

=
1

2
(x−

√
2 ) すなわち y =

1

2
x

(3) y =

√
x2 − 1

x
より x2 =

1

1− y2
， y =

1

2
x より x2 = 4y2

よって，求める体積 V は

V

π
=

∫ 1√
2

0

(
1

1− y2
− 4y2

)
dy

=

[
1

2
log

∣∣∣∣
y + 1

y − 1

∣∣∣∣−
4

3
y3

] 1√
2

0

= log(
√

2 + 1)−
√

2

3

よって V = π

{
log(

√
2 + 1) −

√
2

3

}

　

O

y

x√
21

C

`

D

1√
2
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別解 (バウムクーヘン型求積法)

V

2π
=

∫ √
2

0

x·1
2
x dx−

∫ √
2

1

x·
√

x2 − 1

x
dx

=

[
1

6
x3

]√2

0

−
[

1

2
x
√

x2 − 1− 1

2
log(x +

√
x2 − 1)

]√2

1

=
1

2
log(

√
2 + 1)−

√
2

6

よって V = π

{
log(

√
2 + 1)−

√
2

3

}

(4) A(
√

2, f(
√

2 ))，B

(
0,

1√
2

)
とすると 4OAB =

1

2
×√2× 1√

2
=

1

2

曲線Cの方程式を xについて解くと x =
1√

1− y2
(y = 0)

また，定積分
∫ 1√

2

0

1√
1− y2

dyについて，y = sin θとおくと

1√
1− y2

=
1

cos θ
，

dy

dθ
= cos θ

y 0 −→ 1√
2

θ 0 −→ π
4

したがって
∫ 1√

2

0

1√
1− y2

dy =

∫ π
4

0

1

cos θ
· cos θ dθ

=

∫ π
4

0

dθ =
π

4

よって S =

∫ 1√
2

0

1√
1− y2

dy −4OAB =
π

4
− 1

2

別解 P(
√

2, f(
√

2 ))，Q(
√

2, 0)とすると 4OPQ =
1

2
×√2× 1√

2
=

1

2

また，定積分
∫ √

2

1

√
x2 − 1

x
dxについて，x =

1

cos θ
とおくと

√
x2 − 1

x
= sin θ，

dx

dθ
=

sin θ

cos2 θ

x 1 −→ √
2

θ 0 −→ π
4

したがって
∫ √

2

1

√
x2 − 1

x
dx =

∫ π
4

0

sin θ· sin θ

cos2 θ
dθ

=

∫ π
4

0

(
1

cos2 θ
− 1

)
dθ

=

[
tan θ − θ

]π
4

0

= 1− π

4
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よって S = 4OPQ−
∫ √

2

1

√
x2 − 1

x
dx =

1

2
−

(
1− π

4

)
=

π

4
− 1

2

7.117 (1) y = eaxより y′ = aeax

C上の点 (t, eat)における接線の方程式は

y − eat = aeat(x− t)

ゆえに y = aeatx + (1− at)eat

これが原点を通るから

1− at = 0 ゆえに t =
1

a

lの方程式は y = aex

　

O

y

x1
a

e

1

lC

よって V1 = π

∫ 1
a

0

(eax)2 dx− 1

3
·πe2·1

a
=

π

2a

[
e2ex

] 1
a

0

− πe2

3a

=
π(e2 − 1)

2a
− πe2

3a
=

π(e2 − 3)

6a

(2) y = eaxより x =
1

a
log y

よって V2 =
1

3
·π

(
1

a

)2

e− π

a2

∫ e

1

(log y)2 dy

=
πe

3a2
− π

a2

[
y{(log y)2 − 2 log y + 2}

]e

1

=
πe

3a2
− π(e− 2)

a2
=

2π(3 − e)

3a2

別解 V2 = 2π

∫ 1
a

0

x(eax − aex) dx = 2π

[
eax

(
x

a
− 1

a2

)
− ae

3
x3

] 1
a

0

=
2π(3− e)

3a2

(3) (1)，(2)の結果を V1 = V2に代入して

π(e2 − 3)

6a
=

2π(3− e)

3a2
よって a =

4(3 − e)

e2 − 3

7.118 (1) f(x)，g(x)を微分すると

f ′(x) = −1

2
sin x, g′(x) = −1

2
sin

x

2
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y = f(x)と y = g(x)の接点が (p, q)であるから，q = f(p) = g(p)，
f ′(p) = g′(p)より

q =
1

2
cos p = cos

p

2
+ c · · · 1©

−1

2
sin p = −1

2
sin

p

2
· · · 2©

2©より sin
p

2

(
cos

p

2
− 1

2

)
= 0 p 6= 0であるから p =

2

3
π

これを 1©に代入すると q =
1

2
cos

2

3
π = cos

π

3
+ c

ゆえに q =
1

2

(
−1

2

)
=

1

2
+c よって (p, q) =

(
2

3
π, −1

4

)
, c = −3

4

したがって f(x)− g(x) =
1

2
cos x−

(
cos

x

2
− 3

4

)
· · · (∗)

=
1

2

(
2 cos2 x

2
− 1

)
− cos

x

2
+

3

4

=

(
cos

x

2
− 1

2

)2

= 0

よって f(x) = g(x)

(
x =

2π

3
のとき等号が成り立つ

)

(2) (1)の結果から，図形Dは，下の図の斜線部分である．

O

y

x

y = f(x)

y = g(x)

2π
3

1
2

1
4

D

したがって，求める回転体の体積 V は，(∗)により
V

2π
=

∫ 2π
3

0

x{f(x)− g(x)} dx

=

∫ 2π
3

0

(
1

2
x cos x− x cos

x

2
+

3

4
x

)
dx

=

[
1

2
(x sin x + cos x)− 2

(
x sin

x

2
+ 2 cos

x

2

)
+

3

8
x2

] 2π
3

0

=
π2

6
−
√

3

2
π +

5

4
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よって V = π

(
π2

3
− √

3π +
5

2

)

7.119 C : y = ax2，l : y = axとする．C 上の点を
P(x, ax2)，l上の点をQ(x, ax)とし，Pから l

に垂線 PHを引くと

PH : HQ : PQ = 1 : a :
√

1 + a2

t = OH，h = PHとすると

PQ = ax− ax2 = ax(1− x)

であるから

　

O

y

x1

a

l
C

P

Q
H

x

ax

ax2

h =
ax(1− x)√

1 + a2
, HQ =

a2x(1− x)√
1 + a2

,

t = OQ− HQ =
√

1 + a2 x− a2x(1− x)√
1 + a2

=
x + a2x2

√
1 + a2

ゆえに
dt

dx
=

1 + 2a2x√
1 + a2

t 0 −→ √
1 + a2

x 0 −→ 1

求める回転体の体積を V とすると

V = π

∫ √
1+a2

0

h2 dt = π

∫ 1

0

a2x2(1− x)2

1 + a2
·1 + 2a2x√

1 + a2
dx

=
πa2

(1 + a2)
3
2

∫ 1

0

{x2(1− x)2 + 2a2x3(1− x)2}dx

ここで
∫ 1

0

x2(1− x)2 dx =
1

30
，

∫ 1

0

x3(1− x)2 dx =
1

60

よって V =
πa2

(1 + a2)
3
2

(
1

30
+ 2a2· 1

60

)
=

πa2

30
√

1 + a2

解説 (分大 [医]2005) 10

7.120 (1) x2 = y + 1 であるから

V = π

∫ h

0

(y + 1) dy

= π

[
y2

2
+ y

]h

0

= π

(
h2

2
+ h

)

　

O

y

x3

8

1

h
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(2) 容器に水が満たされたときの水の体積は，(1)の結果に h = 8を代入して

V = π

(
82

2
+ 8

)
= 40π

毎秒 2πの割合で注入するので
40π

2π
= 20 (秒後)

(3) t = 6のときの水の体積は 2π × 6 = 12π

このときの水面の高さ hは，(1)の結果から

2π

(
h2

2
+ h

)
= 12π h > 0に注意してこれを解くと h = 4

(1)の結果を tで微分すると
dV

dt
= π(h + 1)

dh

dt

上式に
dV

dt
= 2π，h = 4を代入すると

2π = π(4 + 1)
dh

dt
ゆえに

dh

dt
=

2

5
よって 毎秒

2

5

7.121 (1) π·22·2− 4

3
π·13 =

20π

3
(m3)

(2) 右の図の斜線部分を x軸のまわりに回転させた
立体の体積を V (a)とすると

V (a) = π

∫ 1

a

(1− x2) dx

= π

[
x− x3

3

]1

a

=
π

3
(1− a)2(2 + a)

　

O

y

xa
1

1

よって，求める体積を V とすると

V = π·22·h− V (1− h) = 4πh− π

3
h2(3− h)

=
π

3
(h3 − 3h2 + 12h) (m3)

(3) 条件から
dV

dt
= a (2)の結果から

dV

dh
= π(h2 − 2h + 4)

よって v(h) =
dh

dt
=

dh

dV
·dV

dt
=

dV
dt
dV
dh

=
a

π(h2 − 2h + 4)
(m/s)
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(4) (3)の結果から v(h) =
a

π{(h− 1)2 + 3}

0 < h < 2 より，v(h)は h = 1のとき，最大値
a

3π
(m/s) をとる．

7.122 (1) f(x) = 1 + 2
√

x− x より

f ′(x) =
1√
x
− 1 =

1−√x√
x

f ′′(x) = − 1

2x
√

x

したがって，グラフの増減・凹凸およびグラフの概形は次のようになる．

x 0 · · · 1 · · · 5

f ′(x) + 0 − −
f ′′(x) − − − −
f(x) 1 2 2

√
5− 4

　

O

y

x1

2

1

5

2
√

5− 4

(2) V = π

∫ h

0

(1 + 2
√

x− x)2 dx = π

∫ h

0

(x2 − 4x
√

x + 2x + 4
√

x + 1) dx

= π

[
1

3
x3 − 8

5
x2
√

x + x2 +
8

3
x
√

x + x

]h

0

= π

(
1

3
h3 − 8

5
h2

√
h + h2 +

8

3
h

√
h + h

)

(3) (2)の結果に h = 4を代入すると V =
172π

15
よって t =

172π

15a

V = π

∫ h

0

(1 + 2
√

x− x)2 dx より
dV

dh
= π(1 + 2

√
h− h)2

dV

dt
=

dV

dh

dh

dt
に上式および

dV

dt
= aを代入すると

a = π(1 + 2
√

h− h)2dh

dt

したがって
dh

dt
=

a

π(1 + 2
√

h− h)2

よって，h = 4のとき
dh

dt
=

a

π
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7.123 (1) y = log xより x = eyであるから

V = π

∫ log a

0

x2dy

= π

∫ log a

0

e2ydy

=
π

2

[
e2y

]log a

0

=
π

2
(a2 − 1)

　

O

y

x1 a

log a

y = log x

P
Q

(2) 条件および (1)の結果から

mt =
π

2
(a2 − 1) ゆえに a2 =

2mt

π
+ 1

また，h = log aであるから，上式から

h = log a =
1

2
log a2 =

1

2
log

(
2mt

π
+ 1

)

これを tで微分すると

v =
dh

dt
=

d

dt

{
1

2
log

(
2mt

π
+ 1

)}

=
1

2
×

2m
π

2mt
π

+ 1
=

m

2mt + π

7.124 (1) f(x) = |x2 − a2| =
{

x2 − a2 (−2a 5 x 5 −a, a 5 x 5 2a)

a2 − x2 (−a < x < a)

よって，y = f(x)のグラフは，次のようになる．

O

y

xa−a 2a−2a

3a2

a2

(2) 0 5 x 5 aのとき y = a2 − x2より x2 = a2 − y

a 5 x 5 2aのとき y = x2 − a2より x2 = a2 + y
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よって，求める体積 V は

V = π

∫ a2

0

(a2 + y) dy − π

∫ a2

0

(a2 − y) dy

= π

∫ a2

0

2y dy = π

[
y2

]a2

0

= πa4

(3) 容器が一杯になったときの水の体積は

V + π

∫ 3a2

a2

(a2 + y)dy = πa4 + π

[
a2y +

y2

2

]3a2

a2

= 7πa4

よって T =
7πa4

πa2
= 7a2

(4) 水面の高さが a2になる時間は，(2)の結果から
πa4

πa2
= a2

i) 0 < t 5 a2のとき

πa2t = π

∫ h

0

(a2 + y)dy − π

∫ h

0

(a2 − y)dy

= π

∫ h

0

2y dy = π

[
y2

]h

0

= πh2

ゆえに a2t = h2 すなわち h = a
√

t

ii) a2 < t < T のとき

πa2t = V + π

∫ h

a2

(a2 + y)dy

= πa4 + π

[
a2y +

y2

2

]h

a2

= π

(
−a4

2
+ a2h +

h2

2

)

ゆえに a2t = −a4

2
+ a2h +

h2

2

2a2t + 2a4 = h2 + 2a2h + a4

(h + a2)2 = a2(2t + 2a2)

h > a2に注意して h = a
√

2t + 2a2 − a2

よって h =

{
a
√

t (0 < t 5 a2)

a
√

2t + 2a2 − a2 (a2 < t < T )

579

見
本



(5) v =
dh

dt
であるから v =





a

2
√

t
(0 < t 5 a2)

a√
2t + 2a2

(a2 < t < T )

解説 たとえば，0 5 x 5 2aの範囲で y = |x2 − a2|と x軸で囲まれた部分を y

軸のまわりに 1回転してできる立体の体積 V1は

V1

2π
=

∫ 2a

0

x |x2 − a2| dx

= −
∫ a

0

(x3 − a2x)dx +

∫ 2a

a

(x3 − a2x) dx

ここで x3 − a2xの原始関数の 1つを F (x) =
x4

4
− a2

2
x2とおくと

V1

2π
= F (0) + F (2a)− 2F (a)

= 0 + 2a4 − 2·
(
−a4

2

)
=

5

2
a4

ゆえに V1 = 5πa4

本題の容器の容積は π(2a)2·3a2 − V1 = 12πa4 − 5πa4 = 7πa4

7.125 x = loge(t +
√

t2 + 1)，y =
√

t2 + 1 より

dx

dt
=

1 + t√
t2+1

t +
√

t2 + 1
=

1√
t2 + 1

,
dy

dt
=

t√
t2 + 1

ゆえに

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

=

√(
1√

t2 + 1

)2

+

(
t√

t2 + 1

)2

= 1

よって，求める弧長は
∫ t0

0

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt =

∫ t0

0

dt = t0

7.126 (1) x = r cos θ，y = r sin θを θについて微分すると

dx

dθ
=

dr

dθ
cos θ − r sin θ,

dy

dθ
=

dr

dθ
sin θ + r cos θ

したがって
(

dx

dθ

)2

+

(
dy

dθ

)2

=

(
dr

dθ
cos θ − r sin θ

)2

+

(
dr

dθ
sin θ + r cos θ

)2

=

(
dr

dθ

)2

+ r2

= {f 0(θ)}2 + {f(θ)}2
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(2) f(θ) = sin3 θ

3
を微分すると

f ′(θ) = 3 sin2 θ

3
· 1

3
cos

θ

3
= sin2 θ

3
cos

θ

3

したがって

{f ′(θ)}2
+ {f(θ)}2 =

(
sin2 θ

3
cos

θ

3

)2

+

(
sin3 θ

3

)2

= sin4 θ

3

求める長さを lとすると

l =

∫ π
2

0

√(
dx

dθ

)2

+

(
dy

dθ

)2

dθ

=

∫ π
2

0

√
{f ′(θ)}2 + {f(θ)}2 dθ

=

∫ π
2

0

√
sin4 θ

3
dθ =

∫ π
2

0

sin2 θ

3
dθ =

1

2

∫ π
2

0

(
1− cos

2

3
θ

)
dθ

=
1

2

[
θ − 3

2
sin

2

3
θ

]π
2

0

=
π

4
− 3

8

√
3

7.127 (1) C1とC2の接点をT，α = ∠PBT と
する．C1およびC2上の弧について，(

AT=

(

PT であるから

aθ =
a

4
× α ゆえに α = 4θ

BTの x軸のなす角が θであるから

−→
BP =

a

4
(cos(θ − α), sin(θ − α))

=
a

4
(cos(−3θ), sin(−3θ))

=
a

4
(cos 3θ, − sin 3θ)

　

O

y

x

B

θ

α

P

T

A
a

a

a
2

C1

C2

(2) OB = OT− BT = a− a

4
=

3

4
a，∠AOB = θであるから

−→
OB =

3

4
a(cos θ, sin θ)
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上式および (1)の結果から
−→
OP =

−→
OB +

−→
BP

=
3

4
a(cos θ, sin θ) +

a

4
(cos 3θ,− sin 3θ)

=
a

4
(3 cos θ + cos 3θ, 3 sin θ − sin 3θ)

(3)
−→
OP = (x, y)とおくと，(2)の結果から

dx

dθ
= −3

4
a(sin θ + sin 3θ),

dy

dθ
=

3

4
a(cos θ − cos 3θ)

したがって
(

dx

dθ

)2

+

(
dy

dθ

)2

=
9

8
a2(1− cos 3θ cos θ + sin 3θ sin θ)

=
9

8
a2(1− cos 4θ) =

9

4
a2 sin2 2θ

求める距離を sとすると，
3

2
a| sin 2θ|の周期が π

2
であることに注意して

s =

∫ 2π

0

√(
dx

dθ

)2

+

(
dy

dθ

)2

dθ =

∫ 2π

0

3

2
a| sin 2θ| dθ

= 4

∫ π
2

0

3

2
a sin 2θ dθ =

[
−3a cos 2θ

]π
2

0

= 6a

7.128 (1) x = e−θ cos θ，y = e−θ sin θを θで微分すると

dx

dθ
= −e−θ cos θ − e−θ sin θ = −e−θ(cos θ + sin θ)

dy

dθ
= −e−θ sin θ + e−θ cos θ = −e−θ(sin θ − cos θ)

よって
dy

dx
=

dy

dθ
dx

dθ

=
−e−θ(sin θ − cos θ)

−e−θ(cos θ + sin θ)
=

sin θ − cos θ

cos θ + sin θ

(2) 点 P(x, y)から
y

x
=

e−θ sin θ

e−θ cos θ
= tan θ

ゆえに，線分OPの向きは x軸の正の向きから θだけ回転したもの．

sin θ − cos θ =
√

2 sin
(
θ − π

4

)
， cos θ + sin θ =

√
2 cos

(
θ − π

4

)

上の 2式を (1)の結果に代入すると

dy

dx
=

√
2 sin

(
θ − π

4

)

√
2 cos

(
θ − π

4

) = tan
(
θ − π

4

)
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ゆえに，PのおけるCの接線の向きは x軸の正の向きから θ− π

4
だけ回転

したもの．したがって，OPと PのおけるCの接線のなす角は

θ −
(
θ − π

4

)
=

π

4
よって ∠OPQ =

π

4

(3) (1)の結果から

(
dx

dθ

)2

+

(
dx

dθ

)2

= e−2θ(cos θ + sin θ)2 + e−2θ(sin θ − cos θ)2

= 2e−2θ

したがって，求める曲線Cの長さは

∫ π
2

0

√(
dx

dθ

)2

+

(
dx

dθ

)2

dθ =

∫ π
2

0

√
2e−θ dθ

=
√

2

[
−e−θ

]π
2

0

=
√

2(1 − e`
ı
2 )

7.129 (1) θ = θ(t)とすると f ′(t) = tan θ

これを tで微分すると f ′′(t) =
θ′

cos2 θ

f ′′(t) > 0 であるから θ′ > 0 よって，θ(t)は増加関数である．

(2) PにおけるGの下側の向きの単位法ベクトルは ~n = (sin θ,− cos θ)

−π
2

< θ < π
2
であるから

cos θ =
1√

1 + tan2 θ
, sin θ =

tan θ√
1 + tan2 θ

したがって ~n =

(
f ′(t)√

1 + {f ′(t)}2
,− 1√

1 + {f ′(t)}2

)

−→
OQ =

−→
OP + ~n であるから

−→
OQ =

(
t +

f ′(t)√
1 + {f ′(t)}2

, f(t)− 1√
1 + {f ′(t)}2

)

α(t) = t +
f 0(t)√

1 + {f 0(t)}2
, β(t) = f(t) − 1√

1 + {f 0(t)}2
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(3) L1 =

∫ b

a

√
1 + {f ′(t)}2 dt =

∫ b

a

√
1 + tan2 θ dt =

∫ b

a

dt

cos θ

α(t) = t + sin θ，β(t) = f(t)− cos θ であるから，これを微分して

α′(t) = 1 + cos θ
dθ

dt

β′(t) = f ′(t) + sin θ
dθ

dt
= tan θ + sin θ

dθ

dt
= tan θ

(
1 + cos θ

dθ

dt

)

{α′(t)}2 + {β′(t)}2 = (1 + tan2 θ)

(
1 + cos θ

dθ

dt

)2

=

(
1

cos θ
+

dθ

dt

)2

L2 =

∫ b

a

√
{α′(t)}2 + {β′(t)}2 dt =

∫ b

a

dt

cos θ
+

∫ θ(b)

θ(a)

dθ

よって L2 − L1 =

∫ θ(b)

θ(a)

dθ =

[
θ

]θ(b)

θ(a)

= θ(b) − θ(a)

7.130 (1) 円上の点P(x, y)について，円が角 tだけ回転したとき，円の中心をC，x

軸との接点をTとする．このとき，OT = TP = at であるから

−→
OC =

(
at

a

)

また
−→
CPは，

−→
CTを−tだけ回転したものであるから

−→
CP =

(
cos(−t) − sin(−t)

sin(−t) cos(−t)

)
−→
CT

=

(
cos t sin t

− sin t cos t

)(
0

−a

)
=

(
−a sin t

−a cos t

)

したがって

−→
OP =

−→
OC +

−→
CP

=

(
at

a

)
+

(
−a sin t

−a cos t

)
=

(
a(t− sin t)

a(1− cos t)

)

よって，Pの座標は (a(t − sin t), a(1 − cos t))
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O

y

x

t

a

2a

πa 2πa

P

T

C

at

(2) 求める面積は，右の図の斜線部分
の面積であるから

S =

∫ 2πa

0

y dx

また，x = a(t− sin t) より

　

O

y

x

S

2πa

dx = a(1− cos t)dt ← dx

dt
= a(1− cos t)　

で，xと tの対応は右のようになる．
よって，置換積分法により x 0−→ 2πa

t 0−→ 2π

S =

∫ 2πa

0

y dx =

∫ 2π

0

a(1− cos t)·a(1− cos t) dt

= a2

∫ 2π

0

(1− 2 cos t + cos2 t) dt

= a2

∫ 2π

0

(
1− 2 cos t +

1 + cos 2t

2

)
dt

= a2

[
3

2
t− 2 sin t +

1

4
sin 2t

]2π

0

= 3πa2

(3) 求める曲線Cの長さをLとすると，
dx

dt
= a(1− cos t)，

dy

dt
= a sin t より

L =

∫ 2π

0

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt

=

∫ 2π

0

√
{a(1− cos t)}2 + (a sin t)2 dt =

∫ 2π

0

√
2a2(1− cos t) dt

= 2a

∫ 2π

0

√
sin2 t

2
dt = 2a

∫ 2π

0

sin
t

2
dt = 2a

[
−2 cos

t

2

]2π

0

= 8a

585

見
本



7.131 (1) x = s(t)，y =
1

2
{s(t)}2をそれぞれ tで微分すると

dx

dt
= s′(t),

dy

dt
= s(t)s′(t)

ゆえに，点 Pの速度~vは

~v =

(
dx

dt
,

dy

dt

)
= s′(t)(1, s(t))

s′(t) > 0 に注意して |~v| = s′(t)
√

1 + {s(t)}2

与えられた |~v|の条件により

s′(t)
√

1 + {s(t)}2 =
1√

1 + {s(t)}2

ゆえに s′(t) =
1

1 + {s(t)}2
よって f(x) =

dx

dt
=

1

1 + x2

(2) s′(t) > 0より，s(t)は単調増加関数であるから

s

(
−4

3

)
< s(0) < s

(
4

3

)
ゆえに α < 0 < β · · · 1©

上式および (1)の結果を与えられた等式に適用すると

4

3
=

∫ 0

− 4
3

1

f(x)

dx

dt
dt =

∫ 0

α

(x2 + 1) dx =

[
x3

3
+ x

]0

α

= −α3

3
− α

4

3
=

∫ 4
3

0

1

f(x)

dx

dt
dt =

∫ β

0

(x2 + 1) dx =

[
x3

3
+ x

]β

0

=
β3

3
+ β

ゆえに (α + 1)(α2 − α + 4) = 0, (β − 1)(β2 + β + 4) = 0

1©に注意して α = −1, β = 1

(3) (1)の結果から
d2x

dt2
= f ′(x)

dx

dt

ゆえに g(x) =
d2x

dt2
= f ′(x)f(x)

f(x) =
1

1 + x2
を微分すると f ′(x) = − 2x

(1 + x2)2

したがって g(x) = − 2x

(1 + x2)2
× 1

1 + x2
= − 2x

(1 + x2)3
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g(x) = −2x(1 + x2)−3を微分すると

g′(x) = −2(1 + x2)−3 − 2x·(−3)(1 + x2)−4·2x

=
−2(1 + x2) + 12x2

(1 + x2)4
=

2(5x2 − 1)

(1 + x2)4

(2)の結果から，−1 5 x 5 1における g(x)の増減表は，次のようになる．

x −1 · · · − 1√
5

· · · 1√
5

· · · 1

g′(x) + 0 − 0 +

g(x) 1
4

↗ 25
√

5
108

↘ −25
√

5
108

↗ −1
4

よって，−1 5 x 5 1において，g(x)が最大となる xの値は − 1√
5

7.132 (1)
dy

dt
=

dy

dx
·dx

dt
= ex dx

dt
であるから

~v =

(
dx

dt
,

dy

dt

)
=

(
dx

dt
, ex dx

dt

)
=

dx

dt
(1, ex) · · · 1©

|~v| = 1，
dx

dt
> 0に注意して， 1©の大きさをとると

1 =
dx

dt

√
1 + e2x ゆえに

dx

dt
=

1√
1 + e2x

· · · 2©

2©を 1©に代入して
~v =

1√
1 + e2x

(1, ex) =

(
1√

1 + e2x
,

ex

√
1 + e2x

)
· · · 3©

よって，点 (s, es)における速度ベクトルは

~v =

(
1√

1 + e2s
,

es√
1 + e2s

)

(2) 3©を tについて微分し， 2©を代入すると

~α =
dx

dt

(
− e2x

(1 + e2x)
3
2

,
ex

(1 + e2x)
3
2

)

=
1√

1 + e2x

(
− e2x

(1 + e2x)
3
2

,
ex

(1 + e2x)
3
2

)

=

(
− e2x

(1 + e2x)2
,

ex

(1 + e2x)2

)
· · · 4©

よって，点 (s, es)における加速度ベクトル ~αは

~α =

(
− e2s

(1 + e2s)2
,

es

(1 + e2s)2

)
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(3) 4©より ~α =
ex

(1 + e2x)2
(−ex, 1) であるから

|~α| = ex

(1 + e2x)2

√
(−ex)2 + 12 =

ex

(1 + e2x)
3
2

f(x) = |~α|とおいて，f(x)を微分すると

f ′(x) =
ex(1− 2e2x)

(1 + e2x)
5
2

　
x · · · 1

2
log 1

2
· · ·

f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ 極大 ↘

f ′(x) = 0を解くと e2x =
1

2
すなわち x =

1

2
log

1

2
f(x)の増減は右のようになる．

よって，x = 1
2
log 1

2
(e2x = 1

2
)で極大かつ最大となり，求める最大値は

√
1
2

(
1 + 1

2

) 3
2

=
2
√

3

9

7.133 (1) y = x2より
dy

dt
=

dy

dx
·dx

dt
= 2x

dx

dt
· · · 1©

|~v| = Cより |~v|2 =

(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

= C2 · · · 2©

1©を 2©に代入すると
(

dx

dt

)2

+

(
2x

dx

dt

)2

= C2 ゆえに (1 + 4x2)

(
dx

dt

)2

= C2

dx

dt
> 0であるから

dx

dt
=

C√
1 + 4x2

· · · 3©

1©， 3©から ~v =

(
dx

dt
,

dy

dt

)
=

dx

dt
(1, 2x) =

C√
1 + 4x2

(1, 2x)
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(2) (1)の結果から

d2x

dt2
=

d

dt

(
dx

dt

)
=

d

dt

(
C√

1 + 4x2

)

=
d

dx

(
C√

1 + 4x2

)
·dx

dt

=
−4Cx

(1 + 4x2)
3
2

· C√
1 + 4x2

=
−4C2x

(1 + 4x2)2

d2y

dt2
=

d

dt

(
dy

dt

)
=

d

dt

(
2x

dx

dt

)

= 2
dx

dt
·dx

dt
+ 2x

d2x

dt2

= 2

(
C√

1 + 4x2

)2

+ 2x· −4C2x

(1 + 4x2)2
=

2C2

(1 + 4x2)2

よって ~α =

(
d2x

dt2
,

d2y

dt2

)
=

2C2

(1 + 4x2)2
(−2x, 1)

解説 関数 y = f(x)について，y′ =
dy

dx
，y′′ =

d2y

dx2
とおくと

dy

dt
=

dy

dx
·dx

dt
= y′

dx

dt

(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

= C2より (1 + y′2)
(

dx

dt

)2

= C2

dx

dt
> 0であるから

dx

dt
=

C√
1 + y′2

ゆえに ~v =

(
dx

dt
,

dy

dt

)
=

dx

dt
(1, y′) =

C√
1 + y02

(1, y0)
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d2x

dt2
=

d

dt

(
dx

dt

)
=

d

dt

(
C√

1 + y′2

)

=
d

dx

(
C√

1 + y′2

)
·dx

dt

=
−Cy′y′′

(1 + y′2)
3
2

· C√
1 + y′2

=
−C2y′y′′

(1 + y′2)2

d2y

dt2
=

d

dt

(
dy

dt

)
=

d

dt

(
y′

dx

dt

)

= y′′
dx

dt
·dx

dt
+ y′

d2x

dt2

= y′′
(

C√
1 + y′2

)2

+ y′· −C2y′y′′

(1 + y′2)2
=

C2y′′

(1 + y′2)2

よって ~α =

(
d2x

dt2
,

d2y

dt2

)
=

C2y00

(1 + y02)2
(−y0, 1)

したがって，一定の速度で曲線 y = f(x)上を運動する動点の速度ベクト
ル~vと加速度ベクトル ~αは垂直である．

また，時刻 tを変数とする動点 (x(t), y(t))の速度ベクトル ~vの大きさが
一定であるとき

|~v|2 =

(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

は定数であるから，これを tで微分すると

2
dx

dt

d2x

dt2
+ 2

dy

dt

d2y

dt2
= 0 すなわち

(
dx

dt
,

dy

dt

)
·
(

d2x

dt2
,

d2y

dt2

)
= 0

よって，速度ベクトル~vと加速度ベクトル~α =

(
d2x

dt2
,

d2y

dt2

)
は垂直である．
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(3) 円周上の点Q(x, y)を x = r cos θ，y = r + r sin θとおくと

dx

dt
= −r sin θ

dθ

dt

dy

dt
= r cos θ

dθ

dt
· · · (∗)

|~v| = Cより，|~v|2 =

(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

= C2であるから

(
−r sin θ

dθ

dt

)2

+

(
r cos θ

dθ

dt

)2

= C2 ゆえに
(

dθ

dt

)2

=
C2

r2

上の結果に注意して (∗)を tで微分すると

d2x

dt2
= −r cos θ

(
dθ

dt

)2
d2y

dt2
= −r sin θ

(
dθ

dt

)2

= −C2

r
cos θ = −C2

r
sin θ

ゆえに ~α =

(
d2x

dt2
,

d2y

dt2

)
=

C2

r
(− cos θ,− sin θ) よって |~α| = C2

r

(4) (2)の結果から，原点における Pの加速度は ~α = (0, 2C2)

この点における Pの加速度の大きさは |~α| = 2C2

これと (3)で求めた加速度の大きさが等しいので

C2

r
= 2C2 よって r =

1

2

解説 (4)で求めた円の半径は，放物線 y = x2の原点における曲率円 (接触円)の
半径である．

7.134 (1) 実数 rは特性方程式 (B)の解であるから

anr
n + an−1r

n−1 + · · ·+ a1r + a0 = 0

両辺に erxを掛けると

anr
nerx + an−1r

n−1erx + · · ·+ a1re
rx + a0e

rx = 0

an(erx)(n) + an−1(e
rx)(n−1) + · · ·+ a1(e

rx)(1) + a0e
rx = 0

よって，関数 y = erxは方程式 (A)を満たす．
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(2) n次方程式 (B)が実数 rを k重解にもつから，n−k次多項式Q(t)を用いて

antn + an−1t
n−1 + · · ·+ a1t + a0 = (t− r)kQ(t) · · · (∗)

とおける．この両辺を tで微分すると

nant
n−1 + (n− 1)an−1t

n−2+ · · ·+ 2a2t + a1

= k(t− r)k−1Q(t) + (t− r)kQ′(t)

= (t− r)k−1{kQ(t) + (t− r)Q′(t)}

よって，次の方程式は，rを k − 1重解にもつ．

nantn−1 + (n− 1)an−1t
n−2 + · · ·+ 2a2t + a1 = 0

(3) yj = xjerxより，yj = xyj−1であるから，ライプニッツの公式を用いて微
分すると

y
(n)
j = (xyj)

(n) =
n∑

k=0

nCkx
(n−k)yj−1

(k)

=
n∑

k=n−1

nCkx
(n−k)yj−1

(k) = nyj`1
(n`1) + xyj`1

(n)

解説 ライプニッツの公式

{f(x)g(x)}(n) =
n∑

k=0

nCkf
(n−k)(x)g(k)(x)

証明は，数学的帰納法により示すことができる．

(4) (∗)のQ(t)を，定数 bi(i = 0, 1, 2, · · · , n− k)を用いて (bn−k = an)

Q(t) =
n−k∑
i=0

bit
i

とおくと，(∗)から

antn + an−1t
n−1 + · · ·+ a1t + a0 =(t− r)kQ(t)

=
k∑

j=0

kCjt
k−j(−r)j

n−k∑
i=0

bit
i

=
n−k∑
i=0

bi

k∑
j=0

kCj(−r)jtk+i−j
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上式から

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y =

n−k∑
i=0

bi

k∑
j=0

kCj(−r)jy(k+i−j)

ここで z =
k∑

j=0

kCj(−r)jy(k−j)とおくと

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y =

n−k∑
i=0

biz
(i)

このとき，微分方程式

any(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a1y

′ + a0y = 0 · · · (∗∗)
は，次のようになる．

b0z + b1z
′ + b2z

′′ + · · ·+ bn−kz
(n−k) = 0

したがって，z = 0は微分方程式 (∗∗)の解の 1つであるから

k∑
j=0

kCj(−r)jy(k−j) = 0

e−rx

k∑
j=0

kCj(−r)jy(k−j) = 0

k∑
j=0

kCjy
(k−j)(e−rx)(j) = 0

ゆえに，ライプニッツの公式により

(ye−rx)(k) = 0

上式の両辺を k回積分すると，右辺は xの k − 1次式になるので

ye−rx = c0 + c1x + c2x
2 + · · ·+ ck−1x

k−1

となる (cjは定数 (j = 0, 1, 2, · · · , k − 1))．

したがって，次式は微分方程式 (∗∗)の解の 1つである．

y = (c0 + c1x + c2x
2 + · · ·+ ck−1x

k−1)erx

よって，xjerx (j = 0, 1, 2, · · · , k − 1)は，(∗∗)をみたす．
解説 (分大 [医]2010) 9
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