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はじめに

2014年に開催された第 68回九州算数・数学教育研究 (熊本)大会で研究発表者 (熊
本県数学部会)より九州地区国立大学の入試問題を分析した大学入試問題集の作成に
向けた取り組みが報告されました．この報告に対し多くの先生方からご賛同を頂き

『大学受験　数学 I・A・II・B』 『大学受験　数学 III』

が作成されました．
また，情報化に対応するため，本書および解答集の電子文書化 (PDF)を推進し，

携帯端末やパソコンでの操作に対応した電子書籍も作成されました．

本書の編集にあたり，以下の点に留意しました．

1. 本書に掲載した問題は，九州大学・九州工業大学・福岡教育大学・佐賀大学・
長崎大学・熊本大学・大分大学・宮崎大学・鹿児島大学・琉球大学の全学部全
学科過去 16年分 (2001-2016)の一般前期試験問題から厳選しました．

2. 本書は，系統的な問題配置を行うと共に，難易度を問題ごとに「基本」「標準」
「応用」「発展」として明示しました．頻出問題については，□□を付けて繰り
返し確認できるように配慮しました．

3. 本書に掲載した問題を含め，上記10大学の全学部全学科過去16年分 (2001-2016)

の一般前期試験問題および解答を次のサイトから入手することもできます．

http://kumamoto.s12.xrea.com/ruihi.html

また，本書に関する最新情報は，同サイトに掲載しています．

平成 28年 5月　編者
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第 1 章 数と式（数学I）

1.1 数の計算
□□ 1.1 a2(y − b)− (a + b)xy + ab(x + y) + b2(x− a)を因数分解せよ．

(福岡教育大学 2004) 5

1.2 実数
□□ 1.2 αが無理数であり，a，bが有理数であるとき，

a + bα = 0 ならば a = b = 0

であることを証明せよ． (福岡教育大学 2011) 1

□□ 1.3 次の計算は誤りである． 1©から 6©の等号の中で誤っているものをすべて
あげ，誤りと判断した理由を述べよ． (宮崎大学 2006) 2

8 =
√

64 =
√

26 =
√

(−2)6 =
√

((−2)3)2 = (−2)3 = −8
1© 2© 3© 4© 5© 6©

□□ 1.4 a =
1 +

√
5

2
，b =

1−√5

2
とするとき，

a3 + b3, a6 + b6

の値を求めよ． (宮崎大学 2001) 9

□□ 1.5
2√

3− 1
の整数部分を a，小数部分を bとする．このとき，a2 + ab + b2と

1

a− b− 1
− 1

a + b + 1
の値を求めよ． (琉球大学 2011) 5

1
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2 第 1章 数と式（数学 I）

標準 1.6 次の問に答えよ． (佐賀大学 2013) 7

(1) a +
1

a
= b +

1

b
が成り立つとき，aを bを用いて表せ．

(2) x +
1

x
=

y

8
+

8

y
=

x

y
+

y

x
をみたす実数 x，yの組をすべて求めよ．

標準 1.7 次の問いに答えよ． (九大 [文]2001) 4

(1) 自然数 a，bが互いに素であるとはどういうことか．

(2) 自然数 a，bが互いに素であるなら a2，b2は互いに素であることを示せ．

(3) nを自然数とする．もしも
√

nが有理数ならば，
√

nは自然数であることを示
せ．ただし，有理数とは分母と分子がともに整数で表される分数のことである．

(4) nが自然数のとき，
√

n，
√

n + 1，
√

n + 2のうち少なくとも 2つは無理数であ
ることを示せ．

応用 1.8 多項式 f(x) = x4 − x3 + cx2 − 11x + dについて，f(1 +
√

2) = 0が成り立
つとする．ここで，c，dは有理数とする．次の問いに答えよ． (佐賀大学 2011) 2

(1) S = {a +
√

2b | a, bは有理数 }とする．集合 Sの元 z = a +
√

2b (ただし，a，
bは有理数)に対して，j(z) = a−√2bと定義する．Sの任意の元 z，wに対し
て，j(z + w) = j(z) + j(w)および j(zw) = j(z)j(w)が成り立つことを示せ．

(2) (1)を用いて，Sの元 zが f(z) = 0を満たせは，f(j(z)) = 0が成り立つことを
示せ．このことを用いて，f(1−√2) = 0を示せ．

(3) 有理数 c，dを求め，f(x)を有理数の範囲で因数分解せよ．

1.3 集合と命題
□□ 1.9 x2− 9x + 14 > 0を満たさない整数 xで，3の倍数でないものをすべて求め
よ． (鹿児島大学 2012) 1

□□ 1.10 実数 x，yに関する次の各命題の真偽を述べよ．真ならば証明し，偽なら
ば反例をあげよ． (鹿児島大学 2009) 1

(1) x = yならば x2 = y2である．

(2) x = 0，y = 0，x2 = y2ならば x = yである．見
本
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1.3. 集合と命題 3

□□ 1.11 正の実数 x，yに関する次の各命題の真偽を述べよ．また，真ならば証明
し，偽ならば反例をあげよ． (鹿児島大学 2014) 1

(1) xが無理数かつ yが有理数ならば，その和 x + yは無理数である．

(2) xが無理数かつ yが無理数ならば，その和 x + yは無理数である．

□□ 1.12 正の実数 aに関する次の各命題の真偽を述べよ．また，真ならば証明し，
偽ならば反例をあげよ． (鹿児島大学 2010) 1

(1) aが自然数ならば
√

aは無理数である．

(2) aが無理数ならば
√

aも無理数である．

□□ 1.13 a，bを実数とする．命題「ab = 0ならば，a = 0かつ b = 0」の逆と対偶
を書き，それぞれの真偽を答えよ． (鹿児島大学 2013) 1

□□ 1.14 次の (1)，(2)に答えよ． (鹿児島大学 2013) 2

(1) m，nが自然数ならば，
m

n
6= √

2である．このことを証明せよ．

(2) p，qが自然数ならば，
√

2は
p

q
と

2q

p
の間にある．

すなわち，
p

q
<
√

2 <
2q

p
または

2q

p
<
√

2 <
p

q
が成り立つ．

このことを証明せよ．

基本 1.15 次の命題の真偽を述べよ．また，その命題が真である場合には証明し，偽
である場合には反例をあげよ． (福岡教育大学 2007) 2

(1) abが無理数ならば，aと bの少なくとも一方は無理数である．

(2) aが有理数，bが無理数ならば，a + b，abはともに無理数である．

(3) nを正の整数とし，f(n) = 2n + 3nとする．このとき，f(2n− 1)は 5の倍数と
なる．

基本 1.16 次の命題について，真ならば証明し，偽ならば反例をあげよ．

(1) 有理数と有理数の和は有理数である． (佐賀大学 2007) 8

(2) 無理数と無理数の和は無理数である．

(3) 無理数と無理数の積は無理数である．

(4) 無理数の無理数乗は無理数である．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2007.pdf


4 第 1章 数と式（数学 I）

基本 1.17 a，b，cを奇数とする．xについての 2次方程式 ax2 + bx + c = 0に関し
て，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2003) 3

(1) この 2次方程式が有理数の解
q

p
をもつならば，pと qはともに奇数であること

を背理法で証明せよ．ただし
q

p
は既約分数とする．

(2) この 2次方程式が有理数の解を持たないことを (1)を利用して証明せよ．

基本 1.18
√

2は x2 = 2を満たす正の実数 xを表したものである．このことを用い
て，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2005) 12

(1)
√

2は 1.4 · · · と無限に続く小数で表される．そこで，√2の小数第 2位の値が 1

であることを確かめよ．

(2) nを自然数とするとき，n2が偶数ならば，nは偶数であることを示せ．

(3) (2)を利用して，
√

2は有理数でないことを示せ．ただし，有理数は最大公約数
が 1である 2つの整数 a，b (b 6= 0)を用いて

a

b
と表すことができる実数である．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2005.pdf


第 2 章 2次関数（数学I）

2.1 2次方程式・不等式
□□ 2.1 連続する 3つの自然数 a，b，cがあり，それらは a2 + b2 = c2，a < b < c

をみたすとする．このような a，b，cはただ 1組しかないことを示せ．
(福岡教育大学 2012) 5

基本 2.2 次の問に答えよ． (佐賀大学 2014) 8

(1) 0以上の整数 nに対して，2次方程式 x2 + 2(n − 5)x + n2 − n = 0が実数解を
もつとする．このとき，nの値をすべて求めよ．

(2) 二桁の自然数で，一の位の数と十の位の数の和の 2乗がもとの二桁の自然数に
なるような数をすべて求めよ．

基本 2.3 aを実数とする．2次方程式 x2− 2ax + a +
1

4
= 0について，次の問いに答

えよ． (琉球大学 2001) 1

(1) 実数解をもつとき，aの値の範囲を求めよ．

(2) 2つの解の差が 1であるとき，aの値の範囲を求めよ．

(3) すべての解が 1より大きい実数であるとき，aの値の範囲を求めよ．

5

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2001.pdf


6 第 2章 2次関数（数学 I）

2.2 2次関数の最大・最小
基本 2.4 関数

f(x) = ax2 + 2x +
1

a
− 2

について，以下の問に答えよ．ただし，aは定数で，a > 1とする．

(1) f(x) > 0を満たす xの範囲を求めよ． (佐賀大学 2006) 1

(2) y = f(x)のグラフをかけ．

(3) −2 5 x 5 1において，y = f(x)の最大値m(a)を求めよ．

応用 2.5 a，b，cを定数とし，a > 0とする．f(x) = ax2 + bx + cとおく．実数 pに
対し，xの関数 px− f(x)の最大値を g(p)とおく． (九大 [文]2003) 3

(1) 2つの関数 y = f(x)と y = g(x)が一致するとき，f(x)を求めよ．

(2) 実数 xに対し，pの関数 xp− g(p)の最大値を h(x)とおく．h(x)を求めよ．

(3) 直線 y = px + qが点 (t, f(t))で y = f(x)のグラフに接するための必要十分条
件は g(p) = pt− f(t)かつ q = −g(p)であることを示せ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2003.pdf


第 3 章 図形と計量（数学I）

3.1 三角比
□□ 3.1 0◦ 5 θ 5 180◦のとき，次の不等式を解け． (福岡教育大学 2001) 5

−1 5 tan θ 5 1√
3

3.2 正弦定理・余弦定理
基本 3.2 次の問いに答えよ． (佐賀大学 2008) 8

(1) 鋭角三角形ABCの外接円の半径をRとし，頂点A，B，Cに向かい合う辺の
長さを a，b，cとおく．このとき，

a

sin A
=

b

sin B
=

c

sin C
= 2R

を証明せよ．

(2) 45◦，60◦，75◦を内角にもつ三角形を利用して，sin 75◦の値を求めよ．

基本 3.3 4ABCの 3辺の長さがAB = 6，BC = 5，CA = 4であるとき，次の問い
に答えよ． (琉球大学 2013) 6

(1) cos ∠BACを求めよ．

(2) ∠BACの二等分線と辺BCの交点を Lとする．線分ALの長さを求めよ．

3.3 三角形の面積
□□ 3.4 三角形の 3辺の長さ a，b，cの比が a : b : c = 7 : 6 : 5であり，面積が 12

√
6

のとき，aの値を求めよ． (鹿児島大学 2011) 1

7

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2011.pdf


8 第 3章 図形と計量（数学 I）

基本 3.5 4ABCにおいて，∠B = 45◦，∠C = 75◦，BC = 3のとき，次の問いに答
えよ． (福岡教育大学 2008) 6

(1) 4ABCの面積を求めよ．

(2) 辺BC上に点DをBD = 1となるようにとる．このとき，4ABCと4DACが
相似となることを証明せよ．

基本 3.6 右図のような四角形において，対角線
の長さを l，m，対角線のなす角を θとする．次
の問いに答えよ． (佐賀大学 2007) 7

　

θ
m

l
(1) 四角形の面積 Sを l，m，θを用いて
表せ．

(2) 対角線の長さの和が k(定数)となる
四角形の中で，その面積が最大とな
るものの面積を求めよ．

3.4 平面図形への応用

基本 3.7 4ABCは，tan A =
4

3
，BC = 6を満たしているものとする．ただし，A =

∠BACとする． (琉球大学 2008) 6

(1) sin Aおよび cos Aの値をそれぞれ求めよ．

(2) 4ABCの外接円の半径を求めよ．

(3) 4ABCの面積の最大値と，そのときの辺ABの長さを求めよ．

基本 3.8 円に内接する五角形 ABCDEにおいて，AB = 7，BC = 3，CD = 5，
DE = 6，∠BCD = 120◦とする．以下の問に答えよ． (佐賀大学 2006) 5

(1) BDの長さを求めよ．

(2) ∠BADの大きさを求めよ．

(3) AEの長さを求めよ．

基本 3.9 二等辺三角形ABCにおいて∠BAC = 120◦，AB = AC = 1とする．辺BC

上に点Dをとり，ADを一辺とする正三角形ADEをつくるとき，次の問いに答えよ．
(熊大 [文]2002) 1

(1) BD : DC = m : nとするとき，正三角形ADEの面積をm，nで表せ．

(2) 二等辺三角形ABCの面積が正三角形ADEの面積の 3倍になるとき，m : nを
求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2002.pdf


3.4. 平面図形への応用 9

標準 3.10 3辺の長さがそれぞれ
√

x2 − 2x，4− x，2で表される三角形がある．長
さ
√

x2 − 2xの辺は他の 2辺より短くないとする．このとき，次の問いに答えよ．
(九大 [文]2007) 4

(1) このような三角形が描けるための xの満たす範囲を求めよ．

(2) この三角形の最短の辺と向かい合った角の大きさを θとするとき，cos θを xを
用いて表せ．

(3) xが (1)で求めた範囲にあるときの cos θの最小値と，その最小値を与える xの
値を求めよ．

標準 3.11 三角形 ABCの 3辺の長さを a = BC，b = CA，c = ABとする．実数
t = 0を与えたとき，Aを始点としBを通る半直線上にAP = tcとなるように点Pを
とる．次の問いに答えよ． (九大 [文]2010) 1

(1) CP2を a，b，c，tを用いて表せ．

(2) 点 PがCP = aを満たすとき，tを求めよ．

(3) (2)の条件を満たす点Pが辺AB上にちょうど 2つあるとき，∠Aと∠Bに関す
る条件を求めよ．

標準 3.12 四角形ABCDにおいて，

AB = a, BC = b, CD = c, DA = d, AC = x, BD = y

とする．以下の問いに答えよ． (熊大 [文]2011) 1

(1) cos A，cos B，cos C，cos Dを a，b，c，d，x，yを用いて表せ．

(2) 四角形ABCDが円に内接するとき，

xy = ac + bd

が成り立つことを示せ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2011.pdf


10 第 3章 図形と計量（数学 I）

3.5 問題研究

3.5.1 ブラマーグプタの公式

9ページの 3.12(熊大 [文]2011)で出題された円に内接する四角形ABCD関する定
理 (トレミーの定理)を含め，いくつかの公式を以下にまとめた．
¶ ³
円に内接する四角形ABCDにおいて，

AB = a, BC = b, CD = c, DA = d,

AC = x, BD = y

とすると，次が成り立つ．

　

y
x

A
D

B C

a

b

c

d

E

(1) cos A =
d2 + a2 − b2 − c2

2(da + bc)
， cos B =

a2 + b2 − c2 − d2

2(ab + cd)

(2) x2 =
(ac + bd)(ad + bc)

ab + cd
， y2 =

(bd + ca)(ba + cd)

bc + da

(3) xy = ac + bd (トレミーの定理) 　

(4) 2s = a + b + c + dとすると，四角形ABCDの面積を S，外接円の半径をR

とすると (ブラマーグプタの公式)

S =
√

(s− a)(s− b)(s− c)(s− d)

R =

√
(ab + cd)(ac + bd)(ad + bc)

4S

(5) ACとBDの交点を Eとするとき

EA : EB : EC : ED = da : ab : bc : cd

(6) θ = ∠AEDとするとき

cos θ =
a2 + c2 − b2 − d2

2(ac + bd)
µ ´見
本



3.5. 問題研究 11

解答 (1) 余弦定理により

y2 = d2 + a2 − 2da cos A

y2 = b2 + c2 − 2bc cos C

このとき，cos C = − cos Aであるから

d2 + a2 − 2da cos A = b2 + c2 + 2bc cos A

　

y
x

A
D

B C

a

b

c

d

よって cos A =
d2 + a2 − b2 − c2

2(da + bc)

上式から cos B =
a2 + b2 − c2 − d2

2(ab + cd)

補足 cos Bは cos Aの結果を a → b, b → c, c → d, d → aとすればよい．

(2) 余弦定理により x2 = a2 + b2 − 2ab cos B

これに (1)の結果を代入すると

x2 = a2 + b2 − 2ab× a2 + b2 − c2 − d2

2(ab + cd)
=

(ac + bd)(ad + bc)

ab + cd

上式から y2 =
(bd + ca)(ba + cd)

bc + da

(3) (2)の結果から x2y2 = (ac + bd)2 よって xy = ac + bd

(4) (1)の結果から

1 + cos A =
(a + d)2 − (b− c)2

2(ad + bc)
=

(a + b− c + d)(a− b + c + d)

2(ad + bc)

1− cos A =
−(a− d)2 + (b + c)2

2(ad + bc)
=

(a + b + c− d)(−a + b + c + d)

2(ad + bc)

したがって sin2 A = (1 + cos A)(1− cos A)

=
(2s− 2a)(2s− 2b)(2s− 2c)(2s− 2d)

4(ad + bc)2

=
4(s− a)(s− b)(s− c)(s− d)

(ad + bc)2

sin A = sin Cより S =
1

2
ad sin A +

1

2
bc sin C =

1

2
(ad + bc) sin A

=
1

2
(ad + bc)× 2

√
(s− a)(s− b)(s− c)(s− d)

ad + bc

=
√

(s− a)(s− b)(s− c)(s− d)

見
本
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y =

√
(ab + cd)(ac + bd)

ad + bc
，sin A =

2S

ad + bc
であるから，正弦定理により

R =
y

2 sin A
=

√
(ab + cd)(ac + bd)(ad + bc)

4S

(5) 4EDA 4ECB より EA : EB = ED : EC = d : b

4EAB 4EDC より EA : ED = EB : EC = a : c

よって EA : EB : EC : ED = da : ab : bc : cd

(6) (2)，(3)，(5)の結果から

AE2 =

(
ad

ad + bc
x

)2

=
a2d2

(ad + bc)2
× (ac + bd)(ad + bc)

ab + cd
=

a2d2(ac + bd)

(ad + bc)(ab + cd)
,

ED2 =

(
cd

ab + cd
y

)2

=
c2d2

(ab + cd)2
× (ab + cd)(ac + bd)

ad + bc
=

c2d2(ac + bd)

(ad + bc)(ab + cd)
,

AE·ED =
ad

ad + bc
x× cd

ab + cd
y =

acd2xy

(ad + bc)(ab + cd)
=

acd2(ac + bd)

(ad + bc)(ab + cd)

これらを 2AE·ED cos θ = AE2 + ED2 − d2に代入して整理すると

2acd2(ac + bd)

(ad + bc)(ab + cd)
cos θ =

acd2

(ad + bc)(ab + cd)
(a2 + c2 − b2 − d2)

よって cos θ =
a2 + c2 − b2 − d2

2(ac + bd)

(4)の別解 (6)の結果から

1 + cos θ =
(a + c)2 − (b− d)2

2(ac + bd)
=

(a− b + c + d)(a + b + c− d)

2(ac + bd)

1− cos θ =
(b + d)2 − (a− c)2

2(ac + bd)
=

(−a + b + c + d)(a + b− c + d)

2(ac + bd)

2s = a + b + c + d であるから

sin2 θ = (1 + cos θ)(1− cos θ)

=
(2s− 2a)(2s− 2b)(2s− 2c)(2s− 2d)

4(ac + bd)2

=
4(s− a)(s− b)(s− c)(s− d)

(ac + bd)2

したがって，求める面積 Sは

S =
1

2
xy sin θ =

1

2
(ac + bd)× 2

√
(s− a)(s− b)(s− c)(s− d)

ac + bd

=
√

(s− a)(s− b)(s− c)(s− d)

見
本



3.5. 問題研究 13

補足 たとえば，(1)，(6)から得られた

cos ∠ABC =
a2 + b2 − c2 − d2

2(ab + cd)

cos ∠BEC =
a2 + c2 − b2 − d2

2(ac + bd)

の符号から，これらの角の大きさに関する次
の性質が分かる．

　 A
D

B C

a

b

c

d

E

i)





∠ABCが鋭角 ⇐⇒ a2 + b2 > c2 + d2

∠ABCが直角 ⇐⇒ a2 + b2 = c2 + d2

∠ABCが鈍角 ⇐⇒ a2 + b2 < c2 + d2

ii)





∠BECが鋭角 ⇐⇒ a2 + c2 > b2 + d2

∠BECが直角 ⇐⇒ a2 + c2 = b2 + d2

∠BECが鈍角 ⇐⇒ a2 + c2 < b2 + d2

d = 0とすると，四角形ABCDは三角形ABCに退化し，∠ABC = B，

∠BEC = Aとなり，cos B，cos Aは余弦定理に一致する．

また，i)，ii)から，三角形ABCにおける関係式を得る．

同様に，ブラマーグプタの公式

S =
√

(s− a)(s− b)(s− c)(s− d) (2s = a + b + c + d)

において，d = 0とすると，次のヘロンの公式を得る．

S =
√

s(s− a)(s− b)(s− c) (2s = a + b + c)

見
本
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センター本試験 2011から¶ ³

点Oを中心とする円の円周上に 4点A，B，C，Dがこの順にある．四角形ABCD

の辺の長さは，それぞれ

AB =
√

7, BC = 2
√

7, CD =
√

3, DA = 2
√

3

とする．∠ABC = θ，AC = xとするとき，cos θ，x，円 Oの半径 R，四角形
ABCDの面積 S

µ ´

解答 a =
√

7，b = 2
√

7，c =
√

3，d = 2
√

3とおくと

ab + cd = 20, ac + bd = 5
√

21,

ad + bc = 4
√

21, a2 + b2 − c2 − d2 = 20

したがって

cos θ =
a2 + b2 − c2 − d2

2(ab + cd)
=

20

2·20
=

1

2

x =

√
(ac + bd)(ad + bc)

ab + cd
=

√
5
√

21·4√21

20
=

√
21

2s =
√

7 + 2
√

7 +
√

3 + 2
√

3より，s =
3

2
(
√

7 +
√

3)であるから

s− a =
1

2
(3
√

3 +
√

7), s− b =
1

2
(3
√

3−
√

7),

s− c =
1

2
(3
√

7 +
√

3), s− d =
1

2
(3
√

7−
√

3)

したがって (s− a)(s− b) = 5，(s− c)(s− d) = 15

よって S = 5
√

3

また
√

(ab + cd)(ac + bd)(ad + bc) =
√

20·5√21·4√21 = 20
√

21

よって R =

√
(ab + cd)(ac + bd)(ad + bc)

4S
=

20
√

21

4·5√3
=

√
7見
本



第 4 章 データの分析（数学I）

□□ 4.1 変量 xの値が x1，x2，x3のとき，その平均値を xとする．分散 s2を

1

3
{(x1 − x)2 + (x2 − x)2 + (x3 − x)2}

で定義するとき，s2 = x2 − (x)2となることを示せ．ただし x2は x1
2，x2

2，x3
2の平

均値を表す． (琉球大学 2016) 5

標準 4.2 1つのさいころを 3回投げる．1回目に出る目の数，2回目に出る目の数，3

回目に出る目の数をそれぞれX1，X2，X3とし，5つの数

2, 5, 2−X1, 5 + X2, X3

からなるデータを考える．以下の問いに答えよ． (熊大 [文]2016) 2

(1) データの範囲が 7以下である確率を求めよ．

(2) X3がデータの中央値に等しい確率を求めよ．

(3) X3がデータの平均値に等しい確率を求めよ．

(4) データの中央値と平均値が一致するとき，X3が中央値に等しい条件付き確率
を求めよ．

15
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第 5 章 場合の数と確率（数学A）

5.1 場合の数
□□ 5.1 0，1，2，3，4，5の数字が 1つずつ記入された 6枚のカードが入っている
箱から 1枚ずつ 3枚のカードを取り出し，左から並べて自然数 nを作るとき，次の
(1)，(2)に答えよ．ただし，例えば 012は 12を表すものとする．

(1) nが 3桁の自然数になるのは何通りか． (福岡教育大学 2014) 1

(2) 3桁の自然数 nを作った後，箱の中に残っている 3枚のカードを左から並べて
3桁の自然数mを作るとき，n + m = 555となる nは何通りか．

□□ 5.2 −2 5 m < 2かつ−2 < n 5 2であるような整数の組 (m, n)のうち，条件
「1 5 mまたは n < 0」を満たすものの個数を求めよ． (鹿児島大学 2008) 1

□□ 5.3 KADAIという語の 5文字を並べて得られる順列のうち，2つの Aが隣り
合わないものの総数を求めよ． (鹿児島大学 2012) 1

□□ 5.4 SATTUNという 6文字を並べかえて得られる順列のうち，最初が子音文字
になるものの総数を求めよ． (鹿児島大学 2015) 1

□□ 5.5 1，2，3，4，5の 5種類の数字を，同じ数字を繰り返し用いることを許し
て 3桁の整数をつくるとき，各位の数字の和が 3の倍数になる整数は何個あるか．

(鹿児島大学 2009) 1

□□ 5.6 正方形の各辺を n等分した点から向かい合う辺に垂線を下ろす．このとき，
正方形の 4つの辺とこれらの垂線を利用してできる長方形のうち，正方形でないも
のの個数を nを用いて表せ． (福岡教育大学 2016) 1

基本 5.7 6個の文字A，B，C，D，E，Fを 1列に並べて文字列をつくる．このとき，
次の問いに答えなさい． (大分大学 2009) 1

(1) 文字列の並べ方は全部で何通りあるか．

(2) 文字AとBが隣り合う並べ方は何通りあるか．

(3) 文字AとBの間に他の文字が 1個以上入るような並べ方は何通りあるか．

17
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http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2014.pdf
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18 第 5章 場合の数と確率（数学A）

基本 5.8 6個の数字 1，2，3，4，5，6から重複を許して 4個を取り出し，それらを
並べて 4桁の整数をつくる．千の位，百の位，十の位，一の位の数字を，それぞれ，
a，b，c，dとおく．次のような整数は，それぞれ何通りできるか．

(佐賀大学 2001) 7

(1) a < d

(2) a < b 5 c < d

基本 5.9 右上の図のような，縦方向に 5行，横方向に 5列の合計 25個のマス目から，
異なる 5個のマス目を選んでマス目に○をつける．以下の問いに答えよ．

(九工大 [情]2013) 4

(1) すべての列に○がついているようなマス目の選び方の総
数を求めよ．

　

(2) すべての行と列に○がついているようなマス目の選び方
の総数を求めよ，

(3) ○のついている列が 2列，○のついていない列が 3列に
なるようなマス目の選び方の総数を求めよ．

(4) 右下の図のように，右上のマス目が選ばれて○がついて
おり，かつ，×がついた対角線上のマス目を選んで○を
つけることができないものとする．このとき，すべての
行と列に○がついているようなマス目の選び方の総数を
求めよ．

基本 5.10 1から 9までの数字が 1つずつ書かれた 9個の玉があり，これらのうち，
1，2，3が書かれた玉をそれぞれ玉 1，玉 2，玉 3と呼ぶ．以下の問いに答えよ．

(九工大 [情]2015) 4

(1) 9個の玉から 3個を選んで 1つの箱に入れる．この入れ方は何通りあるか．

(2) (1)の入れ方のうち，箱に，玉 1と玉 2がいっしょに含まれず，玉 1と玉 3も
いっしょに含まれないものは何通りあるか．

(3) 9個の玉を区別できない 3つの箱に分けて入れる．ただし，各箱にはそれぞれ
3個ずつの玉を入れるものとする．この入れ方は何通りあるか．

(4) (3)の入れ方のうち，どの箱にも，玉 1と玉 2がいっしょに含まれず，玉 1と玉
3もいっしょに含まれないものは何通りあるか．見
本
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基本 5.11 1，2，3，4を重複を許して並べてできる数について，次の問いに答えな
さい． (大分大学 2008) 6

(1) 各けたの数の和が 6となる 5けたの数の個数を求めよ．

(2) 各けたの数の和が 7となる 5けたの数の個数を求めよ．

(3) 各けたの数の和が k + 3となる kけたの数の個数を求めよ．

基本 5.12 10個のアルファベットの大文字A，B，C，D，E，F，H，I，O，Xを重複
を許して並べてできる 5文字の順列を 1枚のカードに 1つずつ書くとする．なお，文
字H，I，O，Xは上下を逆さまにしてもそれぞれH，I，O，Xと読めるので，これら
の文字で書かれた 5文字の順列はカードごと上下を逆さまにすると，i = 1, 2, 3, 4, 5

に対して i番目の文字がもとの 6− i番目の文字に対応する 5文字の順列が書かれた
カードとして使えるとする．例えば，HIOXXと書かれたカードは上下を逆さかにし
て，XXOIHと書かれたカードとしても使える．しかし，ABEIFと書かれたカード
は上下を逆さまにすると 5文字の順列を表すカードとしては使えない．このとき，次
の問に答えよ． (佐賀大学 2014) 3

(1) 上下を逆さまにして読んでも同じ順列を表すカードの総数を求めよ．

(2) 上下を逆さまにして読むと異なる順列を表すカードの総数を求めよ．

(3) 上下を逆さまにすることにより 1枚のカードを 2度まで使うことを許すとする．
すべての順列を書くためには，最小限で何枚のカードが必要か．

標準 5.13 次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2007) 3

(1) 10桁の自然数で，各桁の数の合計がちょうど 3になるものはいくつあるか．

(2) 10桁以下の自然数で，各桁の数の合計がちょうど 4になるものはいくつあるか．

(3) 右から読んでも左から読んでも同じ数になる自然数を「回文数」と呼ぶ．例え
ば 1233321，467764は回文数であるが，12333210は回文数ではない．10桁以
下の自然数の中に回文数はいくつあるか．

標準 5.14 正の整数Aに対して，つぎの条件 (i)，(ii)をみたす整数の組 (a, b)の総
数をN(A)と表わす． (分大 [医]2008) 7

(i) a < b

(ii) aと bの最小公倍数はAである．

(1) N(105)を求めよ．

(2) N(2310)を求めよ．
見
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応用 5.15 n = 4とする。(n−4)個の 1と 4個の−1からなる数列ak (k = 1, 2, · · · , n)

を考える。以下の問いに答えよ。 (熊大 [医]2012) 1

(1) このような数列 {ak}は何通りあるか求めよ．
(2) 数列 {ak}の初項から第 k項までの積を bk = a1a2 · · · ak (k = 1, 2, · · · , n)とお
く．b1 + b2 + · · ·+ bnがとり得る値の最大値および最小値を求めよ．

(3) b1 + b2 + · · ·+ bnの最大値および最小値を与える数列 {ak}はそれぞれ何通りあ
るか求めよ．

5.2 確率

5.2.1 サイコロ

□□ 5.16 4個のさいころを同時に投げるとき，3の倍数の目のみが出る確率を求め
よ． (鹿児島大学 2014) 1

□□ 5.17 3個のさいころを同時に投げるとき，3個の目の積が 3の倍数である確率
を求めよ． (鹿児島大学 2013) 1

□□ 5.18 4個のさいころを同時に投げるとき，目の和が 7になる確率を求めよ．
(鹿児島大学 2010) 1

基本 5.19 大小 2つのサイコロを投げて，大きいサイコロの目の数を a，小さいサイ
コロの目の数を bとする．次の問いに答えよ． (熊大 [文]2006) 1

(1) 関数 y = ax2 + 2x− bの最小値が−5より小さくなる確率を求めよ．

(2) 関数 y = ax2 + 2x − bのグラフと x軸との交点で，x座標の大きい方を選ぶ．
その x座標が 1より大きくなる確率を求めよ．

(3) 関数 y = ax2 + 2x− bのグラフと関数 y = bx2のグラフが異なる 2点で交わる
確率を求めよ．

標準 5.20 さいころを繰り返し投げて，n回目に出た目の数をXnとし，an = X1X2 · · ·Xn

とする．このとき，各 nについて，an 5 9となる確率を求めよ．(熊大 [文]2002) 2見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2012.pdf
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応用 5.21 X，Y は {1, 2, 3, 4, 5, 6}の空でない部分集合で，X ∩ Y は空集合とす
る．また，nを自然数とする．A君，B君が以下のルールで対戦する．

(i) 1回目の対戦では，まずA君がさいころを投げて，出た目がXに属するならば
A君の勝ちとする．出た目がX に属さなければ B君がさいころを投げて，出
た目が Y に属するならばB君の勝ちとする．

(ii) 1回目の対戦で勝負がつかなかった場合は，1回目と同じ方法で 2回目以降の
対戦を行い，どちらかが勝つまで続ける．ただし，n回対戦して勝負がつかな
かった場合は引き分けにする．

以下の問いに答えよ． (熊大 [医]2013) 1

(1) さいころを投げたとき，X，Y に属する目が出る確率をそれぞれ p，qとする．
A君が勝つ確率を求めよ．

(2) A君が勝つ確率が，B君が勝つ確率よりも大きくなるような集合の組 (X, Y )

は何通りあるか．

5.2.2 球

□□ 5.22 1から 9までの整数がひとつずつ書かれた 9個の玉が入っている袋の中か
ら玉を 3個取り出す．取り出した玉に書かれた整数の和が 12以上となる確率を求め
よ． (福岡教育大学 2010) 5

基本 5.23 Aと Bの 2つの箱がある．箱Aには，赤玉が 1個，青玉が 4個，黄玉が
5個入っている．箱Bには，当りくじが 3本，はずれくじが 7本入っている．
箱Aから玉を 1つ取り出し，それが赤玉のときは箱Bからくじを 5本，青玉のと

きは 3本，黄玉のときは 2本引くとする． (大分大学 2016) 3

(1) 青玉を取り出し，当たりくじを少なくとも 1本引く確率を求めなさい．

(2) 当たりくじを少なくとも 1本引く確率を求めなさい．

(3) 当たりくじをちょうど 1本引く確率を求めなさい．

標準 5.24 赤球 4個と白球 6個の入った袋から 2個の球を同時に取り出し，その中に
赤球が含まれていたら，その個数だけさらに袋から球を取り出す．このとき，以下
の問いに答えよ． (熊大 [医]2010) 2

(1) 取り出した赤球の総数が 2である確率を求めよ．

(2) 取り出した赤球の総数が，取り出した白球の総数をこえる確率を求めよ．
見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2013.pdf
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応用 5.25 nを 2以上の自然数とする．1つの袋に 1から nまでの数を 1つずつ書い
た n個の球と，数 0を書いた 2個の球が入っている．これら (n + 2)個の球が入って
いる袋から，元に戻すことなく，1個ずつ 3回球を取り出し，その 3個に書かれてい
る数を取り出した順に a，b，cとする．事象 a + b 5 cの起こる確率を P (n)とする
とき，次の各問に答えよ． (宮大 [医]2015) 7

(1) P (3)を求めよ．

(2) nを偶数とするとき，P (n)を，nを用いて表せ．

5.2.3 カード

基本 5.26 100から 999までの自然数の集合を全体集合U とし，そのうち 14で割る
と 3余るものの集合をA，9の倍数の集合をBとおく． (大分大学 2014) 4

(1) A，Bの要素の個数を求めなさい．

(2) A ∩Bの要素のうち，最小のものと最大のものを求めなさい．

(3) Uの要素が 1つずつ書かれた玉の入った袋から玉を 2個取り出す．このとき，2

個の玉に書かれている数がいずれも 14で割ると 3余り，かつ 9で割り切れない
場合の確率を求めなさい．

基本 5.27 N を 3以上の自然数とする．
1からN までの数字が 1つずつ書かれたN 枚のカードを袋に入れ，「無作為に 1枚

のカードを取り出し，そのカードを袋に戻さずに次のカードを取り出す」という作
業を 3枚のカードを取り出すまで繰り返す．取り出された 3枚のカードに書かれた数
の最大値をXとする．
また，1からN までの数字が 1つずつ書かれたN 枚のカードを袋に入れ，「無作為

に 1枚のカードを取り出してはそれに書かれた数を記録し，袋に戻す」という作業
を 3回行い，記録された数の最大値を Y とする．

nをN 以下の自然数とする．X = nとなる確率を pnとし，Y = nとなる確率を
qnとする．
次の問いに答えよ． (琉球大学 2016) 4

(1) p3，q1，q2，q3を求めよ．

(2) pnと qnを求めよ．見
本
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基本 5.28 1から 5の数字が書かれたカードが 1枚ずつある．これらから 4枚を選び，
横 1列に並べる．並べられたカードに書かれた数字を左から順に a，b，c，d とおく．
このとき，次の問に答えよ． (佐賀大学 2016) 4

(1) カードの並べ方の総数を求めよ．

(2) 次のルールのもとで，3と 4のカードを捨てる場合は何通りあるかを求めよ．

• a < b < c < dならば，bと cのカードを捨てる．

• a < b < d < cならば，bと dのカードを捨てる．

• b < a < c < dならば，aと cのカードを捨てる．

• b < a < d < cならば，aと dのカードを捨てる．

• その他は何も捨てない．
(3) (2)のルールのもとで，何も捨てない確率を求めよ．

基本 5.29 A，B，Cの 3人が自分の名前を書いたカードを各自 3枚ずつ 1つの箱の
中に入れる．この箱の中からA，B，Cの順にそれぞれ 1枚ずつカードを引くとする．
このとき，次の問いに答えよ．ただし，引いたカードは元に戻さないものとする．

(琉球大学 2002) 2

(1) ひとりだけが自分以外の名前のカードを引く確率を求めよ．

(2) ひとりだけが自分の名前のカードを引く確率を求めよ．

(3) 全員が自分以外の名前のカードを引く確率を求めよ．

基本 5.30 袋の中に 1から 5までのいずれかの数字を書いた同じ形の札が 15枚入っ
ていて，それらは 1の札が 1枚，2の札が 2枚，3の札が 3枚，4の札が 4枚，5の札
が 5枚からなる．袋の中からこれらの札のうち 3枚を同時にとり出すとき，札に書か
れている数の和を Sとする．このとき次の問いに答えよ． (熊大 [理]2001) 4

(1) Sが 2の倍数である確率を求めよ．

(2) Sが 3の倍数である確率を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2001.pdf
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標準 5.31 箱の中に，数字の 1を記入したカード，2を記入したカード，3を記入し
たカードがそれぞれ n枚，合計 3n枚入っている．ただし，n = 4であり，またカー
ドの裏側には何も書かれていないものとする．以下の問いに答えよ．

(九工大 [情]2009) 4

(1) 箱の中からカードを 1枚取り出し，数字を見ないでふせておく．次に箱の中か
ら取り出したカードの数字が 1である確率を求めよ．

(2) 箱の中から 2枚のカードを同時に取り出したとき，カードの数字が異なる確率
を nを用いて表せ．

(3) 箱の中から 3枚のカードを同時に取り出したとき，カードの数字がちょうど 2

種類である確率を nを用いて表せ．

(4) 箱の中から 4枚のカードを同時に取り出したとき，カードの数字がちょうど 2

種類である確率を nを用いて表せ．

標準 5.32 1から 6までの数字が 1つずつ書かれている 6枚のカードがある．これら
をよくきった上で，左から右に一列に並べる．カードに書かれた数字を左から順に
a，b，c，d，e，f とする．このとき，次の問いに答えよ． (九大 [文]2009) 3

(1) a + b = cとなる確率を求めよ．

(2) a + b = c + dとなる確率を求めよ．

5.2.4 その他

□□ 5.33 munakataの 8文字を一列に並べるとき，次の確率を求めよ．ただし，こ
の文字列中の母音は a，uで，子音は k，m，n，tである． (福岡教育大学 2009) 1

(1) 両端が子音となる確率

(2) 両端が母音となる確率

(3) 母音と子音が交互に並ぶ確率

□□ 5.34 正六角形の頂点の中から異なる 3点を選んで三角形を作る．この三角形
が正三角形にも二等辺三角形にもならない確率を求めよ． (鹿児島大学 2008) 1見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2008.pdf
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基本 5.35 A，B，Cの 3人がそれぞれある地域の東公園，西公園および北公園のい
ずれかに行こうとしている．この 3人は次のように，硬貨の表裏によって，どの公園
に行くのかを決める．

・Aは手持ちの硬貨を 1枚投げて，表が出たら東公園に行く．裏が出たら西公園
に行く．

・Bは手持ちの硬貨を 1枚投げて，表が出たら西公園に行く．裏が出たら，もう
1度その硬貨を投げて，表が出たら東公園に行き，裏が出たら北公園に行く．

・Cは手持ちの硬貨を 1枚投げて，表が出たら北公園に行く．裏が出たら，もう
1度その硬貨を投げて，表が出たら東公園に行き，裏が出たら西公園に行く．

ただし，3人が使用する硬貨は，表，裏がそれぞれ
1

2
の確率で出るものとする．この

とき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2014) 10

(1) AとBが同じ公園に行く確率を求めよ．ただし，Cはどの公園に行ってもよい
ものとする．

(2) BとCが同じ公園に行く確率を求めよ．ただし，Aはどの公園に行ってもよい
ものとする．

(3) 3人が同じ公園に行く確率を求めよ．

(4) 少なくとも 2人が同じ公園に行く確率を求めよ．

標準 5.36 1個買うごとに景品を 1個もらえる商品がある．景品は全部でn種類あり，
それぞれ 1から nまでの番号がつけてある．また，1から nまでの数字が 1つずつ記
入された n枚のカードがある．n枚のカードは外から数字が見えない箱の中に入れ
てあり，購入した商品 1個ごとに箱の中から 1枚引いて数字を確認して景品と交換す
る．引いたカードは，そのつど箱に戻すものとする．もらえる景品の番号は，引い
たカードの数字と同じ番号のものとする．このとき，次の各問いに答えよ．

(鹿児島大学 2012) 7

(1) この商品をm個購入したとき，番号 1の景品が少なくとも 1個もらえる確率を
求めよ．ただし，m > nとする．

(2) この商品を n個購入したとき，全種類の景品がそろわない確率を求めよ．

(3) この商品を n + 1個購入したとき，全種類の景品がもらえる確率を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2012.pdf
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標準 5.37 図のような番号のついたマス目
と駒とサイコロを使って，以下に示す規則
にしたがうゲームを考える．

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

• 駒は最初 0番のマス目に置く．

• サイコロを投げ，出た目の数だけ駒を 10番のマス目に向かって進める．

• 駒がちょうど 10番のマス目に止まればゴールとする．

• ただし，10番のマス目を超える場合は，その分だけ 10番のマス目から 0番の
マス目側に戻る．

たとえば，7番のマス目に駒があり，出た目が 5であった場合は，駒は 8番のマス目
に移動し，その次に出た目が 2であった場合はゴールとする．以下の問いに答えよ．

(九工大 [情]2011) 4

(1) 2投目でゴールする確率を求めよ．

(2) 2投目の後，9番のマス目に駒がある確率を求めよ．

(3) 3投目でゴールする確率を求めよ．

(4) このゲームを使ってA，Bの 2名が対戦する．Aから初めて，交互にサイコロ
を投げて各自の駒を進める試行を行ない，先にゴールした方を勝ちとする．た
だし，どちらも 2投以内でゴールしない場合は引き分けとする．引き分ける確
率を求めよ．

(5) A，Bの駒をそれぞれ 0番，k番 (0 < k < 10)のマス目に置いて (4)と同様の
対戦を開始するとき，Aが勝つ確率よりBが勝つ確率の方が高くなるための k

の条件を求めよ．

5.2.5 確率の最大・最小

基本 5.38 nを 9以上の自然数とする．袋の中に n個の球が入っている．このうち 6

個は赤球で残りは白球である．この袋から 6個の球を同時に取り出すとき，3個が赤
球である確率を Pnとする． (大分大学 2013) 1

(1) P10を求めなさい．

(2)
pn+1

Pn

を求めなさい．

(3) Pnが最大となる nを求めなさい．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2013.pdf
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基本 5.39 赤，青，黄 3組のカードがある．各組は 10枚ずつで，それぞれ 1から 10

までの番号がひとつずつ書かれている．次の問いに答えよ．(福岡教育大学 2010) 3

(1) 30枚のカードの中からカードを 4枚取り出すとき，2枚だけが同じ番号で残り
の 2枚は相異なる番号である確率を求めよ．

(2) 30枚のカードの中から k枚 (4 5 k 5 10)を取り出すとき，2枚だけが同じ番号
で残りの (k − 2)枚はすべて異なる番号が書かれている確率を p(k)とする．

(ア)
p(k + 1)

p(k)
(4 5 k 5 9)を求めよ．

(イ) p(k) (4 5 k 5 10)が最大となる kを求めよ．

基本 5.40 それぞれのカードに 1から 25までの相異なる数字が一つずつ書かれた 25

枚のカードが箱に入っている．箱の中から無作為に 3枚のカードを取り出し，また
箱に戻すという操作を 32回繰り返す．以下に答えよ． (九工大 [情]2004) 5

(1) 1回の操作で取り出した 3枚のカードの中に数字 13が書かれたカードが含まれ
ている確率を求めよ．

(2) 32回の操作が終わった時点において，数字 13が書かれたカードが出た回数が
kである確率 qkを kを用いて表せ．

(3) (2)で求めた確率 qkについて
qk

qk−1

を kを用いて表せ．

(4) (2)で求めた確率 qkが最大となる kを求めよ．

標準 5.41 rを 9以上の整数として，赤球 r個と白球 10個が入っている袋がある．こ
の袋から 9個の球を同時に取り出し，そのうちの赤球の個数を調べ，取り出した球
に白球を 1個加えて袋に戻すという試行を繰り返す．つまり，1回の試行ごとに袋の
中の白球が 1個ずつ増えるということになる．n回目の試行において取り出された 9

個の球のうち，赤球がちょうど 4個である確率を Pnで表す． (琉球大学 2008) 4

(1) P1 < P2が成り立つことを示せ．

(2) Pn < Pn+1が成り立つための nの範囲を rを用いて表せ．

(3) r = 50のとき，Pnが最大となる nの値を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2008.pdf
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5.2.6 独立試行の定理

標準 5.42 9枚のカードがあり，カードの表にはそれぞれ「2」「3」「4」「5」「6」「7」
「8」「9」「10」の数が書かれている．また，裏にはすべて「1」が書かれている．こ
れらのカードを投げたときに，それぞれのカードの表が上側になる確率と裏が上側

になる確率は，ともに
1

2
であるとする．9枚のカードすべてを同時に投げて，各カー

ドの上側に現れた数をすべて掛けあわせた値を得点とする．以下に答えよ．

(1) 得点が 8点になる確率を求めよ． (九工大 [情]2005) 5

(2) 得点が偶数になる確率を求めよ．

(3) 得点が 8の倍数になる確率を求めよ．

(4) 9枚のカードからある 1枚のカードを取り除き，カードを 8枚にした．この 8

枚のカードを同時に投げたときに得点が 8の倍数になる確率は，(3)で求めた

確率の
3

4
倍になった．取り除いたカードの表に書かれている数として考えられ

るものをすべて答えよ．

標準 5.43 出席者 n人の会議で，出席者のうち
2

3
以上が議案に賛成する確率 Tnと，

1

2
以上が賛成する確率Hnを考える．各出席者が議案に賛成する確率を p (0 5 p 5 1)

とし，各出席者が賛成するかしないかは互いにに独立であるとする．
たとえば，H2 = 2p(1− p) + p2 = 2p− p2である．このとき，以下の問いに答えよ．
ただし，出席者は賛成するかしないかのどちらかであるものとする．

(1) T3を求めよ． (九工大 [情]2008) 4

(2) H2 = T3を示せ．

(3) 差H2 − T3が最も大きくなるときの pの値を求めよ．

(4) p =
1

2
のとき，T3 = T6 = T9を示せ．

(5) p =
1

2
のとき，H2k+1 (k = 1)を求めよ．

標準 5.44 大小 2個のサイコロを投げ，大きいサイコロの目の数を p，小さいサイコ
ロの目の数を qとする．y = px2のグラフと y = qx + 1のグラフの交点のうち，x座
標が負のものをA，正のものをBとする．このとき，次の問いに答えよ．

(1) 線分ABの中点の y座標が 2より小さくなる確率を求めよ．(熊大 [理]2009) 3

(2) Aの x座標が有理数となる確率を求めよ．

(3) ∠OABが 90◦より大きくなる確率を求めよ．ただし，Oは座標平面の原点で
ある．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2009.pdf
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標準 5.45 1個のさいころを 2回続けて投げるとき，1回目に出る目の数を a，2回目
に出る目の数を bとする．これらの a，bに対して，実数を要素とする集合 P，Qを
次のように定める．

P = {x |x2 + ax + b > 0}
Q = {x | 5x + a = 0}

このとき，以下の問いに答えよ． (熊大 [理]2011) 1

(1) P が実数全体の集合となる確率を求めよ．

(2) Q ⊂ P となる確率を求めよ．

標準 5.46 さいころを 3回続けて投げて出た目を順に a，b，cとする．これらの数 a，
b，cに対して 2次方程式

(∗) ax2 + bx + c = 0

を考える．ただし，さいころはどの目も同様に確からしく出るものとする．このと
き，次の問いに答えよ． (九大 [理]2007) 4

(1) 2次方程式 (∗)が異なる二つの実数の解をもつとき，積 acの取りうる値を求め，
積 acの各値ごとに可能な aと cの組 (a, c)がそれぞれ何通りあるかを求めよ．

(2) 2次方程式 (∗)が異なる二つの有理数の解をもつ確率を求めよ．ただし，一般
に自然数 nが自然数の 2乗でなければ

√
nは無理数であることを用いてよい．

標準 5.47 3個のさいころを同時に振るものとする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) 次の確率を求めよ． (鹿児島大学 2001) 8

(a) 1の目のみが 3個出る確率

(b) 1と 2の両方の目が出て，その他の目が出ない確率

(c) 1と 2と 3の 3種類の目が 1個ずつ出る確率

(2) 出る目の最大値をM，最小値をmとする．M−m = kとなる確率pk (0 5 k 5 5)

を求めよ．ただし，必要ならば k = 2の計算には，次の事項 (i)，(ii)を用いて
もよい．

(i) 出る目の数は，m，m+kの 2種類の目のみの場合とm，m+k，m+i (1 5
i 5 k − 1)の 3種類の目の場合のいずれかである．

(ii) 1 5 m 5 6− kである．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2001.pdf
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応用 5.48 袋の中に最初に赤玉 2個と青玉 1個が入っている．次の操作を繰り返し
行う．

(操作) 袋から 1個の玉を取り出し，それが赤玉ならば代わりに青玉 1個を
袋に入れ，青玉ならば代わりに赤玉 1個を袋に入れる．袋に入って
いる 3個の玉がすべて青玉になるとき，硬貨を 1枚もらう．

(1) 2回目の操作で硬貨をもらう確率を求めよ． (九大 [理]2015) 4

(2) 奇数回目の操作で硬貨をもらうことはないことを示せ．

(3) 8回目の操作ではじめて硬貨をもらう確率を求めよ．

(4) 8回の操作でもらう硬貨の総数がちょうど 1枚である確率を求めよ．

5.2.7 反復試行の確率

基本 5.49 箱の中に 1から 4までの番号が 1つずつ書かれた 4枚のカードが入ってい
る．また，手元に 0の番号が書かれたカードを持っているとする．箱の中からカード
を 1枚引き，手元のカードと比較して番号の小さい方のカードを箱に戻して，大き
い方のカードを手元に残すという試行を繰り返す．このとき，次の問に答えよ．

(佐賀大学 2014) 11

(1) 3回繰り返して手元のカードが 4である確率を求めよ．また，n回繰り返して
手元のカードが 4である確率を求めよ．

(2) 3回繰り返して手元のカードが 2である確率を求めよ．また，n回繰り返して
手元のカードが 2である確率を求めよ．

(3) n回繰り返して手元のカードが 3である確率を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2014.pdf
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基本 5.50 座標平面上に点 Pがあり，次のルールにより，点 Pは移動する．
a，b，cの文字がそれぞれ 1つずつ書かれた球 3個が入った袋から，1個取り出し

てそこに書かれている文字を読み，その文字が

aのとき，点 Pは x軸の正の方向へ 1だけ移動し，

bのとき，点 Pは x軸の負の方向へ 1だけ移動し，

cのとき，点 Pは y軸の正の方向へ 1だけ移動する．

最初，点Pは原点Oにあるものとする．この試行を，取り出した球を元に戻しな
がら，5回続けて行う．例えば，これによって得られた 5個の文字が順に b → a →
c → c → aであるとすれば，上のルールにより，点 Pの位置の座標は，

(0, 0) → (−1, 0) → (0, 0) → (0, 1) → (0, 2) → (1, 2)

と変化する．
このとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2015) 3

(1) y 軸上で点 Pの移動が終了する場合，終了したときの位置の座標をすべて求
めよ．

(2) 点 Pの移動が終了する位置の相異なる座標の個数を求めよ．

(3) 点 Pの移動が終了する位置の座標 (x, y)が |x | 5 1，1 5 y 5 2となる確率を
求めよ．

応用 5.51 袋の中に，赤玉が 15個，青玉が 10個，白玉が 5個入っている．袋の中か
ら玉を 1個取り出し，取り出した玉の色に応じて，以下の操作で座標平面に置いた
コインを動かすことを考える．

(操作) コインが点 (x, y)にあるものとする．赤玉を取り出したときにはコ
インを点 (x+ 1, y)に移動，青玉を取り出したときには点 (x, y + 1)

に移動，白玉を取り出したときには点 (x − 1, y − 1)に移動し，取
り出した球は袋に戻す．

最初に原点 (0, 0)にコインを置き，この操作を繰り返して行う．指定した回数だけ
操作を繰り返した後，コインが置かれている点を到達点と呼ぶことにする．このと
き，以下の問いに答えよ． (九大 [文]2016) 3

(1) 操作を n回繰り返したとき，白玉を 1度だけ取り出したとする．このとき，到
達点となり得る点をすべて求めよ．

(2) 操作を n回繰り返したとき，到達点となり得る点の個数を求めよ．

(3) 座標平面上の 4点 (1, 1)，(−1, 1)，(−1,−1)，(1,−1)を頂点とする正方形D

を考える．操作を n回繰り返したとき，到達点がDの内部または辺上にある確
率を Pnとする．P3を求めよ．

(4) 自然数N に対して P3N を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2016.pdf
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5.2.8 条件付き確率

基本 5.52 2個のさいころを同時に 1回投げる．出る目の和を 5で割った余りをX，
出る目の積を 5で割った余りを Y とする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) Y = 1である確率を求めよ． (宮崎大学 2003) 7

(2) X = 2または Y = 2である確率を求めよ．

(3) X = 2である条件のもとで Y = 2である確率を求めよ．

基本 5.53 出る目の確率が次のようなさいころがひとつある．

・ 1，3の目が出る確率はそれぞれ
1

12

・ 5の目が出る確率は
1

3

・ 2，4，6の目が出る確率はそれぞれ
1

6

そこで，さいころを 1回ふり，出た目をAとし，Aを 3で割った余りをXとする．次
にもう 1回さいころをふり，出た目をBとし，A + Bを 3で割った余りを Y とする．
このとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2005) 9

(1) 事象X = Y = 0が起こる確率を求めよ．

(2) 事象X + Y = 3が起こる確率を求めよ．

(3) 事象X + Y = 3が起こったという条件のもとでの，X = 1，Y = 2である条件
つき確率を求めよ．

標準 5.54 AチームとBチームは毎日 1回野球の試合をする．毎回勝敗を決定し，引
き分けはないものとする．どちらかのチームが 3連勝したときにそのチームの優勝
とする．1回目の試合では，Aチームの勝つ確率は Bチームの勝つ確率の 2倍であ
る．また，2回目の試合からは，Aチームが勝つ確率は，前日の試合で勝ったときは

Bチームの勝つ確率の 2倍であり，負けたときはBチームの勝つ確率の
1

3
倍である．

このとき，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2007) 7

(1) 1回目の試合でAチームが勝つ確率 PAとBチームが勝つ確率 PBを求めよ．

(2) 前日の試合で Aチームが勝ったとき，今日の試合で Aチームが勝つ確率 PAA

と，前日の試合で Bチームが勝ったとき，今日の試合で Bチームが勝つ確率
PBBを求めよ．

(3) 4回以内の試合で優勝が決まる確率を求めよ．

(4) 5回目の試合で優勝が決まったことがわかっている．このときAチームが優勝
している確率を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2007.pdf
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標準 5.55 はじめに，4枚の硬貨A，B，C，Dが，表が上の状態で置かれている．こ
れらの硬貨に対して以下の試行を繰り返すものとする．

試行：4枚の硬貨のうち，裏が上の硬貨はそのままにし，
表が上の硬貨はすべて拾って同時に投げる．

ただし，すべての硬貨が，裏が上の場合も，0枚の硬貨を拾って投げるとみなして，
試行を繰り返すものとする．以下の問いに答えよ． (九工大 [情]2016) 4

(1) 硬貨Aが 3回目の試行の後に表が上である確率を求めよ．

(2) 3回目の試行の後，硬貨Aと Bは表が上で，かつ，硬貨 CとDは裏が上であ
る確率を求めよ．

(3) 3回目の試行の後に表が上の硬貨が 2枚である確率を求めよ．

(4) 1回目の試行の後に表が上の硬貨が 3枚であった．このとき，3回目の試行に
後に表が上の硬貨が 2枚である確率を求めよ．

(5) 1回目の試行の後に表が上の硬貨が 3枚で，かつ，3回目の試行の後に表が上
の硬貨が 2枚である確率を求めよ．

(6) 3回目の試行の後に表が上の硬貨が 2枚であった．このとき，1回目の試行の
後に表が上の硬貨が 3枚である確率を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2016.pdf
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応用 5.56 平面上の点の x座標と y 座標がどち
らも整数であるとき，その点を格子点という．与
えられた格子点を第 1番目とし，この点から右斜
め 45◦，または右斜め−45◦の方向にもっとも近
い第 2番目の格子点をとり，この 2点を線分で結
ぶ．同様にして第 2番目の格子点から第 3番目の
格子点をとり，第 2番目と第 3番目を線分で結ぶ．
以下これを有限回繰り返し，こうしてできる線分

　

O

y

x

1
2

−1
−2

(折れ線グラフ)

をつないだものを折れ線グラフということにする．右図に原点Oと格子点 (9,−1)を
結ぶ折れ線グラフの例を示す．次の問いに答えよ． (九大 [理]2002) 6

(1) nは正の整数，kは 0 5 k 5 nなる整数とする．原点Oと格子点 (n, k)を結ぶ
折れ線グラフが存在するための必要十分条件は n+ kが偶数であることを示せ．
また，この必要十分条件がみたされているとき，原点Oと格子点 (n, k)を結
ぶ折れ線グラフの数を求めよ．

(2) nは2以上の整数，kは0 5 k 5 n−2なる整数で，n+kは偶数とする．原点Oと
格子点 (n, k)を結ぶ折れ線グラフであって格子点 (0, k)，(1, k)，· · ·，(n−2, k)

の少なくとも 1つを通る折れ線グラフの数は，原点Oと格子点 (n− 1, k + 1)

を結ぶ折れ線グラフの数の 2倍に等しいことを示せ．

(3) コインを 9回投げる．1回から i回までの試行において，表の出た回数から裏の
出た回数を引いた数を Tiで表す．このとき各格子点 (i, Ti)，i = 0, 1, 2, · · · , 9，
を順番に線分でつなげば折れ線グラフが得られる．ただし，T0 = 0とする．
T9 = 3が起きたとき，どの Ti (i = 1, 2, · · · , 7)も 3にならない条件つき確率を
求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2002.pdf
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6.1 約数と倍数
□□ 6.1 3桁の自然数 aについて，百の位の数を a1，十の位の数を a2，一の位の数
を a3とする．a1 + a2 + a3と aは 9で割った余りが等しいことを示せ．

(福岡教育大学 2009) 1

□□ 6.2 nが 2以上の整数のとき，n3 − nは 6で割り切れることを示せ．
(宮崎大学 2009) 1

□□ 6.3 自然数 nが 6と互いに素であるとき，n2− 1が 6で割り切れることを示せ．
(鹿児島大学 2016) 1

□□ 6.4 mと nを正の整数とする．nをmで割ると 7余り，n + 13はmで割り切
れるとき，mの値をすべて求めよ． (鹿児島大学 2011) 1

□□ 6.5 20! = 2mk (kは奇数)が成り立つとき，整数mの値を求めよ．
(鹿児島大学 2009) 1

標準 6.6 x，yを整数とするとき，以下の問いに答えよ． (熊大 [医]2011) 1

(1) x5 − xは 30の倍数であることを示せ．

(2) x5y − xy5は 30の倍数であることを示せ．

6.2 不定方程式
□□ 6.7 1次不定方程式

37x + 32y = 1

の整数解を 1組求めよ． (鹿児島大学 2015) 1

□□ 6.8 a2b− 3a2 + 5b = 21を満たす整数の組 (a, b)をすべて求めよ．
(福岡教育大学 2016) 1

35

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2016.pdf
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基本 6.9 nを整数とする方程式を 5x + 3y = 2nとする． (大分大学 2005) 7

(1) n = 30のとき，この方程式をみたす正の整数 x，yの組をすべて求めなさい．

(2) この方程式をみたす整数 x，yの組をすべて求めなさい．

標準 6.10 100人の団体がある区間を列車で移動する．このとき，乗車券が 7枚入っ
た 480円のセットAと，乗車券が 3枚入った 220円のセットBを購入して，利用す
ることにした．以下の問いに答えよ． (九大 [文]2012) 3

(1) xが 0以上の整数であるとき，次のことを示せ．
1

3
(100− 7x)は，xを 3で割ったときの余りが 1の場合に整数であり，

それ以外の場合は整数ではない．

(2) 購入した乗車券は，余らせずすべて利用するものとする．このとき，セットA

とセットBの購入の仕方をすべて挙げよ．

(3) 購入した乗車券は余ってもよいものとする．このとき，Aのみ，あるいはBの
みを購入する場合も含めて，購入金額が最も低くなるのは，A，Bをそれぞれ
何セットずつ購入するときか．またそのときの購入金額はいくらか．

標準 6.11 以下の問いに答えよ． (熊大 [文]2012) 1

(1) kを整数とするとき，xの方程式 x2 − k2 = 12が整数解をもつような kの値を
すべて求めよ．

(2) xの方程式 (2a− 1)x2 + (3a + 2)x + a + 2 = 0が少なくとも 1つ整数解をもつ
ような整数 aの値とそのときの整数解をすべて求めよ．

応用 6.12 次の問いに答えよ． (分大 [医]2007) 7

(1) 6(x− y) = xyをみたす自然数の組 x，yをすべて求めよ．

(2) 7(x + y + z) = 2(xy + yz + zx)をみたす自然数の組 (x 5 y 5 z) をすべて求
めよ．

応用 6.13 pを素数とするとき，次の問に答えよ． (佐大 [医]2015) 6

(1) 2つの自然数m，nの最大公約数は 1であるとし，x =
n

m
とおく．pxが有理数

であるならば，m = 1であることを示せ．

(2) 方程式
px = −x2 + 9x− 5

が有理数の解 xをもつような組 (p, x)をすべて求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2015.pdf
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6.3 合同式
基本 6.14 a，bは自然数とする．aを 8で割った余りを r，bを 8で割った余りを sと
する．このとき，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2002) 3

(1) a + bを 8で割った余りと r + sを 8で割った余りが等しいことを示せ．

(2) a2を 8で割った余りと r2を 8で割った余りが等しいことを示せ．

(3) 平方数を 8で割ったとき，余りとしてえられる数をすべて求めよ．ただし，平
方数とは自然数の平方となっている数のことである．

(4) 2つの平方数の和を 8で割ると余りは 3にはならないことを示せ．

標準 6.15 自然数 nに対して，10nを 13で割った余りを anとおく．anは 0から 12

まで整数である．以下の問いに答えよ． (九大 [文]2016) 4

(1) an+1は 10anを 13で割った余りに等しいことを示せ．

(2) a1, a2, · · · , a6を求めよ．

(3) 以下の 3条件を満たす自然数N をすべて求めよ．

(i) N を十進数で表示したとき 6桁となる．

(ii) Nを十進数で表示して，最初と最後の桁の数字を取り除くと 2016となる．

(iii) N は 13で割り切れる．

応用 6.16 以下の問いに答えよ． (九大 [理]2015) 5

(1) nが正の偶数のとき，2n − 1は 3の倍数であることを示せ．

(2) nを自然数とする．2n + 1と 2n − 1は互いに素であることを示せ．

(3) p，qを異なる素数とする．2p−1 − 1 = pq2を満たす p，qの組をすべて求めよ．

6.4 整数の性質の活用
基本 6.17 2つの整数の平方の和で表される整数の集合を Aとする．以下の問いに
答えよ． (熊大 [文]2011) 2

(1) 集合Aのある要素 a2 + b2 (a, bは整数)が 3で割り切れるとき，a，bはともに
3で割り切れることを示せ．

(2) xを整数とする．9xが集合Aの要素であるとき，xは集合Aの要素であること
を示せ．
見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2011.pdf
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基本 6.18 次の各問に答えよ． (鹿児島大学 2001) 3

(1) 次の等式を証明せよ．

(a2 + b2)(c2 + d2) = (ac + bd)2 + (ad− bc)2

(2) 二つの整数の平方の和で表される数の全体からなる集合をAとする．x，yが
集合Aの要素であるとき，積 xyもまた集合Aの要素であることを証明せよ．

(3) (2)の集合Aに対して，5および 55はAの要素であることを証明せよ．

標準 6.19 次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2003) 1

(1) a，bを正の整数とし，f(x) = ax + bとする．f(0)，f(1)，f(2)のうち，2つの
値が 3の倍数ならば a，bはともに 3の倍数であることを示せ．

(2) a，b，c，dを正の整数とし，f(x) = ax + b，g(x) = cx + dとする．
F (x) = f(x)g(x)の係数，定数項がすべて 3の倍数ならば，a，bはともに 3の
倍数であるか，または c，dはともに 3の倍数であることを示せ．

標準 6.20 1から nまでの自然数のうちで，nと互いに素であるものの個数を ϕ(n)

とする．ただし，自然数 aと bが互いに素であるとは，aと bの最大公約数が 1にな
ることである． (佐賀大学 2005) 1

(1) ϕ(10)を求めよ．

(2) pを素数，kを自然数とするとき，ϕ(pk)を求めよ．

(3) ϕ(100)を求めよ．

(4) ϕ(1500)を求めよ．

標準 6.21 f(x) = (x2 − 2)(x2 − 4x + 2)とおく．このとき，次の問いに答えよ．
(九大 [文]2007) 1

(1) 方程式 f(x) = 0の実数解 xをすべて求め，小さい順に並べよ．

(2) 不等式 f(n) 5 0を満たす整数 nをすべて求めよ．

(3) 不等式 f(n) 5 1を満たす整数 nをすべて求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2007.pdf


6.4. 整数の性質の活用 39

応用 6.22 4次方程式の解について，次
の問いに答えよ．ただし，右のことは既
知としてよい． (長大 [医]2010) 7

　
自然数 k，l，mが次の条件
(イ) kと lは 1以外の約数をもたない
(ロ) kは lmの約数である．
を満たすならば，kはmの約数である．

(1) a，b，c，dは整数で，d 6= 0とする．次の方程式

x4 + ax3 + bx2 + cx + d = 0

が有理数の解 rをもつとき，| r |は自然数であり，かつ | d |の約数に限ること
を証明せよ．

(2) 次の方程式
2x4 − 2x− 1 = 0

の実数解はすべて無理数であることを証明せよ．

応用 6.23 以下の問いに答えよ． (九大 [文]2014) 2

(1) 任意の自然数 aに対し，a2を 3で割った余りは 0か 1であることを証明せよ．

(2) 自然数 a，b，cが a2 + b2 = 3c2を満たすと仮定すると，a，b，cはすべて 3で
割り切れなければならないことを証明せよ．

(3) a2 + b2 = 3c2を満たす自然数 a，b，cは存在しないことを証明せよ．

応用 6.24 nを正の整数とする． (分大 [医]2004) 8

(1) 整式 xnを x5 − 1で割った余りを求めよ．

(2) 整式 x4n + x3n + x2n + xnを x4 + x3 + x2 + x + 1で割った余りを求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2004.pdf
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6.5 問題研究

6.5.1 オイラーのϕ関数

38ページの 6.20(佐賀大学 2005)は，オイラーの ϕ関数に関する出題である．
1からnまでの自然数のうちで，nと互いに素であるものの個数を表す関数ϕ(n)を，

オイラーのトーシェント関数 (Euler’s totient function)または ϕ関数 (phi function)

という．6.20(2)の結果から，pを素数，kを自然数とするとき，次式が成り立つ．

ϕ(pk) = pk − pk−1 = pk

(
1− 1

p

)

定理 1¶ ³

p，qを素数，k，lを自然数，n = pkqlとするとき

ϕ(n) = ϕ(pk)ϕ(ql) = n

(
1− 1

p

)(
1− 1

q

)

µ ´
証明 1から nまでの自然数のうちで，p，q，pqで割り切れる個数は，それぞれ

n

p
，

n

q
，

n

pq
であるから，pまたは qで割り切れる個数は

n

p
+

n

q
− n

pq

よって ϕ(n) = n−
(

n

p
+

n

q
− n

pq

)
= n

(
1− 1

p

)(
1− 1

q

)

= pkql

(
1− 1

p

)(
1− 1

q

)
= ϕ(pk)ϕ(ql)

証終

補題 ϕ(90) = ϕ(9)ϕ(10)を示せ．

証明 10行 9列の数の並びについて，第 i行第 j列を 9i + 10jとすると，次のページ
の表 1のようになる．また，9i + 10jを 90で割った余り (ただし割り切れるときは，
便宜上 90とする)を求めると，表 2のようになる．
表 2からもわかるように，9i + 10j (1 5 i 5 10, 1 5 j 5 9)の値は，法 90について，
どの 2つも合同ではない．仮に，1 5 i, i′ 5 10, 1 5 j, j′ 5 9 に対して

9i + 10j ≡ 9i′ + 10j′ すなわち 9(i− i′) ≡ 10(j′ − j) (mod 90)

が成立するとき 9(i− i′) ≡ 0 (mod 10)

10(j′ − j) ≡ 0 (mod 9)

−9 5 i− i′ 5 9，−8 5 j′ − j 5 8 であるから i = i′, j = j′

見
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したがって，表 2には，1から 90までの自然数が 90個並ぶ．

9i + 10jの値 (表 1)

ji 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 19 29 39 49 59 69 79 89 99

2 28 38 48 58 68 78 88 98 108

3 37 47 57 67 77 87 97 107 117

4 46 56 66 76 86 96 106 116 126

5 55 65 75 85 95 105 115 125 135

6 64 74 84 94 104 114 124 134 144

7 73 83 93 103 113 123 133 143 153

8 82 92 102 112 122 132 142 152 162

9 91 101 111 121 131 141 151 161 171

10 100 110 120 130 140 150 160 170 180

9i + 10jを 90で割った余り (表 2)

ji 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 19 29 39 49 59 69 79 89 9

2 28 38 48 58 68 78 88 8 18

3 37 47 57 67 77 87 7 17 27

4 46 56 66 76 86 6 16 26 36

5 55 65 75 85 5 15 25 35 45

6 64 74 84 4 14 24 34 44 54

7 73 83 3 13 23 33 43 53 63

8 82 2 12 22 32 42 52 62 72

9 1 11 21 31 41 51 61 71 81

10 10 20 30 40 50 60 70 80 90

90 = 9× 10で 9と 10は互いに素であるから，1から 90までの自然数のうち，90と
互いに素である数は 9または 10と互いに素である．
表 2の 1から 90までの自然数のうち，9と互いに素でない数は，すべて 3列目，6列
目，9列目に並び，それ以外の列数はϕ(9)．また，1から 90までの自然数のうち，10

と互いに素でない数は，すべて 2行目，4行目，5行目，6行目，8行目，10行目に
並び，それ以外の行数はϕ(10)．そこで，これらの数を除いた，すなわち互いに素で
あるものを残したものが左下の表である．さらに，これらの数の間を詰めて並べた
ものが右下の表で，数字が書かれた列数は ϕ(9)，数字が書かれた行数は ϕ(10)．
よって，ϕ(90) = ϕ(9)ϕ(10)が成り立つ．

19 29 　 49 59 　 79 89 　

37 47 67 77 7 17

73 83 13 23 43 53

1 11 31 41 61 71

19 29 49 59 79 89 　 　 　
37 47 67 77 7 17

73 83 13 23 43 53

1 11 31 41 61 71

証終
補題の証明を一般化することにより，次の定理を得る．
定理 2¶ ³

自然数m，nが互いに素であるとき，次式が成り立つ．

ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n)
µ ´
見
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定理 3¶ ³

p1, p2, · · · , plを素数，k1, k2, · · · , klを自然数とすると

n = p1
k1p2

k2 · · · pl
kl

について，次式が成り立つ．

ϕ(n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·

(
1− 1

pl

)

µ ´
証明 定理 2の乗法的性質を用いると

ϕ(n) = ϕ(p1
k1)ϕ(p2

k2) · · ·ϕ(pl
kl)

= p1
k1

(
1− 1

p1

)
p2

k2

(
1− 1

p2

)
· · · pl

kl

(
1− 1

pl

)

= n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·

(
1− 1

pl

)
証終

定理 4 フェルマー・オイラーの定理 (Fermat-Euler Theorem)¶ ³

自然数 nと互いに素である自然数 aについて，次式が成り立つ．

aϕ(n) ≡ 1 (mod n)
µ ´
証明 n以下の自然数で nと互いに素である数を

r1, r2, · · · , rϕ(n) (6.1)

とする．これらに nと互いに素である自然数 aを掛けた数

ar1, ar2, · · · , arϕ(n) (6.2)

は，どの2つも法nについて合同でない．ari ≡ arjと仮定すると，a(ri−rj) ≡ 0

より，ri ≡ rj．ゆえに，法 nに関して，(6.1)と (6.2)は順序を無視すると一致
する．したがって，(6.1)をすべて掛け合わせたものと (6.2)をすべて掛け合わ
せたものは合同である．すなわち

aϕ(n)r1r2 · · · rϕ(n)≡ r1r2 · · · rϕ(n) (mod n)

ゆえに r1r2 · · · rϕ(n)(a
ϕ(n) − 1)≡ 0 (mod n)

よって aϕ(n)≡ 1 (mod n)

とくに，nが素数 pのとき (フェルマーの小定理) ap−1 ≡ 1 (mod p) 証終

見
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定理 5¶ ³

自然数 nと互いに素である自然数 aについて

ae ≡ 1 (mod n)

を満たす最小の自然数 e(位数)は，ϕ(n)の約数である．
µ ´

証明 ϕ(n)が eで割り切れないと仮定し，ϕ(n)を eで割った商を q，余りを rとすると

ϕ(n) = eq + r (0 < r < e)

したがって aϕ(n) = aeq+r = (ae)qar

aϕ(n) ≡ 1，ae ≡ 1 (mod n)であるから

ar ≡ 1 (mod n)

これは，eが位数であることに反する． 証終

例 例えば，7と互いに素である数 1, 2, 3, 4, 5, 6について

11 ≡ 1, 23 ≡ 1, 36 ≡ 1, 43 ≡ 1, 56 = 1, 62 ≡ 1 (mod 7)

であるように，これらの位数は ϕ(7) = 6の約数である．

素数 pについて，ae ≡ 1となる位数 eが p−1に等しいとき，aを法 pの原始根という．
このとき

a, a2, · · · , ap−1

は法 pに関して，どの 2つも合同ではない．
実際，1 5 i < j 5 p− 1のとき ai ≡ aj (mod p)とすると

ai(aj−i − 1) ≡ 0 すなわち aj−i ≡ 1 (mod p)

これは aが法 pの原始根であることに反する．

上の例から 3と 5は法 7の原始根であり，法 7に関して次の巡廻性がある．

31 ≡ 3, 32 ≡ 2, 33 ≡ 6, 34 ≡ 4, 35 ≡ 5, 36 ≡ 1 (mod 7)

51 ≡ 5, 52 ≡ 4, 53 ≡ 6, 54 ≡ 2, 55 ≡ 3, 56 ≡ 1 (mod 7)見
本
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第 7 章 図形の性質（数学A）

7.1 角の大きさ
□□ 7.1 三角形ABCにおいて辺AB上に点Dを，辺AC上に点Eをとり，線分BE

と線分CDの交点を Fとする．点A，D，E，Fが同一円周上にあり，さらに角のあ
いだに

∠AEB = 2∠ABE = 4∠ACD

という関係が成り立つとき，∠BACの値を求めよ． (鹿児島大学 2014) 1

7.2 三角形の辺の比
□□ 7.2 4ABCにおいて ∠Aの二等分線と辺 BCとの交点を Dとする．AB = 6，
BC = 5，BD = 3のとき，辺ACの長さを求めよ． (鹿児島大学 2016) 1

基本 7.3 右図の 4ABC において，AB :

AC = 3 : 4とする．また，∠Aの二等分線
と辺BCとの交点をDとする．さらに，

線分ADを 5 : 3に内分する点を E，

線分 EDを 2 : 1に内分する点を F，

線分ACを 7 : 5に内分する点をG

　
A

B CD

E

F

H
G

とする．直線BEと辺のACとの交点をHとするとき，次の各問に答えよ．

(1)
AH

HC
の値を求めよ． (宮崎大学 2010) 8

(2) BH//FGであることを示せ．

(3) FG = 7のとき，線分BEの長さを求めよ．

45
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基本 7.4 4ABCはAB = ACで ∠C = 72◦である．∠Bの二等分線とACとの交点
をDとする．次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2009) 6

(1) 4ABCと4BCDは相似であることを示せ．

(2) AD : DCを求めよ．

(3) 直線BC上の点 EをBC = BEとなるようにとる．ただし，EはCと異なる点
である．DEとABの交点を Fとするとき，AF : FBを求めよ．

基本 7.5 右の図の三角形ABCにおいて，

AE : EB = 1 : a

BD : DC = 1 : b

とする．ただし，a > 0，b > 0である．このとき，
次の各問に答えよ． (宮崎大学 2001) 11

　

P

A

E

B D C

(1) AP : PDを a，bを用いて表せ．

(2) 4APE : 4ABCを a，bを用いて表せ．

基本 7.6 AB > ACである4ABCについて，次の各問に答えよ．なお，下の 2つの
図において，点Xは辺BAの延長上の点とする． (宮崎大学 2004) 13

(1) 右図のように，点Mを辺BCの延長上にAB : AC = BM : MCを満たすように
とる．このとき，次の (A)，(B)に答えよ．

(A) 点Nを辺AB上にAC = ANを満た
すようにとるとき，MA//CNである
ことを示せ．

(B) AMが ∠Aの外角を 2等分すること
を示せ．

　

B C M

A
X

B C P

A
X

R
Q

(2) 右図において，点 Qは ∠Bの二等分線と
辺ACの交点，点Rは∠Cの二等分線と辺
ABとの交点とする．また，直線RQと辺
BCの延長との交点をPとする．このとき，
APが∠Aの外角を 2等分することを示せ．

標準 7.7 4ABCにおいて，∠C = 90◦，AB : AC = 5 : 4とする．辺BCの点C側の
延長上に，CA = CDとなる点Dをとる．辺ABの中点をEとし，点Bから直線AD

に下した垂線をBFとするとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2016) 7

(1) EF = ECを示せ．

(2) 面積比4ABC : 4CEFを求めよ．

見
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標準 7.8 tを 0 < t < 1を満たす実数とする．面積が 1である三角形ABCにおいて，
辺AB，BC，CAをそれぞれ 2 : 1，t : 1− t，1 : 3に内分する点をD，E，Fとする．
また，AEとBF，BFとCD，CDとAEの交点をそれぞれP，Q，Rとする．このと
き，以下の問いに答えよ． (九大 [文]2016) 2

(1) 3直線AE，BF，CDが 1点で交わるときの tの値 t0を求めよ．

以下，tは 0 < t < t0を満たすものとする．

(2) AP = kAE，CR = `CDを満たす実数 k，` をそれぞれ求めよ．

(3) 三角形BCQの面積を求めよ．

(4) 三角形 PQRの面積を求めよ．

標準 7.9 4AOBはOA = OB = 1なる二等辺三角形とする．α = ∠AOBとし，線
分OBに関してAと対称な点をA′とする．次の問いに答えよ． (九大 [文]2002) 3

(1) α < 90◦とする．右図のように線分OA上
に点Cをとる．点Cを固定し，線分OB上
に点Dを折れ線ADCの長さが最小となる
ようにとる．線分OA′上にOC′ = OCを
みたす点C′をとれば，線分AC′は点Dを
通ることを示せ．

　

O

B

C

D

(折れ線ADC)
A

(2) α < 45◦とする．線分OA上に点 Eを，線分OB上に点 Fを折れ線AFEの長
さが最小となるようにとる．このとき∠AEFは直角となることを示せ．

(3) α < 60◦とする．線分OA上に点Gを，線分OB上に点Hを折れ線AHGBの
長さが最小となるようにとる．このとき，折れ線AHGBの長さを αを用いて
表せ．

7.3 三角形の外心・内心・重心
□□ 7.10 AB 6= ACである鋭角三角形ABCの外心をO，重心をGとする．直線OG

とAから辺BCにおろした垂線との交点をH，BCの中点をMとするとき，AH : OM

を求めよ． (鹿児島大学 2009) 1

□□ 7.11 三角形ABCにおいて，辺ABの中点をD，辺ACの中点を Eとする．
BE = CDならばAB = ACであることを示せ． (鹿児島大学 2012) 1見
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基本 7.12 右図の4ABCにおいて，辺
AB上の延長上に AB = BDとなる点
Dがある．同様に，辺 BCの延長上に
BC = CEとなる点 Eが，辺 CAの延
長上に CA = AFとなる点 Fがそれぞ
れある．4ABCの重心をGとし，直線
GEと線分AC，AB，FDとの交点をそ
れぞれ H，I，Jとする．このとき，次
の比を求めよ． (宮崎大学 2015) 11

　

G

F

E

D

J
I

B

A

C

H

(1) CH : HA

(2) BI : IA

(3) DJ : JF

基本 7.13 右図のように，4ABCの内部に点Pをとる．4PAB，4PBC，4PCAの
面積をそれぞれ SAB，SBC，SCAとするとき，次の各問に答えよ．

(宮崎大学 2012) 9

(1) 点Pが4ABCの内心で，SAB
2 + SCA

2 = SBC
2

が成り立つとき，∠BACの大きさを求めよ．
　 A

B C

P
(2) SAB = SBC = SCA が成り立つとき，点 Pは

4ABCの重心であることを示せ．

7.4 円と直線

□□ 7.14 右図のような点Oを中心とする円に
おいて，弦ABと点Aにおける接線 lとのなす
角∠BATは，その角内にある弧ABに対する円
周角 ∠APBに等しいことを証明せよ．ただし，
∠BATは鋭角とする． (宮崎大学 2013) 12

　

lA

B

P

O

T見
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基本 7.15 次の問いに答えよ． (佐賀大学 2008) 10

(1) 平面において，一直線上に相異なる 3点A，P，Bをこの順にとる．次に線分
ABを直径とする半円 C をかき，点 Pを通る直線 ABの垂線と半円 C との交
点をQとする．このとき，半円Cの半径と線分PQの長さをそれぞれ線分AP

の長さと線分BPの長さを用いて表せ．

(2) (1)を用いて，2つの正の数 a，bに対して，不等式

a + b

2
=
√

ab

が成り立つことを示せ．また，等号が成り立つのはどのような場合かも示せ．

基本 7.16 次の問に答えよ． (宮崎大学 2014) 9

(1) 右図のように半径 r1の円O1と半径 r2の円
O2が外接している．円 O1と円 O2の接点
を Pとする．円O1の周上に点 Pと異なる
点 Aをとり，線分 APの延長と円 O2の交
点をBとする．また，円O1の周上に点P，
点Aと異なる点Cをとり，線分CPの延長
と円O2の交点をDとする．
このとき，次の (a)，(b)に答えよ．

　

B

A

C

D

O2

O1

P

(a) 点 Pにおける円O1の接線を利用して，AC//BDであることを示せ．

(b) 円O1の中心と円O2の中心を結ぶ直線を利用して，点Pは線分ABを r1 : r2

に内分することを示せ．

(2) 右図のように半径3の円C1，半径4の円C2，
半径5の円C3が互いに外接している．円C2

と円C3の接点を J，円C3と円C1の接点を
K，円C1と円C2の接点を Lとする．線分
JLの延長と円C1の交点をMとし，線分JK

の延長と円C1の交点をNとする．
このとき，四角形KLMNの面積は4JLK

の面積の何倍であるかを求めよ．

　

C1 C2

C3

N

M

K

L

J

7.5 方べきの定理
□□ 7.17 四角形ABCDにおいて，線分ACと線分BDの交点をPとし，∠DAC =

∠CBD，AC = 8，AP = 2，PD = 4とする．このときBDの長さを求めよ．
(鹿児島大学 2013) 1
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基本 7.18 三角形ABCの辺AB，ACの中点をそれぞれD，Eとし，辺BE，CDの
交点をGとする．4点D，B，C，Eが同一円周上にあるとき，次のことを証明せよ．

(1) AB = ACである． (鹿児島大学 2006) 3

(2) 2∠ABG = ∠BAEであるとき，∠BAG = ∠ABGである．

(3) (2)の条件を満たすとき，三角形ABCは正三角形である．

基本 7.19 次の各問に答えよ． (宮崎大学 2009) 11

(1) 図 1のように，直線 ADと BCは点 Pで交
わっている．

PA·PD = PB·PC

が成り立つとき，四角形ABCDは円に内接
することを示せ．

　

図 1

図 2

A

P B C

A

D

B CD

P EF

(2) 図 2のように，鋭角三角形 ABCの内部に
点Pをとり，直線AP，BP，CPと，辺BC，
CA，ABとの交点をそれぞれD，E，Fとす
る．次の 1)，2)がともに成り立つとき，点
Pは4ABCの垂心であることを示せ．

1) 四角形AFPEは円に内接する．

2) 四角形CEPDは円に内接する．

三角形の各頂点から対辺に下ろした 3本の垂線は 1点で交わる．
この点を三角形の垂心という．

基本 7.20 円周上の点Aにおける円の接線上に点Aと異なる点Pをとる．点Pを通
る直線が点 Pから近い順に 2点 B，Cで円と交わっている．∠APBの二等分線と線
分AB，ACとの交点をそれぞれD，Eとする．PA : PB = r : 1− rとおき，BD = s，
CE = tとおく．ただし，0 < r < 1とする． (大分大学 2012) 3

(1) 線分ADの長さを rと sで表しなさい．

(2) PB : PC = 2 : 3となるとき，rの値を求めなさい．

(3) (2)のとき，線分AEの長さを tで表しなさい．見
本
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7.6 三角形と円
□□ 7.21 半径 rの円Oの外部の点Pからこの円に引いた接線の接点の一つをTと
する．Tを端点とする円Oの直径TQをとる．三角形PTQの辺PQと円Oとの交点
をRとするとき，PRの長さを求めよ．ただし，∠QPT = 30◦とする．

(鹿児島大学 2008) 1

□□ 7.22 4ABCにおいて，∠A = 75◦，∠B = 60◦，AB = 1とする．頂点Aを通り
辺BCに垂直な直線と4ABCの外接円との交点をPとする．このとき，線分APの
長さを求めよ． (鹿児島大学 2010) 1

□□ 7.23 半径 rの円O′が半径 2rの円Oに点Pで内接し，さらに円O′は円Oの弦
ABに点Qで接している．線分PQの延長が円Oと交わる点をMとする．∠PQB = 60◦

のとき，線分QMの長さを求めよ． (鹿児島大学 2015) 1

基本 7.24 4ABCに対し，点Pは辺ABの中点，点Qは辺BC上のB，Cと異なる
点，点Rは直線AQと直線CPとの交点とする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) a =
CR

RP
，b =

CQ

QB
とおくとき，aと bの関係式を求めよ．(宮崎大学 2005) 14

(2) 4ABCの外接円 Oと直線 CPとの点 C以外の交点を Xとする．AP = CR，
CQ = QBであるとき，CR : RP : PXを求めよ．

基本 7.25 円 Oの直交する二つの直径 PQと RSに対して，ORの延長上に点 Aを
PA = PQとなるようにとる．PAと円Oの交点をMとし，さらに線分MQと線分
OAの交点をBとする．このとき，次の各問に答えよ． (鹿児島大学 2001) 5

(1) 点Mは線分 PAの中点であることを証明せよ．

(2) 線分の長さの比AP : PBとAR : RBを求めよ．

(3) 線分 PRは∠APBの二等分線であることを証明せよ．

基本 7.26 三角形 ABCの内接円の中心を O1，この内接円と辺 AB，AC，BCとの
接点をそれぞれP1，P2，P3とする．また，辺ABをBの方向に伸ばした延長線，辺
ACをCの方向に伸ばした延長線，および辺BCと接する三角形ABCの傍接円の中
心をO2とし，この傍接円と辺ABの延長線，辺ACの延長線，辺BCとの接点をそ
れぞれQ1，Q2，Q3とする．このとき次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2004) 6

(1) P1Q1 = P2Q2であることを示せ．

(2) BP3 + BQ3 = CP3 + CQ3であることを示せ．
見
本
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標準 7.27 rを 1より小さい正の定数とする．平面上の点Aを端点とする半直線 l上
の点でAからの距離が 1− r，1，1 + rとなるものをそれぞれB，C，Dとする．BD

を直径とする円を描き，Aを端点としその円に接する半直線のひとつをmとする．
m上の点でAからの距離が 1− r，1，1 + rとなるものをそれぞれE，F，Gとする．
E，Fを通り lに接する円を描きその接点を Pとする．また F，Gを通り lに接する
円を描きその接点をQとする． (九大 [文]2001) 5

(1) Aと Pとの間の距離APを rで表せ．

(2) CFを rで表せ．

(3) PQ = CFを示せ．

標準 7.28 次の各問に答えよ． (宮大 [医]2012) 7

(1) 右図 Iにおいて，点Oを中心とする円
の半径をRとする．この円の弦XY上
の任意の点を Pとするとき，等式

OP2 = R2 − XP·YP

が成り立つことを示せ．

　
A

B C

D

I
O

E
P

X

Y

図 I 図 II

O

(2) 右図 IIの4ABCの外心をO，内心を Iとする．4ABCの外接円，内接円の半
径をそれぞれR，rとする．また，直線AIと4ABCの外接円の，点Aと異な
る交点を D，4ABCの内接円と辺 ABとの接点を Eとする．このとき，次の
(A)，(B)，(C)に答えよ．

(A) DB = DIであることを示せ．

(B) AI·DI = 2Rrであることを示せ．

(C) OI2 = R2 − 2Rrであることを示せ．

7.7 作図
□□ 7.29 平面上で 2つの円を考える．共通接線がちょうど 3本引けるような 2つの
円の位置関係の例を図示せよ．また，3本の共通接線も描け．

(鹿児島大学 2013) 1見
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第 8 章 式と証明（数学II）

8.1 二項定理

□□ 8.1

(
x− 5

x2

)6

を展開したときの xを含まない項を求めよ．

(琉球大学 2003) 5

□□ 8.2 (x− 3y + 2z)7の展開式における x4y2zの項の係数を求めよ．
(福岡教育大学 2015) 1

□□ 8.3 (2x− y + z)8の展開式における x2y3z3の係数を求めよ．
(鹿児島大学 2011) 1

基本 8.4 次の問いに答えなさい． (大分大学 2010) 2

(1) 正の整数 nについて
(

x +
1

x

)n

の展開式に，定数項が含まれるための nの条件

を求めなさい．

(2)

(
x + 1 +

1

x

)7

の展開式における定数項を求めなさい．

基本 8.5 nを自然数とする．(1 + x)nの展開式を利用して，次の問いに答えなさい．
(大分大学 2006) 1

(1) nC1 + nC2 + · · ·+ nCn = 127を満たす nの値を求めなさい．

(2) 3117を 900で割ったときの余りを求めなさい．

標準 8.6 nを 3以上の自然数とする．以下の問いに答えよ． (熊大 [文]2008) 2

(1) 2 5 k 5 nを満たす自然数 kについて，k(k− 1)nCk = n(n− 1)n−2Ck−2を示せ．

(2)
n∑

k=1

k(k − 1)nCkを求めよ．

(3)
n∑

k=1

k2
nCkを求めよ．
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標準 8.7 nを 3以上の奇数として，次の集合を考える．

An =
{

nC1, nC2, · · · , nCn−1
2

}

以下の問いに答えよ． (熊大 [文]2013) 1

(1) A9のすべての要素を求め，それらの和を求めよ．

(2) nCn−1
2
がAn内の最大の数であることを示せ．

(3) An内の奇数の個数をmとする．mは奇数であることを示せ．

8.2 等式と不等式の証明

□□ 8.8 a = 0，b = 0のとき，
a + b

2
=
√

abとなることを証明せよ．

(琉球大学 2009) 5

□□ 8.9 x > 0，y > 0，x + y = 1のとき，不等式
(

1 +
1

x

)(
1 +

1

y

)
= 9

が成り立つことを示せ．また，等号が成り立つのはどのような場合か答えよ．
(宮崎大学 2001) 9

□□ 8.10 a，b，c，x，y，zを実数とする． (福岡教育大学 2011) 1

(1) (a2 + b2 + c2)(x2 + y2 + z2) = (ax + by + cz)2が成り立つことを示せ．

(2) x + y + z = 1のとき，x2 + y2 + z2の最小値を求めよ．

基本 8.11 次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2010) 2

(1) 恒等式
1

2
(x + y + z){(x− y)2 + (y − z)2 + (z − x)2} = x3 + y3 + z3 − 3xyz が

成り立つことを示せ．

(2) a = 0，b = 0，c = 0のとき，
a + b + c

3
= 3
√

abcが成り立つことを示せ．また，

等号が成り立つのは a = b = cのときであることを示せ．

(3) 一辺の長さがそれぞれ a，b，cの三角形の面積は
√

s(s− a)(s− b)(s− c)で与

えられることが知られている．ただし，s =
a + b + c

2
とする．三辺の長さの和

が 2s (s > 0)であるような三角形の面積は
s2

3
√

3
以下であることを示せ．また，

面積が
s2

3
√

3
となるのは，三角形が正三角形のときであることを示せ．

見
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標準 8.12 次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2005) 3

(1) 2個の負でない実数 a，bに対して，
a

1 + a
+

b

1 + b
= a + b

1 + a + b
が成り立つこと

を示せ．

(2) 負でない実数 a，b，cについて，a + b = cならば

a

1 + a
+

b

1 + b
= c

1 + c

が成り立つことを示せ．

(3) nを 2以上の整数とする．n個の負でない実数 a1, a2, · · · , anと負でない実数
cについて，a1 + a2 + · · ·+ an = cならば

a1

1 + a1

+
a2

1 + a2

+ · · ·+ an

1 + an

= c

1 + c

が成り立つことを示せ．

見
本
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第 9 章 複素数と方程式（数学II）

9.1 複素数
□□ 9.1 次の方程式を解け．

(1 + i)x2 − (1 + 3i)x− 2 + 2i = 0

ただし，iは虚数単位，xは実数とする． (琉球大学 2008) 5

□□ 9.2 a，bを実数とする．xの方程式 x2 + ax + 4 = 0が解−1 + biをもつとき，
a，bの値を求めよ．ただし，iは虚数単位とする． (琉球大学 2009) 5

9.2 剰余の定理・因数定理

□□ 9.3 整式 P (x)は，P

(
5

3

)
=

8

3
と P

(
−7

2

)
= −5

2
を満たす．

P (x)を 6x2 + 11x− 35で割った余りを求めよ． (琉球大学 2016) 5

基本 9.4 3次の整式 P (x)は，次の条件 1)，2)，3)を満たしている．

1) P (x)の x3の係数は 1である．

2) P (x)は (x− 1)2で割り切れる．

3) P (x)を x + 1で割った余りと，x2 − x− 2で割った余りは等しい．

このとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2013) 11

(1) P (x)を求めよ．

(2) {P (x)}2を (x + 1)2で割った余りを求めよ．

標準 9.5 P (x)は，x5の係数が 1であるような 5次式とする．P (x)を x2 − x− 6で
割ったときの商をQ(x)，Q(x)を x− 2で割ったときの商をR(x)とおく．

P (−2) = −10, P (3) = 5, Q(2) = Q(−2) = R(−3) = 2

であるとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2011) 5

(1) P (x)を x2 − x− 6で割ったときの余りを求めよ．

(2) R(x)を求めよ．

(3) P (x)を求め，展開して降べきの順に整理せよ．
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9.3 高次方程式
□□ 9.6 3次方程式 x3 − ax− 6 = 0が x = −1を解にもつとき，定数 aの値と他の
解を求めよ． (琉球大学 2015) 5

□□ 9.7 a，b，cを実数とする．a + b + c =
1

a
+

1

b
+

1

c
= 1である．a，b，cのうち

少なくとも 1つは 1に等しいことを示せ． (福岡教育大学 2014) 1

□□ 9.8 4次方程式 x4 + ax3 + 14x2 + 16x + b = 0が x = −2を 2重解としてもつと
き，定数 a，bの値と他の解を求めよ． (福岡教育大学 2013) 1

基本 9.9 次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2016) 2

(1) 整式 P (x)を 0でない整式Q(x)で割った余りをR(x)とおく．方程式 P (x) = 0

と Q(x) = 0の共通解は方程式 Q(x) = 0と R(x) = 0の共通解であることを
示せ．また逆に方程式 Q(x) = 0と R(x) = 0の共通解は方程式 P (x) = 0と
Q(x) = 0の共通解であることを示せ．

(2) 整式 P (x)，Q(x)を

P (x) = x4 + 2x3 + x2 − 1, Q(x) = x3 + 2x2 − 1

とおく．方程式 P (x) = 0とQ(x) = 0の共通解をすべて求めよ．

9.4 解と係数の関係
□□ 9.10 xについての 3次方程式 2x3 + ax2 + bx + c = 0の 1つの解が 1− 2iであ
るとき，1 + 2iもこの方程式の解であることを示せ．ただし，a，b，cは実数の定数
とし，iは虚数単位とする． (福岡教育大学 2008) 5

□□ 9.11 3次方程式 x3 + ax2 + bx− 14 = 0の 1つの解が 2 +
√

3iであるとき，実
数の定数 a，bの値を求めよ． (琉球大学 2011) 5

基本 9.12 以下の問いに答えよ． (佐賀大学 2009) 9

(1) 次を満たす 2数 x，yを求めよ．

x + y =
1

x
+

1

y
= 2

(2) 次を満たす 3数 x，y，zを求めよ．

x + y + z =
1

x
+

1

y
+

1

z
= 3, xyz = 1
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9.5 その他の方程式・不等式
□□ 9.13 方程式 x3− 1 = 0の虚数解の一つを ωとするとき，ω4 + ω2 + 1 の値を求
めよ． (鹿児島大学 2008) 1

□□ 9.14 aを 0でない実数とする．xについての 3次方程式 x3− a3 = 0の 2つの虚

数解を α，βとするとき，
α− β

α + β
の値を求めよ． (福岡教育大学 2012) 5

□□ 9.15 次の (1)，(2)，(3)に答えよ． (鹿児島大学 2014) 2

(1) t = x +
1

x
とおく．このとき，x2 +

1

x2
と x3 +

1

x3
をそれぞれ tについての多項

式で表せ．

(2)
2x4 − 3x3 − 5x2 − 3x + 2

x2
を tについての多項式で表せ．

(3) 4次方程式 2x4 − 3x3 − 5x2 − 3x + 2 = 0の解を全て求めよ．

基本 9.16 次の問いに答えよ． (琉球大学 2002) 5

(1) 複素数 1 + 2iを解にもつ実数係数の xの 2次方程式で，x2の係数が 1であるも
のを求めよ．

(2) a，bを実数とする．4次方程式 x4− x3 + 2x2 + ax + b = 0が 1 + 2iを解にもつ
とき，a，bの値を求めよ．

標準 9.17 iを虚数単位として，次の問いに答えよ． (長崎大学 2008) 2

(1) 3次方程式 x3 = 1を解け．

(2) α = m +
√

7 niとするとき，α3 = 225 + 2
√

7 iが成り立つ．このような整数m，
nの組を求めよ．

(3) β3 = 225 + 2
√

7 iを満たす複素数 βをすべて求めよ．

見
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9.6 問題研究

9.6.1 無理数を解にもつ有理係数の方程式

Qを有理数，
√

qを無理数とするとき

Q[
√

q ] = {u + v
√

q |u, v ∈ Q}

を考える．x, x ∈ Q[
√

q ]を

x = u + v
√

q

x = u− v
√

q

と定義すると，k ∈ Q, x, y ∈ Q[
√

q ]について，次の 3式が成り立つ．




k = k

x + y = x + y

xy = x y

(9.1)

第 3式から x2 = (x)2, さらに xn = (x)n (nは自然数)．

例えば，a, b, c, d ∈ Qである 3次方程式

ax3 + bx2 + cx + d = 0 (9.2)

が z ∈ Q[
√

q ]を解をもつとき，az3 + bz2 + cz + d = 0であるから，(9.1)により

az3 + bz2 + cz + d = 0

az3 + bz2 + cz + d = 0

a z3 + b z2 + c z + d = 0

a(z)3 + b(z)2 + cz + d = 0

これから zが (9.2)の解であることが分かる．
¶ ³

(9.1)において，kを実数，x, yを複素数とし，xと xを互いに共役な複素数と考
えても成り立つ．ゆえに，a, b, c, dを実数とするとき，(9.2)の方程式が複素数 z

を解にもつとき，共役な複素数 zも (9.2)の解であることがわかる．
なお，n次方程式についてもこれらのことが成立する．

µ ´見
本



第 10 章 図形と方程式（数学II）

10.1 点と直線
□□ 10.1 放物線 y = x2 − xの頂点を Pとする．点Qはこの放物線上の点であり，
原点O(0, 0)とも点Pとも異なるとする．∠OPQが直角であるとき，点Qの座標を
求めよ． (長崎大学 2016) 1

基本 10.2 tを実数とし，点Pの座標を (t,−t2)とする．点Pと直線 l1 : 2x+y+3 = 0

の距離をd1とし，点Pと直線 l2 : 2x−y+4 = 0の距離をd2とする．また，d = d1+d2

とおく． (大分大学 2012) 7

(1) t = 2のとき，dの値を求めなさい．

(2) 点 Pが直線 l1上またはその上側にあるための tの条件を求めなさい．

(3) dの最小値とそのときの tの値を求めなさい．

標準 10.3 a > 1，a > p > 0とする．2直線 l1 : y = 2x − 1，l2 : y = aの交点を S，
l1と x軸の交点をTとし，y軸上の点P(0, p)，l1上の点A(1, 1)，l2上の点Q(q, a)

をとる．∠PQS = 135◦，∠AQS = 45◦であるとき，次の問いに答えよ．

(1) p，qそれぞれを aで表せ． (熊大 [文]2002) 3

(2) ∠PAT = ∠QASであるとき，p，aそれぞれの値を求めよ．

10.2 円の方程式
基本 10.4 座標平面上に原点O(0, 0)，点A(−1, 3)，点B(4, 8)がある．さらに，2

次関数 y = f(x)のグラフGと円Cはそれぞれ 3点O，A，Bを通るものとする．こ
のとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2010) 2

(1) f(x)を求めよ．

(2) 円Cの中心の座標および半径を求めよ．

(3) グラフGと円Cとの交点のうち，3点O，A，B以外の点の座標を求めよ．
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基本 10.5 座標平面上に 2点A(1, 3)，B(5,−5)があり，直線ABに関して原点Oと
対称な点をCとする．このとき，次の問いに答えなさい． (大分大学 2009) 4

(1) 点Cの座標を求めよ．

(2) 3点 A，B，Cを頂点とする4ABCの外接円の方程式とその中心の座標を求
めよ．

(3) 点 (0, 5)から4ABCの外接円に引いた接線の方程式を求めよ．

基本 10.6 aを実数とする．円 x2 + y2 − 4x− 8y + 15 = 0と直線 y = ax + 1が異な
る 2点A，Bで交わっている． (大分大学 2015) 1

(1) aの値の範囲を求めなさい．

(2) 弦ABの長さが最大になるときの aの値を求めなさい．

(3) 弦ABの長さが 2になるときの aの値を求めなさい．

基本 10.7 2つの円 C1 : x2 + y2 = 4，C2 : (x − 4)2 + y2 = 1の両方に接する直線は
全部で 4本ある．この 4本の直線の方程式を求めよ． (宮崎大学 2005) 2

標準 10.8 直線 l1 : y = mx + 3 (m > 0)が，点A(5, 3)を中心とする円C1に接して
いる．その接点をPとする．直線 l1と y軸との交点をQ，2点A，Pを通る直線 l2 と
x軸との交点をRとする． (大分大学 2011) 2

(1) 円C1の半径 rをmを用いて表しなさい．

(2) 円C1が x軸と異なる 2点で交わるようなmの値の範囲を求めなさい．

(3) 線分QRの中点 Sの座標を求めなさい．

(4) 3点P，Q，Rを通る円C2の中心と円C1の中心との距離を dとする．dの最小
値とそのときのmの値を求めなさい．

標準 10.9 平面上の 3点 A(0, 2)，B(−1, 0)，C(4, 0)を頂点とする4ABCについ
て，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2001) 2

(1) 外接円の中心と半径を求めよ．

(2) 内接円の中心と半径を求めよ．

三角形の 3頂点を通る円をその三角形の外接円という．
また，三角形の 3辺すべてに接する円をその三角形の内接円という．

標準 10.10 座標平面上の 3つの円C1，C2，C3は，それぞれ中心が (0, 0)，(0, 3)，
(4, 0)，半径が r1，r2，r3であり，どの 2つの円も互いに外側で接しているとする．
このとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2004) 3

(1) r1，r2，r3の値を求めよ．

(2) 円CがC1，C2，C3のそれぞれと互いに外接しているとき，円Cの半径 rと中
心の座標 (a, b)を求めよ．
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10.3 軌跡の方程式
基本 10.11 円C : x2 + y2 − 4kx + 2ky − 5 = 0について，次の問いに答えよ．

(熊大 [文]2003) 3

(1) Cは kの値に関係なくある 2つの点A，Bを通る．A，Bの座標を求めよ．た
だし，Aの x座標はBの x座標より小さいとする．

(2) PA : PB = 2 : 1となる点 Pの軌跡を求めよ．

基本 10.12 座標平面上の 3点P(2, 1)，Q

(
−2

5
,−11

5

)
，O(0, 0)を通る円をC1とす

る．このとき，次の問いに答えよ． (佐賀大学 2009) 5

(1) 円C1の方程式を求めよ．

(2) 円C1に内接する正三角形の面積を求めよ．

(3) 円 C2 : x2 + y2 = 5の円周上を動く点Mに対して，3点M，P，Qが三角形を
作るとする．このとき，4MPQの重心の軌跡を求めよ．

標準 10.13 座標平面上に，2つの放物線

C1 : y = (x− t)2 + t C2 : y = −x2 + 4

がある．ただし，tは実数とする．このとき，次の各問いに答えよ．
(宮崎大学 2012) 8

(1) C1，C2が異なる 2点で交わるとき，tの値の範囲を求めよ．

(2) (1)のとき，C1とC2の 2つの交点を結ぶ線分の中点の軌跡を図示せよ．

標準 10.14 円 C1 : x2 + y2 = 1と円 C2 : (x − 2)2 + (y − 4)2 = 5とに点 Pから接線
を引く．PからC1の接点までの距離とC2の接点までの距離との比が 1 : 2になると
する．このとき，Pの軌跡を求めよ． (熊大 [文]2004) 1

10.4 不等式の表す領域
□□ 10.15 xy平面で次の不等式で表される領域を図示せよ．(鹿児島大学 2016) 1

|x| 5 y 5 1− |x|

□□ 10.16 実数 x，yが (x − 2)2 + y2 5 3を満たすとき，
y − 7

x
のとりうる値の範

囲を求めよ． (福岡教育大学 2013) 1

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2013.pdf


64 第 10章 図形と方程式（数学 II）

□□ 10.17 aを正の実数とするとき，座標平面において，連立不等式

x2 + y2 5 4ax, x2 + y2 = 2ax,
√

3 x− y 5 2
√

3 a

の表す領域を図示せよ． (福岡教育大学 2006) 1

基本 10.18 座標平面上の 3点をA(1, 0)，B(0, 1)，C(−1, 0)とし，4ABCの内部
の点をP(a, b)とする．ただし，点Pは4ABCの周上にはないものとする．このと
き，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2007) 3

(1) 直線ABに関して，点 Pと対称な点Qの座標を求めよ．

(2) 直線 BCに関して，点 Pと対称な点を Rとするとき，2点Q，Rを通る直線 l

の方程式を求めよ．

(3) 原点Oと直線 lの距離が
4

5
より小さくなるような点 Pのとりうる範囲を図示

せよ．

基本 10.19 x，yが不等式 |x− 2|+ |y − 2| 5 2を満たすとき，次の問いに答えよ．

(1) この不等式の表す領域を図示しなさい． (大分大学 2010) 1

(2) x + 2yの最大値と最小値を求めなさい．

基本 10.20 次の問いに答えよ． (鹿児島大学 2009) 2

(1) 直線 4x− 3y = aが放物線 y = −x2 + 6x− 5と接するとき，aの値と接点の座
標を求めよ．

(2) 点 (x, y)が連立不等式 x2 + y2 5 25，y 5 −x2 + 6x− 5の表す領域を動くとき，
4x− 3yの最小値と最大値を求めよ．

基本 10.21 座標平面上で，x軸までの距離と直線 y =
3

4
xまでの距離の和が 1以下

である点全体からなる領域をDとする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) 領域Dを図示せよ． (宮崎大学 2003) 2

(2) 点 (x, y)が領域D上を動くとき，x + yが最大となる点の座標を求めよ．見
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基本 10.22 直線 l : y = x + 1と曲線C : y = 2x2 − 4x + 1との交点を P，Qとする
とき，次の各問に答えよ．ただし，Pの x座標はQの x座標より小さいものとする．

(宮崎大学 2005) 6

(1) 直線 lに平行で曲線Cに接する直線をmとするとき，点 Pと直線mとの距離
を求めよ．

(2) 曲線Cと (1)における直線mとの接点をRとする．このとき，4PQRの面積
を求めよ．

(3) 点 (x, y)が直線 lと曲線Cで囲まれる領域にあるとき，x + yの最小値を求め
よ．ただし，領域は境界を含むものとする．

基本 10.23 座標平面において，原点O(0, 0)，点A(1, 0)，点B(1, 2)を頂点とする
4OABの内部またはその周上に点 P(a, b)がある．点 Pから 3辺OA，AB，BOま
での距離の和を kとする．このとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2008) 3

(1) kを aと bについての 1次式で表せ．

(2) kの最大値と最小値を求めよ．

標準 10.24 点 (x, y)が連立不等式
{

y = x2 − 1

y 5 x + 1

の表す領域を動くとき，x2 + y2− 4yの最大値と最小値を求めよ．(熊大 [文]2001) 1

標準 10.25 連立不等式

{
y = |2x− 3|
y 5 x

の表す領域をDとする．

(1) 領域Dを図示しなさい． (大分大学 2013) 2

(2) aを 2でない正の定数とする．点 (x, y)が領域D内を動くとき，ax + yの最大
値と最小値，およびそのときの点 (x, y)を求めなさい．

(3) 点 (x, y)が領域D内を動くとき，x2 + y2の最小値とそのときの点 (x, y) を求
めなさい．

標準 10.26 座標平面上で，次の連立不等式の表す領域をDとする．

x + 2y 5 5, 3x + y 5 8, −2x− y 5 4, −x− 4y 5 7

点P(x, y)が領域D内を動くとき，x + yの値が最大となる点をQとし，最小となる
点をRとする．以下の問いに答えよ． (九大 [文]2013) 2

(1) 点Qおよび点Rの座標を求めよ．

(2) a > 0かつ b > 0とする．点P(x, y)が領域D内を動くとき，ax + byが点Qで
のみ最大値をとり，点Rでのみ最小値をとるとする．このとき，

a

b
の値の範囲

を求めよ．
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11.1 三角関数

□□ 11.1
sin 105◦ + cos 75◦

sin 15◦ + cos 15◦
の値を求めよ． (福岡教育大学 2004) 5

□□ 11.2 −π

4
< θ <

π

4
，sin θ + cos θ =

1

2
とする．このとき，sin θ− cos θの値を求

めよ． (宮崎大学 2006) 2

11.2 加法定理

□□ 11.3 θが tan θ =
1

5
および 0 < θ <

π

4
を満たすとき，tan 2θと tan 4θの値を求

めよ．また，4θ =
π

4
+ αとおくとき，tan αの値を求めよ． (長崎大学 2011) 5

□□ 11.4 鋭角三角形の 3つの角の大きさをα，β，γとする．このとき，
sin α sin β

sin γ
を tan α，tan βを用いて表せ． (福岡教育大学 2007) 1

基本 11.5 次の問いに答えよ． (熊大 [文]2005) 2

(1) 三角関数の加法定理またはド・モアブルの定理を用いて，任意の角 θに対し，
次の等式が成り立つことを証明せよ．

sin 3θ = 3 sin θ − 4 sin3 θ

(2) θ = 18◦のとき，cos 2θ = sin 3θが成り立つことを示せ．

(3) sin 18◦の値を求めよ．

基本 11.6 0◦ 5 α，β < 360◦とする．このとき，次の 2つの等式

sin α = cos β, cos α = sin β

が同時に成り立つための必要十分条件をαと βの関係式で表せ．(宮崎大学 2005) 10
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基本 11.7 x，yを実数とするとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2003) 1

(1) 等式 sin2 x + sin2 y + sin2(x + y) = 2− cos x cos y cos(x + y)が成り立つことを
示せ．

(2) x > 0，y > 0，x + y < πとする．sin2 x + sin2 y + sin2(x + y) > 2であるとき，
不等式 x + y >

π

2
が成り立つことを示せ．

標準 11.8 整数m，nが 1 5 m < nを満たすとき，次の問いに答えよ．
(熊大 [文]2004) 2

(1) x > 3ならば，不等式

(mx− 1)(nx− 1) > x2 + 1

が成り立つことを示せ．

(2) tan α =
1

m
，tan β =

1

n
を満たし，かつ tan(α + β)の値が整数となる角度α，β

があるとする．このような，(m, n)の組をすべて求めよ．

標準 11.9 平面上の点C(c, 0)を通る直線 l1 : y = m(x− c)を考える．ただし，c，m

は定数で，c > 0，m > 0とする．直線 l1上で x軸より上側に点A，x軸上で点Cよ
り右側に点Bをとるとき，次の問いに答えよ． (長崎大学 2002) 2

(1) 原点Oを通り，∠ACBの 2等分線と平行な直線 l2の方程式を求めよ．

(2) 2直線 l1，l2の交点 Pの座標と線分CPの長さを求めよ．

(3) 直線 l1の傾きmが 1から
√

3まで変化するとき，点 Pが描く曲線の長さを求
めよ．

発展 11.10 関数 f(x)が 0でない定数 pに対して，つねに f(x + p) = f(x)を満たす
とき f(x)は周期関数であるといい，pを周期という．正の周期のうちで最小のもの
を特に基本周期という．たとえば，関数 sin xの基本周期は 2πである．このとき，次
の問いに答えよ． (九大 [理]2007) 5

(1) y = | sin x|のグラフをかき，関数 | sin x|の基本周期を求めよ．
(2) 自然数m，nに対して関数 f(x)を f(x) = | sin mx| sin nxとおく．pが関数 f(x)

の周期ならば f
(p

2

)
= f

(
−p

2

)
= 0が成り立つことを示せ．また，このとき

mpは πの整数倍であり，npは 2πの整数倍であることを示せ．

(3) m，nは 1以外の公約数をもたない自然数とする．(2)の結果を用いて関数
| sin mx| sin nxの基本周期を求めよ．
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11.3 方程式・不等式
□□ 11.11 4 cos3 θ − 7 cos θ + 3 = 0を満たす θ (0◦ 5 θ 5 180◦)を求めよ．

(福岡教育大学 2003) 5

□□ 11.12 不等式 4 sin x = 3

sin x
(0 < x < 2π, x 6= π)を解け．

(福岡教育大学 2005) 1

□□ 11.13
π

6
5 x <

π

2
のとき，等式

(1 +
√

3) sin x tan x = 2
√

3 sin x + (1−
√

3) cos x

を満たす xの値を求めよ． (宮崎大学 2008) 1

□□ 11.14 0 5 x 5 π，0 5 y 5 πのとき，連立方程式

3 sin x− sin y =
√

3, 3 cos x + cos y = −1

を解け． (福岡教育大学 2014) 1

□□ 11.15 0◦ 5 θ 5 360◦のとき，方程式 cos 2θ + cos θ = 0を解け．
(琉球大学 2005) 5

□□ 11.16 0 5 x 5 2π のとき

cos 2x + cos x + 1 > 0

を満たす xの範囲を求めよ． (福岡教育大学 2016) 1

□□ 11.17 0 5 θ 5 πの範囲で，

5 sin2 θ + 14 cos θ − 13 = 0

を満たす θの中で最大のものを αとするとき，cos αと tan 2αの値を求めよ．
(鹿児島大学 2010) 2

□□ 11.18 方程式 sin 3x + cos 3x = 0を解け．ただし，0 5 x 5 πとする．
(福岡教育大学 2006) 1

□□ 11.19 0 5 x 5 πのとき，次の方程式を解け． (宮崎大学 2009) 1

sin x + sin 2x + sin 3x = cos x + cos 2x + cos 3x
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□□ 11.20 0 5 x 5 2πのとき，不等式 sin 3x + sin 2x < sin x を解け．
(長崎大学 2016) 1

基本 11.21 関数 f(θ) = sin θ −√3 cos θについて，以下の問いに答えよ．

(1) y = f(θ)のグラフをかけ． (佐賀大学 2009) 10

(2) −π < θ < πのとき，方程式 f(θ) = 1を解け．

(3) −π < θ < πのとき，不等式 sin θ >
√

3 cos θ + 1を解け．

応用 11.22 実数 θに対し，関数 f(θ)と g(θ)を，

f(θ) = (cos θ)(cos 2θ)(cos 3θ), g(θ) = (sin θ)(sin 2θ)(sin 3θ)

とおくとき，次の (1)，(2)に答えよ． (宮大 [医]2013) 7

(1) 関数 f(θ)，g(θ)は，それぞれ

f(θ) = p + q cos 2θ + r cos 4θ + s cos 6θ

g(θ) = t + u sin 2θ + v sin 4θ + w sin 6θ

のように表されることを示せ．ただし，p，q，r，s，t，u，v，wは θによらな
い定数とする．

(2) 0 5 θ 5 πのとき，方程式 f(θ) = g
(
θ +

π

4

)
を満たすような θをすべて求めよ．

11.4 最大・最小
□□ 11.23 0 5 θ < 2πのとき，関数 y = sin2 θ − sin

(
θ +

π

2

)
の最大値と最小値を

求めよ．また，そのときの θの値を求めよ． (福岡教育大学 2013) 1

基本 11.24 aを実数とする．0 5 θ 5 πのとき，関数 y = a cos θ− 2 sin2 θの最大値，
最小値をそれぞれM(a)，m(a)とする．以下の問いに答えよ． (熊大 [文]2008) 1

(1) M(a)とm(a)を求めよ．

(2) aが実数全体を動くとき，M(a)の最小値とm(a)の最大値を求めよ．

基本 11.25 θの範囲が 0◦ 5 θ 5 180◦であり，x = sin θ + cos θとする．

(1) x = 0となる θの値を求めよ． (佐賀大学 2002) 5

(2) xの値の範囲を求めよ．

(3) aを実数とするとき，y = a sin θ − sin θ cos θ + a cos θを，a，xを用いて表せ．

(4) yの最小値を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2002.pdf
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基本 11.26 a，bを定数とし，a > bをみたすものとする．

f(x) = a cos2 x +
√

3(a− b) cos x sin x + b sin2 x

とするとき，次の問いに答えよ． (熊大 [文]2009) 3

(1) f(x)の最大値が 6，最小値が 2となるときの a，bを求めよ．

(2) (1)で求めた a，bに対して，f(x)を考える．0 5 x 5 πのとき，f(x) > 5とな
る xの範囲を求めよ．

基本 11.27 次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2003) 1

(1) a，bはともに 0でない定数とするとき，

a cos θ − b sin θ =
√

a2 + b2 cos(θ + α)

が成り立つことを示せ．ここで αはある定数である．

(2)
√

3 cos θ − sin θを (1)を用いて cosの式で表せ．αの値も求めよ．

(3) 0◦ 5 θ 5 180◦のとき，cos θ − sin θの最大値と最小値を求めよ．そのときの θ

の値もそれぞれ求めよ．

標準 11.28 関数 y =
√

3 sin 2x− cos 2x + 2 sin x− 2
√

3 cos xについて，以下の問い
に答えよ． (熊大 [理]2010) 1

(1) sin x−√3 cos x = tとおいて，yを tの式で表せ．

(2) 0 5 x 5 2

3
πのとき，yの最大値および最小値を求めよ．

標準 11.29 0 5 x 5 5

6
πで定義された xの関数

f(x) = log2(cos x +
√

3 sin x + 2) + 2 sin2 x + 2
√

3 cos x sin x + 2

について，次の問いに答えよ． (鹿児島大学 2006) 1

(1) t = cos x +
√

3 sin xとおく．0 5 x 5 5

6
πのとき，tの値の範囲を求めよ．

(2) f(x)を (1)の tを用いて表せ．

(3) (2)で求めた tの式を g(t)とおく．この g(t)は 0 5 t1 < t2ならば
g(t1) < g(t2)を満たすことを示せ．

(4) f(x)の最大値と最小値を求めよ．また，そのときの xの値を求めよ．
見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2006.pdf
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11.5 図形への応用
基本 11.30 三角形ABCはAB =

√
6−√2，BC = 4，AC =

√
6 +

√
2を満たしてい

る．このとき，次の問に答えよ． (佐賀大学 2014) 9

(1) 角Aの大きさを求めよ．

(2) sin Bと cos Bの値を求めよ．

(3) 加法定理を用いて，角Bの大きさを求めよ．

基本 11.31 右図のように，直線 l上にない点A，AH⊥lと
なる l上の点 H，線分 AH上の点 Bをとる．点 Pは直線 l

上を点Hから左へ動くものとする．

AH = a, BH = b (a > b > 0),

PH = x (x > 0), ∠APB = θ

とおくとき，次の問に答えよ． (宮崎大学 2002) 1

　

l

A

B

P H

(1) tan θを a，b，xを用いて表せ．

(2) θが最大となる xを a，bを用いて表せ．ただし，正の数 p，qに対して

p + q

2
= √

pq (等号成り立つのは p = qのときに限る．)

が成り立つことを用いてもよい．

基本 11.32 座標平面上に，原点Oを中心とし，4点 A(1, 0)，B(0, 1)，C(−1, 0)，
D(0,−1)を通る円がある．点Pを弧AB上にとり，∠POA = 2θ (0◦ 5 θ 5 45◦)とす
る．このとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2006) 9

(1) PCの長さを θを用いて表せ．

(2) PA + PC− PDのとりうる値の範囲を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2006.pdf
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標準 11.33 下図のように，4ABCの外部に3点D，E，Fを4ABD，4BCE，4CAF

がそれぞれ正三角形になるようにとる．4ABCの面積を S，3辺の長さを BC = a，
CA = b，AB = cとおくとき，以下の問いに答えよ． (熊大 [文]2016) 1

(1) ∠BAC = θとおくとき，sin θを b，c，Sを用いて，cos θを，a，b，cを用いて
表せ．

(2) DC2を a，b，c，Sを用いて表し，DC2 = EA2 = FB2 が成り立つことを示せ．

(3) 3つの正三角形の面積の平均を T とおくとき，DC2を Sと T を用いて表せ．

A

B C

D

E

F

標準 11.34 ∠Aが直角の二等辺三角形ABCを考える．辺BCの中点をMとし，線
分AMを 1 : 3に内分する点を Pとする．また，点 Pを通り辺 BCに平行な直線と，
辺AB，ACとの交点をそれぞれQ，Rとする．このとき，次の問いに答えよ．

(1) cos ∠QMRを求めよ． (九大 [文]2009) 1

(2) ∠QMRの 2倍と∠QMBの大小を判定せよ．

標準 11.35 座標平面上の x軸の正の部分にある点Aと y軸の正の部分にある点Bを
考える．原点Oから点A，Bを通る直線 lにおろした垂線と，直線 lとの交点をPと
する．OP = 1であるように点A，Bが動くとき，次の問に答えよ．

(琉球大学 2009) 1

(1) θ = ∠AOPとするとき，OA + OB− ABを cos θと sin θで表せ．

(2) OA + OB− ABの最小値を求めよ．

標準 11.36 α > 1，x > 0とする．Oを原点とする座標平面上に3点A(0, 1)，B(0, α)，
P(
√

x, 0)がある．次に答えよ． (九工大 [工]2012) 3

(1) sin ∠OPBと sin ∠APBを αと xを用いて表せ．

(2) sin ∠APBを xの関数と考え，その関数を f(x)とおく．f(x)の最大値をαを用
いて表せ．

(3) (2)で求めた最大値が
1

2
となる αを求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2012.pdf


74 第 11章 三角関数（数学 II）

応用 11.37 鋭角三角形4ABCについて，∠A，∠B，∠Cの大きさを，それぞれA，
B，Cとする．4ABCの重心をG，外心をOとし，外接円の半径をRとする．

(九大 [文]2014) 3

(1) AとOから辺BCに下ろした垂線を，それぞれAD，OEとする．このとき，

AD = 2R sin B sin C, OE = R cos A

を証明せよ．

(2) GとOが一致するならば4ABCは正三角形であることを証明せよ．

(3) 4ABCが正三角形でないとし，さらに OGが BCと平行であるとする．この
とき，

AD = 3OE, tan B tan C = 3

を証明せよ．

応用 11.38 いくつかの半径 3の円を，半径 2の円Qに外接し，かつ，互いに交わら
ないように配置する．このとき，次の問いに答えよ． (九大 [理]2008) 5

(1) 半径 3の円の 1つをRとする．円Qの中心を端点とし，円Rに接する 2本の
半直線のなす角を θとおく．ただし，0 < θ < πとする．このとき，sin θを求
めよ．

(2)
π

3
< θ <

π

2
を示せ．

(3) 配置できる半径 3の円の最大個数を求めよ．

応用 11.39 正三角形 PQRの 3辺 PQ，QR，RP上にそれぞれ点A，B，Cをとる．
4PCA，4QAB，4RBCの外接円の中心をそれぞれO1，O2，O3，その半径をそれ
ぞれ r1，r2，r3とする．4ABCの 3辺の長さを a = BC，b = CA，c = ABとすると
き，次の問いに答えよ． (熊大 [理]2003) 2

(1) r1，r2，r3を a，b，cで表わせ．

(2) 4O1O2O3は正三角形であることを示せ．

応用 11.40 円周率 πに関して次の不等式が成立することを証明せよ．
ただし，数値 π = 3.141592 · · · を利用して直接比較する解答は 0点とする．

(分大 [医]2010) 7

3
√

6− 3
√

2 < π < 24− 12
√

3見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2010.pdf
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II）

12.1 指数関数
□□ 12.1 方程式 2·8x − 3·4x+1 + 5·2x+1 + 24 = 0を満たすような実数 xをすべて求
めよ． (宮崎大学 2013) 2

□□ 12.2 不等式 33x+3 − 7·32x+1 − 7·3x + 1 < 0を解け． (福岡教育大学 2003) 5

□□ 12.3 aを実数とする．xに関する方程式 4x − 2a+x + 2a = 0が実数解を持つよ
うに aの値の範囲を求めよ． (琉球大学 2010) 6

基本 12.4 a，bを実数とし，f(x) = 22x−1 − a·2x + bとおく． (大分大学 2014) 5

(1) a = 3，b = 4のとき，方程式 f(x) = 0の解を求めなさい．

(2) a > 0，b = 0のとき，方程式 f(x) = 0の解を求めなさい．

(3) 方程式 f(x) = 0が異なる 2つの実数解をもつとき，点 (a, b)の表す領域を図示
しなさい．

標準 12.5 次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2015) 2

(1) xがすべての実数を動くとき，2x + 2−xの最小値をmとする．次の (ア)，(イ)

に答えよ．

(ア) mの値を求め，2x + 2−x = mを満たす xを求めよ．

(イ) k > mのとき，2x + 2−x = kを満たす xをすべて求めよ．

(2) aを定数とし，a 5 2とする．方程式

4x + 4−x − 3a·2x − 3a·2−x + 2(a2 + 1) = 0

の異なる実数解の個数を求めよ．

75

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2015.pdf
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12.2 対数の値

□□ 12.6 log2

1

6
+ log2

3

4
の値を求めよ． (琉球大学 2015) 5

□□ 12.7 次の数を小さい順に並べよ． (琉球大学 2012) 5

log3 5,
1

2
+ log9 8, log9 26

□□ 12.8 0 < a < b < 1のとき，loga bと logb aの大小を比べよ．
(福岡教育大学 2002) 5

□□ 12.9 定数 aは実数で，a > 0，a 6= 1とする．このとき，すべての正の実数 x，
yに対して xloga y = yloga xが成り立つ．このことを証明せよ．(鹿児島大学 2013) 2

□□ 12.10 0でない実数 a, b, c, dが 3a = 5b = 7c = 105dを満たすとき，

1

a
+

1

b
+

1

c
=

1

d

が成り立つことを示せ． (鹿児島大学 2015) 2

□□ 12.11 a，b，cは互いに異なる実数で，a > 1，b > 1，c > 1とする．次の等式
が成り立つとき，比 log2 a : log2 b : log2 cを求めよ． (鹿児島大学 2014) 2

log2 a− log8 b = log2 b− log8 c,
log2 a

log8 b
=

log2 b

log8 c

□□ 12.12 2次方程式 x2 − (2a + 5)x + a + 3 = 0の 2つの解が log2 2bと log2 4bで
あるとき，定数 a，bの値を求めよ． (福岡教育大学 2007) 1

応用 12.13 座標平面上で，不等式 2|x−4|+|y−5| 5 3, 2
∣∣∣|x|−4

∣∣∣+
∣∣∣|y|−5

∣∣∣ 5 3

が表す領域を，それぞれA，Bとする． (九大 [文]2003) 2

(1) 領域Aを図示せよ．

(2) 領域Bを図示せよ．

(3) 領域Bの点 (x, y)で，xが正の整数であり yが整数であって，logx |y| が有理
数となる点を，理由を示してすべて求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2003.pdf
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12.3 対数方程式
□□ 12.14 方程式 2(log2 x)2 − 7| log2 x| − 4 = 0 を解け． (長崎大学 2016) 1

□□ 12.15 xを 1と異なる正の数とする．このとき，xについての方程式
log10 x− 3 logx 10 = 2を解け． (福岡教育大学 2008) 1

□□ 12.16 次の方程式を解け． (琉球大学 2011) 5

log5(1− 4·5x) = 2x + 1

□□ 12.17 2 log10(a− b) = log10 a + log10 bのとき，
a

b
の値を求めよ．

(琉球大学 2005) 5

□□ 12.18 次の方程式を解け． (琉球大学 2008) 5

log4(4x− 7) + log2 x = 1 + 3 log4(x− 1)

基本 12.19 角 θは 0◦ < θ < 90◦を満たしているとする．対数 logsin θ cos θの値が 2

以下の整数であるとき，sin θのとりうる値をすべて求めよ． (佐賀大学 2004) 9

標準 12.20 a，b，cは 1でない正の数とし，次の式が成り立つとする．

logb a + logc b + loga c = −11

3

α = loga b，β = logb c，γ = logc aとおくとき，以下の問いに答えよ．

(1) αβγの値を求めよ． (佐賀大学 2004) 2

(2) αβ + βγ + γαの値を求めよ．

(3) α，β，γが
3x3 − 5x2 + 3(αβ + βγ + γα)x− 3αβγ = 0

の解であるとき，α，β，γの値を求めよ．ただし，α < β < γとする．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2004.pdf
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12.4 対数不等式
□□ 12.21 不等式

log 1
3
(x− 1) + log3(x + 1) > 3

を満たす xの値の範囲を求めよ． (宮崎大学 2008) 1

□□ 12.22 0 < a < 1とする．次の不等式を解け． (鹿児島大学 2011) 1

loga(2x− 1) + loga(x− 1) 5 0

□□ 12.23 0 < a < 1とする．このとき，xの不等式 loga(x− 1) = loga2(x + 11)を
解け． (琉球大学 2009) 5

□□ 12.24 不等式 loga(x + 6) + loga(x− 1) > loga(9x− 7)を解け．ただし，a > 0，
a 6= 1とする． (福岡教育大学 2004) 1

□□ 12.25 aを正の数で a 6= 1とし，b =
1

a
とおくとき，次の不等式を解け．

(福岡教育大学 2001) 1

loga

( |x− 1|
3

)
5 logb |x− 5|

□□ 12.26 aは正の定数で，a 6= 1とする．不等式

loga(a− x− y) > loga x + loga y

が表す領域を図示せよ． (福岡教育大学 2015) 1

応用 12.27 実数xに対して，[x]はxを超えない最大の整数を表す．例えば，
[

3
2

]
= 1，

[2] = 2である．このとき，0◦ < θ < 180◦として次の問いに答えよ．ただし，必要な

ら sin α =
1

2
√

2
となる角 α (0◦ < α < 90◦)を用いてよい． (九大 [文]2005) 3

(1) 不等式 log2

[
5

2
+ cos θ

]
5 1を満たす θの範囲を求めよ．

(2) 不等式
[

3

2
+ log2 sin θ

]
= 1を満たす θの範囲を求めよ．

(3) 不等式 log2

[
5

2
+ cos θ

]
5 0 5

[
3

2
+ log2 sin θ

]
を満たす θの範囲を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2011.pdf
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12.5 対数関数の最大・最小
基本 12.28 関数 f(x) = log2 x + 2 log2(6− x)の最大値を求めよ．

(熊大 [文]2003) 2

基本 12.29 a > 1とする．

y = −(loga x)2 + loga x4

について，次の問いに答えよ． (佐賀大学 2008) 5

(1) loga x = tとおくとき，yを tの式として表せ．

(2) 0 5 y 5 3となる tの範囲を求めよ．

(3) 2 5 x 5 4を満たすすべての xに対して，0 5 y 5 3となる aの範囲を求めよ．

標準 12.30 実数 θ (0 < θ < π)が等式

sin θ + cos θ

sin θ − cos θ
= 3 + 2

√
2

を満たすとき，x > 0の範囲で関数

f(x) =
(
log2

x

2 sin θ

)(
log4

x

4 sin θ

)

が最小となる xの値と，そのときの最小値を求めよ． (宮崎大学 2007) 2

標準 12.31 aを正の定数とするとき，関数

y =

(
log2

1 + sin x

a

)(
log4

1 + sin x

2a

) (
0 5 x 5 π

2

)

の最小値を，aを用いて表せ． (宮崎大学 2012) 2見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2008.pdf
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80 第 12章 指数関数と対数関数（数学 II）

12.6 常用対数
□□ 12.32 Nは自然数でN10が 16桁であるとする．このとき，N8は何桁になるか
求めよ． (福岡教育大学 2011) 1

□□ 12.33 p =
2148 + 1

17
は整数である．pは何けたの整数か答えよ．ただし，

0.301 < log10 2 < 0.302である． (宮崎大学 2006) 2

基本 12.34 次の問いに答えなさい． (大分大学 2004) 1

(1) 210 = 1024 > 1000を利用して，log10 2と 0.3の大小を比べなさい．

(2) (1)の結果を利用して，221と 59の大小を比べなさい．

基本 12.35 関数 f(x) = 4x − 2x+2 + 3について，次の各問に答えよ．

(1) f(x) > 0を満たす xの値の範囲を求めよ． (宮崎大学 2004) 1

(2) f(1.59)の値の正負を判定せよ．ただし，0.301 < log10 2 < 0.302，
0.477 < log10 3 < 0.478である．

基本 12.36 次の問いに答えよ．ただし，
30

100
< log10 2 <

31

100
であることは用いて

よい． (福岡教育大学 2009) 7

(1)
n

100
< log10 5 <

n + 1

100
を満たす自然数 nを求めよ．

(2) 521は何桁の整数か．

(3)

(
2

5

)20

を小数で表したとき，小数第何位に初めて 0と異なる数字が現れるか．

基本 12.37 濃度 a % (a > 0)の均一な食塩水がある．このとき，次の問いに答えよ．
(佐賀大学 2009) 6

(1) 食塩水から質量の 10分の 1を取り出し，代わりに同じ質量の真水を加えて濃
度が均一になるようにした．このときの食塩水の濃度を求めよ．

(2) (1)の操作を n回繰り返してできる食塩水の濃度を求めよ．

(3) 0.4771 < log10 3 < 0.4772を用いて，(2)において濃度が
a

10
%以下になる nの

最小値を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2006.pdf
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標準 12.38 半径 1の円に内接する正十二角形Dがある．その面積をSとする．Dの
各辺の中点を順に結んで正十二角形D1をつくる．さらに，D1の各辺の中点を結ん
で正十二角形D2をつくる．このように，Dn−1の各辺の中点を順に結んで正十二角
形Dnをつくる (n = 2)．Dnの面積を Snとする．以下の問いに答えよ．

(1) Sと S1を求めよ． (長崎大学 2016) 3

(2) Snを nの式で表せ (n = 1)．

(3) Sn 5 1

2
Sとなる最小の整数 nを求めよ．ただし，

1.89 < log2(2 +
√

3) < 1.9

である．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2016.pdf
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第 13 章 微分法と積分法（数学II）

13.1 微分係数と導関数
□□ 13.1 関数 f(x)の x = aにおける微分係数 f ′(a)が存在するとき，

lim
h→0

f(a + 3h)− f(a− 4h)

h

を f ′(a)を用いて表せ． (福岡教育大学 2005) 1

13.2 曲線の接線・法線
□□ 13.2 円 x2 + y2 = 1と放物線 y = x2 + 5との共通の接線のうち，円と第 1象限
で接する接線の方程式を求めよ． (福岡教育大学 2010) 1

基本 13.3 座標平面上の点Pから放物線 y = x2へ 2本の接線が引けて，かつ，この
2本の接線が直交するような点 Pの軌跡を求めよ． (熊大 [文]2005) 1

標準 13.4 以下の問に答えよ． (佐賀大学 2007) 2

(1) 0◦ < α < 90◦とする．角 βが α− β = 90◦ − αを満たすとき，

tan β =
tan2 α− 1

2 tan α

が成り立つことを示せ．

(2) a >
1

2
とする．f(x) = x2 − x + 1とし，放物線 y = f(x)の点 (a, f(a))におけ

る接線を l1とする．l1と x軸とのなす角をα (0◦ < α < 90◦)とするとき，tan α

を aを用いて表せ．

(3) l1に関して直線 x = aと対称な直線を l2とするとき，l2の方程式を求めよ．

(4) aの値にかかわらず，l2は定点を通ることを示し，その座標を求めよ．

83

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2010.pdf
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標準 13.5 f(x) = x3 − xとし，関数 y = f(x)のグラフを Cとする．このとき，次
の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2005) 1

(1) C上の点 (t, f(t))におけるCの接線の方程式を求めよ．

(2) t 6= t′のとき，点 (t, f(t))におけるCの接線と (t′, f(t′))における接線は異な
ることを示せ．

(3) Cの接線で点
(

2

3
,−2

3

)
を通るものの方程式をすべて求めよ．

(4) 点 (u, v)を通るCの接線が 3本存在するための u，vの満たすべき条件を求め
よ．また，その条件を満たす点 (u, v)の存在範囲を図示せよ．

標準 13.6 aを定数とする．2つの放物線

C1 : y = −x2, C2 : y = 3(x− 1)2 + a

について，以下の問いに答えよ． (熊大 [理]2007) 1

(1) C1，C2の両方に接する直線が 2本存在するための aの条件を求めよ．

(2) C1，C2の両方に接する 2本の直線が，直交するときの aの値を求めよ．

(3) C1，C2の両方に接する 2本の直線が，
π

4
の角度で交わるときの aの値を求めよ．

標準 13.7 放物線C : y = x2上の点Pにおける法線とは，点PにおけるCの接線と
点Pで垂直に交わる直線である．このとき，次の問いに答えよ．(九大 [文]2008) 2

(1) 点 (p, p2)におけるCの法線の方程式を求めよ．

(2) y軸上の点 (0, a)を通るCの法線の本数を求めよ．

13.3 関数の増減・極値，グラフ
□□ 13.8 関数 f(x)は以下の条件 (イ)，(ロ)，(ハ)を満たす．そのような正の数 a

の値と f(x)を求めよ． (長崎大学 2016) 1

(イ) f ′(x) = x2 + ax

(ロ) f(0) = −1

(ハ) f(x)の極大値と極小値の差が
4

81見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2007.pdf
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基本 13.9 k > 0とし，f(x) = x(x + k)(x + 2k)とおく．曲線 y = f(x)をCとする．

(1) 関数 f(x)は異なる 2つの極値をもつことを示しなさい． (大分大学 2014) 1

(2) 曲線 C 上の極値をとる点を P，Qとする．線分 PQの中点 Rの座標を求めな
さい．

(3) 点Rが曲線C上にあることを示し，点Rにおける曲線Cの接線の方程式を求
めなさい．

基本 13.10 関数 f(x) = x3 − 6x2 + 3kx (kは定数)を考える．次の問いに答えよ．
(長崎大学 2001) 1

(1) y = f(x)が極大値，極小値をもつような kの値の範囲を求めよ．

(2) y = f(x)の極大値と極小値の差が 4となる kの値を求めよ．

(3) (2)の場合について y = f(x)のグラフをかけ．

標準 13.11 関数 f(x) = x3 + 3x2 cos θ + x sin2 θ + 2は極大値，極小値をもつとする．
ここで θの範囲は−90◦ 5 θ 5 90◦とする．次の問いに答えよ． (長崎大学 2004) 3

(1) θの値の範囲を求めよ．

(2) 関数 f(x)の極大値，極小値に対応する y = f(x)のグラフ上の 2点を通る直線
の傾きをmとおく．mを θの関数として表せ．

(3) 傾きmのとりうる値の範囲を求めよ．

標準 13.12 aを整数とする．xn = n3 − an2 (n = 1, 2, 3, · · · )で定められている数列
{xn}が

x1 > x2 > · · · > x14 > x15, x15 < x16 < x17 < · · ·
をみたすとき，aを求めよ． (熊大 [理]2001) 3

標準 13.13 関数 f(x) =
2

3
ax3 + (a + b)x2 + (b + 1)xを考える． (九大 [文]2001) 1

(1) 関数 f(x)がつねに増加するための a，bの条件を求め，その範囲を ab平面上に
図示せよ．

(2) a = 0のとき，関数 f(x)が x > −1においてつねに増加するための bの条件を
求めよ．

(3) 関数 f(x)が x > −1においてつねに増加するための a，bの条件を求め，その
範囲を ab平面上に図示せよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2014.pdf
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13.4 最大・最小

13.4.1 3次関数の最大・最小

□□ 13.14 3点O(0, 0)，A(t, 0)，B(0, 1− t) (0 < t < 1)を頂点とする三角形OAB

を，x軸の周りに 1回転させてできる円錐の体積の最大値と，そのときの tの値を求
めよ． (琉球大学 2008) 5

基本 13.15 tを0 5 t < 2をみたす定数とする．放物線y = (x−2)2上の点 (t, (t−2)2)

における接線を lとする．このとき，次の問いに答えよ． (琉球大学 2013) 5

(1) 接線 lの方程式を求めよ．

(2) 直線 lと x軸の交点を求めよ．

(3) 直線 lと x軸，y軸によって囲まれる部分の面積を S(t)とする．0 5 t < 2にお
いて S(t)が最大となるときの tの値と S(t)の値を求めよ．

基本 13.16 1辺の長さが 24cmの正方形の厚紙の 4すみ
から合同な正方形を切りとり，その残りの部分 (右図)を
点線に沿って折り曲げてふたのない箱Aを作る．同様に
1辺の長さが 36cmの正方形の厚紙からふたのない箱 B

を作る．ここで，箱A，Bの底面が合同な正方形となる
ように作るものとする．このとき，2つの箱A，Bの容
積の和の最大値を求めよ．ただし，紙の厚みの影響は考
えないものとする． (宮崎大学 2003) 8

　

基本 13.17 座標平面上の曲線 y = x2をCとし，mを 0 5 m 5 1とする．次の問い
に答えよ． (佐賀大学 2008) 7

(1) 点 (m, m2)におけるCの接線 Lmの式を求めよ．

(2) P(1, a)とQ(b, 0)を Lm上の点とする．aと bをmの式で表せ．

(3) R(1, 0)について，三角形 PQRの面積をmの式で表せ．

(4) 三角形 PQRの面積の最大値を求めよ．

基本 13.18 pを 0 < p < 1を満たす定数とする．関数 y = x3 − (3p + 2)x2 + 8pxの
区間 0 5 x 5 1における最大値と最小値を求めよ． (佐賀大学 2010) 11見
本
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標準 13.19 mを定数とするとき，関数 f(x) = x(x2− 5x+m) (x > 0)について，次
の問いに答えよ． (長崎大学 2002) 1

(1) x > 0の範囲で関数 f(x)が次の条件 (i)，(ii)を満たすような最小の整数mを
求めよ．

(i) f(x) > 0 (ii) 極大値および極小値をもつ

(2) mを (1)で求めた整数とするするとき，関数 f(x)の
1

2
5 x 5 3における増減

表をつくれ．

(3) mを (1)で求めた整数とするとき，関数 loga f(x)の
1

2
5 x 5 3における最大

値を求めよ．ただし，a > 0，a 6= 1とする．

応用 13.20 関数 f(x) = x3 + 3x2 + x− 1を考える．曲線C : y = f(x)について，以
下の問いに答えよ． (九大 [文]2012) 2

(1) t = 0のとき，曲線Cは傾きが tである接線を 2本持つことを示せ．

(2) (1)において，傾きが tである2本の接線と曲線Cとの接点を，それぞれP(p, f(p))，
Q(q, f(q))とする (ただし p < q)．このとき，点 Pと点Qは点A(−1, 0)に関
して対称の位置にあることを示せ．

(3) t = 0のとき，2点P，Qの間の距離の最小値を求めよ．また，最小値を与える
ときの P，Qの x座標 p，qもそれぞれ求めよ．

13.4.2 三角関数の最大・最小

基本 13.21 次の問いに答えよ． (佐賀大学 2011) 1

(1) 定数 a，bを用いて，sin θ + cos θを a sin(θ + b)の形に表せ．ただし，a > 0，
0 5 b < 2πとする．

(2) 0 5 θ 5 πの範囲で，sin θ + cos θの最大値と最小値を求めよ．

(3) t = sin θ + cos θとおくとき，sin θ· cos θを tを用いて表し，0 5 θ 5 πの範囲で
sin θ· cos θの最大値と最小値を求めよ．

(4) t = sin θ + cos θとおくとき，sin3 θ + cos3 θを tを用いて表し，0 5 θ 5 πの範
囲で，sin3 θ + cos3 θの最大値と最小値を求めよ．

基本 13.22 次の各問に答えよ． (琉球大学 2006) 6

(1) sin θ + cos θ = tとおく．0◦ 5 θ 5 90◦のとき，tのとりうる値の範囲を求めよ．

(2) 0◦ 5 θ 5 90◦のとき，sin3 θ + cos3 θのとりうる値の範囲を求めよ．

見
本
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基本 13.23 関数 y = sin3 x− cos3 x (0 5 x 5 π)について，以下の問いに答えよ．

(1) sin x− cos x = tとおいて，tのとり得る値の範囲を求めよ．(熊大 [文]2010) 1

(2) yを tの式で表せ．

(3) yの最大値および最小値を求めよ．

基本 13.24 y = 2(sin3 x− cos3 x)− 6 sin x cos x(sin x− cos x− 1) (0 5 x 5 π)に対
して，次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2010) 6

(1) t = sin x− cos xとおくとき，tの範囲を求めよ．

(2) yを tで表せ．

(3) yの最大値と最小値を求めよ．

基本 13.25 変数 θが 0◦ 5 θ 5 180◦の範囲を動くとき，θの関数

f(θ) = 4 sin3 θ − 9 sin θ cos θ + 4 cos3 θ + 1

について，次の各問に答えよ． (鹿児島大学 2001) 1

(1) t = sin θ + cos θとするとき，tのとる値の範囲を求めよ．

(2) θの関数 f(θ)を tの関数 g(t)として表せ．

(3) tが (1)の範囲を動くとき，関数 g(t)の最大値と最小値を求めよ．また，その
ときの tの値を求めよ．

基本 13.26 次の問に答えよ． (琉球大学 2012) 6

(1) 加法定理を用いて，cos 2xおよび cos 3xを cos xで表せ．

(2) 0 5 x < 2πのとき，関数 f(x) = cos 3x + cos 2x− 2 cos xの最大値および最小
値を求めよ．

基本 13.27 y = cos 3θ − 3 cos θ + 1について，次の問いに答えよ．

(1) 30◦ 5 θ 5 120◦のとき，cos θの値の範囲を求めよ． (福岡教育大学 2002) 7

(2) yを cos θを用いて表せ．

(3) 30◦ 5 θ 5 120◦のとき，yの最大値と最小値を求めよ．また，そのときの θの
値を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2002.pdf
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基本 13.28 aを定数とし，関数

f(θ) = sin3 θ + a cos 2θ +
21

4
sin θ

は f
(π

2

)
=

13

4
を満たすものとする．このとき，次の問に答えよ．

(1) aの値を求めよ． (佐賀大学 2015) 9

(2) t = sin θとおくとき，f(θ)を tを用いて表せ．

(3) −π

2
5 θ 5 π

2
における f(θ)の最大値，最小値を求めよ．また，そのときの θの

値を求めよ．

標準 13.29 f(θ) = 4

(
sin3 θ

2
+ cos3 θ

2

)
+6

(
sin

θ

2
+ cos

θ

2

)
(sin θ−2)−√6(sin θ+1)

とおく．ただし，θの範囲は 0 5 θ 5 3

2
πとする．以下の問いに答えよ．

(1) x = sin
θ

2
+ cos

θ

2
とおくとき，f(θ)を xのみの式で表せ． (熊大 [文]2012) 3

(2) f(θ)の最小値そのときの θの値を求めよ．

13.4.3 指数・対数関数の最大・最小

□□ 13.30 aは定数で，0 < a < 1とする．関数

y = a3x + a−3x − 9(a2x + a−2x) + 27(ax + a−x) (x = 0)

の最小値を求め，そのときの xを求めよ． (福岡教育大学 2005) 1

基本 13.31 xの関数 f(x) = 8x + 8−x − 9(4x + 4−x) + 27(2x + 2−x) − 26について，
次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2012) 2

(1) t = 2x +2−xとおく．f(x)を tの関数として表したものを g(t)とするとき，g(t)

を求めよ．

(2) t = 2x + 2−xのとる値の範囲を求めよ．

(3) tが (2)で求めた範囲を動くとき，関数 y = g(t)の増減を調べよ．

(4) x = 0のとき，関数 f(x)の最小値とその最小値を与える xの値を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2012.pdf
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13.5 方程式・不等式への応用
基本 13.32 aを実数とする．直線 y = 3x− aを lとし，曲線 y = 2x3− 3xをCとす
る． (大分大学 2013) 5

(1) a = 0のとき，直線 lと曲線Cの共有点の座標を求めなさい．

(2) 直線 lと曲線Cの共有点の個数が 3個となるように aの範囲を求めなさい．

基本 13.33 点 (a, b)を通り曲線 y = x3− xに接するような異なる 3本の直線が存在
するための実数 a，bが満たすべき必要十分条件を求め，それを満たす点 (a, b)の存
在する領域を図示せよ． (琉球大学 2010) 3

基本 13.34 放物線C : y = x2と，それと共有点をもたない直線 ` : y = ax + bを考
える．直線 `上の点 Pから放物線Cに相異なる 2本の接線を引き，その接点をそれ
ぞれQ，Rとする．このとき，次の問に答えよ． (佐賀大学 2014) 10

(1) 点Q，Rの座標をそれぞれ (α, α2)，(β, β2) とおく．点Pの x座標を α，βで
表せ．

(2) 直線QRは点 Pを `上どのようにとっても，定点を通ることを証明せよ．

標準 13.35 xy平面上に原点Oを中心とする半径 1の円を描き，その上半分をCと
し，その両端をA(−1, 0)，B(1, 0)とする．C上の 2点N，MをNM = MBとなる
ように取る．ただし，N 6= Bとする．このとき，次の問いに答えよ． (九大
[文]2010) 3

(1) ∠MAB = θと置くとき，弦の長さMB及び点Mの座標を θを用いて表せ．

(2) 点Nから x軸に降ろした垂線をNPとしたとき，PBを θを用いて表せ．

(3) t = sin θとおく．条件MB = PBを tを用いて表せ．

(4) MB = PBとなるような点Mが唯一つあることを示せ．

標準 13.36 f(x)は xの 3次多項式とし，x3の係数は 1，定数項は 0とする．2つの
異なる実数 α，βに対して f ′(α) = f ′(β) = 0が満たされているとする．以下の問い
に答えよ． (熊大 [理]2015) 1

(1) f(α)，f(β)を α，βを用いて表せ．

(2) 不等式 α < β < 3αが成り立つとき，3次方程式 f(x) = −1の実数解の個数を
求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2015.pdf
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標準 13.37 aを実数とし，3次方程式 4x3 − 3x − a = 0が 3つの異なる実数解をも
つとする．次の問いに答えよ． (長崎大学 2004) 1

(1) aはどのような範囲にあるか．

(2) 3つの解はいずれも−1と 1の間にあることを示せ．

(3) 三角関数の加法定理および 2倍角の公式を用いて，3倍角の公式
cos 3θ = 4 cos3 θ − 3 cos θを導け．

(4) 上の方程式の 3つの解のうち，最も大きなものを cos θ (0◦ < θ < 180◦)と表す．
このとき，残りの 2つの解は cos(θ + 120◦)と cos(θ − 120◦)であることを示し，
それらの大小を調べよ．

13.6 定積分
□□ 13.38 次の定積分を求めよ． (琉球大学 2012) 5

∫ 3

0

|x2 − x− 2| dx

□□ 13.39 関数 f(x) = −3mx + 2nと関数 g(x) = 6x2 − 2nx−mについて

S =

∫ 2

0

f(x) dx, T =

∫ 2

0

g(x) dx

とおく．ただし，m = 0，n = 0とする．このとき，次の各問いに答えよ．

(1) Sと T をmと nを用いて表せ． (鹿児島大学 2015) 2

(2) S = 0，T = 0のとき，m + nが最大となるようなmと nを求めよ．

基本 13.40 関数 f(x) =

∫ x

a

(t2 − t) dtについて，次の問いに答えよ．ただし，aは

実数の定数とする． (長崎大学 2007) 1

(1) 関数 y = f(x)の増減を調べ，f(x)の極大値および極小値を，aを用いて表せ．

(2) 関数 y = f(x)のグラフと x軸が異なる 3点で交わるための aの範囲を求めよ．

基本 13.41 関数 f(x)を

f(x) =

∫ 2x

x

(
1

7
t2 − 2

3
t− 3

)
dt

で定める．このとき，次の問いに答えよ． (熊大 [文]2009) 1

(1) f(x) = 0をみたす xをすべて求めよ．

(2) −3 5 x 5 6における f(x)の最小値を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2009.pdf
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基本 13.42 f(x)を x = −1で極大，x = 2で極小となる 3次関数で

∫ 2

0

f ′(x) dx = −5

を満たすものとする．以下の問いに答えよ．以下の問いに答えよ．

(1) f ′(x)を求めよ． (熊大 [文]2013) 2

(2) f(x)の極大値と極小値の差を求めよ．

基本 13.43 関数 f(x)は f(0) = 0および f(−1) = f(1) = 3aを満たす 2次関数とし，
関数 g(x)を

g(x) =

∫ x

0

f(t) dt +
4

a

とする．ただし，aは 0でない定数である．このとき，次の各問いに答えよ．

(1) 関数 f(x)を求めよ． (鹿児島大学 2008) 2

(2) 直線 y = 3x + 2が曲線 y = g(x)に接するように定数 aの値を定めよ．さらに，
その接点の座標を求めよ．

基本 13.44 a，bは実数で，関数

f(x) = 23x − a22x + a2x+1 − b

のグラフは x軸と相異なる 3点 0, α, β (α < β)で交わるものとする．このとき，次
の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2007) 1

(1) 2x = tとおいて，f(x)を tで表した関数を g(t)とする．g(t)を求めよ．

(2) bおよび α + βを，aを用いて表せ．

(3) α，βが ∫ β

α

(
2

3
t + 1

)
dt = 2(β − α)

を満たすとき，aの値を求めよ．さらに，そのときの α，βの値を求めよ．

標準 13.45 tは実数とする．f(x) = x|x− t |について，次の問いに答えよ．

(1) S(t) =

∫ 1

0

f(x) dxを求めよ． (福岡教育大学 2005) 7

(2) (1)で求めた S(t)の最小値を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2005.pdf
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標準 13.46 0 5 x 5 1とする．このとき，関数 f(x)を

f(x) =

∫ 1

0

|t2 − xt| dt

と定義する．次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2011) 2

(1) tの関数 g(t) = |t2 − xt|のグラフの概形をかけ．
(2) f(x)を求めよ．

(3) f(x)の最大値と最小値を求めよ．

標準 13.47 aを 0でない定数とし，関数 f(x) = |(x − 1)(x − a)|を考える．このと
き，次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2001) 8

(1) 曲線 y = f(x)上の点 (0, f(0))における接線の傾きを求めよ．

(2) b = f ′(0)，c = f(0)，S(a) =

∫ 1

0

|f(x) − (bx + c)| dxとおくとき，S(a)を求

めよ．

(3) S(a)の最小値を求めよ．

応用 13.48 実数 a，cを係数とする関数 f(x) = ax2 +cについて，次の条件を考える．

(∗) 0 5 x 5 1の範囲で f(x) = (x + 1)2が成立する． (九大 [文]2003) 1

(1) a = 2のとき，条件 (∗)を満たす最小の cの値は
a

a− 1
であることを示せ．

(2) a 5 2のとき，条件 (∗)を満たす最小の cの値は 4− aであることを示せ．

(3) 関数 f(x)が条件 (∗)を満たしているとき，定積分
∫ 1

0

f(x) dxを最小にする a，

cと，そのときの定積分の値を求めよ．

応用 13.49 等式
∫ 2

0

{
|x2 − 2x + a| − 1

2
x + a

}
dx = a2 が成り立つような定数 aの

値を求めよ． (分大 [医]2006) 8見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2006.pdf


94 第 13章 微分法と積分法（数学 II）

13.7 積分方程式

13.7.1 積分方程式 (定数型)

基本 13.50 a，b，c，kを実数とし，k > 0とする．2次関数 f(x) = ax2 + bx + cは
f(0) = 9，f(−1) = 16をみたす．また，関数 f(x)について，xに関する恒等式

f ′(x) = 6x− 9k − 4 +

∫ k

0

f(t) dt

が成り立つ．ただし，f ′(x)は f(x)の導関数とする． (大分大学 2013) 6

(1) f(x)を求めなさい．

(2) kの値を求めなさい．

基本 13.51 等式

f(x) = x2 −
∫ 1

−2

2xf(t) dt

を満たす関数 f(x)について，次の問いに答えなさい． (大分大学 2003) 5

(1) 関数 f(x)を求めなさい．

(2)

∫ 1

−2

|f(x)| dxを求めなさい．

(3) kを実数とするとき，直線 y = x + kと曲線 y = |f(x)|との共有点の個数を求
めなさい．

基本 13.52 関数 f(x) = −3x2 −
∫ 0

−1

f(t) dt +

∫ 1

0

2xf(t) dt について，次の問いに答

えよ． (福岡教育大学 2004) 7

(1) f(x)を求めよ．

(2) y = f(x)上の点 (a, f(a))における接線のうち，点
(
−1

2
, 0

)
を通る接線の方

程式を求めよ．ただし，a > −1

2
とする．

(3) (2)で求めた接線と y = f(x)とで囲まれた部分の面積を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2004.pdf
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13.7.2 積分方程式 (変数型)

基本 13.53 関数 f(x)が等式

f(x) = x2 − x

∫ 1

0

f(t) dt + 2

∫ x

1

f ′(t) dt

を満たすとき次の問いに答えよ． (佐賀大学 2006) 10

(1) f(x)は 2次関数であることを示せ．

(2) f(x)を求めよ．

基本 13.54 定数 a，bと関数 f(x)が
∫ x

2

f(t) dt = (x− a)(x2 + x + b)をみたすとす

る．次の問いに答えなさい． (長崎大学 2003) 1

(1) y = f(x)のグラフが点 (−1, 4)を通るとき，方程式 f(x) = 0の解を求めなさい．

(2) 定数 aが負のとき，y = f(x)のグラフは，aの値に関係なく定点を通ることを
示し，その定点の座標を求めなさい．

標準 13.55 2次関数 f(x)に対して

F (x) =

∫ x

0

f(t) dt

とおく．aを正の数とし，F (x)が x = aと x = −aで極値をとるとき，以下の問いに
答えよ． (熊大 [文]2016) 4

(1) すべての xについて F (−x) = −F (x)が成り立つことを示せ．

(2) F (x) + F (a) = 0を満たす xをすべて求めよ．

(3) 関数
F (x)

F ′(0)
の極大値を求めよ．

標準 13.56 2次関数 f(x)，g(x)は，それぞれ

f(x) =
3x2

16

∫ 1

0

f(t) dt− 3x

7

∫ 0

−1

f(t) dt + 7,

(x− 1)g(x) =

∫ x

0

g(t) dt− 2x3

3
+ 2x2 − 2x + 1

を満たすとする．次の問いに答えよ． (佐賀大学 2012) 7

(1) f(x)を求めよ．

(2) g(x)を求めよ．

(3) 放物線y = f(x)の点 (4, f(4))における接線を lとする．直線 lと放物線y = g(x)

とで囲まれた部分の面積を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2012.pdf
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13.8 面積

13.8.1 放物線

基本 13.57 関数 f(x)を

f(x) =

{
−x2 + 4x (x 5 0, x = 2のとき)

x2 (0 < x < 2)

とする．座標平面上の曲線C : y = f(x)と直線 l : y = xで囲まれる部分の面積を S

とする．このとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2011) 13

(1) 曲線Cの概形をかけ．

(2) Sの値を求めよ．

基本 13.58 放物線C : y = (x−p)2+qの頂点 (p, q)が，放物線y = −4x2+12x (y = 0)

上を動くとき，放物線Cと x軸および 2直線 x = 0，x = 2で囲まれた部分の面積の
最大値と，そのときの pの値を求めよ． (琉球大学 2007) 5

基本 13.59 aを正の定数とし，放物線 y = x2の x = 0の部分が表す曲線を C とす
る．また a < tをみたす tに対して，曲線Cと 2つの直線 x = a，y = t2によって囲
まれる図形の面積を S(t)とおく．このとき次の問いに答えよ． (熊大 [文]2001) 2

(1)
S(t)

S

(
t + a

2

) を a，tで表せ．

(2)
S(t)

S

(
t + a

2

) < 8を示せ．

基本 13.60 曲線 y = −x2 + 4 (0 5 x 5 2)をCとする．曲線Cと y軸との交点を P

とし，x軸との交点をQとする．さらに，原点Oと点Qを結ぶ線分上に点Rをとる．
点Rを通り，x軸に垂直な直線がこの曲線Cと交わる点を Sとする．このとき，次
の各問に答えよ． (鹿児島大学 2001) 13

(1) 曲線Cと x軸および y軸とで囲まれる部分の面積を求めよ．

(2) Rの座標を (t, 0)とするとき，線分 PRと線分RSおよび曲線Cとで囲まれる
部分の面積 S(t)を求めよ．

(3) S(t)の最大値を求めよ．また，そのときの tの値を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2001.pdf
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基本 13.61 放物線 y = 4x2 + 3をCとする．x軸上に点 P(p, 0) (p 6= 0とする)，C

上に点A(p, 4p2 + 3)をとり，点AにおけるCの接線 lと x軸との交点をQ(q, 0)と
する．さらに，点B(q, 4q2 +3)におけるCの接線をmとする．以下の問いに答えよ．

(1) qを pを用いて表せ． (熊大 [文]2008) 3

(2) 接線mが点 Pを通るとする．p，qの値を求めよ．

(3) (2)で求めた p，qに対して，放物線Cと 2つの接線 l，mで囲まれた部分の面
積を求めよ．

基本 13.62 2つの放物線C1 : y = x2，C2 : y = −x2 + 2x− 1

2
を考える．

点A

(
t,−t2 + 2t− 1

2

)
におけるC2の接線を `とする．以下の問いに答えよ．

(1) `とC1との交点の x座標を，tを用いて表せ． (熊大 [文]2011) 3

(2) 点Aの x座標を t = 1 +

√
2

2
とするとき，第 1象限において `，C1および y軸

で囲まれた部分の面積を求めよ．

標準 13.63 a > 1とする．2つの 2次関数 f(x) = −x2 + 2x + 3，g(x) = x2 − 2(a−
1)x + 3について，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2004) 3

(1) 2つの曲線 y = f(x)と y = g(x)の交点の x座標と y座標を求めよ．

(2) 2つの曲線 y = f(x)と y = g(x)とで囲まれた図形の面積 Sを aの式で表せ．

(3) (1)で求めた 2つの交点A，Bと点C(1, 4)を頂点とする三角形ABCの面積を
T とする．T : S = 1 : kとするとき，kの最小値およびそのときの aの値を求
めよ．

標準 13.64 aを正の実数とし，点A

(
0, a +

1

2a

)
と曲線C : y = ax2 (x = 0)を考え

る．曲線C上の点で，点Aとの距離が最小となるものをPとする．このとき，次の
問いに答えよ． (九大 [文]2005) 1

(1) 点 Pの座標と線分APの長さを求めよ．

(2) 曲線Cと y軸，および線分APで囲まれる図形の面積 S(a)を求めよ．

(3) a > 0のとき，面積S(a)の最小値を求めよ．また，そのときの aの値を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2005.pdf
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標準 13.65 曲線C : y = x2上に点P(t, t2)をとり，点Pにおける曲線Cの接線を l，
点Pを通り lに垂直な直線をmとする．ただし，t > 0とする．接線 lとx軸との交点
をQとし，直線mと x軸，y軸との交点をそれぞれR1，R2とする．また，4PQR1

の面積を S1とし，曲線Cと y軸および線分PR2で囲まれる図形の面積を S2とする．
このとき次の問いに答えよ． (九大 [文]2006) 1

(1) 点Qと点R1の x座標を tを用いて表せ．

(2) 面積 S2を tを用いて表せ．

(3) S1 > S2が成り立つ tの範囲を求めよ．

標準 13.66 関数 f(x) = x2，g(x) = |2x2 − 4|について，次の問いに答えよ．
(1) f(x) = g(x)を満たす xの値を求めよ． (熊大 [文]2004) 4

(2) y = f(x)のグラフと y = g(x)のグラフとで囲まれた部分の面積を求めよ．

標準 13.67 aが正の値をとりながら動くとき，

I(a) =

∫ 1

0

|(x− a)(x− 2a)| dx

が最小となる aの値を求めよ． (佐賀大学 2007) 10

標準 13.68 aを実数とする．曲線 C1 : y = x2上の点 (a, a2)における接線を lとす
る．曲線C2を y = x2 − 1とする．以下の問いに答えよ． (熊大 [文]2015) 1

(1) lとC2とで囲まれた部分の面積を求めよ．

(2) a =
1√
2
とする．曲線C3 : y = −x2 + 1とC2とで囲まれた部分は lによって 2

つの部分に分けられる．これらのうち，点
(

0,
1

2

)
を含む部分の面積を求めよ．

標準 13.69 中心A(0, a)，半径 1の円上の点P(cos θ, a+sin θ)について，θが 180◦ 5
θ 5 360◦の範囲を動くときの点Pの軌跡をCとする．Cが不等式 y = x2の表す領域
にあるとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2004) 5

(1) a = 5

4
であることを示せ．

(2) a =
5

4
のとき，Cと放物線 y = x2で囲まれる部分の面積を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2004.pdf
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標準 13.70 3次関数 f(x)は x = −1と x = 1で極値をとり，f(1) = 0である．次の
問いに答えよ． (福岡教育大学 2003) 8

(1) f(−2)を求めよ．

(2) 曲線 y = f(x)と x軸で囲まれた部分のうち，y軸の左側にある部分の面積を

S1，y軸の右側にある部分の面積を S2とする．このとき，
S1

S2

を求めよ．ただ

し，
∫

x3 dx =
1

4
x4 + C (Cは積分定数)である．

標準 13.71 座標平面上の円 (x− 1)2 + (y − 1)2 = 2をCとする．以下の問いに答え
よ． (九大 [文]2013) 4

(1) 直線 y = x− 2は円Cに接することを示せ．また，接点の座標も求めよ．

(2) 円Cと放物線 y =
1

4
x2 − 1の共有点の座標をすべて求めよ．

(3) 不等式 y = 1

4
x2 − 1の表す領域をDとする．また，不等式 |x|+ |y| 5 2の表す

領域をAとし，不等式 (|x| − 1)2 + (y − 1)2 5 2の表す領域をBとする．そし
て，和集合A ∪ B，すなわち領域Aと領域Bをあわせた領域をEとする．こ
のとき，領域Dと領域Eの共通部分D ∩Eを図示し，さらに，その面積を求
めよ．

13.8.2 放物線と直線

基本 13.72 次の問いに答えよ． (琉球大学 2001) 6

(1) 2つの実数α，βについて，定積分
∫ β

α

(x−α)(x−β)dxを求めよ．ただし，α < β

とする．

(2) 座標平面上の点A(1, 2)を通る傾きaの直線をLとする．直線Lと放物線 y = x2

との 2つの交点の x座標を求めよ．

(3) (2)の直線Lと放物線 y = x2で囲まれる面積が最小になる aの値と，そのとき
の面積を求めよ．

基本 13.73 曲線C : y = x2 − 2x + 1と直線 l : y = x + kが異なる 2点P，Qで交わ
り，点 Pにおける曲線Cの接線と，点Qにおける曲線Cの接線が直交している．

(1) kの値を求めよ． (大分大学 2001) 3

(2) 2点 P，Qの座標を求めよ．

(3) 曲線Cと直線 lで囲まれる部分の面積を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2001.pdf
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基本 13.74 aを 0でない実数とする．2つの放物線 y = x2，y = −x2 + 2ax +
1

2a2
が

ある． (大分大学 2016) 2

(1) 2つの放物線は異なる 2点で交わることを示しなさい．

(2) 2つの放物線の交点の x座標を α，β (α < β)とするとき，β − αを aの式で表
しなさい．

(3) 2つの放物線で囲まれた部分の面積 Sを aの式で表しなさい．

(4) (3)で定めた面積 Sの最小値を求めなさい．

基本 13.75 a，bを実数とし，関数 f(x) = x3 − ax2 + bx + 3は x = −2

3
, 2で極値を

とる． (大分大学 2005) 6

(1) a，bの値と，関数 f(x)の極大値，極小値を求めなさい．

(2) 曲線 y = f ′(x) +
7

3
と x軸で囲まれる部分の面積を求めなさい．

基本 13.76 放物線 y = −x2 + 6x− 7をC1とし，C1の頂点をA，C1上の点 (1,−2)

をBとする．点A，Bを通る直線を lとし，点A，Bを通る放物線 y = ax2 + bx + c

をC2とする．ただし，a，b，cは実数，a > 0である．このとき，次の問いに答えよ．

(1) 点Aの座標を求めよ． (佐賀大学 2010) 7

(2) 直線 lの方程式を求めよ．

(3) bと cを aを用いて表せ．

(4) C2と lで囲まれた図形の面積を aを用いて表せ．

基本 13.77 k > 1とする．2直線 y = kx，y = (2k − 1)xと放物線 y = x2によって
囲まれた図形の面積を Sとするとき，次の問いに答えよ． (佐賀大学 2009) 8

(1) Sを kを用いて表せ．

(2) Sは kに関して単調に増加することを示せ．

(3) 6S < 6k3 − 7k2 + 1が成り立つような kの値の範囲を求めよ．

基本 13.78 a > 0のとき，放物線C : y = x2上の点P(a, a2)におけるCの接線を l1
とし，Pを通り l1と垂直な直線を l2とする．次の問いに答えよ．(佐賀大学 2012) 9

(1) 直線 l2と放物線Cとの交点のうち，点Pと異なる方をQとする．点Qの座標
を aの式で表せ．

(2) 放物線Cと直線 l2とで囲まれた部分の面積を Sとする．Sを aの式で表せ．

(3) (2)の Sの最小値を求めよ．またそのときの aの値を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2012.pdf
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基本 13.79 放物線 y = x2上に 2点P，Qがある．P，Qのx座標がそれぞれ a，a+2

であるとき，次の問いに答えよ．ただし，−2 < a < 0とする． (熊大 [文]2003) 4

(1) 原点をOとするとき，4OPQの面積 S1を求めよ．

(2) 直線 PQと放物線で囲まれた部分の面積 S2を求めよ．

(3) S2 = 2S1となる aの値を求めよ．

基本 13.80 関数 f(x) = |x(x + 1)| −x + 1に対して，y = f(x)のグラフをCとする．
次の問いに答えよ． (熊大 [文]2006) 3

(1) 曲線C上の点 (a, f(a)) (−1 < a < 0)における接線が 2点 P(−1, 2)，Q(0, 1)

を通る直線に平行になるとき，aの値およびその接線 `の方程式を求めよ．

(2) 放物線 y = x2 + 1と曲線Cで囲まれた図形の面積を求めよ．

(3) (1)の接線 `と曲線Cで囲まれた図形の面積を求めよ．

基本 13.81 a，bは実数で，a > 1とする．tの関数

f(t) = 2t3 − 3(a + 1)t2 + 6at + b

について，次の問いに答えよ． (長崎大学 2010) 1

(1) 関数 f(t)の極値を，a，bを用いて表せ．

(2) aの値を x座標，bの値を y座標とする xy平面上の点 P(a, b)を考える．この
とき，3次方程式 f(t) = 0が相異なる 3つの実数解をもつような点 P(a, b)の
存在する領域Dを xy平面上に図示せよ．

(3) DおよびDの境界からなる領域をEとする．領域Eのうち，

y 5 −x2 + 4x− 11

を満たす部分の面積を求めよ．

基本 13.82 関数 f(x) = −1

2
x2 + 2|x + 1|+ 1に対し，座標平面上の曲線 y = f(x)を

Cとする．点P(t, f(t)) (t > −1)における曲線Cの接線に垂直で，点Pを通る直線
を `とする．このとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2016) 11

(1) 直線 `の方程式を，tを用いて表せ．

(2) 直線 `が点 (−1, f(−1))を通るとき，tの中で最も小さいものを求めよ．

(3) (2)で求めた tが定める直線 `と曲線Cによって囲まれる部分の面積を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2016.pdf
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基本 13.83 座標平面上の原点O，P

(√
3

2
,

1

2

)
，Q

(
−
√

3

2
,

1

2

)
の 3点を通る放物線

y = ax2 + bx + cをC1とし，原点Oを中心とする半径 1の円をC2とする．
次の問いに答えよ． (琉球大学 2016) 6

(1) a，b，cの値を求めよ．

(2) 放物線C1と線分 PQで囲まれた図形の面積を求めよ．

(3) 放物線C1と円C2で囲まれた図形のうち，放物線C1の上側の部分の面積を求
めよ．

基本 13.84 次の問いに答えよ． (長崎大学 2001) 2

(1) 放物線 y = x2について，傾きが
√

3の接線 lの方程式およびその接点Pの座標
を求めよ．

(2) y軸上に中心をもち，Pにおいて lに接する円の方程式を求めよ．

(3) (1)の放物線と (2)の円の下の弧とによって囲まれた部分の面積を求めよ．

標準 13.85 放物線 y = x2をCとする．点 (a, a2 − 9)を通るCの 2つの接線の接点
をそれぞれA，Bとし，2点A，Bを通る直線を lとする．以下の問に答えよ．

(1) 直線 lの方程式を aを用いて表せ． (佐賀大学 2007) 6

(2) lとCとで囲まれる図形の面積が，aの値にかかわらず，一定であることを示せ．

標準 13.86 放物線C : y = x(x−a)について，次の問いに答えなさい．ただし，a > 0

とする． (長崎大学 2003) 2

(1) 放物線Cと直線 y = −x + aとで囲まれる図形の面積を求めなさい．

(2) a = 2のとき，直線 y = kxによって (1)の図形の面積が二等分されるように k

の値を定めなさい．

(3) 放物線Cと点 (0, 1)を通る直線とで囲まれる図形の面積が最小となるとき，直
線の方程式およびその図形の面積を求めなさい．

標準 13.87 曲線C : y = |x2 − 6x|と直線 ` : y = kx (kは実数)について，次の各問
に答えよ． (宮崎大学 2015) 12

(1) 曲線Cを座標平面上に図示せよ．

(2) 曲線Cと直線 `が異なる 3つの共有点をもつような kの値の範囲を求めよ．

(3) (2)のとき，曲線 Cと直線 `で囲まれた 2つの部分の面積の和が最小になるよ
うな kの値を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2015.pdf
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標準 13.88 kを実数とする．関数 y = |x(x− 1)|のグラフと直線 y = kxが異なる 3

点を共有している．これらで囲まれた 2つの部分の面積の和を Sとする．

(1) kの値の範囲を求めなさい． (大分大学 2015) 3

(2) Sを kの式で表しなさい．

(3) Sが最小になるときの kの値を求めなさい．

標準 13.89 2つの関数

f(x) = −px2 + 2 (p > 0)

g(x) = |x | − 2

が与えられていて，放物線 y = f(x)が 2点 (−3
√

2, 0)，(3
√

2, 0)を通るとする．

(1) pの値を求めよ． (九大 [文]2004) 1

(2) y = f(x)と y = g(x)の交点をすべて求めよ．

(3) (2)で求めた交点のうち，x座標が最小になる点をA(a, f(a))とする．このと
き，点Aにおける y = f(x)の接線 y = h(x)を求めよ．また，この接線 y = h(x)

と y = g(x)の，点Aとは異なる，交点B(b, g(b))を求めよ．

(4) 次の連立不等式の定める図形の面積を求めよ．

a 5 x 5 b, y 5 h(x), y = f(x), y = g(x)

標準 13.90 放物線 y = x2上の点 P(t, t2)から直線 y = xへ垂線を引き，交点を H

とする．ただし，t > 1とする．このとき，以下の問いに答えよ．(九大 [文]2011) 1

(1) Hの座標を tを用いて表せ．

(2) Pを通り y軸に平行な直線と直線 y = xとの交点の座標をRとするとき，三角
形 PRHの面積を tを用いて表せ．

(3) x = 1の範囲において，放物線 y = x2と直線 y = xおよび線分PHとで囲まれ
た図形の面積を S1とするとき，S1を tを用いて表せ．

(4) 放物線 y = x2と直線 y = xで囲まれた図形の面積を S2とする．S1 = S2であ
るとき，tの値を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2011.pdf
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標準 13.91 座標平面上の直線 y = −1を `1，直線 y = 1を `2とし，x軸上の 2点
O(0, 0)，A(a, 0)を考える．点 P(x, y)について，次の条件を考える．

d(P, `1) = PO かつ d(P, `2) = PA · · · 1©

ただし，d(P, `)は点 Pと直線 `の距離である． (九大 [文]2014) 1

(1) 条件 1©を満たす点 Pが存在するような aの値の範囲を求めよ．

(2) 条件 1©を満たす点P全体がなす図形の面積Sを aを用いて表せ．ただし，aの
値は (1)で求めた範囲にあるとする．

標準 13.92 座標平面上の 2つの放物線

C1 : y = x2

C2 : y = −x2 + ax + b

を考える．ただし，a，bは実数とする． (九大 [文]2015) 1

(1) C1とC2が異なる 2点で交わるための a，bに関する条件を求めよ．

以下，a，bが (1)の条件を満たすとし，C1とC2で囲まれる面積が 9であるとする．

(2) bを aを用いて表せ．

(3) aがすべての実数値をとって変化するとき，放物線C2の頂点が描く軌跡を座標
平面上に図示せよ．

13.8.3 面積の最大値・最小値

基本 13.93 曲線 y = x2をCとする．k > 0について，直線 y = kxを l1とし，原点
を通り直線 l1に垂直な直線を l2とする． (大分大学 2010) 6

(1) 曲線Cと直線 l2の交点の座標を求めなさい．

(2) 曲線Cと直線 l1とで囲まれる部分の面積を S1，曲線Cと直線 l2とで囲まれる
部分の面積を S2とする．S1，S2をそれぞれ kの式で表しなさい．

(3) S1 + S2の最小値を求めなさい．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2010.pdf
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基本 13.94 次の問いに答えよ． (琉球大学 2010) 5

(1) tを実数とする．放物線 y = x(2− x)上の点 (t, t(2− t))における接線の方程式
を求めよ．

(2) (1)で求めた直線と放物線 y = x(2− x)および 2直線 x = 0，x = 3とで囲まれ
た図形の面積を S(t)とする．0 5 t 5 2における S(t)の最大値，最小値とその
ときの tの値を求めよ．

基本 13.95 放物線C : y = x2とその上の点 (a, a2) (0 < a 5 1)における接線を lと
するとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2001) 5

(1) 接線 lの方程式を求めよ．

(2) 直線 x = 0，x = 1，放物線Cと接線 lで囲まれる部分で，y = 0を満たす部分
の面積 S(a)を求めよ．

(3) S(a)の最小値を求めよ．

基本 13.96 aを 0 < a < 1の範囲の定数とする．直線 l : y = 1 − a2と曲線 C : y =

1− x2 (x = 0) について，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2004) 10

(1) 曲線 C，y軸，直線 lで囲まれる部分の面積を S1とし，曲線 C，直線 l，直線
x = 1で囲まれる部分の面積を S2とする．S1，S2を aを用いて表せ．

(2) S = S1 + S2とおくとき，0 < a < 1の範囲おける Sの最小値を求めよ．

基本 13.97 Oを原点とする座標平面上に 2点A(4, 0)，P(t, 0)をとる．ただし，0 <

t < 4とする．さらに放物線 C : y = −x2 + 7x上に 2点 B(4, 12)，Q(t,−t2 + 7t)を
とる．4APBの面積を f(t)とし，放物線 C，線分 PQ，線分OPによって囲まれた
図形の面積を g(t)とする．このとき，次の問に答えよ． (佐賀大学 2016) 9

(1) f(t)を tを用いて表せ．

(2) g(t)を tを用いて表せ．

(3) h(t) = f(t) + g(t)とおく．0 < t < 4における h(t)の最小値とそのときの tの
値を求めよ．

基本 13.98 0 5 m 5 1とする．0 5 x 5 1の範囲で，曲線 y = x2と直線 y = mxで
挟まれた部分の面積を S(m)とする．このとき，次の問いに答えよ．

(1) S(m)を求めよ． (琉球大学 2002) 6

(2) S(m)が最小となるmの値と，そのときの S(m)の値を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2002.pdf
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基本 13.99 kを正の数とし，放物線 y = x(x− 1)と直線 y = kxと原点O以外の交
点をAとする．x軸上の点 Bを，直線ABが y軸と平行になるようにとる．放物線
と線分OAとで囲まれた部分の面積を S1，放物線と線分ABおよび x軸とで囲まれ
た部分の面積を S2とおく．このとき面積の差 S1 − S2を最大とする kの値を求めよ．

(佐賀大学 2004) 11

基本 13.100 次の問に答えよ． (宮崎大学 2005) 5

(1) α < βのとき，次の等式
∫ β

α

(β − x)(x− α) dx =
1

6
(β − α)3が成り立つことを

示せ．

(2) −2 5 a 5 2のとき，曲線 y = (3x− a3)(x− a + 1)と x軸で囲まれる部分の面
積 S(a)の最小値を求めよ．

標準 13.101 実数 p > 0と関数 f(x) = x3 − xがある．2曲線C1 : y = f(x)，
C2 : y = f(x + p)− pについて，次に答えよ． (九工大 [工]2011) 3

(1) 曲線C1とC2が共有点を 2個もつときの pの範囲を求めよ．

(2) 実数 α，βに対して
∫ β

α

(β − x)(x− α) dx =
1

6
(β − α)3

を示せ．

(3) pが (1)で求めた範囲を動くとき，曲線 C1，C2によって囲まれた図形の面積
S(p)の最大値を求めよ．

標準 13.102 座標平面において，x軸上に 3点 (0, 0)，(α, 0)，(β, 0) (0 < α < β)

があり，曲線C : y = x3 + ax2 + bxが x軸とこの 3点で交わっているものとする．た
だし，a，bは実数である．このとき，以下の問いに答えよ． (九大 [文]2016) 1

(1) 曲線 C と x軸で囲まれた 2つの部分の面積の和を Sとする．Sを αと βの式
で表せ．

(2) βの値を固定して，0 < α < βの範囲で αを動かすとき，Sを最小とする αを
βの式で表せ．

標準 13.103 a，bを実数とし，曲線 C : y = x3 − 3ax2 + bxを考える．Cの接線の
傾きの最小値が−3であるとき，以下の問いに答えよ． (熊大 [医]2016) 4

(1) bを aを用いて表せ．

(2) Cが x軸の正の部分，負の部分とそれぞれ 1点で交わるとする．このとき aの
値の範囲を求めよ．

(3) aが (2)で求めた範囲にあるとき，Cと x軸で囲まれた図形の面積の最小値を
求め，そのときの aの値の範囲を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2016.pdf
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13.8.4 放物線と接線

□□ 13.104 直線 l : y = ax + bが原点を中心とする半径 1の円と点

(√
3

2
,−1

2

)
で

接しているとする．また，直線 lは放物線C : y = x2−√3x + cとも接しているとす
る．このとき，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2010) 2

(1) 定数 a，bの値を求めよ．

(2) 放物線Cと直線 lとの接点の座標および定数 cの値を求めよ．

(3) 放物線Cと直線 lおよび y軸とで囲まれた図形の面積を求めよ．

基本 13.105 頂点が点A(0, 4)で，点B(2, 0)を通る放物線を考える．次の問いに答
えよ． (琉球大学 2015) 6

(1) この放物線をグラフとする 2次関数を求めよ．

(2) この放物線上にあり，x座標が 2a (a > 0)である点をCとする．この放物線と
x軸との交点で，点Bと異なる点をDとする．点Cにおける放物線の接線 l1と
点Dにおける放物線の接線 l2との交点 Eの座標を，aを使って表せ．

(3) この放物線と直線 l2，および点Eを通り y軸に平行な直線で囲まれた部分の面
積を求めよ．

基本 13.106 曲線C : y = −x2 +2xと，直線 l : y = aが異なる 2つの共有点Q(b, a)，
R(c, a) (b < c) をもつとする．直線 lと y軸との交点をP(0, a)とおくとき，次の各
問に答えよ． (宮崎大学 2007) 8

(1) 点Qが線分 PRを 1 : 2に内分するとき，a，b，cの値をそれぞれ求めよ．

(2) (1)で求めた a，b，cに対し，曲線Cの点Rにおける接線mの方程式を求めよ．

(3) 点Qを通り，y軸に平行な直線を nとする．(2)で求めた接線m，曲線 C，お
よび直線 nで囲まれる部分の面積を求めよ．

基本 13.107 曲線 C1 : y = x2上の点A(a, a2)における接線が曲線 C2 : y = x2 − 4

と交わる点をB，Cとする．ただし，Bの x座標はCの x座標より小さいとする．以
下の問いに答えよ． (熊大 [文]2010) 2

(1) 線分BCの中点MおよびCの座標を aを用いて表せ．

(2) Mを通り y軸に平行な直線，線分MCおよび曲線C2で囲まれた部分の面積を
求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2010.pdf
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標準 13.108 定数 aは 0 < a < 1をみたすとする．曲線C : y = (x− 1)2とC上の点
(a, (a− 1)2)における接線 `について，以下の問いに答えよ． (熊大 [文]2012) 4

(1) 接線 `の方程式を求めよ．

(2) 曲線 Cと接線 `および 2直線 x = 0，x = 1とで囲まれた 2つの部分の面積の
和 S(a)の最小値とそのときの aの値を求めよ．

(3) 曲線Cと 2直線 x = 0，y = 0とで囲まれ，接線 `の上側にある 2つの部分の面
積の和 T (a)の最小値とそのときの aの値を求めよ．

基本 13.109 曲線 C : y = x2 + px + qと y軸との交点をQとし，x座標 tが正であ
る曲線C上の点をPとする．点Pにおける曲線Cの接線を lとする．曲線C，接線
lおよび y軸で囲まれた部分の面積を S1とし，曲線 Cと直線 PQで囲まれた部分の
面積を S2とする． (大分大学 2012) 5

(1) lの方程式を求めなさい．

(2) S1を tで表しなさい．

(3) S1 : S2を求めなさい．

基本 13.110 曲線 y = (x− 2)2上の点 P(t, (t− 2)2)と y軸上の点Q(0, (t− 2)2)を
考える．ただし，tは 0 < t < 2とする．このとき，次の各問いに答えよ．

(鹿児島大学 2002) 13

(1) 2次関数 y = f(x)のグラフ Cは 2点 P，Qを通り x軸に接する．この f(x)を
求めよ．

(2) 線分 PQとCによって囲まれる部分の面積 S(t)を求めよ．

(3) tが上に指定してある範囲を変化するとき，S(t)の最大値とそのときの tの値
を求めよ．

標準 13.111 放物線 y = x2のグラフ上に 2点A(a, a2)，B(b, b2) (ただし，a < b)が
ある．また，グラフ上の点Aと点Bの間に点P(p, p2)をとり，点Pにおける放物線
の接線，線分AB，2直線 x = a，x = pで囲まれた部分の面積を S1，放物線，点 P

における放物線の接線，直線 x = aで囲まれた部分の面積を S2とする．点Pが点A

と点Bの間 (両端を含まない)を放物線のグラフに沿って動くとき，
S2

S1

のとる値の範

囲を求めよ． (佐賀大学 2009) 12見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2009.pdf
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標準 13.112 実数a，b (a > 0, b > 0)に対して，点 (1, 1)を通る放物線C : y = ax2+b

と，放物線Cの点 (1, 1)における接線 lを考える．以下の問いに答えよ．

(1) bを aを用いて表せ． (九工大 [情]2008) 2

(2) 接線 lの方程式を aを用いて表せ．

(3) 放物線 C，接線 lおよび y軸で囲まれた図形のうち，y = 0の部分の面積 Sを
aを用いて表せ．

(4) Sが最大となるときの aの値とそのときの Sの値を求めよ．

標準 13.113 a > 0とし，2つの放物線を

C1 : y = x2 + ax

C2 : y =
1

4
x2

とする．次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2007) 7

(1) 放物線C1上の点 (t, t2 + at)における接線の方程式を求めよ．

(2) 放物線C1，C2の両方に接する直線の方程式を求めよ．

(3) (2)で求めた接線のうち，傾きが正であるものを lとする．放物線C1，C2およ
び接線 lで囲まれた部分の面積が 1となるような aの値を求めよ．

標準 13.114 xについての 4次の整式 f(x)は，次の条件 (i)，(ii)，(iii)を満たして
いる．

(i) f(x)の 4次の係数は 1である．

(ii) f(1) = 0，f(2) = −1である．

(iii) f(x)を x2 − 3xで割った余りは 7x + 5である．

f(x)を x2 − 3x + 2で割ったときの商を g(x)，余りを k(x)とするとき，次の各問に
答えよ． (宮崎大学 2008) 10

(1) k(x)を求めよ．

(2) g(x)を求めよ．

(3) 座標平面上において，3つの関数 y = x2 − 3x + 2，y = g(x)，y = k(x)のグラ
フで囲まれた部分の面積を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2008.pdf
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標準 13.115 a < −1

2
，b > 1とする．放物線 C : y = ax2 + bと円 x2 + y2 = 1の

共有点が，P1(p, q)，P2(−p, q)の 2点のみとなるとき，次の問いに答えよ．ただし，
p > 0とする． (熊大 [文]2002) 4

(1) bを aで表せ．

(2) p，qそれぞれを aで表せ．

(3) 座標平面の原点をOとする．∠P1OP2 = 90◦のとき，P1における放物線 Cの
接線と放物線Cおよび y軸とで囲まれる部分の面積を求めよ．

標準 13.116 座標平面上に，半円 C : x2 + y2 = 4 (ただし，x > 0)と放物線 D :

x2 − 6y + 3 = 0がある．半円 C上の点 P(2 cos θ, 2 sin θ) (ただし，−π
2

< θ < π
2
)に

おける半円Cの接線を lとするとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2013) 5

(1) 半円Cと放物線Dとの交点Qの座標を求めよ．

(2) 直線 lが放物線Dに点Rにおいて接するとき，θの値と点Rの座標を求めよ．

(3) (2)のとき，半円Cと放物線Dおよび直線 lによって囲まれる部分の面積を求
めよ．

標準 13.117 座標平面上において，点A(0, 1)を中心とし原点Oを通る円C1につい
て，点B(0,−1)から引いた 2本の接線の接点を P，Qとする．ただし，点 Pの x座
標は正とする．さらに，y軸に関して対称な放物線 C2が直線 BPと直線 BQにそれ
ぞれ点 Pと点Qで接するものとする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) 2点 P，Qの座標を求めよ． (宮崎大学 2011) 2

(2) 放物線C2を表す方程式を求めよ．

(3) 点Aから放物線C2上の各点までの距離は 1以上であることを示せ．

(4) 円C1の原点Oを含む弧 PQと放物線C2で囲まれる部分の面積 Sを求めよ．

応用 13.118 xyz空間内の 3点P(0, 0, 1)，Q(0, 0,−1)，R(t, t2 − t + 1, 0)を考え
る．tが 0 5 t 5 2の範囲を動くとき，三角形 PQRが通過してできる立体をKとす
る．以下の問いに答えよ． (熊大 [医]2011) 4

(1) Kを xy平面で切ったときの断面積を求めよ．

(2) Kの体積を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2011.pdf
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13.8.5 放物線と2本の接線

基本 13.119 放物線 y = x2上の異なる 2点 P(p, p2)，Q(q, q2)における接線が点R

で交わっている．次の問いに答えよ． (琉球大学 2011) 6

(1) Rの座標を求めよ．

(2) p = −1，q = 2のとき，2本の接線と放物線で囲まれた図形の面積を求めよ．

基本 13.120 座標平面において，曲線C : y = x2上の点P(2, 4)における接線を lと
し，lと直線 y = −1との交点をQとする．また点Qを通り，曲線Cと接する直線の
うち，lと異なるものをmとする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) 直線 lの方程式を求めよ． (宮崎大学 2006) 7

(2) 直線mの方程式を求めよ．

(3) 曲線 l，mおよび曲線Cで囲まれる部分の面積 Sを求めよ．

基本 13.121 放物線C : y = ax2 + bx + c (a 6= 0)が点P(1,−2)とQ(5, 10)を通ると
し，P，QにおけるCの接線をそれぞれ l，mとする．以下の問いに答えよ．

(1) b，cをそれぞれ aを用いて表せ． (熊大 [文]2014) 3

(2) lとmの交点の y座標が−4であるとき，a，b，cを求めよ．

(3) (2)で求めた a，b，cについて，放物線 C と l，mで囲まれた部分の面積を求
めよ．

基本 13.122 円 x2 +y2−4y +3 = 0に外接し，
直線 y = −1に接する円の中心の軌跡を C と
する．次の問に答えよ．ただし，ふたつの円が
外接するとは，右の図のような状態のことであ
る． (琉球大学 2003) 6

　

外接する円

(1) Cの方程式を求めよ．

(2) C上の 2点 (x1, 2)，(x2, 2)におけるCの接線の方程式を求めよ．

(3) Cと (2)で求めた 2つの接線で囲まれた部分の面積を求めよ．

基本 13.123 A(2, 1)，B(1,−1)，C(0, 1)とする．0 5 t 5 1に対して線分 ABを
t : 1− tの比に内分する点をP，線分BCを t : 1− tの比に内分する点をQ，線分PQ

を t : 1− tの比に内分する点をRとする．このとき以下の問に答えよ．

(1) Pの座標を tを用いて表せ． (佐賀大学 2005) 6

(2) Rの軌跡を求めよ．

(3) 線分AB，BCと (2)で求めた軌跡によって囲まれた図形の面積を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2005.pdf
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基本 13.124 放物線C : y = x2 − 3xと点A(2,−6)がある． (大分大学 2006) 2

(1) 点Aから放物線Cへ引いた接線の方程式を求めよ．

(2) 放物線 C上を動く点 Pに対して，線分APの中点Qの軌跡の方程式を求めな
さい．

(3) (1)で求めた接線と，(2)で求めた軌跡とで囲まれる部分の面積を求めなさい．

基本 13.125 座標平面上の放物線 y = x2と直線 y = kx + 1 (kは実数)の 2つの交点
をP，Qとし，点Pの x座標をα，点Qの x座標を β (α < β)とする．このとき，次
の各問に答えよ． (宮崎大学 2012) 11

(1) α + βおよび αβの値を，kを用いて表せ．

(2) 2点 P，Qにおける放物線の接線をそれぞれ l，mとし，その交点を Rとする
とき，点Rの x座標を，kを用いて表せ．

(3) 放物線と (2)の 2つの接線 l，mで囲まれる部分の面積を，kを用いて表せ．

標準 13.126 次の問いに答えよ． (九大 [文]2002) 1

(1) 原点を中心とする半径 r (r > 0)の円 x2 + y2 = r2上の点 (a, b)における接線
の方程式は

ax + by = r2

で与えられることを示せ．

(2) 円 x2 + y2 = 1と放物線 C : y = x2 + 1の両方に接する直線は 3本ある．これ
ら接線の方程式を求めよ．

(3) 問 (2)における 3本の接線のうち，x軸の正の部分と交わる接線を l1，x軸に平
行な接線を l2とする．接線 l1，l2および放物線Cとで囲まれる部分の面積を求
めよ．

標準 13.127 2次関数 f(x)が

f ′(x){2f ′(x)− x} = 6f(x) + 2x + 8

を満たしているとする．次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2006) 8

(1) 2次関数 f(x)を求めよ．

(2) kは正の実数とする．次の (i)，(ii)に答えよ．

(i) 点 (0,−k)から曲線 y = f(x)に引いた 2本の接線の方程式を求めよ．

(ii) (i)で求めた 2本の接線と曲線 y = f(x)によって囲まれた部分の面積が
2
√

3となるような kの値を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2012.pdf
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http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2006.pdf
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標準 13.128 pを正の定数として，放物線C : y = (x− p)2 + p2を考える．Cの 2本
の接線 l，mを考え，接点の x座標を，それぞれ a，bとする．ただし，a < 0，b > 0

とする．次の問いに答えよ． (長崎大学 2014) 1

(1) lとmの方程式を求めよ．

(2) l，mが原点を通るとき，a，bを pを用いて表せ．

(3) l，mが原点を通るとき，放物線Cと 2本の接線 lおよびmによって囲まれた
図形の面積を Sとする．Sを pを用いて表せ．

標準 13.129 放物線C : y = ax2 + bx + c (a > 0)を考える．2本の直線

`1 : y =
5

2
x および `2 : y = −1

2
x

はCに接するものとする．Cと `1の接点をP，Cと `2の接点をQとする．以下の問
いに答えよ． (九工大 [情]2014) 1

(1) α, β, γ (α 6= 0)を定数とするとき，2次方程式 αx2 + βx + γ = 0 が重解をも
つための条件を求めよ．

(2) bの値を求めよ．また，cを aを用いて表せ．

(3) P，Qの x座標を aを用いて表せ．

(4) aの値にかかわらずCの頂点は直線m上にある．mの方程式を求めよ．

(5) Cと `1，`2で囲まれた部分の面積を aを用いて表せ．

標準 13.130 曲線 y = x2の点 P(a, a2)における接線と点Q(b, b2)における接線が
点Rで交わるとする．ただし，a < 0 < bとする．このとき，次の問いに答えよ．

(1) 点Rの座標および三角形 PRQの面積を求めよ． (九大 [文]2009) 4

(2) 線分 PRと線分QRを 2辺とする平行四辺形 PRQSとする．折れ線 PSQと曲
線 y = x2で囲まれた図形の面積を求めよ．

(3) ∠PRQ = 90◦をみたしながらPとQが動くとき，(2)で求めた面積の最小値を
求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2009.pdf
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13.9 問題研究

13.9.1 面積公式

f(x) =
1

2
(x + k)2，g(x) =

1

3
(x + k)3とすると (kは定数)

f(x) =
1

2
x2 + kx +

1

2
k2

g(x) =
1

3
x3 + kx2 + k2x +

1

3
k2

したがって f ′(x) = x + k， g′(x) = x2 + 2kx + k2 = (x + k)2

よって
∫

(x + k) dx =
1

2
(x + k)2 + C

∫
(x + k)2 dx =

1

3
(x + k)3 + C

(Cは積分定数)

上の積分公式を使って，a > 0のとき放物線 y = ax2 + bx + cと直線で囲まれた部
分の面積を求めてみる (α < β)．

［1］直線の方程式を y = mx + nとすると

(mx + k)−(ax2 + bx + c)

= −a(x− α)(x− β)

したがって

S = −a

∫ β

α

(x− α)(x− β)dx

= −a

∫ β

α

(x− α){(x− α)− (β − α)}dx

= −a

∫ β

α

(x− α)2 dx + a(β − α)

∫ β

α

(x− α) dx

= −a

[
1

3
(x− α)3

]β

α

+ a(β − α)

[
1

2
(x− α)2

]β

α

=
a

6
(β − α)3

　

xα β

y = ax2 + bx + c

SS

また，aの符号に関係なく S =
|a|
6

(β − α)3
見
本
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106ページの 13.100(宮崎大学 2005)や 13.101(九工大 [工]2011)では

∫ β

α

(β − x)(x− α) dx =
1

6
(β − α)3

を証明させる問題も出題されている．これらの公式を覚えるだけでなく，自分
でも導けるようにしておくことも大切である．

［2］下の図の直線の方程式を y = mx + nとすると

S1 =

∫ β

α

{(ax2 + bx + c)− (mx + n)}dx

= a

∫ β

α

(x− α)2 dx = a

[
1

3
(x− α)3

]β

α

=
a

3
(β − α)3

S2 =

∫ β

α

{(ax2 + bx + c)− (mx + n)}dx

= a

∫ β

α

(x− β)2 dx = a

[
1

3
(x− β)3

]β

α

= −a

3
(α− β)3 =

a

3
(β − α)3

xα β

y = ax2 + bx + c

S1

xα β

y = ax2 + bx + c

S2

また，S1，S2は，aの符号に関係なく
|a|
3

(β − α)3

数学 IIでは，放物線と直線で囲まれた図形の面積を求める問題は頻出であ
る．入試対策として最も重要な単元である．見
本
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［3］f(x) = ax2 + bx + cとおくと，f ′(x) = 2ax + b．
y = f(x)上の 2点 (α, f(α))，(β, f(β))におけ
る接線の方程式は，それぞれ

y = f ′(α)(x− α) + f(α),

y = f ′(β)(x− β) + f(β)

上の 2式から yを消去すると

　

xα β

y = ax2 + bx + c

S3

α+β
2

f ′(α)(x− α) + f(α) = f ′(β)(x− β) + f(β)

ゆえに {f ′(β)− f ′(α)}x + f(β)− f(α) = βf ′(β)− αf ′(α) · · · (∗)

このとき f ′(β)− f ′(α) = 2a(β − α),

f(β)− f(α) = (β − α){a(α + β) + b},
βf ′(β)− αf ′(α) = (β − α){2a(α + β) + b}

これらを (∗)に代入すると

2a(β − α)x + (β − α){a(α + β) + b} = (β − α){2a(α + β) + b}

β − α 6= 0 であるから x =
α + β

2

直線 x =
α + β

2
によって斜線部分を 2つに分けて求めると

(［2］の結果を利用する)

S3 =
a

3

(
α + β

2
− α

)3

+
a

3

(
β − α + β

2

)3

=
a

12
(β − α)3

また，aの符号に関係なく S3 =
|a|
12

(β − α)3見
本



第 14 章 平面上のベクトル（数学B）

14.1 ベクトルと図形
基本 14.1 正六角形ABCDEFにおいて，辺DEの中点をPとし，線分APとBFの
交点をQとする．次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2014) 5

(1)
−→
APを

−→
ABと

−→
AFを用いて表せ．

(2) AQ : QPを最も簡単な整数の比で表せ．

(3) |−→AB| = 1のとき，4BPQの面積を求めよ．

基本 14.2 平面に四角形ABCDがあり，
−→
AB = ~b，

−→
AD = ~dとおくとき，頂点Cは

−→
AC =

4

5
~b +

3

5
~d

を満たすものとする．このとき，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2008) 4

(1) 直線 ABとDCの交点を E，直線 ADと BCの交点を Fとする．ベクトル
−→
AE

と
−→
AFを~bと~dを用いて表せ．

(2) 線分 BDの中点をQ，線分 EFの中点を Rとするとき，ベクトル
−→
QRを~bと ~d

を用いて表せ．

(3) 線分ACの中点をPとするとき，3点P，Q，Rは同一直線上にあることを証明
せよ．

基本 14.3 4ABCにおいて，辺ABを 2 : 1に内分する点をP，辺ACを 1 : 2に内分
する点をQとし，辺BC上に点Rがあるとする． (大分大学 2015) 2

(1) 線分PQの中点をMとし，点A，M，Rが一直線上にあるとき，BR : RCを求
めなさい．

(2) 4ABCの重心Gと4PRQの重心Hが一致するとき，BR : RCを求めなさい．

(3) 直線AR，BQ，CPが一点で交わるとき，BR : RCを求めなさい．

117

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2014.pdf
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基本 14.4 4OABにおいて，辺 OBの中点を
M，辺OAを h : (1 − h) (0 < h < 1)に内分す
る点をDとし，線分AM，BDの交点をEとす
る．次の各問に答えよ． (琉球大学 2006) 5

　 O

A B

E

D M

h

1−h

(1)
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~bとするとき，

−→
OEを~a，~bおよび hで表せ．

(2) |−→OA| = 3，|−→OB| = 4，∠AOB = 60◦，|−→AE| =
√

7

2
のとき，hの値を求めよ．

基本 14.5 平面上に4OABと点 Pがあり，実数 k，m，nに対して

k
−→
PO + m

−→
PA + n

−→
PB = ~0

が成り立つとする．次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2014) 2

(1) k = 4，m = 1，n = 2のとき，4POA，4POB，4PABの面積比を最も簡単
な整数の比で表せ．

(2) kを 0以上の定数とする．点Pがm = 0，n = 0，m + n = 3を満たしながら動
くとき，点 Pの軌跡は線分になることを示せ．

(3) 点Pが k = 1，m = 0，n = 0，m + n = 3を満たしながら動くとき，点Pの存
在する領域Dを図示せよ．また，領域Dの面積は4OABの面積の何倍になる
かを求めよ．

基本 14.6 平面上に4ABCと点Oがある．4ABCの内部に点Dがあって，三角形
の面積比が

4DBC : 4DCA : 4DAB = p : q : r

であるとする．次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2015) 3

(1) 直線ADと辺BCの交点をS，直線BDと辺ACの交点をTとするとき，BS : SC

およびCT : TAを p, q, rを用いて表せ．

(2)
−→
OD =

p
−→
OA + q

−→
OB + r

−→
OC

p + q + r
となることを示せ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2014.pdf
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基本 14.7 右図のような四角形ABCDについて，す
べての内角の大きさは 180◦ 未満とする．4BCDの
重心を P，4CDAの重心を Q，4DABの重心を R，
4ABCの重心を Sとする．ただし，点Pと点Rは直
線AC上になく，点Qと点 Sは直線BD上にないもの
とする．このとき，次の各問に答えよ．

(宮崎大学 2013) 10

　 A

B

C

D

P

Q

R

S

(1) AC//RPを示せ．

(2) AB//QPを示せ．

(3) 四角形ABCDが円に内接するとき，4点P，Q，R，Sは同一円周上にあること
を示せ．

標準 14.8 0 < α < 1，0 < β < 1とする．平行四辺形ABCDの辺BCをα : 1−αに
内分する点を Pとし，辺CDを 1− β : βに内分する点をQとする．また，線分QP

と平行四辺形の対角線ACの交点をRとする．
−→
AB = ~a，

−→
AD = ~bとして次の問いに

答えよ． (九大 [文]2004) 3

(1) ベクトル
−→
APと

−→
AQを~a，~bを用いて表せ．

(2) 長さの比
QR

RP
および

AR

AC
を求めよ．

(3) AB = 2，AD = 1，∠DAB = 60◦とするとき，4AQRの面積を求めよ．

標準 14.9 座標平面に 3点O(0, 0)，A(2, 6)，B(3, 4)をとり，点Oから直線ABに
垂線OCを下ろす．また，実数 sと tに対し，点 Pを

−→
OP = s

−→
OA + t

−→
OB

で定める．このとき，次の問いに答えよ． (九大 [理]2009) 1

(1) 点Cの座標を求め，|−→CP|2を sと tを用いて表せ．

(2) sを定数として，tを t = 0の範囲で動かすとき，|−→CP|2の最小値を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2004.pdf
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標準 14.10 右図の正三角形 ABC において，辺
BC，CA，ABを m : n (0 < m < n)に内分す
る点をそれぞれD，E，Fとする．また，線分AD

とBEの交点をP，線分BEとCFの交点をQ，線
分 CFと ADの交点を Rとする．このとき，次の
各問に答えよ． (宮崎大学 2003) 11 　

A

B CD

E

F

P Q

R

(1) 4PQRは正三角形であることを示せ．

(2) AR : AP = m : nであることを示せ．

標準 14.11 右図のように，中心O，半径1の円周上に
相異なる 4つの点A，B，C，Dを∠AOB = ∠BOC =

∠COD = θ
(
0 < θ <

π

2

)
となるようにとる．ベクト

ル
−→
OB，

−→
OCをそれぞれ~b，~cとするとき，次の各問に

答えよ． (宮崎大学 2005) 7

　

θ
θθ

O

A

B

C

D

(1) ベクトル
−→
ODを~b，~c，θを用いて表せ．

(2) 線分ACと線分BDの交点を Pとするとき，ベクトル
−→
OPを~b，~c，θを用いて

表せ．

14.2 ベクトルの内積
□□ 14.12 平面上の 3点A，B，Cに対して |−→AB| = 1，|−→AC| = 5，

−→
AB·−→AC = 3であ

る．|−→BC|を求めよ．ただし，−→AB·−→ACは
−→
ABと

−→
ACの内積とする．

(福岡教育大学 2010) 5

□□ 14.13 |~a | = 3，|~b | = 2で，~aと~bのなす角が 60◦であるとき，|~a− 3~b|を求め
よ．

(琉球大学 2012) 5

□□ 14.14 平面上に 3点O(0, 0)，A(1,
√

3)，P(cos θ, sin θ)をとる．0 5 θ < 2π

のとき，内積
−→
OA·−→OPの最大値と，そのときの θの値を求めよ．(琉球大学 2015) 5

□□ 14.15 三角形ABCの三辺をAB = 4，AC = 3，BC =
√

13とする．
−→
AB = ~b，−→

AC = ~cとおくとき，内積~b·~cの値を求めよ．また，三角形ABCの重心をGとする
とき，線分AGの長さを求めよ． (琉球大学 2010) 6
見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2003.pdf
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基本 14.16 大きさ 1のベクトル~aと，~0でないベクトル~bのなす角を θとする．
(大分大学 2016) 1

(1) |3~a + t~b|が最小となるような実数 tの値を |~b|，θを用いて表しなさい．

(2) |3~a+t~b|は t = −1

2
のとき最小値 2

√
2をとる．|~b|および cos θの値を求めなさい．

基本 14.17 4ABCにおいて，∠A = 60◦，AB = 2，AC = 1とする．∠Aの 2等分
線と辺BCの交点をDとする．また，∠Aの 2等分線と辺BCの垂直 2等分線の交点
を Eとする．

−→
AB = ~b，

−→
AC = ~cとするとき，次の問いに答えよ．

(1) 内積~b·~cを求めよ． (福岡教育大学 2008) 2

(2)
−→
ADを~b，~cを用いて表せ．

(3) AD : AEを求めよ．

基本 14.18 一辺の長さが 2の正三角形OABにおいて，線分OAを 1 : 3に内分する
点を P，線分OBを 3 : 1に内分する点をQとする．

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~bとするとき，

次の問に答えよ． (佐賀大学 2013) 1

(1) ~a，~bの内積~a·~bの値を求めよ．
(2)

−→
PQを~a，~bを用いて表せ．

(3) 線分 PQの長さを求めよ．

(4) 線分OBの中点をCとし，線分ACと線分PQの交点をRとする．
−→
ORを~a，~b

を用いて表せ．

基本 14.19 三角形 ABCにおいて，AB = 2，AC = 1，∠BAC = 120◦とし，実数
k > 0，l > 0に対して，4

−→
PA + 2

−→
PB + k

−→
PC = ~0 で与えれている点を P，直線APと

直線BCとの交点をDとし，
−→
AQ = l

−→
ADで与えられている点をQとする．このとき，

次の各問に答えよ． (鹿児島大学 2001) 6

(1) 線分の長さの比BD : DCを kを用いて表せ．

(2)
−→
AD⊥−→BCとなるとき，kの値を求めよ．

(3) (2)の kの値に対して，点Qが三角形ABCの外接円の周上にあるとき，lの値
を求めよ．

基本 14.20 4OABについて∠AOB =
2

3
πであり，|−→OA| = a，|−→OB| = bとする．点

Oから辺ABに垂線をおろし，辺ABとの交点をHとするとき，
−→
OHを

−→
OA，

−→
OB，a，

bを用いて表せ． (福岡教育大学 2003) 3

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2003.pdf
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基本 14.21 平面上の 3点 O，A，Bは同一直線上にないとし，ベクトル
−→
OA，

−→
OB，−→

ABの長さはそれぞれ |−→OA| = 8，|−→OB| = 5，|−→AB| = 7とする．点Pを線分ABを 2 : 1

に内分する点とする．また，2点O，Pを通る直線と，線分ABの垂直二等分線との
交点を Eとする．このとき，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2002) 6

(1) 内積
−→
OA·−→OBを求めよ．

(2)
−→
OE = s

−→
OA + t

−→
OBを満たす実数 s，tを求めよ．

基本 14.22 4OABにおいて，OA = 3，OB = 2とし，辺ABの中点をM，∠AOB

の二等分線と辺ABの交点をDとする．また直線ODに点Aから下ろした垂線の足
をEとし，直線OMと直線AEの交点を Fとする．ベクトル

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~bとし

て，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2003) 6

(1)
−−→
OMおよび

−→
ODを~a，~bを用いて表せ．

(2)
−→
OFおよび

−→
DFを~a，~bを用いて表せ．

基本 14.23 4ABCにおいて，辺ABを 2 : 1に内分する点をD，辺ACを 3 : 1に内
分する点を Eとし，線分CD，BEの交点を Pとする．次の問いに答えよ．

(1)
−→
APを，

−→
ABと

−→
ACを用いて表せ． (琉球大学 2014) 5

(2) AB = 3，AC = 4，AP =
√

7のとき，∠BACの大きさを求めよ．

基本 14.24 OA = 3，OB = 2，∠AOB = 60◦の4OABにおいて，辺ABを 3 : 1に
内分する点を P，辺OBの中点をQ，OPとAQの交点をRとする．

(1)
−→
PQを

−→
OAと

−→
OBで表しなさい． (大分大学 2005) 2

(2) 線分 PQの長さを求めなさい．

(3) OR : RPを求めなさい．

(4) 4PQRの面積を求めなさい．

基本 14.25 3点O，A，Bがあり，
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~bとおくと，|~a | = 3，|~b | = 2，

cos ∠AOB =
5

6
が成り立っている．OAの中点を Pとし，半直線AB上に

AB : AH = 1 : s (s > 0)となる点Hをとる． (大分大学 2011) 3

(1)
−→
OHを s，~a，~bを用いて表しなさい．

(2) 直線OHと直線ABが垂直に交わるような sの値を求めなさい．

(3) (2)のとき，直線OHと直線 PBの交点をQとする．
−→
OQを~a，~bを用いて表し

なさい．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2011.pdf
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基本 14.26 平面上に一辺の長さがkの正方形OABCがある．この平面上に∠AOP =

60◦，∠COP = 150◦，OP = 1 となる点 Pをとり，線分 APの中点を Mとする．−→
OA = ~a，

−→
OP = ~pとおいて，次に答えよ． (九工大 [工]2006) 2

(1)
−−→
OMの長さを kを用いて表せ．

(2)
−→
OCを kと~a，~pを用いて表せ．

(3)
−→
ACと

−−→
OMが平行になるときの kの値を求めよ．

(4)
−→
ACと

−→
APが垂直になるときの kの値を求めよ．

基本 14.27 四角形ABCDに対して次の 1©と 2©が成り立つとする．
−→
AB·−→BC =

−→
CD·−→DA · · · 1©

−→
DA·−→AB =

−→
BC·−→CD · · · 2©

このとき，四角形ABCDは向かい合う辺の長さが等しくなる (すなわち平行四辺形
になる)ことを示せ． (鹿児島大学 2011) 3

基本 14.28 4ABCを 1辺の長さが 1の正三角形とし，4ABCの外接円の中心をO

とする．次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2015) 7

(1) ベクトル
−→
OAの大きさを求めよ．

(2) 点 Pが4ABCの外接円上を動くとき，次の (ア)，(イ)に答えよ．

(ア) 内積の和
−→
PA·−→PB +

−→
PB·−→PC +

−→
PC·−→PA の値を求めよ．

(イ) 内積
−→
PA·−→PBの最大値と最小値を求めよ．

基本 14.29 平面上に互いに異なる 3点O，A，Bがあり，それらは同一直線上には
ないものとする．OA = 2，OB = 3とする．

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~bとし，その内積を

~a·~b = tとおく．∠AOBの二等分線と線分ABとの交点をCとし，直線OAに関して
点Bと対称な点をDとする．このとき，次の各問いに答えよ．

(鹿児島大学 2012) 3

(1)
−→
OCを~a，~bを用いて表せ．

(2)
−→
ODを t，~a，~bを用いて表せ．

(3)
−→
OC⊥−→ODとなるとき，∠AOBとOCを求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2012.pdf
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標準 14.30 平面上に OA⊥AP，OB⊥BPを満たす四角形 OAPBがある．
−→
OA = ~a，−→

OB = ~bと表すと，
~a·~b
~a·~a

=
1

4
,

~a·~b
~b·~b

=
1

7

が成立している． (大分大学 2010) 3

(1) ∠AOB = θとして，cos θの値を求めなさい．

(2)
−→
OPを~a，~bを用いて表しなさい．

(3) 4OABと4PBAの面積比を求めなさい．

(4) |−→OP| = 2
√

7のとき，|−→AB|を求めなさい．

標準 14.31 4OABにおいて，OA = 1，OB =
√

2，∠AOB = 90◦とする．辺ABを
2 : 1に内分する点を P，線分OPを Pの方へ延長してその上の点をQとするとき，
次の問いに答えなさい． (大分大学 2003) 3

(1) 4PQB = 24POAのとき，
−→
OQを

−→
OAと

−→
OBで表しなさい．

(2) ∠OQA = ∠OQBのとき，OP : PQを求めなさい．

標準 14.32 各辺の長さが 1の正三角形OABがある．~a =
−→
OA，~b =

−→
OBとおき，線

分ABを 1 : 2に内分する点をCとする．さらに，2点 P，Qは，正の実数 k，lにつ
いて，

−→
OP = k

−→
OB，

−→
OQ = l

−→
OCを満たすものとする．このとき，次の各問に答えよ．

(宮崎大学 2011) 4

(1) 3点A，P，Qが一直線上にあるとき，kと lの関係式を求めよ．

(2) 3点A，P，Qが一直線上にないものとし，4APQの重心が∠AOBの二等分線
上にあるとする．このとき，kと lの関係式を求めよ．

(3) (2)のもとで，AP = AQとなるとき，kの値を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2011.pdf
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標準 14.33 一辺の長さ 1の正五角形OABCDについて，
OBとDCは平行である．

−→
OA = ~a,

−→
OB = ~b,

−→
OC = ~x,

−→
OD = ~y,

−→
DC = k~b (kは実数)

とするとき，次の各問に答えよ．
(宮大 [医]2016) 5

　 O

A

B C

D

~a

~b ~x

k~b

~y

(1) kの値を求め，~x，~yを，~aと~bを用いてそれぞれ表せ．

(2) ~aと~bのなす角を θとするとき，cos θの値を求めよ．

(3) ~aと ~xの内積を求めよ．

標準 14.34 相異なる 3点O，A，Bに対し，ベクトル
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~bが

|~a | = |~b | = 1, ~a·~b 6= 0, ~a·~b 6= 1, ~a·~b 6= −1

を満たしているものとする．t = ~a·~bとおくとき，次の各問に答えよ．ただし，記号
~a·~bはベクトル~aと~bの内積を，また，|~a |はベクトル~aの大きさを表す．

(宮崎大学 2001) 6

(1) 直線OBに関して，点Aと対称な点をCとするとき，ベクトル
−→
OCを~a，~bと

tを用いて表せ．

(2) 直線OCに関して，点Aと対称な点をDとするとき，ベクトル
−→
ODと~bが平行

となるような tの値をすべて求めよ．

標準 14.35 座標平面において，点C

(
0,

1

2

)
を中心とし，半径が

1

2
の円をSとする．

S上に点N(0, 1)をとり，
−→
ON = ~nとする．このとき，次の各問いに答えよ．ただし，

Oは原点を表すものとする． (鹿児島大学 2010) 3

(1) x軸上に点 P(x, 0)をとり，直線NPと円 Sとの交点のうち，Nと異なるもの
をQとする．

−→
OP = ~pとおき，

−→
OQを

−→
OQ = a~p + b~nの形で表したとき，a，b

を xで表せ．

(2) x軸上に 2点 P1(x1, 0)，P2(x2, 0)をとる．直線 NP1と円 Sとの交点のうち，
Nと異なるものをQ1とし，直線NP2と円 Sとの交点のうち，Nと異なるもの
をQ2とする．このとき，x1x2 = −1が成り立っていれば

−−→
CQ1 +

−−→
CQ2 = ~0

が成立することを証明せよ．ただし，~0は零ベクトルを表すものとする．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2010.pdf
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標準 14.36 座標平面上の点 Pn(n, 1)，n = 1, 2, · · · に対して，点 P1から原点Oと
点 Pn (n = 2)を通る直線へ下ろした垂線を P1Qnとし，2つのベクトル

−−→
OP1，

−−−→
QnP1

のなす角を θnとする．このとき，次の問いに答えよ． (熊大 [文]2001) 3

(1) ベクトル
−−−→
QnP1の成分を求めよ．

(2) cos θnを求めよ．

(3) tan θn < 1.01をみたす最小の nの値を求めよ．

標準 14.37 4OABにおいて，辺OBの中点をM，辺ABを α : 1− αに内分する点
をPとする．ただし，0 < α < 1とする．線分OPとAMの交点をQとし，Qを通り，
線分AMに垂直な直線が，辺OAまたはその延長と交わる点をRとする．

−→
OA = ~a，−→

OB = ~bとして，次の問いに答えよ． (九大 [理]2006) 2

(1) ベクトル
−→
OPと

−→
OQを~a，~bおよび αを用いて表せ．

(2) |~a| = 2，|~b| = 3，∠AOB = θで cos θ =
1

6
とする．このとき，ベクトル

−→
ORを

~aと αを用いて表せ．

(3) (2)の条件のもとで，点Rが辺OAの中点であるときの αの値を求めよ．

標準 14.38 図のような五角形ABCDE(角Aが直角である二
等辺三角形ABEと長方形BCDEをあわせた図形)において，
辺 BCと辺 DEの長さは 1，辺 CDと線分 BEの長さは 2と
する．線分BEの中点をOとする．また，5枚のカードがあ
り，それぞれにA，B，C，D，Eと書いてある．カードをよ
くきって 1枚引き，もとに戻す．この操作を n回繰り返し，
i回目に引いたカードの文字を Piとする．たとえば，i回目
に Bを引いたとすると，Pi = Bである．このとき，次の問
いに答えよ． (九大 [文]2008) 3

　

A

E

DC

B
O

(1)
−→
OBと

−→
OCの内積を求めよ．

(2)
−→
OP1と

−→
OP2の内積が 1である確率を求めよ．

(3)
−→
OC +

−→
ODと

−→
OPiの内積を qiとする．このとき，q1q2 · · · qn = 0となる確率を求

めよ．

標準 14.39 平面上に直角三角形 ABCがあり，その斜辺 BCの長さを 2とする．ま
た，点Oは 4

−→
OA−−→OB−−→OC = ~0をみたしているとする．このとき，以下の問いに

答えよ． (九大 [文]2011) 3

(1) 辺BCの中点をMとするとき，点Aは線分OMの中点となることを示せ．

(2) |−→OB|2 + |−→OC|2 = 10となることを示せ．

(3) 4|−→PA|2 − |−→PB|2 − |−→PC|2 = −4をみたす点をPとするとき，|−→OP|の値を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2011.pdf
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14.3 三角形の内心・外心・垂心
□□ 14.40 三角形ABCの垂心をHとする．次の等式が成り立つことを示せ．

−→
HA·−→HB =

−→
HB·−→HC =

−→
HC·−→HA

ただし，三角形の各頂点から向かい合う辺またはその延長に下ろした 3本の垂線は 1

点で交わる．この点を三角形の垂心という． (鹿児島大学 2013) 3

基本 14.41 平面上に 3点O，A，Bがあり，OA = 2，OB = 3，∠AOB =
π

3
とする．

点Aから直線OBに垂線を下ろし，直線OBとの交点をHとする．また，点Bから
直線OAに垂線を下ろし，直線OAとの交点を Iとする．直線AHと直線BIの交点
を Pとし，

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~bとするとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2015) 2

(1)
−→
OHを，~bを用いて表せ．

(2)
−→
OPを，~a，~bを用いて表せ．

(3) 線分OPの長さを求めよ．

基本 14.42 4OABにおいて，
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，|~a| = √

3，|~b| = √
2，~a·~b = tとす

る．点Aから直線OBに垂線APを下ろし，点Bから直線OAに垂線BQを下ろし，
直線APと直線BQの交点をRとする． (大分大学 2013) 3

(1) tの範囲を求めなさい．

(2)
−→
OPを tと~bで，

−→
OQを tと~aで表しなさい．

(3) t = 1のとき，
−→
ORを~aと~bで表し，|−→OR|を求めなさい．

基本 14.43 平面上に三角形ABCと点Oがあり，
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとおく

とき
~a·~b = ~b·~c = ~c·~a 6= 0

を満たしていると仮定する．辺 BCの中点をM，線分OBの中点をNとし，三角形
OBCの外心を Pとする．このとき，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2015) 4

(1) M 6= Pのとき，線分MPと線分OAは平行であることを示せ．

(2)
−−→
MP = t~aとおいて，

−→
OPと

−→
NPを~a，~b，~cおよび実数 tを用いて表せ．

(3)
−→
OPと

−→
NPを~a，~b，~cを用いて表せ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2015.pdf
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基本 14.44 4ABCにおいて，AB = 5，BC = 7，CA = 6とする．
−→
AB = ~b，

−→
AC = ~c

とおく．次の問いに答えよ． (長崎大学 2014) 2

(1) 4ABCの内心を Iとする．∠Aの 2等分線と∠Bの 2等分線は点 Iで交わる．∠B

の 2等分線と辺ACの交点をDとするとき，AD : DCとBI : ID を求めよ．

(2)
−→
AIを~bと~cを用いて表せ．

(3) ∠A = θとする．cos θと内積~b·~cを求めよ．
(4) 実数 x，yを用いて

−→
AP = x~b + y~cと表される点Pを考える．点Pが辺ABの垂

直 2等分線上にあるとき，xと yが満たす関係式を求めよ．

(5) 4ABCの外心をOとする．辺ABの垂直 2等分線と辺ACの垂直 2等分線は点
Oで交わる．

−→
AOを~bと~cを用いて表せ．

標準 14.45 3辺の長さがAB = 4，BC = 3，CA = 5である直角三角形ABCと，そ
の内側にあって 2辺ABおよびACに接する円Oを考える．この円の半径を rとし，
中心OからABに引いた垂線とABとの交点をHとする．また，ベクトル

−→
AB，

−→
AC

と同じ向きで大きさが 1のベクトルを，それぞれ ~u，~vとし，
−→
AH = t~u (t > 0)とす

る．次の問いに答えよ． (長崎大学 2011) 2

(1) 直線 AOと辺 BCとの交点をMとするとき，ベクトル
−−→
AMを ~uと ~vを用いて

表せ．

(2) ベクトル ~u，~vの内積 ~u·~vを求め，ベクトル−→
AOと

−→
HOを，それぞれ ~u，~vおよ

び tを用いて表せ．また，円Oの半径 rを tで表せ．

(3) 円Oが辺BCにも接するとき，その中心を Iとする．すなわち，Iは三角形ABC

の内心である．そのときの tの値と，内接円 Iの半径を求めよ．

(4) 円Oと内接円 Iが共有点をもたないような tの範囲を求めよ．

標準 14.46 三角形ABCにおいて，AB = AC = 1，∠A = θとし，この三角形の外接
円の中心をOとする．また，

−→
AB = ~b，

−→
AC = ~cとし，実数 s，tに対し，

−→
AP = s~b+ t~c

となる点Pを考える．cos θ =
1

3
であり，Pが外接円の周上にあるとき，次の問いに

答えよ． (長崎大学 2008) 5

(1)
−→
AOを，~b，~cを用いて表せ．

(2) s，tの満たすべき関係式を求めよ．

(3) s + t = u，st = vとおくとき，vのとりうる値の範囲を求めよ．

(4) 上の (3)において，vが最小値をとるときの
−→
APを，~bと~cを用いて表せ．また，

中心Oとの位置関係が分かるように，点 Pを図示せよ．
見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2008.pdf


14.4. 三角形の面積 129

標準 14.47 4OABにおいて，辺AB上に点Qをとり，直線OQ上に点Pをとる．た
だし，点Pは点Qに関して点Oと反対側にあるとする．3つの三角形4OAP，4OBP，
4ABPの面積をそれぞれ a，b，cとする．このとき，次の問いに答えよ．

(1)
−→
OQを

−→
OA，

−→
OBおよび a，bを用いて表せ． (九大 [理]2008) 3

(2)
−→
OPを

−→
OA，

−→
OBおよび a，b，cを用いて表せ．

(3) 3辺OA，OB，ABの長さはそれぞれ 3，5，6であるとする．点Pを中心とし，
3直線 OA，OB，ABに接する円が存在するとき，

−→
OPを

−→
OAと

−→
OBを用いて

表せ．

応用 14.48 三角形OABで ~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，|~a| = |~b| = 1，∠AOB =

π

6
とする．

このとき次の問いに答えよ． (分大 [医]2012) 9

(1) 三角形OABの外接円の中心 (外心)Qの位置ベクトル
−→
OQを~aと~bで表せ．

(2) 原点OとAからそれぞれの対辺ABとOBに下ろした垂線の交点 (垂心)をH

とするとき，
−→
OHを~aと~bで表せ．

(3) |−→AB|の値を求めよ．
(4) 三角形OABの内接円の中心 (内心)Pの位置ベクトル

−→
OPを~aと~bで表せ．

14.4 三角形の面積
標準 14.49 4OABの辺AB，OBの中点をそれぞれC，Dとする．辺OA上にOE :

EA = 1 : 4となる点 Eをとる．線分OCと線分 BE，ADとの交点をそれぞれ P，Q

とし，線分ADと線分 BEの交点をRとする．~a =
−→
OA，~b =

−→
OBとおくとき，次の

問いに答えよ． (熊大 [文]2006) 4

(1) ベクトル
−→
PQをベクトル~a，~bで表せ．

(2) ベクトル
−→
PRをベクトル~a，~bで表せ．

(3) |~a| = √
5，|~b | = 1，内積~a·~b = 1のとき，4PQRの面積を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2006.pdf
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標準 14.50 放物線C : y = x2上に異なる 2点 P，Qをとる．P，Qの x座標をそれ
ぞれ p，q (ただし，p < q)とする．直線PQの傾きを aとおく．以下の問いに答えよ．

(1) aを p，qを用いて表せ． (長崎大学 2015) 3

(2) a = 1とする．直線 PQと x軸の正の向きとなす角 θ1(ただし，0 < θ1 < π)を
求めよ．

(3) a = 1とする．放物線C上に点Rをとる．Rの x座標を r(ただし，r < p)とす
る．三角形 PQRが正三角形になるとき，直線 PRと x軸の正の向きとのなす
角 θ2(ただし，0 < θ2 < π)を求めよ．また，このとき直線 PRの傾き，および
直線QRの傾きを，それぞれ求めよ．さらに，正三角形PQRの面積を求めよ．

(4) a = 2とする．放物線C上に点 S(1, 1)をとる．三角形PQSが∠S =
π

2
である

直角三角形になるとき，この三角形の面積を求めよ．

応用 14.51 曲線 y = f(x) = x(4 − x)上に四点 O(0, 0)，A(a, f(a))，B(b, f(b))，
C(3, 3) (0 < a < b < 3)をとる． (分大 [医]2004) 9

(1) 四角形OABCの面積が最大になるときの a，bの値を求めよ．

(2) 角OACの大きさが最小になるときの aの値を求めよ．

14.5 ベクトル方程式

標準 14.52 Oを原点とする座標平面上の 2直
線 x − y + 1 = 0と x − 2y − 2 = 0をそれぞれ
l1，l2とし，点 A(5, 5)をとる．点 Bと点 Cは
それぞれ l1，l2上にあるとする．ただし，右図
の影をつけた部分の角が示しているように，線
分AB，BCと直線 l1とのなす角は等しく，線分
BC，COと直線 l2とのなす角は等しいとする．

(佐賀大学 2008) 1

　

O

y

x

A
B

C

l1

l2

(1) a 6= 0，b 6= 0，c 6= 0を満たす定数 a，b，cに対して，直線 ax + by + c = 0を l

とする．直線 lに関して点 P(m, n)と対称な点Qの座標は
(

m− 2a(am + bn + c)

a2 + b2
, n− 2b(am + bn + c)

a2 + b2

)

であることを証明せよ．ただし，Pは l上の点でないとする．

(2) 点Bと点Cの座標を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2008.pdf
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14.6 問題研究

14.6.1 オイラー線

4ABCの垂心Hについて，~a =
−→
HA，~b =

−→
HB，~c =

−→
HCとする．線分ABおよび

BCの垂直二等分線の方程式は，実数 s，tを用いて

1

2
(~a +~b) + s~c,

1

2
(~b +~c) + t~a

4ABCの外心をOとすると，Oはこれらの交点であるから

1

2
(~a +~b) + s~c =

1

2
(~b +~c) + t~a すなわち

(
1

2
− t

)
~a +

(
s− 1

2

)
~c = ~0

~aと~cは 1次独立であるから s = t =
1

2

したがって
−→
HO =

1

2
(~a +~b +~c)

また，4ABCの重心をGとすると
−→
HG =

1

3
(~a +~b +~c)

上の 2式から
−→
HG =

2

3

−→
HO

よって，垂心，重心，外心は同一直線 (オイラー線)上にあり，Gは線分HOを 2 : 1

に内分する点である．
ここで，127ページの 14.40(鹿児島大学 2013)の結果から

k = ~a·~b = ~b·~c = ~c·~a · · · (∗)

とおく．4ABCの外接円の半径をRとすると

R2 = |−→OA|2 = |−→HA−−→HO|2 =

∣∣∣∣~a−
1

2
(~a +~b +~c)

∣∣∣∣
2

=
1

4
|~a−~b−~c|2

=
1

4
(|~a|2 + |~b|2 + |~c|2 − 2k)見
本
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14.6.2 9点円 (オイラー円)

4ABCの垂心Hから辺BC，CA，ABにそれぞれ垂線HL1，HL2，HL3を引く．ま
た，辺BC，CA，ABの中点をそれぞれM1，M2，M3とし，さらに，HA，HB，HC

の中点をそれぞれN1，N2，N3とする．

A

B C

H

L1

L2

L3

M1

M2M3

N1

N2
N3

3点 Li, Mi, Niを通る円をCiとすると (i = 1, 2, 3)，CiはMiNiを直径とする円で
ある．Ci上の点 Piに対して ~x =

−→
HPiとおく．まず，C1のベクトル方程式は

(
~x−

~b +~c

2

)
·
(

~x−
~a

2

)
= 0

(∗)に注意して
∣∣∣∣~x−

1

4
(~a +~b +~c)

∣∣∣∣
2

=
1

16
(|~a|2 + |~b|2 + |~c|2 − 2k) · · · (∗∗)

同様の計算により，C2 および C3 のベクトル方程式も (∗∗)に一致する1．ゆえに
Li, Mi, Ni (i = 1, 2, 3)は同一円周上にあり，この円を 9点円 (オイラー円)という．
(∗∗)の中心をQとすると，Qもオイラー線上にあり，Qは4ABCの垂心Hと外心
Oの中点である．また，(∗∗)の半径を rとすると

r2 =
1

16
(|~a|2 + |~b|2 + |~c|2 − 2k)

したがって，上式および前ページの結果から

r2 =
1

4
R2 すなわち r =

1

2
R

これらの内容については，図形の性質 (数学A)の分野からの出題が多いが，複素
数平面 (数学 III)で出題されることもある2．

1ベクトル方程式における ~a，~b，~cの対称性からも明らか．
2 http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2002.pdf 5

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2002.pdf


第 15 章 空間のベクトル（数学B）

15.1 ベクトルの成分
□□ 15.1 Oを原点とする xyz座標空間において，4点 A(−1, 5, 5)，B(1, 4,−2)，
C(3, 1,−3)，D(4,−2, 1)を考える．また，点Oに関する位置ベクトルが，定数 tを
用いて

−→
OB + t

−→
BDと表される点をEとする．このとき，3点A，C，Eが同一直線上

にあるように tの値を定め，AE : ECを求めよ． (福岡教育大学 2001) 1

基本 15.2 点Oを原点とする空間の 2点 A(1, 3, 5)，B(6,−2, 10)の位置ベクトル
をそれぞれ~a，~bとし，直線AB上の点 Pの位置ベクトルを~pとする．

(1) |~p |が最小となる点 Pを求めなさい． (大分大学 2002) 5

(2) (1)で求めた点 Pに対して，4OAPの面積を求めなさい．

基本 15.3 中心が (2, 0, 1)，半径が 2
√

5の球面が yz平面と交わってできる円を C

とする．次の問いに答えよ． (琉球大学 2011) 2

(1) Cの中心の座標と半径を求めよ．

(2) 点 PはC上を動き，点Qは xy平面上の直線 x = y上を動くとする．線分 PQ

の長さの最小値，およびそのときの P，Qの座標を求めよ．

15.2 ベクトルの内積
□□ 15.4 座標空間内の 3点A(3, 0, 0)，B(0, 3, 0)，C(1, s, t)を頂点とする三角
形ABCの重心をG，原点をOとする．OG⊥AG，OG⊥ABとなるときの sと tの値
を求めよ． (琉球大学 2016) 5

基本 15.5 空間に 3点A(1, 2, 6)，B(7, 0, 9)，C(s, t, 0)がある．ただし，s，tは
実数とする．このとき，次の問に答えよ． (佐賀大学 2016) 8

(1) 内積
−→
AB·−→ACを sと tを用いて表せ．

(2) |−→AB| = |−→AC|となるとき，sと tの関係式を求めよ．

(3) 4ABCが∠BAC = 90◦の直角二等辺三角形となるとき，sと tの値を求めよ．

133

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2016.pdf
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基本 15.6 aを定数とする．座標平面において，3点A(3,−2,−2)，B(−1,−1, 3)，
C(1, a, 3a + 2)がある．線分ABを 3 : 2に外分する点をDとするとき，次の問いに
答えよ． (福岡教育大学 2006) 7

(1) 直線ABと直線CDが直交するときの aの値を求めよ．

(2) aは (1)で求めた値とし，Gを三角形BCDの重心とする．このとき，原点から
の距離が 5となるような線分AG上の点の座標を求めよ．

基本 15.7 a，b，cを定数とする．Oを原点とするxyz座標空間において，3点A(a,−9, b)，
B(2, c, 3)，C(−3, 2, 0)を考える．このとき，次の問いに答えよ．

(福岡教育大学 2001) 7

(1)
−→
OA⊥−→OBかつ

−→
OA⊥−→OCかつ

−→
OB⊥−→OCを満たすように a，b，cの値を定めよ．

(2) (1)で定めた a，b，cの値に対して，次の (ア)，(イ)に答えよ．

(ア) 点D

(
−8

5
,

1

5
,

19

5

)
について，

−→
ODを

−→
OA，

−→
OB，

−→
OCを用いて表せ．

(イ) 点Oに関する位置ベクトルが，定数 tを用いて
−→
OB+ t

−→
BDと表される点を

Eとする．3点A，C，Eが同一直線上にあるとき，AE : ECを求めよ．

基本 15.8 4点O(0, 0, 0)，A(2, 1, 4)，B(3, 0, 1)，C(1, 2, 1)を頂点とする四面体
AOBCがある． (琉球大学 2007) 2

(1) 3点O，B，Cの定める平面に，点Aから垂線AHを下す．点Hの座標を求めよ．

(2) 三角形OBCの面積と四面体AOBCの体積を求めよ．

(3) 四面体AOBCに外接する球，すなわち，4点A，O，B，Cを通る球面を考え
る．この球面の方程式を求めよ．

基本 15.9 座標空間内で，原点O，A(1, 0, 0)，B(b1, b2, 0)，C(c1, c2, c3)を頂点と
する正四面体を考える．ただし，b2と c3は正とする．次の問いに答えよ．

(1) b1，b2および c1，c2，c3を求めよ． (佐賀大学 2012) 1

(2)
−→
OAと

−→
BCは垂直であることを示せ．

(3) Pは直線BC上の点で，
−→
OPと

−→
BCは垂直であるとする．Pの座標を求めよ．ま

た
−→
APと

−→
BCは垂直であることを示せ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2012.pdf
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基本 15.10 xyz空間に点 A(1, 0, 0)，B(0, 1, 0)，C(0, 0, 1)，D(1, 1, 1)をとる．
点A，B，C，Dを頂点とする四面体 T について，次の問いに答えよ．

(長崎大学 2001) 5

(1) z軸上の点 (0, 0, a)を通り z軸に垂直な平面で T を切ったときの切り口の頂点
P，Q，R，Sの座標を，aを用いて表せ．ただし，aは 0 < a < 1なる定数と
し，P，Q，R，Sはそれぞれ線分AC，AD，BD，BC上にあるものとする．

(2) (1)における切り口の面積 S(a)と，その最大値，およびそのときの aの値を求
めよ．

基本 15.11 4点O(0, 0, 0)，A(4, 0, 0)，C(0, 4, 0)，D(0, 0, 4)をとり，下図のよ
うに線分OA，OC，ODを 3辺とする立方体OABC-DEFGを考える．辺DE，BFの
中点を，それぞれM，Nとする．以下の問いに答えよ． (長崎大学 2015) 2

O(0, 0, 0)

A(4, 0, 0) B

C(0, 4, 0)

D(0, 0, 4)

E F

G

M

N

x

y

z

(1) ベクトル
−−→
GMおよび

−→
GNを成分で表せ．

(2) ∠MGN = θとする．cos θの値を求めよ．

(3) 3点G，M，Nを頂点とする三角形GMNの面積を求めよ．

(4) 三角
すい

錐FGMNにおいて，三角形GMNを底面としたときの高さを求めよ．

(5) 三角形GMNを含む平面と線分OFとの交点をPとする．このとき，
−→
OPを

−→
OF

を用いて表せ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2015.pdf
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基本 15.12 空間上に相異なる 4点O，A，B，Cがあり，線分OA，OB，OCは互い
に直交している．次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2010) 4

(1) 4点O，A，B，Cからの距離が全て等しくなる点がただ一つ存在する．この点
をGとする．線分OAの中点をMとする．

−→
OAと

−−→
MGが直交することを用いて

−→
OA·−→OG =

1

2
|−→OA|2

となることを示せ．ただし，
−→
OA·−→OGは

−→
OAと

−→
OGの内積とする．

(2) (1)を用いて
−→
OG =

1

2
(
−→
OA +

−→
OB +

−→
OC)

が成り立つことを示せ．

(3) O(0, 0, 0)，P(1,
√

3, 0)，Q

(
−
√

6

2
,

√
2

2
,
√

2

)
，R

(√
6

4
,−
√

2

4
,

√
2

2

)
とする．

このとき線分OP，OQ，ORは互いに直交していることを示せ．また，4点O，
P，Q，Rを通る球面の半径を求めよ．

基本 15.13 原点をOとする座標空間に，3点A(1, 0, 0)，B(0, 0, 2)，C(−2, 1, 3)

がある．このとき，以下の問いに答えよ． (九大 [文]2012) 1

(1) 4ABCにおいて，∠Bは
π

2
より大きいことを示せ．

(2) 点Aから直線BCに下ろした垂線と直線BCとの交点をHとする．
点Hの座標を求めよ．

(3) 4OAHの面積を求めよ．

基本 15.14 座標空間内に 4点A(3, 0, 0)，B(0, 2, 1)，C(0, 2, 0)，D(3, 2, 0)を考
え，線分CD上の点P(x, 2, 0)に対して，三角形PABの面積を Sとするとき，次の
問いに答えよ． (熊大 [文]2005) 3

(1) ∠APB = θとするとき，cos θを xで表せ．

(2) Sの最小値を求めよ．

標準 15.15 3点O(0, 0, 0)，A(3, 0, 0)，B(1, 2, 1)がある． (琉球大学 2010) 2

(1) z軸上の点C(0, 0, m)から直線AB上の点Hにおろした垂線をCHとする．こ
のとき，点Hが線分AB上にあるようなmの値の範囲を求めよ．

(2) 点Hが線分ABにあるとき，垂線CHの長さの最大値，最小値とそのときのH

の座標を求めよ．

(3) 三角形OABに外接する円の中心 Pの座標とその半径 rを求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2012.pdf
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http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2010.pdf
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標準 15.16 右図のような 1辺の長さが 1の立方
体OADB-CEFGがある．辺AEおよび辺BDを
x : (1 − x)に内分する点をそれぞれ P，Qとす
る．また辺CGを t : (1− t)に内分する点をRと
する．

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとするとき，

次の問いに答えよ．ただし，xおよび tの範囲は
0 < x < 1，0 < t < 1である．

(長崎大学 2002) 5

　

O

E

C R G

A D

BP
Q

F

(1) 4PQRの重心を Sとするとき，ベクトル
−→
OSを~a，~b，~cを用いて表せ．

(2) 直線OSが4PQRに垂直となるとき，tを xを用いて表せ．

(3) (2)の場合の4PQRの面積を f(x)とするとき，f(x)が最小となる xの値と最
小値を求めよ．

(4) f(x)が最小となるとき，四面体OPQRの体積を求めよ．

基本 15.17 空間内の点A，Bの座標をそれぞれ (0, 0, 1)，(0, 0,−1)とし，原点を
Oとする．このとき，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2005) 6

(1) 点P(x, y, z)はA，Bと異なる点で，ベクトル
−→
APとベクトル

−→
BPが垂直とな

るように動くものとする．このとき，x，y，zの満たすべき条件を求めよ．

(2) Pが (1)の条件を満たすとき，直線APと xy平面の交点をQ(u, v, 0)とする．
u，vを x，y，zを用いて表せ．

(3) このとき，x，y，zを u，vを用いて表せ．

(4) Pが (1)の条件を満たし，さらにベクトル
−→
OPがベクトル~a = (1, 1, 1)に垂直

となるように動くとき，Qは xy平面上のどのような図形をえがくかを答えよ．

15.3 法線ベクトル

□□ 15.18 ~a =

(
1√
2
,− 1√

2
, 0

)
，~b =

(√
2

4
,

√
2

4
,−
√

3

2

)
の両方に垂直な単位ベク

トルを求めよ． (福岡教育大学 2002) 5

基本 15.19 座標空間内の 3点A(1, 1, 1)，B(3, 0, 1)，C(1, 2, 0)を含む平面をH

とする．以下の問いに答えよ． (熊大 [文]2015) 2

(1) 点 P(−3, 2, 2)はH上の点であることを示せ．

(2) 点Q(1,−3,−4)を通る直線がHと直交するとき，その交点の座標を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2015.pdf
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基本 15.20 空間内に 3点A(1, 2, 3)，B(2,−1, 4)，Pがある．原点をOとするとき，
次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2004) 6

(1) ∠AOB = θとするとき，cos θの値を求めよ．

(2) 線分OAと線分OBを 2辺とする平行四辺形の面積 Sを求めよ．

(3)
−→
OPがそれぞれ

−→
OA，

−→
OBに垂直で，|−→OP| = Sのとき，Pの座標を求めよ．

基本 15.21 空間内に 4点A(0, 0, 0)，B(2, 1, 1)，C(−2, 2,−4)，D(1, 2,−4)があ
る． (大分大学 2006) 3

(1) ∠BAC = θとおくとき，cos θの値と4ABCの面積を求めなさい．

(2)
−→
ABと

−→
ACの両方に垂直なベクトルを 1つ求めなさい．

(3) 点Dから，3点A，B，Cを含む平面に垂直な直線を引き，その交点を Eとす
るとき，線分DEの長さを求めなさい．

(4) 四面体ABCDの体積を求めなさい．

標準 15.22 A1(1, 1, 1)，A2(2, 3, 1)，A3(2, 2, 2)，A4(4, 2, 0)を空間内の 4点と
し，Oを原点とするとき，次の問いに答えよ． (佐賀大学 2009) 7

(1) A3とA4の中点をBとするとき，4A1A2Bの面積を求めよ．

(2) 2つの四面体A1A2A3B，およびA1A2A4Bの体積をそれぞれ求めよ．

(3)
1

4
(
−−→
OA1 +

−−→
OA2 +

−−→
OA3 +

−−→
OA4)

を位置ベクトルに持つ点をPとする．
−−→
A1Pを

−−−→
A1A2と

−−→
A1Bを用いて表し，4点

A1，A2，B，Pは同一平面上にあることを示せ．

(4) A1とA2の中点をCとするとき，4点A3，A4，C，Pは同一平面上にあること
を示せ．

標準 15.23 空間において，3点A(5, 0, 1)，B(4, 2, 0)，C(0, 1, 5)を頂点とする三
角形ABCがある．以下の問いに答えよ． (長崎大学 2016) 2

(1) 線分AB，BC，CAの長さを求めよ．

(2) 三角形ABCの面積 Sを求めよ．

(3) 原点O(0, 0, 0)から平面ABCに垂線を下し，平面ABCとの交点をHとする．−→
AH = `

−→
AB + m

−→
ACとおくとき，実数 `，mの値を求めよ．

(4) 直線AHと直線 BCの交点をMとする．
−→
AH = k

−−→
AMとおくとき，実数 kの値

と三角形HBCの面積 T を求めよ．

(5) 原点Oを頂点，四角形ABHCを底面とする四角
すい

錐O-ABHCの体積V を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2016.pdf
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標準 15.24 a，b，cを正の定数とし，3点A(a, 0, 0)，B(0, b, 0)，C(0, 0, c)の定
める平面を αとする．また，原点を Oとし，平面 αに垂直な単位ベクトルを ~n =

(n1, n2, n3)とする．ただし，n1 > 0とする．このとき，次の問に答えよ．
(佐賀大学 2015) 8

(1) ~nを求めよ．

(2) 平面 α上に点 Hがあり，直線OHは αに垂直であるとする．
−→
OHおよび |−→OH|

を求めよ．

(3) 4ABCの面積を S，4OBCの面積を S1とする．四面体OABCの体積を考え
ることにより，S1 = n1Sであることを示せ．

応用 15.25 空間内に四面体OABCがあり，∠AOB，∠BOC，∠COAはすべて 90◦で
あるとする．辺OA，OB，OCの長さを，それぞれ a，b，cとし，三角形ABCの重
心をGとする． (九大 [文]2003) 6

(1) ∠OGA，∠OGB，∠OGCがすべて 90◦であるための条件を a，b，cの関係式で
表せ．

(2) 線分BCを 1 : 2に内分する点をDとする．点Pは直線AD上のA以外の点を動
き，点Qは三角形APQの重心が点Gになるように動く．このとき，線分OQ

の長さの最小値を求めよ．

応用 15.26 空間内の図形について次の問いに答えよ． (九大 [理]2002) 4

(1) 4ABC の面積は
1

2

√
|−→AB|2|−→AC|2 − (

−→
AB·−→AC)2 に等しいことを示せ．ここで，

−→
AB·−→ACはベクトル

−→
ABとベクトル

−→
ACとの内積を表す．必要ならば，二つのベ

クトルのなす角のコサインと内積の関係式を用いてよい．

(2) 右図の平行六面体 ABCD-EFGH を考え
る．|−→AB| = |−→AD| = 1，|−→AE| = 2とし，
∠FBC = ∠BCD =

π

2
，∠EAB = θとす

る．ここで θは 0 < θ < πなる定数とす
る．面EFGH上に点Pをとり，点Pから辺
EF上に垂線PIを下ろし，点Pから辺EH

上に垂線PJを下ろす．x = |−→EI|，y = |−→EJ|
とするとき，4ACPの面積を θ，x，yを
用いて表せ．

　

P
E

I

H G

F

A B

CD

(平行六面体 ABCD-EFGH)

J

(3) (2)で点 Pが面 EFGH上を動くとき，
4ACPの面積の最小値を求めよ．
見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2002.pdf
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15.4 空間図形

15.4.1 四面体

基本 15.27 四面体OABCを考える．辺OAを 1 : 1に内分する点をPとする．また
辺OBを 2 : 1に内分する点をQとして，辺OCを 3 : 1に内分する点をRとする．さ
らに三角形ABCの重心をGとする．3点 P，Q，Rを通る平面と線分OGの交点を
Kとする．線分OKとKGの長さの比を求めよ． (鹿児島大学 2016) 4

基本 15.28 四面体OABCがある．辺ACを 1 : 2に内分する点をDとし，線分DB

を 1 : 2に内分する点を Eとする．また，線分CEを延長した直線と辺ABの交点を
Fとする．

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとするとき，次の問いに答えよ．

(1) ~a，~b，~cを使って，
−→
ODおよび

−→
OEを表せ． (福岡教育大学 2005) 2

(2) CE : EFを最も簡単な整数比で表せ．

(3) 四面体OABCの体積をV とするとき，四面体OBEFの体積をV を用いて表せ．

基本 15.29 四面体OABCの 3辺OA，AB，BC上に，それぞれ点P，Q，Rがある．
OP = PA，AQ = 2QBとし，点Rは点 Bと異なるものとする．4PQRの重心をH

とするとき，次の各問に答えよ．ただし，~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OC とする．

(1)
−→
OHを，~a，~b，

−→
ORを用いて表せ． (宮崎大学 2015) 8

(2) 4ABCの重心をGとする．3点O，G，Hが同一直線上にあるとき，
−→
ORを~b，

~cを用いて表せ．

基本 15.30 四面体OABCにおいて，辺OAの中点をD，辺OBを 1 : 2に内分する
点を E，辺OCを 1 : 4に内分する点を Fとする．また，4ABCの重心をGとする．−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとするとき，次の問いに答えよ．

(福岡教育大学 2007) 6

(1) 3点D，E，Fの定める平面を αとする．直線OGと平面 αの交点を Pとする
とき，

−→
OPを~a，~b，~cを用いて表せ．

(2)
−→
DPを

−→
DE，

−→
DFを用いて表せ．

(3) 4PDE，4PEF，4PFDの面積をそれぞれ S1，S2，S3とするとき，
S1 : S2 : S3を最も簡単な整数の比で表せ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2007.pdf
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基本 15.31 四面体ABCDがある．点 Pが 10
−→
PA =

−→
PB + 2

−→
PC + 3

−→
PDを満たしてい

るとき，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2004) 7

(1)
−→
APを

−→
AB，

−→
AC，

−→
ADを用いて表せ．

(2) 直線APと三角形BCDとの交点をQとしたとき，次の式を満たす実数 s，t，k

を求めよ． −→
BQ = s

−→
BC + t

−→
BD,

−→
AQ = k

−→
AP

(3) 四面体ABCDと四面体 PBCDの体積の比を求めよ．

基本 15.32 四面体OABCにおいて，OA = OCであるとする．さらに，BCを 1 : 2

に内分する点をD，ADを 3 : 1に内分する点を Eとするとき，OE⊥ACであるとす
る．

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~c，

−→
OE = ~eとおくとき，次の各問に答えよ．

(1) ~eを~a，~b，~cを用いて表せ． (宮崎大学 2003) 5

(2) ~a·~b = ~b·~cであることを示せ．ただし，記号~x·~yはベクトル~xと~yの内積を表す．

(3) OA : OB = 2 : 1，OE⊥BCであるとき，∠AOCを求めよ．

基本 15.33 四面体 OABCにおいて，OA = 2，OB = 1，OC⊥OA，OC⊥OBであ
るとする．点Dを，直線AB上に，OD⊥ABとなるようにとる．

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，−→

OD = ~d，~a·~b = tとおくとき，次の各問に答えよ．ただし，~a·~bはベクトル~a，~bの内
積を表す． (宮崎大学 2004) 6

(1) ~dを~a，~b，tを用いて表せ．

(2) ~aと~bのなす角が 120◦，~d − ~cと ~dのなす角が 60◦であるとき，|~c |2の値を求
めよ．

基本 15.34 四面体OABCにおいて，OB = OC = 1，∠AOB = ∠BOC = ∠COA =
π

3
とする．4OACの重心をG，辺ABを 1 : 2に内分する点をP，辺OAの中点をQ

とし，2直線OP，BQの交点をRとする．
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとするとき，

次の各問に答えよ． (宮崎大学 2007) 4

(1)
−→
ORを~a，~bを用いて表せ．

(2)
−→
BG⊥−→CRであるとき，OAの長さを求めよ．さらに，CRの長さを求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2007.pdf


142 第 15章 空間のベクトル（数学B）

基本 15.35 正四面体は，4つの面が全て合同な正三角
形からなる四面体である．右の図のような 1辺の長さが
1である正四面体 OABCを考える．OA，BCの中点を
それぞれD，Eとする．

~a =
−→
OA, ~b =

−→
OB, ~c =

−→
OC, ~d =

−→
DE

とおく．次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2011) 3

　
O

B

C

A

D

E

(1) ~dを~a，~b，~cで表せ．

(2) tを実数とし，F，Gを
−→
OF = t~d，

−→
AG = (2 − t)~dを満たす点とする．

−→
FGを t，

~a，~b，~cで表せ．また，
−→
BCと

−→
FGの内積

−→
BC·−→FGを求めよ．

(3) Eは線分 FGの中点であることを示せ．

(4) 四角形BFCGの面積の最小値と，そのときの tの値を求めよ．

基本 15.36 1辺の長さが 1である正四面体OABCを考える．辺OAの中点をP，辺
OBを 2 : 1に内分する点をQ，辺OCを 1 : 3に内分する点をRとする．以下の問い
に答えよ． (九大 [文]2015) 2

(1) 線分 PQの長さと線分 PRの長さを求めよ．

(2)
−→
PQと

−→
PRの内積

−→
PQ·−→PRを求めよ．

(3) 三角形 PQRの面積を求めよ．

基本 15.37 原点をOとする座標空間の4点A(
√

3, 3, 0)，B(−√3, 3, 0)，C(0, 2, 2)，
P(0, 1, 0)および，平面OAC，OBC，ABC上にそれぞれ点Q，R，Sをとる．ベク
トル

−→
PQ，

−→
PR，

−→
PSが平面OAC，OBC，ABCにそれぞれ直交するとき，次の問いに

答えよ． (熊大 [理]2006) 2

(1) ベクトル
−→
PQを成分で表せ．

(2) ベクトル
−→
PSを成分で表せ．

(3) 4QRSの面積を求めよ．

基本 15.38 四面体OABCにおいて，

OA = OC = 4, OB = 3, ∠AOB = ∠BOC = ∠COA = 60◦

とする．
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとするとき，次の各問に答えよ．

(1) 内積
−→
AB·−→ACの値を求めよ． (宮崎大学 2012) 3

(2) 平面ABC上の点Dを，直線ODが平面ABCに垂直に交わるようにとる．
−→
OD =−→

OA + p
−→
AB + q

−→
ACとおくとき，pと qの値を求めよ．

(3) 四面体OABCの体積を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2012.pdf
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基本 15.39 四面体OABCにおいて，
−→
OAと

−→
BCは垂直であり，4OABの面積と4OAC

の面積が等しいとする．このとき，次の問いに答えよ． (熊大 [文]2009) 4

(1) OB = OCを示せ．

(2) 4ABCの重心をGとするとき，
−→
OGと

−→
BCは垂直であることを示せ．

標準 15.40 四面体OABCの 6つの辺の長さを

OA =
√

10, OB =
√

5, OC =
√

6, AB =
√

5, AC = 2
√

2, BC =
√

5

とする．以下の問いに答えよ． (熊大 [文]2007) 2

(1) 内積
−→
OA·−→OB，

−→
OA·−→OC，

−→
OB·−→OC の値をそれぞれ求めよ．

(2)
−→
OH =

1

5

−→
OA +

2

5

−→
OBとおくとき，

−→
CHは

−→
OAと

−→
OBのいずれとも直交すること

を示せ．

(3) 四面体OABCの体積を求めよ．

標準 15.41 四面体OABCにおいて，OA = OB = OC = 2，AB = BC = CA = 1と
する．また，辺OB上に点PをAP⊥OBとなるようにとる．さらに，

−→
OA，

−→
OB，

−→
OC

をそれぞれ~a，~b，~cとおく．このとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2006) 5

(1) ベクトル
−→
OPを~bを用いて表せ．

(2) 4APCの面積を求めよ．

(3) 平面OAC上に点Qを直線 PQが平面OACに垂直となるようにとる．このと
き，ベクトル

−→
OQを ~a，~cを用いて表せ．ただし，平面OACは 3点O，A，C

を通る平面である．

標準 15.42 1辺の長さ 1の正四面体 OABCを考える．0 < s <
1

2
に対し OAを

s : (1− s)に内分する点をPとし，0 < t < 1に対しOCを t : (1− t)に内分する点を
Qとする．

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとおくとき，以下の問いに答えよ．

(熊大 [理]2016) 1

(1)
−→
PB，

−→
PQをそれぞれ~a，~b，~c，s，t を用いて表せ．

(2) ∠BPQ = 90◦であるとき，tを sを用いて表せ．

(3) (2)の条件の下で，tの最大値とそのときの sの値を求めよ．

(4) (3)で求めた s，tに対して，PQ2を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2016.pdf
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標準 15.43 四面体OABCの面はすべて合同であり，OA = 5，OB = 8，AB = 7 で
ある．~a =

−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OC として，次に答えよ． (九工大 [工]2016) 1

(1) 内積~a·~b，~b·~cおよび~c·~aを求めよ．
(2) 3点O，A，Bの定める平面を αとし，α上の点Hを直線CHと α が垂直にな
るように選ぶ．

−→
OHを~a，~bを用いて表せ．

(3) (2)の点Hに対して，線分CHの長さを求めよ．

(4) 四面体OABCの体積V1を求めよ．また，辺OCの中点をDとし，さらに辺OB

上に点E をAE + EDが最小となるようにとる．このとき，四面体OAEDの体
積 V2を求めよ．

標準 15.44 四面体OABCはOA = OB = 2，OC = 1，∠AOB = ∠AOC = 60◦をみ
たしている．線分ABを1 : 2に内分する点をMとし，線分OMを s : 1−s (0 < s < 1)

に内分する点をHとする．
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~c，∠BOC = θ (0◦ < θ < 180◦)

として，次に答えよ． (九工大 [工]2011) 1

(1) ベクトル
−→
OH，

−→
CHを~a，~b，~cと sを用いて表せ．

(2)
−→
CH⊥−−→OMのとき，sを θを用いて表せ．

(3)
−→
CH⊥−−→OM，BC =

√
17

5
とするとき，cos θと sの値を求めよ．

(4)
−→
CH⊥−−→OM，BC =

√
17

5
とするとき，四面体OABCの体積 V を求めよ．

標準 15.45 四面体OABCはOA = 1，OB =
√

15，OC = 2，∠AOB =
π

2
，∠AOC =

π

3
を満たしている．線分OAとOBを s : 1 − s (0 < s < 1)に内分する点をそれぞ

れ P，Qとし，4CPQの重心をGとする．
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~c，∠BOC =

θ (0 < θ < π)として，次に答えよ． (九工大 [工]2012) 2

(1) ベクトル
−→
OGを~a，~b，~cと sを用いて表せ．

(2) ベクトル
−→
OGは平面ABCに垂直であるとする．

(a) sと cos θの値を求めよ．

(b) 線分OGとBCの長さ，および∠BACを求めよ．

(c) 四面体OABCの体積 V を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2012.pdf


15.4. 空間図形 145

標準 15.46 tを 0 5 t 5 1を満たす数とし，空間内の 4点 A(t, 0, 1)，B(1, t, 0)，

C(0, 1, t)，P

(
4

9
t,

4

9
t,

4

9
t

)
を考える．このとき，次の問いに答えよ．

(九大 [文]2007) 2

(1) 4ABCは正三角形であることを示し，その面積 S(t)を求めよ．

(2) 4ABCの重心をGとする．
−→
PGは

−→
AB，

−→
ACの両方に垂直であることを示せ．

(3) 四面体PABCの体積 V (t)を求めよ．また V (t)の最小値とその最小値を与える
tの値を求めよ．

標準 15.47 四面体OABCは，OA = OB =
√

2，OC = 1，∠OCA = ∠OCB = 90◦

をみたしている．点Cから 3点O，A，Bを通る平面に下した垂線とその平面との交
点をHとする．

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~c，∠AOB = θとおいて，次に答えよ．

(九工大 [工]2009) 1

(1) 内積~a·~cと~b·~cの値を求めよ．また，内積~a·~bを θを用いて表せ．

(2)
−→
CH = s~a + t~b − ~cとおくとき，sと tを θを用いて表せ．また，

−→
CHの大きさ

|−→CH|を θを用いて表せ．

(3) 4AOBと 4ACBの面積をそれぞれ S と T とおく．S =
√

3T のとき，θ と
∠ACBを求めよ．

標準 15.48 頂点がOで，各辺の長さが 1である正四角
すい

錐O-ABCDがある．辺OA，
COを t : 1 − t (0 < t < 1)に内分する点をそれぞれ P，Qとし，辺ODを k : 1 − k

(0 < k < 1)に内分する点をRとする．また，~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OCとおく．次

に答えよ． (九工大 [工]2013) 1

(1)
−→
ODを~a，~b，~cを用いて表せ．また，内積~a·~cの値を求めよ．

(2) 内積
−→
BR·−→PQを k，tを用いて表せ．

(3) 点Rが 3点 P，B，Qの定める平面上にあるとする．

(i) kを tを用いて表せ．

(ii) tの値が変化するとき，kの最大値を求めよ．また，kが最大値をとると
きの四角形 PBQRの面積 Sを求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2013.pdf
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標準 15.49 四面体OABCにおいて，三角形ABCは 1辺の長さが 1の正三角形であ
り，OA = OB = OC = 2とする．また，点Cを通り平面OABに垂直な直線上に点
Dがあり，線分 CDの中点 Hは平面OABに含まれるとする．すなわち，点Dは平
面OABに関して，点Cと対称な点である．

C

B

A

D

O

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとおいて，次に答えよ． (九工大 [工]2015) 1

(1) 内積~a·~bおよび−→
BC·~aを求めよ．

(2)
−→
OHを~a，~bで表せ．また，

−→
ODを~a，~b，~cで表せ．

(3) 直線BHと直線OAの交点をPとする．
−→
BPを~a，~bで表し，

−→
BP·~aを求めよ．さ

らに，OPおよびBPの長さを求めよ．

(4) (3)で定めた点Pに対して，四角形BCPDの面積 Sを求めよ．また，四角
すい

錐O-

BCPDの体積 V を求めよ．

応用 15.50 空間において 1点 Oを固定し，Oに関する位置ベクトルが ~pである点
Pを P(~p)で表す．4点O，A(~a)，B(~b)，C(~c)を頂点とする四面体OABCにおいて，
線分OA，OB，BCを s : 1 − s (0 < s < 1)に内分する点をそれぞれD，E，Fとす

る．また，3点A，B，Cの定める平面を αとし，~h = ~a − 9

16
~b +

9

16
~cを位置ベクト

ルとする平面 α上の点をH(~h)とする．OA = AB = 3，OB = 3
√

2，OC = BC = 4，
AC = 5として，次に答えよ． (九工大 [工]2014) 1

(1) ベクトル
−→
DE，

−→
DFを~a，~b，~cおよび sを用いて表せ．また，内積~b·~cを求めよ．

(2) 線分OHの長さを求めよ．

(3) 3点D，E，Fの定める平面が点Hを通るときの sの値を求めよ．

(4) sを (3)で求めた値とするとき，四面体OAFCの体積 V を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2014.pdf


15.4. 空間図形 147

応用 15.51 a，bを正の数とし，空間内の 3点A(a,−a, b)，B(−a, a, b)，C(a, a,−b)

を考える．A，B，Cを通る平面を α，原点Oを中心としA，B，Cを通る球面を S

とおく．このとき，次の問いに答えよ． (九大 [理]2007) 3

(1) 線分ABの中点をDとするとき，
−→
DC⊥−→ABおよび

−→
DO⊥−→ABであることを示せ．

また4ABCの面積を求めよ．

(2) ベクトル
−→
DCと

−→
DOのなす角を θとするとき sin θを求めよ．また，平面αに垂

直で原点Oを通る直線と平面 αとの交点をHとするとき，線分OHの長さを
求めよ．

(3) 点Pが球面 S上を動くとき，四面体ABCPの体積の最大値を求めよ．ただし，
Pは平面 α上にはないものとする．

応用 15.52 一辺の長さが 1の正方形OABCを底面とし，点 Pを頂点とする四角錐

POABCがある．ただし，点Pは内積に関する条件
−→
OA·−→OP =

1

4
，および

−→
OC·−→OP =

1

2
をみたす．辺APを 2 : 1に内分する点をMとし，辺CPの中点をNとする．さらに，
点 Pと直線 BC上の点Qを通る直線 PQは，平面OMNに垂直であるとする．この
とき，長さの比BQ : QC，および線分OPの長さを求めよ． (九大 [理]2013) 2

応用 15.53 一辺の長さが
√

2の正四面体 OABCにおいて，辺 ABの中点をM，辺
BCを 1 : 2に内分する点をN，辺OCの中点をLとする．~a =

−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OC

とおく．以下の問いに答えよ． (熊大 [医]2012) 4

(1) 3点 L，M，Nを通る平面と直線OAの交点をDとする．
−→
ODを~a，~b，~cを用い

て表せ．

(2) 辺OBの中点Kから直線DN上の点 Pへ垂線KPを引く．
−→
OPを~a，~b，~cを用

いて表せ．

応用 15.54 四面体OABCにおいて，OA = 1，OB = OC =
√

3，∠AOB = ∠AOC =

90◦，∠BOC = α (0◦ < α < 90◦)とする．辺OC上の点Pと辺AB上の点Rを，線分
PRの長さが最小となるような位置にとる．また，

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとお

く．次の問いに答えよ． (長大 [医]2009) 6

(1) cos α = xとし，線分 PRの長さを xの関数として表せ．

(2) 線分OAの中点をM，線分 BCを 5 : 9に内分する点をNとする．線分 PRと
線分MNが交わるように xの値を定めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2009.pdf
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応用 15.55 空間内の 1辺の長さ 1の正四面体OABCにおいて，
−→
OA = ~a．

−→
OB = ~b，−→

OC = ~cとし，OAの中点を Pとする．以下の問いに答えよ． (熊大 [医]2014) 1

(1) 0 < t < 1に対し，BCを t : (1− t)に内分する点をQとする．また，PM + MQ

が最小となるOB上の点をMとし，PN + NQが最小となるOC上の点をNと
する．このとき，

−−→
OMと

−→
ONを，それぞれ t，~b，~c を用いて表せ．

(2) 4QMNの面積を tを用いて表せ．

(3) tが 0 < t < 1の範囲を動くとき，4QMNの最大値を求めよ．

応用 15.56 Oを原点とする空間内の2点A(−1, 1, 1)，B(2, 1,−2)に対して，
−→
OA·−→OP =

0 かつ
−→
OB·−→OP = 0 を満たす平面OAB上の点Pからなる領域をDとする．以下の問

いに答えよ． (熊大 [医]2013) 2

(1) 実数 kに対して，
−→
OQ = k

−→
OA + (1− k)

−→
OBによって定まる点Qが領域Dに含

まれるとき，kの値の範囲を求めよ．

(2) 点Cを中心とする半径
√

6の円が領域Dに含まれるとき，|−→OC|が最小となる
Cの座標を求めよ．

15.4.2 その他の立体

基本 15.57 四角形ABCDを底面としOを頂点とする四角錐O-ABCDにおいて，底
面の四角形ABCDは

−→
AD = 2

−→
BCをみたしている．辺ODの中点をMとし，3点A，

B，Mを通る平面が辺OCと交わる点をNとする．次に，四角形ABNMの対角線の
交点を Pとし，直線OPが底面ABCDと交わる点をQとする．

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，−→

OC = ~cとおいて，次に答えよ． (九工大 [工]2008) 2

(1)
−−→
OMを~a，~b，~cを用いて表せ．

(2)
−→
ONを~cを用いて表せ．

(3)
−→
OPを~a，~cを用いて表せ．

(4) 線分の長さの比OP : PQを求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2008.pdf
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基本 15.58 平行六面体OABC-DEFGにおいて，辺ABを 3 : 1の比に内分する点を
Lとし，辺BC，DGの中点をそれぞれM，Nとする．

−→
OA = ~a，

−→
OC = ~c，

−→
OD = ~dと

おくとき，以下の問に答えよ． (佐賀大学 2007) 1

(1) 線分 EMを t : (1− t)の比に分ける点を Iとするとき，
−→
OIを~a，~c，~dを用いて

表せ．

(2) 線分 LNを s : (1− s)の比に分ける点を Jとするとき，
−→
OJを~a，~c，~dを用いて

表せ．

(3) 線分EMと線分LNとが交わることを示し，その交点をHとするとき，比EH :

HMを求めよ．

O

D E

F

A

L

B
MC

N

G

基本 15.59 すべての辺の長さが 1の四角錐がある．この四角錐の頂点をO，底面を
正方形ABCDとし，

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとする．このとき，次の各問に答え

よ． (宮崎大学 2010) 4

(1)
−→
ODを~a，~b，~cを用いて表せ．

(2) 内積~a·~b，~b·~c，~c·~aをそれぞれ求めよ．
(3) 点P，O，B，Cが正四面体の頂点となるようなすべての点Pについて，

−→
OPを

~a，~b，~cを用いて表せ．

基本 15.60 空間内に右図のような 1辺の長さが
1である立方体がある．辺EFを 3 : 1に内分する
点をX，辺CDの中点を Zとする．さらに辺AB

を t : 1− t (0 < t < 1)に内分する点をPとする．
3点 P，X，Zを通る平面と直線GHとの交点を
Yとおく．

−→
AE = ~a，

−→
AB = ~b，

−→
AD = ~c とすると

き，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2008) 4

　

A BP

D Z C

H

E X F

G

(1)
−→
PYを~a，~b，~cおよび tを用いて表せ．

(2) 点Yが辺GH上にあるとき，tの値の範囲を求めよ．

(3) (2)において四角形 PXYZがひし形になるとき，tの値を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2008.pdf
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基本 15.61 図の長方体ABCD-KLMNにおいて，辺ABの長さは 2，辺ADの長さ
は
√

2である．三角形CLNの重心をGとし，
−→
AB = ~a，

−→
AD = ~b，

−→
AK = ~cとおく．次

に答えよ． (九工大 [工]2001) 2

(1)
−→
AC，

−→
AL，

−→
ANをそれぞれ~a，~b，~cを用いて表せ．

(2)
−→
AGを~a，~b，~cを用いて表せ．

A

B C

D

K

L M

N

(3) ∠AGCが直角となるように辺AKの長さを定めよ．

(4) 辺AKが (3)で定めた長さのとき，三角形CLNの
面積を求めよ．

基本 15.62 一辺の長さが 1の正方形OABCを底面とし，OP = AP = BP = CPを
みたす点 Pを頂点とする四角錐 POABCがある．辺 APを 1 : 3に内分する点をD，
辺CPの中点をE，辺BCを t : (1− t)に内分する点をQとする．このとき，以下の
問いに答えよ． (九大 [文]2013) 1

(1) ベクトル
−→
ODと

−→
OEを，

−→
OA，

−→
OC，

−→
OPを用いて表せ．

(2) ベクトル
−→
PQを，

−→
OA，

−→
OC，

−→
OPと tを用いて表せ．

(3) 内積
−→
OA·−→OPの値を求めよ．

(4) 直線PQが平面ODEに垂直であるとき，tの値および線分OPの長さを求めよ．

標準 15.63 長方形OABC-DEFGにおいて，OA = OD = 1，OC = 2とし，辺 EF

の中点をMとする．また，
−→
OP = t

−→
OD (0 5 t 5 1)とし，点 Pから線分 CMにおろ

した垂線と線分CMとの交点をHとする．~a =
−→
OA，~c =

−→
OC，~d =

−→
OD とおくとき，

以下の問いに答えよ． (熊大 [文]2013) 3

(1)
−→
PC，

−−→
CM，

−−→
PMを~a，~c，~dを用いて表せ．

(2)
−→
PHを~a，~c，~d，tを用いて表せ．

(3) |−→OP|2 + |−→PH|2の最小値を求めよ．

A

E

D

O

B

F

C

G見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2013.pdf
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標準 15.64 1辺の長さが 2の立方体 ABCD-EFGHが
ある．下の図 1にように，2辺BC，CD上
に，BS = CT = x (0 5 x 5 2)を満たす点
S，Tをとる．このとき，三角形ESTの面
積の最大値と最小値を求めたい．以下の問
いに答えよ． (長崎大学 2016) 4

　

2

C
S B

A
D

G

T

H
E

F

図 1

(1) 右の図2を参考にして，三角形OPQにおいて−→
OP = ~p，

−→
OQ = ~qとおくとき，三角形OPQ

の面積は

1

2

√
|~p|2|~q|2 − (~p·~q)2

と表されることを証明せよ．

　

θ
O P

Q

~q

~p

図 2

(2)
−→
EF = ~a，

−→
EH = ~b，

−→
EA = ~cとおく．立方体の 1辺の長さが 2であることに注意

して，
−→
ES，

−→
ETを~a，~b，~cおよび xを用いて表せ．また，|−→ES|2，|−→ET|2 を，そ

れぞれ xの式として表せ．さらに，
−→
ESと

−→
ETの内積

−→
ES·−→ETは，xによらない

一定の値になることを示せ．

(3) 上の (1)を利用して三角形 ESTの面積 f(x)を求めよ．

(4) 0 5 x 5 2の範囲で，f(x)の最大値と最小値を求めよ．また，そのときの xの
値も答えよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2016.pdf
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標準 15.65 平行六面体OADB-CEGFにおいて，辺OAの中点をM，辺ADを 2 : 3

に内分する点を N，辺 DGを 1 : 2に内分する点を Lとする．また，辺 OCを k :

1− k (0 < k < 1)に内分する点をKとする．このとき，以下の問いに答えよ．
(熊大 [理]2011) 2

(1)
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとするとき，

−−→
MN，

−→
ML，

−−→
MKを ~a，~b，~cを用いて

表せ．

(2) 3点M，N，Kの定める平面上に点 Lがあるとき，kの値を求めよ．

(3) 3点M，N，Kの定める平面が辺GFと交点をもつような kの値の範囲を求めよ．

O A

DB

C E

GF

標準 15.66 右図の平行六面体におい
て，~a =

−→
OA，~c =

−→
OC，~d =

−→
ODと

し，4ACDと線分OFの交点をHとす
る．さらに，四面体OACDが 1辺の長
さ 1の正四面体であるとする．このと
き，次の各問に答えよ．

(宮崎大学 2014) 3

　

O

C

A

D

G

B

F

E

(1) 4ACDの重心が点Hに一致することを示し，2つの線分OHとHFの比OH : HF

を求めよ．

(2) 内積
−→
HE·−→HFの値を求めよ．

(3) 4HEFの面積を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2014.pdf
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応用 15.67 1辺の長さ
√

2aの正方形の折り紙がある．正方形ABCDの中心を点O

とし，AO上に点 Eをとり，EO = bとする．図 1の斜線部分を取り去り，OB，OE

に沿って折り，OCとODを貼り合わせ，図 2のように三角錐O-BCEを作って平面
に置いた．Oより三角形BCEに下ろした垂線と三角形BCEとの交点をHとすると
き，次の問いに答えよ． (長大 [医]2008) 7

D

CB

A

H

O

E

B

C(= D)

図 1 図 2

√
2a

O
E

b

(1)
−→
OHを

−→
OB，

−→
OC，

−→
OEを用いて表せ．

(2) 三角形BCEの外心を点Pとする．HP =
a

4
のとき

−→
OHの長さをaを用いて表せ．

15.4.3 直線・平面・球面

基本 15.68 4点A(~a)，B(~b)，C(~c)，D(~d)を頂点する四面体ABCDについて，ベク
トル~a，~b，~c，~dを用いて，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2007) 4

(1) 4ABCの重心Gの位置ベクトル~gと，4BCDの重心Hの位置ベクトル~hを求
めよ．

(2) 2点D，Gを通る直線 l1の方程式を求めよ．2点A，Hを通る直線 l2の方程式
を求めよ．

(3) (2)の 2直線 l1，l2は交点を持つことを示し，その交点の位置ベクトルを求めよ．

基本 15.69 原点Oを中心とする半径 2
√

2の球面 S上に 3点A，B，Cがあり，

−→
OA·−→OB = 4,

−→
OB·−→OC = 5,

−→
OC·−→OA = 6

をみたしている．三角形ABCの重心をGとし，直線OGと球面 Sの交点のうちG

から遠い方を Pとする． (大分大学 2014) 2

(1) |−→OA|，|−→OG|の値を求めなさい．
(2)

−→
OPを

−→
OA，

−→
OB，

−→
OCを用いて表しなさい．

(3)
−→
OAと

−→
OPのなす角を求めなさい．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2014.pdf
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標準 15.70 空間内の 4点

O(0, 0, 0)，A(0, 2, 3)，B(1, 0, 3)，C(1, 2, 0)

を考える．このとき，以下の問いに答えよ． (九大 [理]2011) 4

(1) 4点O，A，B，Cを通る球面の中心Dの座標を求めよ．

(2) 3点A，B，Cを通る平面に点Dから垂線を引き，交点をFとする．線分DFの
長さを求めよ．

(3) 四面体ABCDの体積を求めよ．

応用 15.71 座標空間内の三角柱

0 5 x 5 1, 0 5 y 5 1, x = y, 0 5 z 5 1

を考え，その xy平面内の面を S，xz平面内の面を T とする．点A(a, b, 0)を S内
に，点 B(c, 0, d)を T 内にとり，またC(1, 1, 1)とする．ただし，点A，Bは原点
Oとは異なるとする． (九大 [理]2004) 4

(1) ベクトル
−→
OAおよび

−→
OCに直交する単位ベクトルを求め，その単位ベクトルと

ベクトル
−→
OBの内積の絶対値を求めよ．

(2) 四面体OABCの体積を求めよ．ただし，点O，A，B，Cは同一平面上にない
とする．

(3) 点Aが S内を，点Bが T 内を動くとする．このときの，四面体OABCの体積
の最大値，および最大値を与える点A，Bの位置をすべて求めよ．

応用 15.72 空間ベクトル~a，~b，~c について次の問いに答えよ．ただし，hと kは実
数とする． (九大 [文]2006) 3

(1) h~a +~bが~aと垂直であるとき，すべての実数 xに対して

|x~a +~b | = |h~a +~b |

が成り立つことを示せ．ただし，~0はすべてのベクトルと垂直であるとする．

(2) h~a + k~b +~cが~a，~bのいずれとも垂直であるとき，すべての実数 x，yに対して

|x~a + y~b +~c | = |h~a + k~b +~c |

が成り立つことを示せ．

(3) ~a = (1, 1, 1)，~b = (1, 4,−2)，~c = (−3,−6, 6)とするとき，|x~a + y~b +~c |の
最小値を与える実数 x，yと，そのときの最小値を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2006.pdf
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応用 15.73 原点をOとし，空間内に 3点A(4, 0, 0)，B(1, 2, 0)，C(2, 1, 2)をとる．
線分 BCを t : (1 − t) (0 < t < 1)に内分する点を Pとおく．このとき，以下の問い
に答えよ． (熊大 [医]2010) 1

(1) 4OAPの面積を最小にする tの値を求めよ．

(2) Cを通り，3点O，A，Pを通る平面に垂直な直線と xy平面との交点をDとす
る．Dが4OABの内部にあるとき，tの範囲を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2010.pdf
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15.5 問題研究

15.5.1 ベクトル積 (外積)

2つのベクトル~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3)が平行でないとき，ベクトル

(a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

は，~aおよび~bに直交する．このベクトルを~aと~bのベクトル積と言い，~a ×~bで表す．

~a ×~b = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

であるから，~b× ~a = −~a×~bが成り立つ．また，その大きさについて

|~a×~b|2 = (a2b3 − a3b2)
2 + (a3b1 − a1b3)

2 + (a1b2 − a2b1)
2

= (a1
2 + a2

2 + a3
2)(b1

2 + b2
2 + b3

2)− (a1b1 + a2b2 + a3b3)
2

= |~a|2|~b|2 − (~a·~b)2

であるから，~a×~bの大きさは，~a，~bの張る平行四辺形の面積に等しい．
~a×~bと~cのなす角を θ (0 5 θ 5 π)とすると

(~a×~b)·~c = |~a×~b||~c| cos θ

絶対値をとると

|(~a×~b)·~c| = |~a×~b||~c|| cos θ|

　

~a

~b

~c

~a×~b

θh
|~a×~b|

~a，~b，~cの張る平行六面体について，~a，~bの張る平面を底面とすると，|~c|| cos θ|は，
その高さ hであるから，この平行六面体の体積 V1は

V1 = |(~a ×~b)·~c|
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとすると

四面体OABCの体積 V は V =
1

6
|(~a ×~b)·~c|

また，対称性により，|(~a×~b)·~c| = |(~b×~c)·~a| = |(~c× ~a)·~b| が成り立つ．
例えば，138ページの 15.21(大分大学 2006)の四面体ABCDの体積 V は

−→
AB×−→AC = (2, 1, 1)× (−2, 2,−4) = (−6, 6, 6)

(
−→
AB×−→AC)·−→AD = (−6, 6, 6)·(1, 2,−4) = −18

V =
1

6
|(−→AB×−→AC)·−→AD| = 1

6
× 18 = 3

注意 ベクトル積 (外積)は，センター試験などでは利用できるが，高校数学の範囲外
であるから，筆記試験では~a×~bなどの痕跡を残さないようにする．

見
本



第 16 章 数列（数学B）

16.1 等差数列・等比数列
□□ 16.1 次の数列の一般項を求めよ． (琉球大学 2012) 5

1, 5, 11, 19, 29, 41, · · ·

基本 16.2 次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2001) 6

(1) 第 1項から第 n項までの和 Snが，Sn = an2 + bnで表される数列 {an}の一般
項を求めよ．ただし，a，bは定数とする．

(2) (1)における数列 {an}は等差数列であることを示し，その公差を求めよ．

基本 16.3 次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2007) 11

(1) a > 0とする．項数 3の 2つの有限数列

4, a, b および b, c, 36

はともに等比数列であり，
a, b, c

は等差数列とする．このとき，a，b，cの値を求めよ．

(2) (1)で求めた aに対し，数列 {an}は a1 = 4，a2 = aの等比数列とし，数列 {bn}
は b1 = 4を満たし，その階差数列が {an}に等しいとする．このとき，数列 {bn}
の一般項 bnを求めよ．

(3) 初項を pとする数列 {pn}において，その階差数列が元の数列と等しいとする．
このとき，この数列の一般項 pnを求めよ．

157

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2007.pdf
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基本 16.4 等差数列 {an}は

a1 =
1

6
,

40∑

k=11

ak = 250

を満たすとする．このとき，次の問に答えよ． (佐賀大学 2015) 7

(1) 数列 {an}の一般項を求めよ．
(2) an 5 10となる nの最大値N を求めよ．

(3) (2)で求めたN に対して，和
N∑

k=1

akを求めよ．

基本 16.5 等比数列 3, 6, 12, · · · を {an}とし，この数列の第 n項から第 2n− 1項
までの和を Tnとする． (大分大学 2010) 5

(1) 数列 {an}の一般項を求めなさい．
(2) Tnを求めなさい．

(3)
n∑

k=1

Tkを求めなさい．

基本 16.6 等差数列 2, 5, 8, · · · を {an}，等比数列 2, −4, 8, · · · を {bn} とする．
次の問いに答えよ． (大分大学 2008) 1

(1) 数列 {an}の初項から第 20項までの和を求めよ．

(2) 数列 {bn}の初項から第 n項までの和が 300を超える最小の nを求めよ．

(3) 数列 {an}と数列 {bn}との両方に含まれる数を順に取り出してできる数列 {cn}
の一般項を求めよ．

基本 16.7 数列 {an}は，初項 a1 = 2，公差 21の等差数列で，数列 {bn}は初項 b1か
ら第 n項 bnまでの和が 2n+1 − 2である数列とする．このとき，次の問に答えよ．

(1) bnを nを用いて表せ． (宮崎大学 2004) 12

(2) cn = bn − anとおく．n = 5のとき，cn+1 > cnとなることを示せ．

(3) an = bnとなる nの値をすべて求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2004.pdf
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基本 16.8 数列 {an}は初項 a1 = 2で，第 3項 a3 = −1

2
である．Sn =

n∑

k=1

(−1)k−1ak

(n = 1, 2, 3, · · · )とするとき，数列 {Sn}は等比数列となった．このとき次の各問いに
答えよ． (鹿児島大学 2004) 5

(1) Snを nの式で表せ．

(2) 数列 {an}の第 n項 anを求めよ．

基本 16.9 4OABにおいて，OA = a，OB = b，∠AOB = θとおく．ただし，a = b

および 0◦ < θ < 90◦とする．点Bから辺OAに下ろした垂線の足をA1とする．また
点A1を通って辺ABに平行な直線と，辺OBとの交点をB1とする．次に点B1から
辺OA1に下ろした垂線の足をA2とし，点A2を通って辺A1B1に平行な直線と，辺
OB1との交点をB2とする．以下，この操作を続け，三角形の列

4OA1B1, 4OA2B2, · · · , 4OAnBn

をとる．このとき，次の問いに答えよ． (佐賀大学 2012) 8

(1) 4OAnBnは，4OABに相似であることを示せ．

(2)
AnBn

An−1Bn−1

を a，b，θの式で表せ．

(3) 4OAkBkの面積を Skとする．a = 2，b = 1，θ = 30◦のとき，

S1 + S2 + · · ·+ Sn

を nの式で表せ．

標準 16.10 右 の 図 の よ う に 8 つ の 三 角 形
OPnPn+1 (n = 1, 2, 3, · · · 8)がある．ただし，OP1 = 1

であり各 nについて ∠OPnPn+1 = θ
(
0 < θ <

π

2

)
，

∠PnOPn+1 =
π

4
とする．このとき，次の各問に答え

よ． (宮崎大学 2005) 1

O
P1

P2

P3
P4

P5

P6

P7

P8

P9

θ

θ
θ

θ

θ

θ

θ

θ

(1) 辺OP2の長さを θを用いて表せ．

(2) 辺OP9の長さを θを用いて表せ．

(3) 辺OP9の長さが
81

16
であるとき，tan θの値を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2005.pdf
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標準 16.11 座標平面上に原点O(0, 0)と点A(3, 0)がある．自然数 nに対して，点
Bn(0, n)をとり，4ABnOの境界を除いた内部に含まれる格子点の個数を anとする．
ただし，x座標と y座標がともに整数の点を格子点という．このとき，次の各問に答
えよ． (宮崎大学 2010) 3

(1) a1, a2, a3の値を求めよ．

(2) 自然数 kに対して，n = 3kとする．このとき，4ABnOの境界を除いた内部に
含まれる格子点のうち，x座標が 1であるものの個数を，kを用いて表せ．

(3) 自然数 kに対して，a3kを，kを用いて表せ．

(4) Sn = a1 + a2 + · · ·+ anとする．自然数mに対して，S3mを，mを用いて表せ．

標準 16.12 自然数 nについて，anを
√

n以下の整数のうち最大のものとするとき，
次の各問に答えよ． (宮崎大学 2011) 3

(1) a1, a2, a3, a4の値を求めよ．

(2) 自然数mについて，S = a1 + a2 + · · ·+ am2を，mを用いて表せ．

16.2 群数列
基本 16.13 3の倍数を順に以下のように群に区切り，第n群には 2n−1個の項がある．
ただし，nは自然数とする．

3 | 6 9 | 12 15 18 21 | 24 27 30 33 36 39 42 45 | 48 · · ·

このとき，次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2002) 6

(1) 第 5群の最後の項を求めよ．

(2) 第 n群の最初の項を nを用いて表せ．

(3) 第 n群の項の総和を求めよ．

基本 16.14 正の偶数mが順にm個ずつ並んだ数列

2, 2, 4, 4, 4, 4, 6, 6, 6, 6, 6, 6, · · ·

を {an}とする． (大分大学 2011) 5

(1) 正の偶数 2tが数列 {an}の第何項に初めて現れるかを自然数 tを用いて表しな
さい．

(2) a100を求めなさい．

(3) a1から a100までの和を求めなさい．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2011.pdf
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基本 16.15 aを定数とする．an = −2n + aで定められる数列 {an}を次のような群
に分け，第 k群には k個の項が入るようにする．

a1

∣∣ a2, a3

∣∣ a4, a5, a6

∣∣ a7, a8, a9, a10

∣∣ · · ·
第 1群 第 2群 第 3群 第 4群

第 k群に含まれるすべての項の和を Skとするとき，次の問いに答えよ．

(1) Skを求めよ． (福岡教育大学 2014) 3

(2) a = 212のとき，Skが最大となる群に含まれる項の平均値を求めよ．

(3) a = 92のとき，|Sk| = |Sk+1|を満たす kを求めよ．

基本 16.16 次の数列について，各問いに答えよ．

第 1 群︷︸︸︷
1

1
,

第 2 群︷ ︸︸ ︷
1

2
,

2

1
,

第 3 群︷ ︸︸ ︷
1

3
,

2

2
,

3

1
, · · ·

第 k 群︷ ︸︸ ︷
1

k
,

2

k − 1
,

3

k − 2
, · · · ,

k

1
, · · ·

(鹿児島大学 2009) 4

(1)
n

m
は第何群の第何項か．ただし，mと nは正の整数とする．

(2)
n

m
は数列の先頭から数えると何番目の項か．

(3) 数列の先頭から数えて 1000番目の項 aを求めよ．

(4) aと値が等しい項のうちで最初に現れるのは，数列の先頭から数えて何番目か．

標準 16.17 数列

1

2
,

1

22
,

3

22
,

1

23
,

3

23
,

5

23
,

7

23
, · · · ,

1

2n
,

3

2n
, · · · ,

2n − 1

2n

において，分母が 2nである項をまとめて第 n群とよぶことにする．次に答えよ．

(1) 第 n群に含まれる数の和を求めよ． (九工大 [工]2003) 1

(2) 分子に初めて 51が現れるのは第何項目か．

(3) 初項から (2)で求めた項までの和を求めよ．

(4) 第 2003項を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2003.pdf
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標準 16.18 初項 1，公差 3の等差数列 {an}と，一般項が bn =

[
2n + 2

3

]
で与えら

れる数列 {bn}がある．ここで，実数 xに対して [ x ]は xを超えない最大の整数を表

す．たとえば，b1 =

[
4

3

]
= 1，b2 = [ 2 ] = 2，b3 =

[
8

3

]
= 2である．数列 {an}を

次のように，b1個，b2個，b3個，· · · の群に分け，第 k群には bk個の数が入るよう
にする．

| a1 | a2, a3 | a4, a5 | a6, · · ·

第 1群 第 2群 第 3群 · · ·
第 k群の最初の数を ckとする．次に答えよ． (九工大 [工]2015) 2

(1) 自然数mに対して，b3m−2，b3m−1，b3mをそれぞれmの多項式で表せ．また，
数列 {bn}の初項から第 3m項までの和 S3mを求めよ．

(2) 自然数mに対して，c3m−2，c3m−1，c3mをそれぞれmの多項式で表せ．また，
数列 {ck}の初項から第 3m項までの和 T3mを求めよ．

(3) 1000は第何群の何番目の数か．

(4) x = 1のとき
√

x2 + 1 < x +
1

2
であることを用いて，次の不等式が成り立つこ

とを示せ．ただし，mは自然数とする．

3m∑

k=1

(
√

ck − k) <
m

2

16.3 いろいろな数列の和
□□ 16.19 n = 2であるような自然数 nに対して

1·2·3 + 2·3·4 + · · ·+ (n− 1)·n·(n + 1) = (1 + 2 + 3 + · · ·+ n)(2 + 3 + · · ·+ n)

が成り立つことを示せ． (福岡教育大学 2010) 1

基本 16.20 an = log10

(
1

2
+ 1 + 3 + 32 + 33 + · · ·+ 3n−1

)
について，次の問いに答

えよ． (福岡教育大学 2003) 6

(1) anを求めよ．

(2) a1 + a2 + · · ·+ anを求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2003.pdf
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基本 16.21 連続する自然数について，以下のような関係がある．

1 + 2 = 3 · · · 1©
4 + 5 + 6 = 7 + 8 · · · 2©

9 + 10 + 11 + 12 = 13 + 14 + 15 · · · 3©
...

n番目の式を n©とし，その左辺の和を S(n)で表す．このとき，次の各問に答えよ．

(1) 4番目の式 4©と S(4)を求めよ． (宮崎大学 2001) 10

(2) n番目の式 n©を予想し，その等式が成り立つことを示せ．

基本 16.22 下記の一連の等式が成立しているという (ただしmは自然数)．これに
ついて，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2003) 4

(1) 1©の等式を証明せよ．
(2) 最下行の右辺の空欄に入る式を推測し，最下行の等式が成り立つことを証明せ
よ．なお，推測する式の中では，左辺と同様「· · ·」を用いてよい．

n∑

k=1

k =
1

2
n(n + 1)

n∑

k=1

k(k + 1) =
1

3
n(n + 1)(n + 2) · · · 1©

n∑

k=1

k(k + 1)(k + 2) =
1

4
n(n + 1)(n + 2)(n + 3)

...
n∑

k=1

k(k + 1)(k + 2) · · · (k + m) = 　

基本 16.23 整数 nについて，f(n) = (2n + 1)(2n + 3)(2n + 5)(2n + 7)(2n + 9)と
おく．

(1) kを自然数とするとき，等式 (大分大学 2005) 5

f(k)− f(k − 1) = a(2k + 1)(2k + 3)(2k + 5)(2k + 7)

が成立するように，定数 aの値を定めなさい．

(2) mが自然数であるとき，
m∑

k=1

(2k + 1)(2k + 3)(2k + 5)(2k + 7)を f(m)を用いて

表しなさい．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2005.pdf
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基本 16.24 nを自然数とするとき，和

Sn = n + (n− 1)x + (n− 2)x2 + · · · xn−1

について，次の問いに答えなさい． (大分大学 2007) 2

(1) x 6= 1のとき，(1− x)Snを求めなさい．

(2) x =
1

2
のとき，S1 + S2 + · · ·+ Snを求めなさい．

標準 16.25 数列 {an}の初項から第 n項までの和 Snが

Sn = n4 + 6n3 + 11n2 + 6n

で表されるとする． (大分大学 2015) 5

(1) 数列 {an}の一般項が an = 4n(n + 1)(n + 2)であることを示しなさい．

(2) bn =
1

an

(n = 1, 2, 3, · · · )によって定まる数列 {bn}の初項から第 n項までの和

Tnを nの式で表しなさい．

標準 16.26 自然数 aに対して

S(a) =
a∑

k=1

1√
k + 1 +

√
k

とおく．以下の問いに答えよ． (熊大 [文]2016) 3

(1) 和 S(a)を求めよ．

(2) S(a)が整数となる自然数 aを小さい順に並べた数列を

a1, a2, a3, · · · , an, · · ·

とする．一般項 anを求めよ．

(3) (2)の数列 {an}について，an (n = 1, 2, 3, · · · )を 4で割った余りは 0か 3であ
ることを示せ．

(4) (2)の数列 {an}と自然数N に対して和
N∑

n=1

1

an

を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2016.pdf
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標準 16.27 以下の問いに答えよ． (佐賀大学 2010) 8

(1) 等式 2 sin kθ sin
θ

2
= cos

(
k − 1

2

)
θ − cos

(
k +

1

2

)
θを示せ．

(2) nが自然数のとき，Sn =
n∑

k=1

sin kθを求めよ．

標準 16.28 次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2005) 4

(1) mを正の整数とする．実数の集合 {y | 1 5 y < m2}に属する整数の個数を求
めよ．

(2) 座標平面において，x座標と y座標が整数である点を格子点という．nを正の
整数とするとき，集合A，Bを

A = {(x, y) | 1 5 x 5 n, 1 5 y 5 n2, y < x2}
B = {(x, y) | 1 5 x 5 n, 1 5 y 5 n2, x2 5 y}

によって定める．集合A，Bに属する格子点の個数をそれぞれ求めよ．

(3) 正の整数 nに対して，集合Cを

C = {(x, y) | 1 5 x 5 n2, 1 5 y 5 n, y 5
√

x}

によって定める．集合Cに属する格子点の個数を求めよ．

標準 16.29 以下の問いに答えよ．答えだけでなく，必ず証明も記せ．

(1) 和 1 + 2 + · · ·+ nを nの多項式で表せ． (九大 [文]2010) 4

(2) 和 12 + 22 + · · ·+ n2を nの多項式で表せ．

(3) 和 13 + 23 + · · ·+ n3を nの多項式で表せ．

標準 16.30 an = 1 + 2 + 3 · · ·+ n (n = 1, 2, 3, · · · )で定められる数列 {an}において，
anが 6の倍数である項を最初から順に b1, b2, b3, · · · とする．次に答えよ．

(1) b1, b2, b3, b4を求めよ． (九工大 [工]2004) 1

(2) すべての自然数 nに対して，an+12 − anは 6の倍数であることを示せ．

(3) b4k−3, b4k−2, b4k−1, b4k (k = 1, 2, 3, · · · )を kを用いて表せ．

(4)
4n∑

k=1

bkを求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2004.pdf
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標準 16.31 2以上の自然数 nと自然数 aについて，和

1·(1 + a) + 2·(2 + a) + · · ·+ (n− 1){(n− 1) + a}
を Sとおく．このとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2016) 8

(1) 6と nが互いに素であるとき，すべての自然数 aに対して，Sは nで割り切れ
ることを示せ．

(2) nを 6で割った余りが 2であるとき，すべての奇数 aに対して，Sは nで割り
切れることを示せ．

(3) nを 6で割った余りが 3であるとき，すべての自然数 aに対して，Sを nで割っ
た余りを，nを用いて表せ．ただし，求める余りは，0以上 n− 1以下の範囲で
求めよ．

標準 16.32 nを正の整数，rを 1でない実数とし，

S =
n∑

k=1

rk−1, T =
n∑

k=1

krk−1, U =
n∑

k=1

k2rk−1

とする．このとき，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2009) 9

(1) Sを
∑
を用いずに，r，nで表せ．

(2) T を
∑
を用いずに，S，r，nで表せ．ただし，Sを必ず用いること．

(3) U を
∑
を用いずに，S，T，r，nで表せ．ただし，Sと T を必ず用いること．

応用 16.33 実数 xに対して，[ x ]は x以下の最大の整数を表すものとする．

(1)
n∑

k=1

[
k

10

]
= 238 をみたす正の整数 nの値を求めよ． (分大 [医]2009) 8

(2) 正の整数 nに対して
[√

n + 1 +
1

2

]
−

[√
n +

1

2

]
の値を求めよ．

応用 16.34 数列の和について次の一連の問いに答えなさい． (分大 [医]2014) 8

(1)
n∑

k=1

k =
1

2
n(n + 1)を示しなさい．

(2) 多項式 (k + 1)3 − k3の展開を利用して
n∑

k=1

k2 =
1

6
n(n + 1)(2n + 1)を示しな

さい．

(3)
n∑

k=1

k3 =
1

4
n2(n + 1)2を示しなさい．

(4)
n∑

k=1

k4を求めなさい．結果は因数分解すること．
見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2014.pdf
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応用 16.35 nを 2以上の自然数とする．数列 {Sk}が Sk = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

k
で与

えられている． (九大 [理]2003) 9

(1) 不等式 log(n + 1) < Sn < 1 + log n が成り立つことを示せ．

(2) 一般に数列 {ck}に対して，∆ck = ck+1 − ck (k = 1, 2, · · · )とおく．数列 {ak}
と {bk}に対して，

n−1∑

k=1

ak∆bk = anbn − a1b1 −
n−1∑

k=1

bk+1∆ak

が成り立つことを示せ．また，
n−1∑

k=1

kSk =

(
Sn − 1

2

)
p(n)となる nの整式 p(n)

を求めよ．

(3) 不等式 ∣∣∣∣∣
2

n(n− 1)

n−1∑

k=1

kSk − logn

∣∣∣∣∣ <
1

2

が成り立つことを示せ．

発展 16.36 正の整数 aに対し，aの正の約数全体の和を f(a)で表す．ただし，1お
よび a自身も約数とする．たとえば f(1) = 1であり，a = 15ならば 15の正の約数は
1，3，5，15なので，f(15) = 24となる．次の問いに答えよ． (九大 [理]2002) 2

(1) aが正の奇数 bと正の整数mを用いて a = 2mbと表されるとする．このとき
f(a) = (2m+1 − 1)f(b)が成り立つことを示せ．

(2) aが 2以上の整数 pと正の整数 qを用いて a = pqと表されるとする．このとき
f(a) = (p + 1)qが成り立つことを示せ．また，等号が成り立つのは，q = 1か
つ pが素数であるときに限ることを示せ．

(3) 正の偶数 a，bは，ある整数m，nとある奇数 r，sを用いて a = 2mr，b = 2ns

のように表すことができる．このとき a，bが
{

f(a) = 2b

f(b) = 2a

をみたせば，r，sは素数であり，かつ r = 2n+1 − 1，s = 2m+1 − 1となること
を示せ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2002.pdf
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16.4 漸化式

16.4.1 2項間の漸化式

基本 16.37 a1 =
1

15
，

1

an+1

=
1

an

+ 4(2n + 3) (n = 1, 2, 3, · · · )で定義される数列
{an}について，次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2004) 2

(1) bn =
1

an

とするとき，数列 {bn}の一般項 bnを求めよ．また，数列 {an}の一般
項 anを求めよ．

(2) 数列 {an}の第 1項から第 n項までの和 Snを求めよ．

基本 16.38 数列 {an}が

a1 = 2, an+1 = 2an + 2 (n = 1, 2, 3, · · · )

で定義されるとき，次の問いに答えよ． (佐賀大学 2010) 5

(1) すべての自然数 nに対して an+1 + b = 2(an + b)が成り立つような定数 bを求
めよ．

(2) 一般項 anを求めよ．

(3)
a2n

an

= 1025 + 1をみたす最小の自然数 nを求めよ．ただし，log10 2 = 0.3010と

する．

基本 16.39 次の条件によって定められる数列 {an}がある．

a1 = −5

4
, an+1 =

1

3
an + n (n = 1, 2, 3, · · · )

また，bn = an+1 − an (n = 1, 2, 3, · · · )とおく．次の問いに答えよ．
(1) b1の値を求めよ． (福岡教育大学 2008) 7

(2) 数列 {bn}の一般項を求めよ．
(3) 数列 {an}の一般項を求めよ．

基本 16.40 数列 {an}が，a1 = 5，an = 3an−1− 2n−1 (n = 2, 3, 4, · · · )で定められて
いるとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2009) 8

(1) an+1を，an−1と nを用いて表せ．

(2) nが奇数のとき，anは 5で割り切れることを示せ．

(3) bn = an − 2n (n = 1, 2, 3, · · · )とするとき，bnを nを用いて表せ．

(4) Sn = a1 + a2 + · · ·+ anを求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2009.pdf


16.4. 漸化式 169

標準 16.41 数列 {an}を次のように定める．
{

a1 = −2

an+1 + an = 3n− 2 (n = 1, 2, 3, · · · )

次の問いに答えよ． (熊大 [文]2006) 2

(1) bn = an − 6n− 7

4
とおくとき，bn+1と bnの関係式を求めよ．

(2) 一般項 anを求めよ．

(3)
50∑

n=1

anの値を求めよ．

基本 16.42 数列 {an}が

a1 = 0, an =
(n− 1)(n− 2)

2
+

n−1∑

k=1

ak (n = 2, 3, 4, · · · )

によって定められている．以下の問いに答えよ． (熊大 [文]2008) 4

(1) bn = n + an (n = 1, 2, 3, · · · )とおくとき，bn = 1 +
n−1∑

k=1

bk (n = 2, 3, 4, · · · )を

示せ．

(2) 数列 {bn}が等比数列であることを示せ．
(3) anを求めよ．

(4)
n∑

k=1

akを求めよ．

基本 16.43 初項 3の数列 {an}がある．bn = an+1− 3anとするとき，数列 {bn}は初
項 6，公比 3の等比数列である． (大分大学 2016) 5

(1) cn =
an

3n
とするとき，cn+1 − cnを求めなさい．

(2) anを nの式で表しなさい．

(3) Sn =
n∑

k=1

akとするとき，Snを nの式で表しなさい．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2016.pdf
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標準 16.44 数列 {an}は a1 = 0，an+1− an =
n{1 + (−1)n+1}

2
(n = 1, 2, 3, · · · ) によ

り定まるものとして，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2015) 3

(1) a2，a3，a4，a5をそれぞれ求めよ．

(2) 数列 {bn}，{cn}を

bn = a2n−1, cn = a2n (n = 1, 2, 3, · · · )

で定めるとき，一般項 bn，cnを求めよ．

(3)
50∑

n=1

(−1)nanを求めよ．

標準 16.45 数列 {an}を次の条件で定義する． (大分大学 2006) 5

a1 = 100, an+1 = 1.05× an − 10 (n = 1, 2, 3, · · · )

(1) 一般項 anを求めなさい．

(2) an 5 0となる最小の nを求めなさい．
ただし，log10 2 = 0.3010，log10 3 = 0.4771，log10 7 = 0.8451 とする．

標準 16.46 数列 {an}は関係式

2
n∑

k=1

ak = 3n − an − 6

を満たしているとする．このとき，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2008) 9

(1) 初項 a1を求めよ．

(2) 漸化式

an+1 =
1

3
an + 2·3n−1 (n = 1)

が成り立つことを証明せよ．

(3) 一般項 anを求めよ．

標準 16.47 a1 =
1

2
，an+1 = an +

2n + 1

2n+1
(n = 1, 2, 3, · · · ) で定められる数列を {an}

とする． (大分大学 2005) 1

(1) a4を求めなさい．

(2) 一般項 anを求めなさい．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2005.pdf
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標準 16.48 数列 {an}は次の 2つの条件 (ア)，(イ)を満たす．

(ア) an > 0 (n = 1, 2, 3, · · · )

(イ)
n∑

k=1

ak
3 =

(
n∑

k=1

ak

)2

このとき次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2009) 2

(1) a1，a2，a3を求めよ．

(2) an+1
2 = an+1 + 2

n∑

k=1

akが成り立つことを示せ．

(3) 数列 {an}の一般項を求めよ．

応用 16.49 数列 a1, a2, · · · , an, · · · は

an+1 =
2an

1− an
2
, n = 1, 2, 3, · · ·

をみたしているとする．このとき，以下の問いに答えよ． (九大 [理]2011) 3

(1) a1 =
1√
3
とするとき，一般項 anを求めよ．

(2) tan
π

12
の値を求めよ．

(3) a1 = tan
π

20
とするとき，

an+k = an, n = 3, 4, 5, · · ·

をみたす最小の自然数 kを求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2011.pdf
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応用 16.50 nを正の整数とする．平面をn本の直線，ま
たは 1回折れ線でいくつかの領域に分けることを考える．
ここで直線は両側に無限にのびているものとし，1回折

れ線とは，右図のように直線の途中を 1回折り曲げたも
のである．次の問いに答えよ． (九大 [文]2002) 5

　

(1回折れ線)

(1) 平面が次の条件 (i)，(ii)をみたす異なる n本の直線のみで分割されていると
する．

(i) nが 2以上ならば，どの 2本の直線も交わる．

(ii) nが 3以上ならば，どの 3本の直線も同一点では交わらない．

分割される平面の領域の個数をLnで表す．n = 2のとき，LnとLn−1の間の関
係式を求めよ．また，Ln (n = 1)を求めよ．

(2) 平面が次の条件 (i)，(ii)をみたす異なる n本の 1回折れ線のみで分割されてい
るとする．

(i) nが 2以上ならば，どの 2本の 1回折れ線
も異なる 4点で交わる．

(ii) nが3以上ならば，どの3本の1回折れ線も
同一点では交わらない (右図を参照せよ)．

　

(同一点で交わる3本
の 1回折れ線)

分割される平面の領域の個数をHnで表す．H3を求めよ．

(3) Hn (n = 1)を求めよ．

応用 16.51 {mk}を公比 rの等比数列とする．2次関数 y = x2のグラフを C とし，
C上に点P1をとる．各自然数 kに対し，点Pkから点Pk+1を順次つぎのように定め
る．点Pkを通り傾きmkの直線を `kとし，この直線とCとのもう一つの交点をPk+1

とする．ただし，Cと `kが接する場合は Pk+1 = Pkとする．点 Pkの x座標を akと
する．

(1) ak+1を akとmkで表せ． (九大 [文]2003) 4

(2) 数列 {ak}の一般項を a1，m1，r，kで表せ．

(3) a1 =
m1

1 + r
とする．このとき，ある 2次関数 y = bx2があって，すべての自然

数 kに対し直線 `kがその 2次関数のグラフに接することを示し，bを rで表せ．
ただし，m1 6= 0，r 6= −1, 0とする．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2003.pdf
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応用 16.52 aと bを正の実数とする．4ABCにおいて，∠Bと∠Cは鋭角とする．点
Aを通り辺BCに直交する直線を引き，辺BCとの交点をX1とし，線分AX1の長さ
を 1とする．また，BX1 = a，CX1 = bとする．各 n = 1, 2, 3, · · · に対して以下の操
作を行う．

辺BC上の点Xnを通り辺ACに平行な直線を引き，辺ABとの交点をYn

とする．また，点Ynを通り辺BCに平行な直線を引き，辺ACとの交点
を Znとする．点 Znを通り辺 BCに直交する直線を引き，辺 BCとの交
点をXn+1とする．

線分 ZnXn+1の長さを lnとするとき，以下の問いに答えよ． (熊大 [医]2015) 3

(1) l1を a，bを用いて表せ．

(2) ln+1を ln，a，bを用いて表せ．

(3) b = 8aのとき，ln >
1

2
となる最小の奇数 nを求めよ．必要ならば，3.169 <

log2 9 < 3.17を用いてもよい．

16.4.2 3項間の漸化式

基本 16.53 数列 {an}が，

a1 = 1, a2 = 2, an+2 = −an+1 + 2an (n = 1, 2, 3, · · · )

で定められるとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2007) 7

(1) bn = an+1 − an (n = 1, 2, 3, · · · )とするとき，bn+1を bnを用いて表せ．

(2) 数列 {bn}の一般項 bnを，nを用いて表せ．

(3) 数列 {an}の一般項 anを，nを用いて表せ．

基本 16.54 数列 {an}は次の条件を満たす．

a1 = −1, a2 = 1, an+2 = 5an+1 − 6an (n = 1, 2, 3, · · · )

このとき次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2010) 7

(1) a3，a4，a5を求めよ．

(2) an+2 − αan+1 = β(an+1 − αan) を満たす実数 α，βの組を全て求めよ．

(3) 数列 {an}の一般項を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2010.pdf
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基本 16.55 rを実数とする．{an}を

a1 = 1, a2 = 3, an+2 = ran+1 − 4an (n = 1, 2, 3, · · · )

で定められる数列とする．次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2014) 3

(1) r = 0の場合に，以下のそれぞれについて一般項 anを nの式で表せ．

(i) nが奇数のとき．

(ii) nが偶数のとき．

(2) r = 5の場合に，次の (a)，(b)に答えよ．

(a) 数列 {bn}，{cn}を

bn = an+1 − an (n = 1, 2, 3, · · · )
cn = an+1 − 4an (n = 1, 2, 3, · · · )

で定めるとき，一般項 bn，cnを求めよ．

(b) 一般項 anを求めよ．

(3) r = 4の場合に，次の (c)，(d)に答えよ．

(c) 数列 {dn}を
dn =

an+1

2n+1
− an

2n
(n = 1, 2, 3, · · · )

で定めるとき，一般項 dnを求めよ．

(d) 一般項 anを求めよ．

基本 16.56 数列 {an}に対して次の漸化式が成り立つとする．

a1 = 1, a2 = 3, an+2 − 5an+1 + 6an = 1 (n = 1, 2, 3, · · · )

以下の問いに答えよ． (熊大 [文]2012) 2

(1) 定数 cに対して bn = an + cで定められた数列 {bn}を考える．

bn+2 − 5bn+1 + 6bn = 0 (n = 1, 2, 3 · · · )

を満たす cの値を求めよ．

(2) anを nの式で表せ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2012.pdf
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基本 16.57 cを実数とし，a1 = c，a2 = c2 − 2および

an+2 = a1an+1 − an (n = 1)

で数列 {an}を定義する． (佐賀大学 2011) 6

(1) n = 1のとき an+4 = a2an+2 − anとなることを示せ．

(2) c =
√

2のとき a100を求めよ．

標準 16.58 数列 {an}を an = (5 +
√

26)n−1 + (5−√26)n−1 (n = 1, 2, 3, · · · ) と定義
する． (琉球大学 2004) 1

(1) すべての自然数 nに対して，an+2 = 10an+1 + anであることを示せ．

(2) すべての自然数 nに対して，anは自然数であることを示せ．

(3) 実数 (5 +
√

26)99を無限小数で表すと，小数第 1位から小数第 99位までの数字
がすべて 0であることを示せ．−0.1 < 5−√26 < 0を証明なしで用いてよい．

標準 16.59 数列 {an}を a1 = a2 = 1，an+2 = an+1 + an (n = 1, 2, 3, · · · )によって定
める．また αを α = 1 +

1

α
を満たす正の実数とする．次の各問いに答えよ．

(鹿児島大学 2016) 3

(1) 数列 {bn}を bn =
an+1

an

で定める．bn+1を bnを用いて表せ．

(2) n = 1, 2, 3, · · · に対して bn = 1となることを示せ．

(3) n = 1, 2, 3, · · · に対して |bn+1 − α| 5 1

α
|bn − α| となることを示せ．

(4) n = 1, 2, 3, · · · に対して |bn − α| 5 1

αn
となることを示せ．

標準 16.60 赤玉は，装置Mの中では，1分経過後に 2個の白玉に変化する．白玉は，
装置Mの中では，1分経過後に 1個の赤玉と 1個の白玉に変化する．時刻 t = 1(分)に
装置Mへ赤玉を 1個入れ，以降，1分経過ごとに装置Mへ赤玉を 1個追加する．時刻
t = n(分)における装置M中の赤玉と白玉の個数をそれぞれ anと bn (n = 1, 2, · · · )と
する．このとき，時刻 t = 3(分)までの赤玉と白玉の個数は，a1 = 1，a2 = 1，a3 = 3，
b1 = 0，b2 = 2，b3 = 4となる．以下に答えよ． (九工大 [情]2006) 3

(1) an+1を bnを用いて表し，bn+1を anと bnを用いて表せ．

(2) an+2，an+1，an (n = 1, 2, · · · )が満たす関係式を求めよ．
(3) cn = an+1 − 2anとするとき，数列 {cn}の一般項が cn = (−1)nとなることを
示せ．

(4) dn =
an

2n
とするとき，数列 {dn}の一般項を求めよ．

(5) 数列 {an}と {bn}の一般項を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2004.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2006.pdf
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標準 16.61 数列 {an}が

a1 =
10

9
, a2 = 2, 100an+2 − 180an+1 + 81an = 0 (n = 1, 2, 3, · · · )

によって与えられている．次に答えよ． (九工大 [工]2002) 2

(1) bn = an+1 − 9

10
anとおく．数列 {bn}の一般項 bnを求めよ．

(2) an =
9

10
bncnにより数列 {cn}を定める．一般項 cnおよび anを求めよ．

(3) anが最大になるときの自然数 nを求めよ．

標準 16.62 袋の中に白色と黄色の 2枚のカードが入っている．袋から無作為に 1枚
取り出してその色を記録し，袋にもどす試行を n回くり返し行う．最後の 2回の試
行，つまり，n− 1回目と n回目にはじめて 2枚連続して黄色のカードが取り出され
る場合の数を f(n)とおく．ただし n = 2とする．以下に答えよ．

(九工大 [情]2002) 5

(1) f(2), f(3), f(4), f(5)を求めよ．

(2) f(n− 2), f(n− 1), f(n) (n = 4)の間の関係式を求めたい．下の (ア),(イ),(ウ)

に当てはまる式を求めよ．
1枚目のカードが白色で，さらに n − 1回の試行を行った結果最後の 2回では
じめて 2枚連続して黄色のカードが取り出される場合の数は (ア) である．1

枚目のカードが黄色で，さらに n− 1回の試行を行った結果最後の 2回ではじ
めて 2枚連続して黄色のカードが取り出される場合の数は (イ) である．し

たがって，f(n − 2)，f(n − 1)，f(n) (n = 4)の間に (ウ) の関係式が成り
立つ．

(3) 2次方程式 x2 − x − 1 = 0の 2つの解を α，βとし，an = f(n) − αf(n − 1)，
bn = f(n)− βf(n− 1)とおく．このとき数列 {an}は公比 βの等比数列であり，
数列 {bn}は公比 αの等比数列であることを示せ．

(4) f(n)を求めよ．

16.4.3 Snを含む漸化式

□□ 16.63 第 1項から第 n項までの和 Snが，Sn = an2 + bn + cで表される数列
{an}の第 n項を求めよ．ただし，a，b，cは定数とする． (福岡教育大学 2001) 1見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2001.pdf
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基本 16.64 数列 {an}の初項から第 n項までの和を Snとする．いま Sn = n2 − 25n

のとき，次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2005) 6

(1) 初項 a1を求めよ．

(2) この数列が等差数列であることを示せ．

(3) Sn > 396となる最小の nを求めよ．

基本 16.65 数列 {an}の初項から第 n項までの和を Snとする．

a1 = 1, Sn−1 − an = −4 (n = 2, 3, 4, · · · )

が成り立つとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2008) 9

(1) a2，a3，a4，a5の値をそれぞれ求めよ．

(2) 一般項 anを求めよ．

基本 16.66 数列 {an}の初項から第 n項までの和を Sn とするとき，関係式 Sn =

2an + nが成り立っている．このとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2006) 8

(1) n = 2のとき，anを an−1を用いて表せ．

(2) n = 1のとき，bn = an+1 − anとおく．bnを nを用いて表せ．

(3) anを nを用いて表せ．

基本 16.67 数列{an}の初項から第n項までの和SnがSn =
3

2
an−n (n = 1, 2, 3, · · · )

をみたす． (大分大学 2012) 1

(1) a1を求めなさい．

(2) a2を求めなさい．

(3) 一般項 anを求めなさい．

標準 16.68 数列 {an}の初項 a1から第 n項 anまでの和を Snとする．

a1 = 2, an+1 = 4an − Sn (n = 1, 2, 3, · · · )

が成り立つとき，次の問いに答えなさい． (大分大学 2009) 2

(1) n = 1のとき，an+2を an+1と anを用いて表せ．

(2) bn = an+1 − 2an (n = 1, 2, 3, · · · )とおくとき，数列 {bn}の一般項を求めよ．
(3) 数列 {an}の一般項を求めよ．
見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2009.pdf
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標準 16.69 数列 {an}の初項から第 n項までの和 Snが

Sn = 2an + n2

で与えられるとき，以下の問いに答えよ． (熊大 [文]2013) 4

(1) an+1を anを用いて表せ．

(2) anを nの式で表せ．

標準 16.70 数列 {an}，{bn}の初項から第 n項までの和をそれぞれ

sn = a1 + a2 + · · ·+ an, tn = b1 + b2 + · · ·+ bn

とおいたとき

sn =
3n2 + n

2
, log2(tn + 1) = 2n (n = 1, 2, · · · )

が成り立つ．次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2016) 2

(1) {an}の一般項を求めよ．
(2) {bn}の一般項を求めよ．

(3)
n∑

k=1

akbkを求めよ．

標準 16.71 数列 {an}の初項から第 n項までの和を Snとする．数列 {an}が

a2 = 3, nSn = (n− 1)(2an + 2− n) (n = 1, 2, 3, · · · )

をみたしているとき，次の各問に答えよ． (鹿児島大学 2001) 4

(1) 数列 {an}は nan+1 − 2(n + 1)an = n + 2 (n = 1, 2, 3, · · · )をみたすことを証明
せよ．

(2) bn =
1

n
(an + 1)で与えられる数列 {bn}の一般項 bnを求めよ．

(3)
n∑

k=1

(2ak + 1)を nの式で表せ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2001.pdf
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16.4.4 分数漸化式

基本 16.72 数列 {an}は，初項 a1 = 3，an+1 =
2an

3an + 5
(n = 1, 2, 3, · · · ) をみたす．

(1) bn =
an

an + 1
とおくとき，数列 {bn}の一般項を求めよ． (大分大学 2001) 1

(2) 数列 {an}の一般項を求めよ．

基本 16.73 次の条件によって定められる数列 {an}がある．

a1 = 1, an =
an−1

(4n + 3)an−1 + 5
(n = 2, 3, 4, · · · )

次の問いに答えよ． (福岡教育大学 2013) 6

(1) bn =
1

an

(n = 1, 2, 3, · · · )とおくとき，数列 {bn}の漸化式を求めよ．
(2) (1)の bnを用いて cn = bn+1 − bn (n = 1, 2, 3, · · · )とおくとき，数列 {cn}の一
般項を求めよ．

(3) 数列 {an}の一般項を求めよ．

16.4.5 連立漸化式

基本 16.74 2つの数列 {an}, {bn}が初項 a1 = 1, b1 = 1であり，また

an+1 = 2an + bn + 2, bn+1 = an + 2bn

の関係を満たしているとする．このとき次の問いに答えよ． (佐賀大学 2002) 1

(1) a3，b3を求めよ．

(2) 数列 {cn}を cn = an + bnで定めたとき，その一般項を求めよ．

(3) 数列 {an}, {bn}の一般項を求めよ．
(4) 数列 {an}の初項から第 n項までの和 Snを求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2002.pdf
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標準 16.75 数列 {xn}および {yn}は以下の条件を満たしているものとする．

x1 = 8, y1 = −5

xn+1 = 2xn + yn + 3n− 8 (n = 1, 2, 3, · · · )
yn+1 = 2yn + xn − 3n + 8 (n = 1, 2, 3, · · · )

以下の問いに答えよ． (熊大 [文]2007) 4

(1) zn = xn + yn，またwn = xn − ynとおく．数列 {zn}および {wn}の一般項を求
めよ．

(2) xy平面上の点 (xn, yn)と直線 y = xとの距離が最小になるような nの値をす
べて求めよ．

標準 16.76 数列 {an}は，a1 = 1，a2 = 2，
{

2a2k+1 − 3a2k + a2k−1 = 0

2a2k+2 − 3a2k+1 + a2k = 1
(k = 1, 2, 3, · · · )

をみたしている．次に答えよ． (九工大 [工]2005) 1

(1) a3，a4，a5の値をそれぞれ求めよ．

(2) 数列 {bn}を bn = an+1 − an (n = 1, 2, 3, · · · )で定義する．bn+2を bnを用いて
表せ．

(3) 数列 {bn}の一般項 bnを求めよ．

(4) 数列 {an}の一般項 anを求めよ．

標準 16.77 数列 {an}を，a1 = a2 = 1，an+2 = an+1 + an (n = 1, 2, 3, · · · )で定める．
また，数列 {bn}を bn = cos(anπ) (n = 1, 2, 3, · · · )で定め，数列 {cn}を
cn = cos

(an

2
π
)

(n = 1, 2, 3, · · · )で定める．次に答えよ． (九工大 [工]2007) 2

(1) b1，b2，b3，b4，b5，b6の値を求めよ，

(2) bn+3 (n = 1, 2, 3, · · · )を bnを用いて表せ．

(3) b100の値を求めよ．

(4) c1，c2，c3，c4，c5，c6の値を求めよ．

(5) c2007の値を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2007.pdf
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応用 16.78 数列 {xn}, {yn}, {zn}の間に次の漸化式が成立する．

xn+1 = 2xn, yn+1 = 3xn + yn, zn+1 = xn − 2yn + 3zn (n = 1, 2, 3, · · · )

このとき，次の問いに答えよ． (分大 [医]2013) 8

(1) 初項 (x1, y1) = (2, 0)に対して，一般項 xnと ynを求めよ．

(2) 数列 {an}が定数 c，d，r，sに対して，関係 an+1 = ran + csn + dで定義され
るとき，fn = psn + q (n = 1, 2, 3, · · · )が次式を満たすように定数 pと qを求め
よ．ただし，r 6= s，r 6= 0, 1，s 6= 0, 1とする．

an+1 + fn+1 = r(an + fn) (n = 1, 2, 3, · · · )

(3) 初項 (x1, y1, z1) = (2, 0, 0)に対して，一般項 znを求めよ．

16.4.6 確率漸化式

標準 16.79 平面の上に正四面体がある．平面と接している面の 3辺の 1つを任意に
選び，これを軸として正四面体をたおす．この操作を n回続けて行ったとき，最初
に平面と接していた面が再び平面と接する確率を pnとする． (琉球大学 2005) 4

(1) p1，p2，p3を求めよ．

(2) pnを nを用いて表せ．

標準 16.80 容器の中にある種類の生物がいて，この容器の中では増殖しない．この
生物に関して，次の性質を満たす定数 pがあることが知られている．

［性質］この生物の個体はk日目に生存していれば，他の個体が何匹いるかに
かかわりなく，k+1日目には確率 pで生存している (k = 1, 2, 3, · · · )．

k日目に生存している個体数をXkで表す．X1 = nとするとき，次の各問いに答え
よ． (鹿児島大学 2009) 7

(1) X2 = 0となる確率を求めよ．

(2) X3 = 0となる確率を求めよ．

(3) Xk > 0であるがXk+1 = 0となる確率を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2009.pdf
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標準 16.81 正三角形 ABCがあり，点Xは正三角形 ABCの頂点を移動する点であ
る．サイコロを投げて 5の目が出たとき点X は時計回りに隣の頂点に移動し，6の
目が出たとき点Xは反時計回りに隣の頂点に移動し，それ以外の目が出たとき点X

は移動しない．はじめに点Xは頂点Aにあるとし，サイコロを n回投げたとき点X

が頂点Aにある確率を Pnとする． (大分大学 2014) 6

(1) P1，P2，P3を求めなさい．

(2) Pn+1を Pnを用いて表しなさい．

(3) Pnを求めなさい．

標準 16.82 1辺の長さが 1の正三角形の頂点を時計回りに P，Q，Rとする．これ
らの頂点のいずれかにある動点が，次のように辺上を移動することを 1回の試行と
する．さいころを 1回投げて，1の目が出れば反時計回りに長さ 1だけ移動し，6の
目が出れば移動せず，それ以外の場合は時計回りに長さ１だけ移動する．動点は最
初に点 Pにあり，n回の試行後に動点が点 P，Q，Rにある確率をそれぞれ pn，qn，
rn (n = 1, 2, 3, · · · )とする．以下の問いに答えよ． (九工大 [情]2012) 4

(1) p1，p2をそれぞれ求めよ．

(2) q2，r2をそれぞれ求め，さらに p3を求めよ．

(3) pn+1を rnを用いて表せ．

(4) pn+3を pnを用いて表せ．

(5) p3nを nを用いて表せ．

標準 16.83 正方形の 4個の頂点を，時計回りに順にA，B，C，Dとする．頂点Aか
ら出発して頂点上を時計回りに点 Pを進めるゲームを行う．硬貨を 1回投げるごと
に，表が出たときには頂点 1つ分だけ点 Pを進め，裏が出たときには頂点 2つ分だ
け点Pを進めるものとする．ただし，点Pが頂点Dにとまった時点でゲームは終わ
るものとする．硬貨を n回投げ終えた時点で点Pが頂点Aに到達する確率を pnとす
るとき，次の問に答えよ． (佐賀大学 2015) 4

(1) p2，p3を求めよ．

(2) p4，p5を求めよ．

(3) p12を求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2015.pdf
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標準 16.84 図のような一辺の長さが1の正方形ABCD

がある．この正方形の辺上の点Qを，コインを投げて
表が出れば反時計まわりに 1，裏が出れば時計まわりに
1動かす試行を考える．点Qが頂点Aから出発してこ
の試行が繰り返し行われるものとする．このとき，次
の問いに答えよ． (九大 [文]2007) 3

　A

B C

D

(1) 表の出る確率が
1

2
のコインを投げて，上記の試行を 2回繰り返すとき，各頂点

A，B，C，Dに点Qがある確率をそれぞれ求めよ．同様に上記の試行を 3回お
よび 4回繰り返すとき，各頂点A，B，C，Dに点Qがある確率をそれぞれ求
めよ．

(2) 裏の出る確率 pが
1

2
より大きいコインを投げて，上記の試行を 2回繰り返すと

き，頂点A，B，C，Dのうち点Qが頂点Cにある確率が最大となることを示
せ．同様に 3回繰り返すとき，点Qが頂点Dにある確率が最大となることを
示せ．

標準 16.85 AとBは，赤球 2個と白球 1個が入った袋をそれぞれ 1つずつ持ってい
る．次のような試行を考える．

AとBが，それぞれ自分の持っている袋の中から無作為に球を 1つ選
び，色を見てからもとの袋に戻す．

上の試行を n (n = 2)回繰り返したとき，n回の試行の中でAとBが取り出した球の
色が一致することが少なくとも 1回起こるが続けては起こらない確率を Pnとする．
このとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2016) 4

(1) 1回の試行で，AとBが取り出した球の色が一致する確率を求めよ．

(2) P2，P3を求めよ．

(3) n = 4のとき，

Pn =
4

9
Pn−1 +

20

81
Pn−2 +

5·4n−1

9n

が成り立つことを示せ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2007.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2016.pdf
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応用 16.86 kは 2以上の自然数とする．「1」と書かれたカードが 1枚，「2」と書かれ
たカードが 2枚，· · ·，「k」と書かれたカードが k枚ある．そのうちの偶数が書かれ
たカードの枚数をM，奇数が書かれたカードの枚数をN で表す．この (M + N)枚
のカードをよくきって 1枚を取り出し，そこに書かれた数を記録してもとに戻すとい
う操作を n回繰り返す．記録された n個の数の和が偶数となる確率を pnとする．次
の問いに答えよ． (九大 [理]2009) 2

(1) p1と p2をM，N で表せ．

(2) pn+1を pn，M，N で表せ．

(3)
M −N

M + N
を kで表せ．

(4) pnを nと kで表せ．

応用 16.87 はじめに，袋Aには赤玉が 1個と白玉が 2個，袋Bにも赤玉が 2個入っ
ている．袋Aから無作為に玉を 1個取り出して袋Bに入れ，引き続き袋Bから無作
為に玉を 1個取り出して袋Aに戻す．この一連の操作を 1回の試行とするとき，n回
(n = 1)の試行の後，袋Aに赤玉が 1個だけ入っている確率を pn，2個入っている確
率を qn，1個も入っていない確率を rnとする．以下に答えよ．(九工大 [情]2003) 5

(1) p1，q1，r1の値を求めよ．

(2) pn+1，qn+1，rn+1を pn，qn，rnを用いて表せ．

(3) qn = rnであることを示せ．

(4) pn，qn，rnを求めよ．

応用 16.88 いくつかの玉が入った箱Aと箱Bがあるとき，次の試行Tを考える．

(試行T) 箱Aから 2個の玉を取り出して箱Bに入れ，その後，

箱Bから 2個の玉を取り出して箱Aに入れる．

最初に箱Aに黒玉が 3個，箱Bに白玉が 2個入っているとき，以下の問いに答えよ．
(九大 [文]2012) 4

(1) 試行Tを 1回行ったときに，箱Aに黒玉が n個入っている確率 pn (n = 1, 2, 3)

を求めて既約分数で表せ．

(2) 試行Tを 2回行ったときに，箱Aに黒玉が n個入っている確率 qn (n = 1, 2, 3)

を求めて既約分数で表せ．

(3) 試行Tを 3回行ったときに，箱Aの中がすべて黒玉になっている確率を求めて
既約分数で表せ．
見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2012.pdf


16.4. 漸化式 185

応用 16.89 点 Pは次の (i)，(ii)，(iii)の規則に従って数直線上を動く．

(i) 時刻 0で，Pは整数座標点 0から 10のいずれかの位置 i (1 5 i 5 10) にある．

(ii) 時刻 t (t = 0, 1, 2, . . .) に位置 i (1 5 i 5 9) にある P は，t + 1 には確率

p

(
0 < p <

1

2

)
で位置 i + 1に，確率 1− pで位置 i− 1に移動する．

(iii) 時刻 tに位置 0または 10にある Pは，t + 1にもその位置に留まる．

以下の問いに答えよ． (九工大 [情]2014) 4

(1) Pが時刻 0で位置 2にあるとき，時刻 3で位置 0にある確率を求めよ．

(2) Pが時刻 0で位置 1にあるとき，時刻 3で位置 0にある確率を求めよ．

時刻 0で位置 iにある Pが，いずれかの時刻で位置 0に到達する確率を qi とする．
ただし，q0 = 1，q10 = 0である．1 5 i 5 9のとき，qi+1，qi，qi−1の間には qi =

pqi+1 + (1− p)qi−1 の関係が成り立つ．

(3) qi+1 − qi = (a) (qi − qi−1)である．空欄の (a)に入る適切な数または式を求
めよ．

(4) qiを q1と pを用いて表せ．

(5) q1を求め，qiを pを用いて表せ．

16.4.7 その他の漸化式

標準 16.90 数列 {an}は
3
√

3 an+2
3 = an

4, an > 0 (n = 1, 2, 3, · · · )
を満たしている．a1 = 1，a2 = 2のとき，a2k−1(kは自然数)を，kを用いて表せ．

(宮大 [医]2015) 5

標準 16.91 数列 {an}を
a1 = 2, an+1 = an

2 − an + 1 (n = 1, 2, 3, . . .)

で与える．a1, . . . , anの積を Pnとおく． (九大 [文]2001) 3

(1) 各 nについて an > 0であることを示せ．

(2) 各 nについて an+1 = Pn + 1であることを示せ．

(3) Sn =
1

a1

+ · · ·+ 1

an

とおく．S1，S2，S3，S4を求めよ．

(4) 各 nについて Snを Pnで表せ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2001.pdf
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応用 16.92 放物線C : y = x2− 1と a1 > 1を満たす実数 a1を考える．このとき，次
の問いに答えよ． (九大 [文]2008) 4

(1) C上の点 (a1, a1
2 − 1)における接線と x軸との交点の x座標を a2とするとき，

a2を a1を用いて表せ．

(2) (1)で求めた a2に対して，C上の点 (a2, a2
2 − 1)における接線と x軸との交点

の x座標を a3とする．この操作を繰り返してできる数列を a1，a2，· · ·，an · · ·
とする．このとき，すべての nに対して an > 1を示せ．

(3) bn =
1

2
(an − 1)とおくとき，すべての nに対して，bn+1 < bn

2を示せ．

(4) a1 = 2のとき，bn < 10−12となる nの値を 1つ求めよ．ただし，必要があれば，
log10 2を 0.3010として計算してよい．

16.5 数学的帰納法
□□ 16.93 次の (1)，(2)に答えよ． (鹿児島大学 2013) 3

(1) 自然数 nに対して自然数 anを次のように定義する．

an = (2n− 1)·(2n− 3)· · · · ·3·1

このとき，すべての自然数 kに対して (2k)! = 2kk!akが成り立つ．このことを
証明せよ．

(2) すべての自然数 nに対して，2n!は 2(2n−1)で割り切れる．このことを数学的帰
納法で証明せよ．

□□ 16.94 数列 {an}が，a1 = sin2 θ，an+1 = 4an(1 − an) (n = 1, 2, 3, · · · )で定め
られているとき，次の (1)，(2)に答えよ． (宮崎大学 2013) 2

(1) a2と a3を，θを用いて表せ．

(2) anが θと nを用いてどのように表されるのか予想し，それが正しいことを数学
的帰納法を用いて証明せよ．

□□ 16.95 nは 3以上の自然数とする．数学的帰納法によって，次の不等式を証明
せよ． (福岡教育大学 2015) 1

2n >
1

2
n2 + n

□□ 16.96 自然数 nについて 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =

{
1

2
n(n + 1)

}2

が成り立つこ

とを数学的帰納法によって証明せよ． (福岡教育大学 2013) 5

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/fukkyou/fukkyou_2013.pdf
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基本 16.97 数列 {an}は a1 = 6，an+1 = an + 16n + 8 (n = 1, 2, 3, · · · )により，定ま
るものとして，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2002) 4

(1) 一般項 anを求めよ．

(2) 次の等式が成り立つことを数学的帰納法により証明せよ．

n∑

k=1

k3 =
n2(n + 1)2

4
(n = 1, 2, 3, · · · )

(3) 和 a1 + 2a2 + 3a3 + · · ·+ nanを求めよ．

基本 16.98 数列 {an}は a1 =
3

2
，an+1 = 3− 2

an

(n = 1, 2, 3, · · · )により定まるもの
として，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2006) 4

(1) すべての自然数 nについて，1 < an < 2であることを示せ．

(2) xn =
1

2− an

とおくとき，xn+1と xnの間に成り立つ関係式を求めよ．

(3) 数列 {xn}の一般項を求めよ．
(4) 数列 {an}の一般項を求めよ．

基本 16.99 a1 =
q

p
(p > q > 0)，an+1 =

1

2− an

(n = 1, 2, · · · )で定義された数列
{an}について，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2003) 12

(1) a2, a3, a4を求めよ．

(2) 一般項 anを推定し，n，p，qを用いて表せ．さらに，その推定が正しいことを
数学的帰納法を用いて証明せよ．

基本 16.100 数列 {an}が，

a1 =
1

3
, an+1 =

1

3− 2an

(n = 1, 2, 3, · · · )

で定められているとき，次の各問に答えよ． (宮崎大学 2012) 10

(1) a2，a3，a4の値を求めよ．

(2) 一般項 anを予想し，それが正しいことを数学的帰納法を用いて証明せよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2012.pdf
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基本 16.101 初項 a1 = 0と漸化式

an+1 = (1− r)rn−1 + r2an (n = 1, 2, 3, · · · )

によって与えられる数列 {an}について，次の各問に答えよ．ただし，r 6= 0，r 6= 1

とする． (宮崎大学 2015) 10

(1) a2，a3，a4を，rを用いてそれぞれ表せ．

(2) 第 n項 anを推測して，それが正しいことを，数学的帰納法を用いて証明せよ．

(3)
n∑

k=1

akを計算し，r，nを用いて表せ．

基本 16.102 条件 a1 = 0，nan+1 = (n + 1)an + 2 (n = 1, 2, 3, · · · )で定義される数列
を {an}とし，条件 b1 = 1，nbn+1 = (n + 1)bn + n(n + 1) (n = 1, 2, 3, · · · )で定義さ
れる数列を {bn}とする． (大分大学 2002) 1

(1) an，bnを表す nの式を推定し，それらが正しいことを数学的帰納法を用いて証
明しなさい．

(2) {an}と {bn}に共通に含まれる数を小さい順に並べてできる数列を {cn}とする
とき，cnを表す nの式を求め，簡潔にその理由を述べなさい．

(3) {cn}の初項から第 n項までの和を求めなさい．

標準 16.103 次の問いに答えよ． (長崎大学 2012) 2

(1) mを 5以上の自然数とする．次の不等式が成り立つことを，数学的帰納法に
よって証明せよ．

m! > 2m > m2

(2) 自然数 nに対する次の和を求めよ．

Sn =
1

1·3 +
1

2·4 +
1

3·5 + · · ·+ 1

n(n + 2)

(3) (2)で求めた Snについて，Sn <
3

4
が成り立つことを示せ．

(4) (2)で求めた Snについて，Sn >
2

3
を満たす最小の自然数 nを求めよ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2002.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2012.pdf
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標準 16.104 正の数からなる数列 {an}に対し，Sn =
n∑

k=1

akとする．すべての自然

数 nに対して，
an + 3

2
=
√

3Sn が成り立つとき，次の問いに答えよ．

(1) a1を求めよ． (佐賀大学 2012) 5

(2) an+1を Snを用いて表せ．

(3) nが自然数であるとき，数学的帰納法を用いて，Sn = 3n2が成り立つことを証
明せよ．

標準 16.105 関係式

a1 = β, an+1 = 2an(1− an) (n = 1, 2, 3, · · · )

で定められる数列 {an}について，次の各問に答えよ．ただし，β <
1

2
とする．

(1) n = 1に対して，不等式 an <
1

2
が成り立つことを示せ． (宮崎大学 2005) 13

(2) n = 1に対して，bn = log2

(
1

2
− an

)
とおく．このとき，関係式

bn+1 = 2bn + 1

が成り立つことを示せ．

(3) anを nと βを用いて表せ．

標準 16.106 1次関数 fn(x) = anx + bn (n = 1, 2, 3, · · · )は以下の 2つの条件を満た
すとする．

(i) f1(x) = x

(ii) fn+1(x)は整式 Pn(x) =

∫ x

1

6tfn(t) dt を x2 + xで割った余りに等しい．

以下の問いに答えよ． (熊大 [文]2014) 4

(1) n = 1のとき，an+1，bn+1を an，bnを用いて表せ．

(2) n = 2のとき，|an|と |bn|は偶数であることを示せ．
(3) n = 2のとき，|an|と |bn|は 3の倍数ではないことを示せ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2005.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2014.pdf
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標準 16.107 nを2以上の整数とする．n個の実数a1, a2, · · · , anが与えられたとき，

Pn = (a1 + a2 + · · ·+ an)2, Qn = a1
2 + a2

2 + · · ·+ an
2

とおく．次に，1 5 i < j 5 nを満たすすべての番号 i，jに対する aiajの和をRnとす
る．たとえば，R2 = a1a2，R3 = a1a2+a1a3+a2a3である．同様に，1 5 i < j 5 nを満
たすすべての番号 i，jに対する (ai−aj)

2の和をSnとする．たとえば，S2 = (a1−a2)
2，

S3 = (a1 − a2)
2 + (a1 − a3)

2 + (a2 − a3)
2である．次の問いに答えよ．

(1) P4をQ4とR4を使って表せ． (長崎大学 2013) 3

(2) すべての n = 2に対して Sn = (n − 1)Qn − 2Rnと表されることを，数学的帰
納法で証明せよ．

(3) Q4を P4と S4を使って表せ．

(4) a1 + a2 + a3 + a4 = 1のとき，Q4の最小値と，そのときの a1，a2，a3，a4の値
をそれぞれ求めよ．

標準 16.108 2つの数列 {an}，{bn}は，a1 = b1 = 1および，関係式

an+1 = 2anbn

bn+1 = 2an
2 + bn

2

をみたすものとする．このとき次の問いに答えよ． (九大 [文]2006) 2

(1) n = 3のとき，anは 3で割り切れるが，bnは 3で割り切れないことを示せ．

(2) n = 2のとき，anと bnは互いに素であることを示せ．

標準 16.109 自然数nに対して，an = (cos 2n)(cos 2n−1) · · · (cos 2)(cos 1)とおく．た
だし，角の大きさを表すのに弧度法を用いる．このとき，次の問いに答えよ．

(1) a1 =
sin 4

4 sin 1
を示せ． (九大 [文]2008) 1

(2) an =
sin 2n+1

2n+1 sin 1
を示せ．

(3) an <

√
2

2n+1
を示せ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2006.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2008.pdf
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応用 16.110 次の問いに答えよ． (九大 [文]2002) 4

(1) nを正の整数とする．どんな角度 θに対しても

cos nθ = 2 cos θ cos(n− 1)θ − cos(n− 2)θ

が成り立つことを示せ．また，ある n次式 pn(x)を用いて cos nθは

cos nθ = pn(cos θ)

と表されることを示せ．

(2) pn(x)は nが偶数ならば偶関数，奇数ならば奇関数になることを示せ．

(3) 整式 pn(x)の定数項を求めよ．また，pn(x)の 1次の項の係数を求めよ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2002.pdf
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16.6 問題研究

16.6.1 3項間の漸化式

数列 {an}の漸化式 an+2 − pan+1 + qan = 0の特性方程式

x2 − px + q = 0

の解を α，βとすると，与えられた漸化式は an+2 − (α + β)an+1 + αβan = 0

これから

{
an+2 − βan+1 = α(an+1 − βan)

an+2 − αan+1 = β(an+1 − αan)

ゆえに

{
an+1 − βan = αn−1(a2 − βa1)

an+1 − αan = βn−1(a2 − αa1)
· · · (∗)

i) α 6= βのとき，(∗)の第 1式から第 2式を引くことにより

an =
(a2 − βa1)α

n−1 − (a2 − αa1)β
n−1

α− β

ii) α = βのとき，(∗)から an+1

αn+1
− an

αn
=

a2

α2
− a1

α

数列
{ an

αn

}
は初項

a1

α
，公差

a2

α2
− a1

α
の等差数列であるから

an

αn
=

a1

α
+ (n− 1)

( a2

α2
− a1

α

)

よって an = αn−1
{

a1 + (n− 1)
(a2

α
− a1

)}

i)，ii)の結果から，定数A，B，C，Dを用いて

α 6= βのとき an = Aαn−1 + Bβn−1， α = βのとき an = (Cn + D)αn−1

例えば，174ページの 16.55(鹿児島大学 2014)について，(2)は特性方程式x2−5x+

4 = 0の解が 1，4であるから，一般項を

an = A + B·4n−1

とおける．a1 = 1，a2 = 3であるから

A + B = 1, A + 4B = 3 これを解いて A =
1

3
, B =

2

3

よって an =
1

3
+

2

3
·4n−1 =

1

3
(1 + 22n−1)

見
本
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(3)は特性方程式 x2 − 4x + 4 = 0が重解 2をもつから，一般項を

an = (Cn + D)·2n−1

とおける．a1 = 1，a2 = 3であるから

C + D = 1, (2C + D)·2 = 3 これを解いて C = D =
1

2

よって an =

(
1

2
n +

1

2

)
·2n−1 = (n + 1)·2n−2

(1)は特性方程式 x2 + 4 = 0の解が±2iであるから，一般項を

an = C(2i)n + D(−2i)n

とおくと，a1 = 1，a2 = 3であるから

2i(C −D) = 1, −4(C + D) = 3 ゆえに C + D = −3

4
, (C −D)i =

1

2

したがって (ド・モアブルの定理 [数学 III]を用いる)

an = 2n{Cin + D(−i)n}
= 2n

{
C

(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)n

+ D
(
cos

π

2
− i sin

π

2

)n}

= 2n
{

(C + D) cos
n

2
π + (C −D)i sin

n

2
π
}

= 2n

(
−3

4
cos

n

2
π +

1

2
sin

n

2
π

)

= 2n−2
(
−3 cos

n

2
π + 2 sin

n

2
π
)

i) nが奇数のとき，cos
n

2
π = 0，sin

n

2
π = (−1)

n−1
2 より

an = 2n−2·2·(−1)
n−1

2 = (−4)
n−1

2

ii) nが偶数のとき，cos
n

2
π = (−1)

n
2，sin

n

2
π = 0より

an = 2n−2·(−3)·(−1)
n
2 = 3·(−4)

n−2
2見
本
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16.6.2 分数漸化式

p，q，r 6= 0，sを定数とする漸化式

an+1 =
pan + q

ran + s
· · · (∗)

の一般項について，以下に述べる．
ps− qr = 0のとき，右辺は定数となるので，ps− qr 6= 0とする．
(∗)の特性方程式

x =
px + q

rx + s
すなわち rx2 + (s− p)x− q = 0 · · · (∗∗)

の解を α，βとすると

an+1 − α =
pan + q

ran + s
− pα + q

rα + s
=

(ps− qr)(an − α)

(rα + s)(ran + s)
· · · (∗ ∗ ∗)

an+1 − β =
(ps− qr)(an − β)

(rβ + s)(ran + s)

i) α 6= βのとき，上の 2式から

an+1 − β

an+1 − α
=

rα + s

rβ + s
·an − β

an − α

したがって
an − β

an − α
=

a1 − β

a1 − α

(
rα + s

rβ + s

)n−1

上式から，anが求まる．

ii) α = βのとき，(∗)の係数の係数について

(s− p)2 + 4rq = 0 ゆえに (p + s)2 = 4(ps− qr) · · · 1©

また，αは (∗∗)の重解であるから

α =
p− s

2r
ゆえに rα + s =

1

2
(p + s) · · · 2©

1©， 2©により，(∗ ∗ ∗)は

an+1 − α =
(ps− qr)(an − α)

(rα + s){r(an − α) + rα + s}

=
1
4
(p + s)2(an − α)

1
2
(p + s){r(an − α) + 1

2
(p + s)}

見
本
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逆数をとると
1

an+1 − α
=

1

an − α
+

2r

p + s

このとき，数列
{

1

an − α

}
は初項が

1

a1 − α
，公差が

2r

p + s
の等差数列であるから

1

an − α
=

1

a1 − α
+

2r

p + s
(n− 1)

これから，anが求まる．

例えば，179ページの 16.72(大分大学 2001)の漸化式

a1 = 3, an+1 =
2an

3an + 5

の特性方程式 x =
2x

3x + 5
の解が 0,−1であるから

an+1 + 1 =
5(an + 1)

3an + 5

したがって
an+1

an+1 + 1
=

2

5
· an

an + 1
ゆえに

an

an + 1
=

3

4

(
2

5

)n−1

よって an =
3·2n−1

4·5n−1 − 3·2n−1

次に，187ページの 16.99(宮崎大学 2003)の漸化式

a1 =
q

p
(p > q > 0), an+1 =

1

2− an

(n = 1, 2, · · · )

の特性方程式 x =
1

2− x
，すなわち x2 − 2x + 1 = 0は重解 1をもつから

1

an+1 − 1
=

1

an − 1
− 1

ゆえに
1

an − 1
=

1
q
p
− 1

− (n− 1) よって an =
(n− 1)p− (n− 2)q

np− (n− 1)q見
本
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16.6.3 ギャンブラーの破産問題

ランダムウォークの応用として，ギャンブラーの破産問題と呼ばれているものを
考える．あるギャンブラーの最初の所持金を 2ドルとする．1回賭けを行うごとに，
勝てば所持金が 1ドル増え，負ければ 1ドル失うものとする．所持金がなくなれば
ギャンブラーは破産しそこで賭けは終わり，また，所持金が 5ドルになれば賭けは終
了する．1回の賭けで勝つ確率を 2

3
，負ける確率を 1

3
としたとき，このギャンブラー

が破産して終了する確率はいくらとなるかを考えてみよう．この問題を数直線上で
考えると，数直線上の位置 2からスタートし，0と 5の間で+方向へ移動する確率が
2
3
，−方向へ移動する確率が 1

3
のランダムウォークとなる．0から 5の間で+方向へ

移動する確率が 2
3
，−方向へ移動する確率が 1

3
のランダムウォークとなる．0または

5に達したときに賭けは終了する．
さて，ランダムウォークでは，状態の変化は確率的に定まり，その確率は一定であ

る．すなわち，ある状態にある場合，それ以降の過程は時刻や履歴によらず確率的
に定まる．したがって，ギャンブラーの破産確率は，単にそのときの所持金の額で
決まる．これを r(i) (i = 0, 1, · · · , 5)としよう．r(i)は所持金が iであるときに，破
産して終了する確率である． (東大 [理]2002年後期)

(1) r(2)を r(1)，r(3)で表せ．

(2) このような関係式を各状態について表し，それらを用いて最初の所持金が 2ドル
のギャンブラーが破産して終了する確率を求めよ．

解答 (1) r(2) =
2

3
r(3) +

1

3
r(1)

(2) (1)と同様に r(1) =
2

3
r(2) +

1

3
r(0), r(0) = 1

r(2) = xとおいて上式に代入すると r(1) =
2

3
x +

1

3
(1)の結果から，さらに

r(3) =
3

2
r(2)− 1

2
r(1) =

3

2
x− 1

2

(
2

3
x +

1

3

)
=

7

6
x− 1

6

r(4) =
3

2
r(3)− 1

2
r(2) =

3

2

(
7

6
x− 1

6

)
− 1

2
x =

5

4
x− 1

4

r(5) =
3

2
r(4)− 1

2
r(3) =

3

2

(
5

4
x− 1

4

)
− 1

2

(
7

6
x− 1

6

)
=

31

24
x− 7

24

r(5) = 0 であるから x =
7

31
よって r(2) =

7

31
見
本
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補足 確率漸化式 r(i) =
2

3
r(i + 1) +

1

3
r(i− 1)の特性方程式 2x2 − 3x + 1 = 0の

解が
1

2
, 1から，定数A，Bを用いて

r(i) = A

(
1

2

)i

+ B

とおくと，r(0) = 1，r(5) = 1であるから

A + B = 1,
A

32
+ B = 0 これを解いて A =

32

31
, B = − 1

31

よって r(i) =
32

31

(
1

2

)i

− 1

31
(i = 0, 1, · · · , 5)

次の問題も (185ページの 16.89)，破産問題をテーマにした出題である．

点 Pは次の (i)，(ii)，(iii)の規則に従って数直線上を動く． (九工大 [情]2014)

(i) 時刻 0で，Pは整数座標点 0から 10のいずれかの位置 i (1 5 i 5 10) にある．

(ii) 時刻 t (t = 0, 1, 2, . . .) に位置 i (1 5 i 5 9) にある P は，t + 1 には確率

p

(
0 < p <

1

2

)
で位置 i + 1に，確率 1− pで位置 i− 1に移動する．

(iii) 時刻 tに位置 0または 10にある Pは，t + 1にもその位置に留まる．

(i)～(iii)の規則に従うとき，最終的に qiを求めさせる問題であるが，次の確率漸化
式が成り立つ (1つ先の確率過程に進む)．

(∗) q0 = 1, q10 = 0, qi = pqi+1 + (1− p)qi−1 (i = 1, 2, · · · , 9)

注意 マルコフ性のように，1つ前の確率過程をもとに

(×) qi = pqi−1 + (1− p)qi+1

とすると，規則 iii)により，i = 1のとき上式は成立しない．これ以外で成立し
たとしても，確率漸化式は，連立方程式であるから，間違いである．

確率漸化式 (∗)の特性方程式 px2 − x + 1− p = 0の解は

1,
1− p

p

(
0 < p <

1

2
より 1 6= 1− p

p

)

α =
1− p

p
とおくと，実数C，Dを用いて

qi = C + Dαi

見
本
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とおける．q0 = 1，q10 = 0であるから

C + D = 1, C + Dα10 = 0 これを解いて C =
α10

α10 − 1
, D = − 1

α10 − 1

よって qi =
α10 − αi

α10 − 1
=

(
1−p

p

)10

−
(

1−p
p

)i

(
1−p

p

)10

− 1
(i = 0, 1, · · · , 10)

本題を次のように書き直すこともできる．
破産問題 (Ruin problem)¶ ³

Pは所持金 i万円で (1 5 i 5 9)，1回のゲームで勝てば 1万円だけ増え，負け
れば 1万円だけ減るゲームに参加する．Pは所持金が 10万円 (目標金額)になる
か，所持金がなくなったときにゲームは終了する．1回のゲームでPが勝つ確率
を p (0 < p < 1

2
)とし，Pの所持金がなくなる確率を qiを求めよ．

µ ´
本題の結果から，α =

1− p

p
とおくと

qi =
α10 − αi

α10 − 1
(i = 0, 1, · · · , 10)

また，このゲームの期待金額をEiとすると

Ei = 105(1− qi) =
105(αi − 1)

α10 − 1

例えば，Pの所持金が 5万円のとき，破産する確率 q5およびゲームの期待金額E5は
(E5の 1円未満は切り捨て)

p q5 E5

0.40 0.88364 11636

0.41 0.86055 13945

0.42 0.83395 16605

0.43 0.80365 19635

0.44 0.76956 23044

0.45 0.73172 26828

0.46 0.69035 30965

0.47 0.64583 35417

0.48 0.59874 40126

0.49 0.54985 45015

このような不利なゲーム (0 < p < 1
2
)に時間をかけて参加するより，1回勝負で 5万

円をかけることができるならば，1回勝負の期待金額の方が大きい．

見
本
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16.6.4 連続する自然数のべき乗和

165ページの 16.29(九大 [文]2010)や 166ページの 16.34(大分大学 2014)で出題さ
れたように，連続する自然数のべき乗和の公式を証明させる問題が出題されている．
一般には，次の定理が成り立つ．
ファウルハーバー (Faulhaber)の定理¶ ³

0以上の整数 iに対して，Si(n) =
n∑

k=1

kiとすると，次式が成立する．

Si(n) =
1

i + 1

i∑
j=0

(−1)j
(
i + 1

j

)
Bjn

i+1−j

ただし Bj =

j∑
p=0

(−1)p p!

p + 1

{
j
p

}
=

j∑
p=0

1

p + 1

p∑
q=0

(−1)q
(

p
q

)
qj

なお，Bjはベルヌーイ数，
{

j
p

}
は第 2種スターリング数，

(
p
q

)
は 2項係数．

00は定義されないが，ここでは便宜的に，00 = 1として計算する．
µ ´

証明 第 2種スターリング数1 をCoupon collector’s problemの関係式2 から導き，独
自の証明を与えた． 証終

実際に，ベルヌイ数を計算すると

B0 = 1, B1 = −1

2
, B2 =

1

6
, B3 = 0, B4 = − 1

30
, B5 = 0, B6 =

1

42
, · · ·

したがって，Si(n)の ni+1(最高次)の係数は
1

i + 1
，niの係数は

1

2
．例えば，

S4(n) =
1

5

4∑
j=0

(−1)j
(

5
j

)
Bjn

5−j

=
1

5

(
B0n

5 − 5B1n
4 + 10B2n

3 − 10B3n
2 + 5B4n

)

=
1

5

(
n5 +

5

2
n4 +

5

3
n3 − 1

6
n

)

=
1

30
n(n + 1)(2n + 1)(3n2 + 3n− 1)

1http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita 2014.pdf 8
2http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima 2012.pdf 7
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第 17 章 確率分布と統計（数学B）

17.1 確率分布
基本 17.1 次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2016) 5

(1) 1個のさいころを 10回投げるとき，1または 2の目が出る回数Xの期待値E(X)

と標準偏差 σ(X)を求めよ．

(2) 確率変数Xの確率密度関数が f(x) =
2

25
x (0 5 x 5 5)で与えられているとき，

Xの期待値E(X)と分散 V (X)を求めよ．

(3) 2つの事象A，Bについて，AとBが独立ならAとBも独立であることを示
せ．ただしAはAの余事象を表す．

標準 17.2 確率変数X は，n個の値 1, 2, · · · , nを等しい確率でとるものとする．
このとき，次の各問に答えよ． (鹿児島大学 2001) 12

(1) 確率変数Xの平均値と標準偏差を求めよ．

(2) 確率変数 Y = 2X − 1の平均値mと標準偏差 σを求めよ．

(3) |Y −m| < √
3σを証明せよ．ただし，n = 2とする．

標準 17.3 1から n (n > 3)までの数字 1, 2, 3, · · · , nを 1つずつ書いた n枚のカー
ドが入っている箱の中から，同時に 2枚のカードを取り出す．この 2枚のカードに書
いてある数字をX, Y (X > Y )とする．いま，自然数 s，tは 1 5 s < t 5 nを満た
しているとして，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2002) 8

(1) 次の各確率を求めよ．

(a) X = tかつ Y = sである確率 P (X = t, Y = s)

(b) X = tである確率 P (X = t)

(c) Y = sである確率 P (Y = s)

(d) X = 3Y である確率 P (X = 3Y )

(2) X，Y の平均をそれぞれE(X)，E(Y )とするとき，E(X) + E(Y )を求めよ．

201
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標準 17.4 1，2，3，4，5の番号をつけた 5枚のカードがある．カード 1枚をでたら
めに取り出し，取り出したカードはもとに戻す試行を繰り返す．ただしこの試行は，
取り出したカードの番号が 4以上であるか，または取り出したカードの番号の和が
はじめて 4以上になったときに終了する．カードを取り出した回数をXとするとき，
次の問いに答えよ． (鹿児島大学 2003) 8

(1) 確率 P (X = 1)および P (X = 2)を求めよ．

(2) Xの確率分布および平均 (期待値)E(X)を求めよ．

(3) 取り出したカードの番号の和が 8である確率を求めよ．さらに，取り出したカー
ドの番号の和が 8であるときに，カードを取り出した回数が 2回である条件つ
き確率を求めよ．

標準 17.5 Aチームは B，C，D，Eの 4チームと 1試合ずつ野球の試合をする．A

チームがB，C，D，Eのチームに勝つ確率は，それぞれ
2

5
，

1

4
，

2

3
，

1

2
で，引き分け

はないものとする．Aチームが勝つ試合の数をXとする．このとき次の各問いに答
えよ．

(鹿児島大学 2004) 9

(1) Aチームが少なくとも 1つのチームに勝つ確率を求めよ．

(2) Aチームがちょうど 1つのチームに勝つ確率を求めよ．

(3) Xの確率分布および平均 (期待値)E(X)を求めよ．

基本 17.6 区別のつかない 4個の空箱と，1から 4までの番号をつけた 4個の玉があ
る．番号 1，2，3，4の玉を番号の順に，次の (ア)，(イ)のように箱に入れる．

(ア) 番号 1の玉を空箱の一つに入れる．

(イ) j = 2, 3, 4について，番号 jの玉を番号 1の玉が入っている箱かまたは空箱の

一つへ入れる．ただし，番号 1の玉が入っている箱へ入れる確率は 1 − 1

j
で，

空箱へ入れる確率は
1

j
であるとする．

j = 1, 2, 3, 4について，番号 jの玉を入れ終わったとき，玉が入っている箱の個数
をXjとする．このとき，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2005) 8

(1) 確率 P (X2 = 1)，P (X3 = 1)，P (X4 = 1)を求めよ．

(2) 確率 P (X2 = 2)，P (X3 = 3)，P (X4 = 4)を求めよ．

(3) j = 3, 4について，2 5 i 5 j − 1を満たす iに対し，確率 P (Xj = i)を
P (Xj−1 = i)と P (Xj−1 = i− 1)を用いて表せ．

(4) X4の確率分布を求めよ．

見
本
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標準 17.7 2つのさいころを投げ，出た目をX，Y (X 5 Y )とする．このとき，次
の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2006) 7

(1) X = 1である事象をA，Y = 5である事象をBとする．確率 P (A ∩ B)，条件
つき確率 PB(A)をそれぞれ求めよ．

(2) 確率 P (X = k)，P (Y = k)をそれぞれ kを用いて表せ．

(3) 3X2 + 3Y 2の平均 (期待値)E(3X2 + 3Y 2)を求めよ．

標準 17.8 1，2，3，4の番号をつけた 4枚のカードがある．この中からカードを 1

枚取り出しそこに書かれている番号を見る，という試行を繰り返す．ただし，取り
出したカードはもとに戻さない．この試行は，取り出したカードに書かれた番号の
合計が 3の倍数になるか，または 4枚全部を取り出したときに終了する．取り出し
たカードに書かれた番号の合計が 3の倍数になったとき，この試行は成功したとよ
ぶ．4枚全部を取り出したとき，この試行は失敗したとよぶ．この試行の得点Xは，
成功したときは取り出したカードの枚数とし，失敗しときは 0点とする．このとき，
次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2008) 7

(1) 確率 P (X = 1)および P (X = 2)を求めよ．

(2) この試行が成功する確率を求めよ．また，得点の平均 (期待値)E(X)を求めよ．

(3) 取り出したカードに書かれた番号の和が 6となる確率を求めよ．さらに，取り
出したカードに書かれた番号の和が 6であることが分かっているとき，X = 3

である条件つき確率を求めよ．

標準 17.9 袋の中に 1の数字が書かれている球が 5個，2の数字が書かれている球が
3個，5の数字が書かれている球が 2個の合計 10個の球が入っている．1個の球を取
り出して，その球に書かれている数を確認し，もとに戻すことを繰り返す．i回目に
取り出した球に書かれている数をXiとする．このとき，次の各問いに答えよ．

(鹿児島大学 2010) 7

(1) X1の確率分布を表で表せ．また，X1の平均と分散を求めよ．

(2) Z = X1 + X2の確率分布を表で表せ．また，確率 P (Z 5 4)の値を求めよ．

(3) S = X1 −X2とするとき

P (W 5 a) 5 P (Z 5 4)

を満たす整数 aの最大値を求めよ．

(4) S = X1 + X2 + · · ·Xnが n + 1となる確率を求めよ．見
本
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標準 17.10 大小 2個のさいころを同時に投げる試行を考える．この試行で，大きい
さいころの出た目をX，小さいさいころの出た目を Y とする．T = 2X − Y とする
とき，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2011) 7

(1) 確率 P (T = 6)，P (T = 0)を求めよ．

(2) 分散 V (X)，平均E(T )を求めよ．

(3) V (aT ) = 25となる定数 aの値を求めよ．

標準 17.11 0，1，2，3，4の数字が 1つずつ記入された 5枚のカードがある．この
5枚のカードの中から 1枚引き，数字を記録して戻すという作業を 3回繰り返す．た
だし，3回ともどのカードを引く確率も等しいとする．記録した 3つのカード数字の
最小値をXとするとき，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2013) 7

(1) k = 0, 1, 2, 3, 4に対して確率 P (X = k)を求めよ．

(2) 確率変数Xの確率分布を表で表せ．

(3) 確率変数Xの平均 (期待値)E(X)を求めよ．

(4) 確率変数Xの分散 V (X)を求めよ．

標準 17.12 2つの確率変数 X，Y の確率分布を同時に考えた表 (同時確率分布表)

が以下のように与えられている．ただし，X，Y は互いに独立であり，0 < a < 1，
0 < b < 1とする．このとき，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2014) 7

Y
X 2 4 計
1 a

2

計 b 1

(1) 表を完成させよ．

(2) 確率変数W = X − Y の平均E(W )を求めよ．

(3) 確率変数Z =
Y

X
の確率分布表を作成し，Zの平均E(Z)を求めよ．

(4) E(Z) =
9

4
，E(W ) = −3

2
となる場合に，Zの分散 V (Z)を求めよ．

標準 17.13 整数 n (n = 4)に対し，2枚のコインを同時に投げる試行を繰り返し，2

枚とも表が出るか，または n回繰り返した時点で試行を終了するときの試行の回数
をXnとする．確率変数Xnについて，次の各問いに答えよ．(鹿児島大学 2015) 5

(1) n−1以下の自然数kに対して，確率P (Xn = k)を求めよ．また，確率P (Xn > 3)

を求めよ．

(2) 確率 P (Xn = n)を nを用いて表せ．

(3) Xnの平均をEnとかくとき，En+1 − Enを求めよ．

見
本
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17.2 統計的な推測
標準 17.14 2つの変量x，yの値からなるN個の資料 (x1, y1), (x2, y2), · · · , (xN , yN)

がある．この資料による x，yの平均値をそれぞれ x，yとし，標準偏差をそれぞれ
σx，σyとする．また，σxy，E(x2)およびE(xy)を次で定める．

σxy =
1

N

N∑

k=1

(xk − x)(yk − y), E(x2) =
1

N

N∑

k=1

xk
2, E(xy) =

1

N

N∑

k=1

xkyk

このとき，次の文中にある空欄 　 に適する式を求め，その結果だけを答えよ．
(鹿児島大学 2002) 12

(1) σxを xおよびE(x2)を用いて表すと σx = 　 である．

(2) σxyを x，yおよびE(xy)を用いて表すと σxy = 　 である．

(3) x，yの相関係数 rを σx，σyおよび σxyを用いて表すと r = 　 である．た
だし，σxσy 6= 0とする．

(4)
1

N

N∑

k=1

(yk − txk − 1)2の値を最小にする実数 tの値を x，E(x2)およびE(xy)を

用いて表すと t = 　 である．ただし，E(x2) 6= 0とする．

標準 17.15 確率変数Zが平均 0，分散 1の標準正規分布N(0, 1)に従うとする．
P (0 5 Z 5 1.5) = 0.4332であるとして，次の各問いに答えよ．

(鹿児島大学 2003) 12

(1) 確率変数 X は平均 40，分散 202 の正規分布 N(40, 202)に従うとする．確率
P (X 5 10)を求めよ．

(2) 母平均 40，母分散 202の母集団から，大きさ nの無作為標本を抽出するとき，
その標本平均をX とする．nが十分大きいとき，X が近似的に従う確率分布
を求めよ．また，この確率分布にX が正確に従うと仮定して，P (39 5 X 5
41) = 0.8664となる nの値の範囲を求めよ．見
本
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標準 17.16 母平均m，母標準偏差 σの母集団から大きさ nの無作為標本を抽出する

とき，その標本平均をXとする．また，標本平均Xは平均m，分散
σ2

n
の正規分布

N(m,
σ2

n
)にしたがうとする．このとき次の各問いに答えよ．(鹿児島大学 2004) 13

(1) Xの変換
X − a

b
が，標準正規分布N(0, 1)にしたがうように aと bを定めよ．

(2) 標本平均 X を用いて母平均mに対する信頼度 95%の信頼区間を求めよ．ま
た，その信頼区間を導きだす過程も示せ．ただし，確率変数Zが標準正規分布
N(0, 1)にしたがうとき，P (Z > 1.96) = 0.025であるとする．

(3) 母標準偏差 σが 5のとき，母平均mに対する信頼度 95%の信頼区間の幅が 2

以下となる標本の大きさ nの最小値を求めよ．

標準 17.17 ある工場で生産されている製品の不良品率を pとし，この製品の中から
n個を無作為に抽出して調べるとき，その中の不良品の個数をX個とする．なお，標
準正規分布N(0, 1)に従う確率変数Zについて，

P (|Z| 5 1.96) = 0.95, P (0 5 Z 5 1.8) = 0.4641, P (0 5 Z 5 1.9) = 0.4713

P (0 5 Z 5 2) = 0.4772, P (0 5 Z 5 2.1) = 0.4821

であるとする．このとき，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2005) 12

(1) Xはどのような確率分布に従うかを答えよ．また，nが大きいときXの確率分
布は何で近似されるかを答えよ．

(2) 標本の不良率 (標本比率)p0は同じ値が得られるものとする．このとき，信頼度
95%の信頼区間の幅を，標本の大きさ nの場合の半分にするには，標本の大き
さをいくらにすればよいかを求めよ．

(3) 製品の不良率を p = 0.05とする．標本の大きさが n = 1900のとき，確率
P (76 5 X 5 114)を，二項分布の正規分布による近似値を用いて表せ．見
本
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標準 17.18 次の各問いに答えよ．ただし，確率変数Zが標準正規分布N(0, 1)に従
うとき，

P (Z > 1.96) = 0.0250, P (Z > 2.00) = 0.0228, P (Z > 2.58) = 0.0049

である． (鹿児島大学 2006) 8

(1) 1枚の硬貨を 100回投げる試行において，表の出た回数をXとする．次の (i)，
(ii)，(iii)に答えよ．

(i) Xはどのような確率分布に従うかを答えよ．また，P (X = k)を kを用い
て表せ．

(ii) Xを正規分布N(m, σ2)で近似するとき，m，σの値をそれぞれ求めよ．

(iii) (ii)において，確率 P (50 5 X 5 60)と，P (|X − 50| < a) = 0.95を満た
す値 aをそれぞれ求めよ．

(2) 変形した硬貨が 1枚ある．この硬貨の表の出る確率 (母比率という)を推定する
ために，400回投げたところ，ちょうど 100回表が出た．このとき，母比率の
信頼度 99%の信頼区間の幅を求めよ．

標準 17.19 次の各問いに答えよ．ただし，確率変数Zが標準正規分布N(0, 1)に従
うとき，

P (Z = 1.53) = 0.063, P (Z = 1.96) = 0.025, P (Z = 2.32) = 0.010

である． (鹿児島大学 2007) 8

(1) 確率変数Xが正規分布N(m, σ2)に従うとき，
X − a

b
は，標準正規分布N(0, 1)

に従うとする．また，確率変数 Y が二項分布B(n, p)に従うとき，
Y − c

d
は，

nが十分大きいならば，近似的に標準正規分布N(0, 1)に従うとする．このと
き，a，b，c，dをm，σ，n，pを用いて表せ．

(2) 確率変数Xのとる値 xの範囲が 0 5 x 5 2で，その確率密度関数 f(x)が次の
式で与えられている．

f(x) = k − |x− 1|
このとき，次の (a)，(b)に答えよ．

(a) kの値を求めよ．
(b) Xの平均と標準偏差を求めよ．

(3) ある工場で 1kg入りと表示する製品が生産されている．この製品の重さは，平
均 1kg，標準偏差 50gの正規分布に従っているという．この工場より 1000個の
製品を仕入れた．この中に 902g以下の製品は何個あると推測されるか．

見
本
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標準 17.20 確率変数Zが平均 0，分散 1の標準正規分布N(0, 1)に従うとするとき，
P (Z > 1.65) = 0.05，P (Z > 1.96) = 0.025であるとして，次の各問いに答えよ．

(鹿児島大学 2008) 8

(1) 確率変数 X は平均 65，分散 202 の正規分布 N(65, 202)に従うとする．確率
P (X > c)が 0.05となるような cを求めよ．

(2) 母平均m，母分散 202の母集団から大きさ 100の無作為標本を抽出し，その標
本平均をX とする．標本の大きさ 100は十分大きい数であるとみなせるとす
る．このとき，X が近似的に従う確率分布を答えよ．また，母平均mの信頼
度 95%の信頼区間をXを用いて表せ．

基本 17.21 次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2009) 8

(1) 確率変数Xのとる値 xの範囲が−1 5 x 5 1で，その確率密度関数 f(x)が，次
の式で与えられている．

f(x) =

{
x + k (−1 5 x < 0)

−x + k (0 5 x 5 1)

(a) kの値とXの平均を求めよ．

(b) 確率 P (−0.5 5 X 5 0.5)を求めよ．

(2) 母平均m，母標準偏差 σの母集団から大きさ nの無作為標本を抽出するとき，
その標本平均をX とする．標本平均X は，nの値が大きいとき，近似的に正
規分布N(x, y)に従う．ただし，確率変数Zが標準正規分布N(0, 1)に従うな
らば，P (Z = 1.00) = 0.1587，P (Z = 2.00) = 0.0228である．

(a) xと yをm，σ，nを用いて表せ．

(b) 母平均 50，母標準偏差 20の母集団から，大きさ 100の無作為標本を抽出
するとき，確率 P (46 5 X 5 52)を求めよ．ただし，標本の大きさ 100は
十分大きい数であるとみなせるとする．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2008.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2009.pdf
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標準 17.22 数字 1が書かれたカードが 1枚，数字 2が書かれたカードが 2枚，数字
3が書かれたカードが 1枚の合計 4枚のカードがある．この 4枚のカードを母集団と
し，カードに書かれている数字を変量とする．このとき，次の各問いに答えよ．た
だし，母集団の中から標本を抽出するのに，毎回もとに戻してから次のものを 1個
ずつ取り出すことを復元抽出といい，取り出したものをもとに戻さずに続けて抽出
することを非復元抽出という． (鹿児島大学 2010) 8

(1) 母平均mと母標準偏差 σを求めよ．

(2) この母集団から，非復元抽出によって，大きさ 2の無作為標本を抽出し，その

カードの数字を取り出した順に Y1，Y2とする．標本平均 Y =
Y1 + Y2

2
の確率

分布，期待値E(Y )，標準偏差 σ(Y )を求めよ．

(3) この母集団から，復元抽出によって，大きさ 200の無作為標本を抽出し，その
標本平均をXとする．このとき，標本平均Xが近似的に正規分布に従うとみ
なすことができるとして，P (X < a) = 0.05を満たす定数 aを求めよ．ただし，
確率変数Zが標準正規分布N(0, 1)に従うとき，P (Z > 1.65) = 0.05とする．

標準 17.23 次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2011) 8

(1) 確率変数Xは 0以上 3以下の値をとり，その確率密度関数 f(x)は次で与えら
れているとする．このとき，定数 k，平均E(X)を求めよ．

f(x) =

{
1
2

(0 5 x < 1のとき)

−1
4
x + k (1 5 x 5 3のとき)

(2) Zを標準正規分布N(0, 1)に従う確率変数とする．また，任意の x (x = 0)に
対して，関数 g(x)を g(x) = P (0 5 Z 5 x)とおく．このとき，次の各問いに
答えよ．

(a) 確率P (a 5 Z 5 b)を関数 gで表せ．ただし，aと bは定数で a < bとする．

(b) 母平均 50．母標準偏差 3
√

10の母集団から大きさ 10の標本を抽出すると
き，標本平均が 41.0以上 48.5以下になる確率を関数 gで表せ．

(c) 0 < p < 1とし，lpは g(lp) =
p

2
をみたすものとする．母分散 25の母集団

から大きさ 20の標本を抽出したところ，標本平均が 45であった．母平均
mに対する信頼度 100p%の信頼区間の区間幅を lpを用いて表せ．見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2011.pdf
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標準 17.24 確率変数Zが標準正規分布N(0, 1)に従うとき，

P (Z > 1.96) = 0.025, P (Z > 2.58) = 0.005,
2.58

1.96
; 1.32

であるとして，次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2012) 8

(1) 確率変数X のとる値 xの範囲が−1 5 x 5 1で，その確率密度関数が f(x) =

k(1− x2)で与えられている．このとき，定数 kの値とXの平均を求めよ．

(2) 母平均m，母標準偏差 10の母集団から大きさ 100の無作為標本を抽出し，そ
の標本平均をXとする．標本の大きさ 100は十分大きい数であるとみなせると
する．

(a) 標本平均Xを用いて，母平均mの信頼度 95%の信頼区間を求めよ．

(b) 母平均mを信頼度 99%の信頼区間を用いて区間推定するとき，信頼区間の
幅を (a)で求めた幅より小さくするためには，標本の大きさ nをいくつ以
上にとればよいか求めよ．

標準 17.25 確率変数Xのとる値の範囲が 0 5 X 5 2で，その確率密度関数 f(x)が
次の式で与えられるものとする．

f(x) =





k

a
(0 5 x 5 a)

k

2− a
(2− x) (a < x 5 2)

ここで，a，kは 0 < a < 1，k > 0を満たす定数である．次の各問いに答えよ．

(1) 定数 kの値を求めよ． (鹿児島大学 2013) 8

(2) Xの平均 (期待値)E(X)を aを用いて表せ．

(3) P (X 5 u) = 0.5となる実数 uを aを用いて表せ．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2013.pdf
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標準 17.26 次の各問いに答えよ． (鹿児島大学 2014) 8

(1) 数字 1が書かれた玉 a個 (a = 1)と，数字 2が書かれた玉 1個がある．これら
a + 1個の玉を母集団として，玉に書かれている数字を変量とする．このとき，
この母集団から復元抽出によって大きさ 3の無作為標本を抽出し，その玉の数

字を取り出した順にX1，X2，X3とする．標本平均X =
X1 + X2 + X3

3
の平

均E(X)が
3

2
であるとき，Xの確率分布とその分散 V (X) を求めよ．ただし，

復元抽出とは，母集団の中から標本を抽出するのに，毎回もとに戻してから次
のものを 1個取り出す抽出法である．

(2) ある企業の入社試験は採用枠 300名のところ 500名の応募があった．試験の結
果は 500点満点の試験に対し，平均点 245点，標準偏差 50点であった．得点
の分布が正規分布であるとみなせるとき，合格最低点はおよそ何点であるか．
小数点以下を切り上げて答えよ．ただし，確率変数Zが標準正規分布に従うと
き，P (Z > 0.25) = 0.4，P (Z > 0.5) = 0.3，P (Z > 0.54) = 0.2とする．

見
本

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2014.pdf
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答
1.1 (y − b)(a + b)(a− x)

1.2 省略

1.3 5©

1.4 a3 + b3 = 4，a6 + b6 = 18

1.5 a2 + ab + b2 = 6，
1

a− b− 1
− 1

a + b + 1
= 2

√
3

1.6 (1) a = b または a =
1

b

(2) (x, y) =

(
1

8
, 1

)
, (8, 64), (8, 1), (2, 4)

1.7 (1) a，bは 1以外に共通の約数をもたないこと． (2) 省略
(3) 省略 (4) 省略

1.8 (1) 省略 (2) 省略 (3) c = 2，d = −5，f(x) = (x2 − 2x− 1)(x2 + x + 5)

1.9 2, 4, 5, 7

1.10 (1) 偽，反例：x = 1，y = −2 (2) 真

1.11 (1) 省略 (2) 省略

1.12 (1) 偽，反例 a = 4 (2) 真

1.13 逆の命題は「a = 0かつ b = 0ならば ab = 0」 (真)

対偶命題は「a 6= 0または b 6= 0ならば ab 6= 0」 (偽)(反例 a = 0, b = 1)

1.14 (1) 省略 (2) 省略

1.15 (1) 真 命題「aと bがともに有理数ならば abは有理数である」は真である．
この命題の対偶が本命題である．

(2) 偽 反例：a = 0，b =
√

2

(3) 真 f(2n− 1) = 22n−1 + 32n−1 ≡ 22n−1 + (−2)2n−1 ≡ 0 (mod 5)

1.16 (1) 真 (2) 偽 (3) 偽 (4) 偽

1.17 (1) 省略 (2) 省略

213

見
本



1.18 (1) 省略 (2) 省略 (3) 省略

2.1 (a, b, c) = (3, 4, 5)の 1組のみ

2.2 (1) n = 0, 1, 2 (2) 81

2.3 (1) a 5 1−√2

2
,

1 +
√

2

2
5 a (2) a =

1±√3

2
(3)

1 +
√

2

2
5 a <

5

4

2.4 　(1) x < −1

a
− 1, − 1

a
+ 1 < x

(2) y = f(x)は
(
−1

a
,−a

)

を頂点とする下に凸の放物線．

グラフは，右の図のようになる．

　

O

y

x

− 1
a

−a

1
a
− a

− 1
a

+ 1− 1
a
− 1

y = f(x)

(3) m(a) =





2 +
1

a
(1 < a 5 2のとき)

3a +
1

a
− 4 (2 < aのとき)

2.5 (1) f(x) =
1

2
x2 (2) h(x) = ax2 + bx + c (3) 省略

3.1 0◦ 5 θ 5 30◦, 135◦ 5 θ 5 180◦

3.2 (1) 省略 (2) sin 75◦ =

√
6 +

√
2

4

3.3 (1) cos ∠BAC =
9

16
(2) AL = 3

√
2

3.4 a = 7
√

2

3.5 (1)
3

4
(3 +

√
3) (2) 省略

3.6 (1) S =
1

2
lm sin θ (2) l = m =

k

2
，θ = 90◦のとき面積の最大値

k2

8

3.7 (1) sin A =
4

5
，cos A =

3

5
(2) R =

15

4
(3) AB = 3

√
5のとき最大値 18

3.8 (1) BD = 7 (2) ∠BAD = 60◦ (3) AE = −3 +
√

22

214

見
本



3.9 (1)

√
3(m2 −mn + n2)

4(m + n)2
(2) m : n = 2 : 1 または 1 : 2

3.10 (1) 1 +
√

5 5 x <
18

5
(2) cos θ =

3

2

√
x− 2

x

(3) x = 1 +
√

5のとき最初値
3(
√

5− 1)

4

3.11 　(1) CP2 = ta2 + (1− t)b2 + (t2 − t)c2

(2)





b = a のとき t = 1,
b2 − a2

c2

b < a のとき t = 1
(3) A 5 B < 90◦

3.12 　(1) cos A =
a2 + d2 − y2

2ad
，cos B =

a2 + b2 − x2

2ab

cos C =
b2 + c2 − y2

2bc
，cos D =

c2 + d2 − x2

2cd
(2) 省略

4.1 省略

4.2 (1)
1

6
(2)

2

3
(3)

1

27
(4)

4

5

5.1 (1) 100 (通り) (2) 32 (通り)

5.2 7 (個)

5.3 36 (通り)

5.4 240 (通り)

5.5 41 (個)

5.6
1

12
n(n + 1)(n− 1)(3n + 2)

5.7 (1) 720 (通り) (2) 240 (通り) (3) 480 (通り)

5.8 (1) 540 (通り) (2) 35 (通り)

5.9 (1) 3125 (通り) (2) 120 (通り) (3) 2500 (通り) (4) 11 (通り)

5.10 (1) 84 (通り) (2) 71 (通り) (3) 280 (通り) (4) 150 (通り)

5.11 (1) 5 (個) (2) 15 (個) (3)
1

6
k(k + 1)(k + 2) (個)

215

見
本



5.12 (1) 64 (枚) (2) 960 (枚) (3) 99520 (枚)

5.13 (1) 55 (通り) (2) 715 (通り) (3) 199998 (通り)

5.14 (1) 13 (2) 121

5.15 (1)
1

24
n(n− 1)(n− 2)(n− 3) (通り)

(2) 最大値 n− 4，最小値−n + 4

(3) 最大値を与える数列の総数
1

2
(n− 2)(n− 3)，

最小値を与える数列の総数 n− 3

5.16
1

81

5.17
19

27

5.18
5

324

5.19 (1)
1

3
(2)

1

6
(3)

5

12

5.20 pn =
1

6n+1
(n3 + 15n2 + 14n + 6)

5.21 (1)
p{1− (1− p)n(1− q)n}

1− (1− p)(1− q)
(2) 371 (通り)

5.22
17

21

5.23 (1)
17

60
(2)

77

120
(3)

97

200

5.24 (1)
19

70
(2)

11

42

5.25 (1) P (3) =
1

3
(2) P (n) =

2n2 + 21n− 2

12(n + 1)(n + 2)

5.26 (1) n(A) = 65，n(B) = 100 (2) 最大 927，最小 171 (3)
19

4650

5.27 (1) p3 =
6

N(N − 1)(N − 2)
，q1 =

1

N3
，q2 =

7

N3
，q3 =

19

N3

(2) pn =
3(n− 1)(n− 2)

N(N − 1)(N − 2)
，qn =

3n2 − 3n + 1

N3

216

見
本



5.28 (1) 120 (通り) (2) 8 (通り) (3)
5

6

5.29 (1)
3

14
(2)

23

56
(3)

9

28

5.30 (1)
236

455
(2)

151

455

5.31 (1)
1

3
(2)

2n

3n− 1
(3)

6n(n− 1)

(3n− 1)(3n− 2)
(4)

2n(7n− 11)

3(3n− 1)(3n− 2)

5.32 (1)
1

10
(2)

7

45

5.33 (1)
3

14
(2)

3

14
(3)

1

35

5.34
3

5

5.35 (1)
3

8
(2)

5

16
(3)

3

32
(4)

3

4

5.36 (1) 1−
(

n− 1

n

)m

(2) 1− n!

nn
(3)

(n + 1)!

2nn

5.37 (1)
1

12
(2)

1

6
(3)

5

36
(4)

121

144
(5) 1 5 k 5 9

5.38 (1) P10 =
8

21
(2)

Pn+1

Pn

=
(n− 5)2

(n + 1)(n− 8)
(3) n = 11, 12

5.39 (1)
72

203
(2)(ア)

P (k + 1)

P (k)
=

3(k + 1)(11− k)

(k − 1)(30− k)
(イ) k = 6

5.40 (1)
3

25
(2) qk = 32Ck

(
3

25

)k (
22

25

)32−k

(3)
qk

qk−1

=
3(33− k)

22k
(4) k = 3

5.41 (1) 省略 (2) n <
5

4
r − 10 (3) n = 53

5.42 (1)
1

256
(2)

31

32
(3)

3

4
(4) 「4」

5.43 (1) T3 = 3p2 − 2p3 (2) 省略 (3) p =
1

3
(4) 省略 (5) H2k+1 =

1

2
(k = 1)

5.44 (1)
1

3
(2)

1

6
(3)

29

36

217

見
本



5.45 (1)
17

36
(2)

2

3

5.46 　(1) ac = 1のとき (a, c) = (1, 1)の 1通り
ac = 2のとき (a, c) = (1, 2), (2, 1)の 2通り
ac = 3のとき (a, c) = (1, 3), (3, 1)の 2通り
ac = 4のとき (a, c) = (1, 4), (2, 2), (4, 1)の 3通り
ac = 5のとき (a, c) = (1, 5), (5, 1)の 2通り
ac = 6のとき (a, c) = (1, 6), (2, 3), (3, 2), (6, 1)の 4通り
ac = 8のとき (a, c) = (2, 4), (4, 2)の 2通り

(2)
5

72

5.47 (1) (a)
1

216
(b)

1

36
(c)

1

36

(2) p0 =
1

36
，p1 =

5

36
，p2 =

2

9
，p3 =

1

4
，p4 =

2

9
，p5 =

5

36

5.48 (1)
2

9
(2) 省略 (3)

686

6561
(4)

2450

6561

5.49 　(1) 3回繰り返して手元のカードが 4である確率は
37

64

n回繰り返して手元のカードが 4である確率は
4n − 3n

4n

(2) 3回繰り返して手元のカードが 2である確率は
7

64

n回繰り返して手元のカードが 2である確率は
2n − 1

4n

(3)
3n − 2n

4n

5.50 (1) (0, 5), (0, 3), (0, 1) (2) 21 (3)
10

27

5.51 (1) (m− 1, n−m− 2) m = 0, 1, · · · , n− 1 (2)
(n + 2)(n + 1)

2

(3) P3 =
25

72
(4) P3N =

(19N + 6)(3N)!

62N+1(N !)2(N + 1)!

5.52 (1)
25

36
(2)

1

3
(3)

1

4

5.53 (1)
1

16
(2)

5

16
(3)

1

5

5.54 (1) PA =
2

3
, PB =

1

3
(2) PAA =

2

3
, PBB =

3

4
(3)

31

48
(4)

272

785

218
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5.55 (1)
1

8
(2)

49

4096
(3)

147

2048
(4)

9

64
(5)

9

256
(6)

24

41

5.56 (1) nCn+k
2

(2) 省略 (3)
1

3

6.1 省略

6.2 省略

6.3 省略

6.4 m = 10, 20

6.5 m = 18

6.6 (1) 省略 (2) 省略

6.7 (x, y) = (13,−15)

6.8 (a, b) = (±1, 4)

6.9 (1) (x, y) = (9, 5), (6, 10), (3, 15)

(2) (x, y) = (n− 3k, −n + 5k) (kは整数)

6.10 (1) 省略 (2) (A, B) = (1, 31), (4, 24), (7, 17), (10, 10), (13, 3)

(3) Aを 13セット，Bを 3セット購入したとき，6900円

6.11 (1) k = ±2 (2) a = 2のとき x = −2，a = −2のとき x = 0

6.12 (1) (x, y) = (3, 2), (6, 3), (12, 4), (30, 5)

(2) (x, y, z) = (1, 3, 22), (1, 4, 9), (2, 2, 20)

6.13 (1) 省略 (2) (p, x) = (3, 1), (3, 2)

6.14 (1) 省略 (2) 省略 (3) 0, 1, 4 (4) 省略

6.15 (1) 省略 (2) a1 = 10, a2 = 9, a3 = 12, a4 = 3, a5 = 4, a6 = 1

(3) 220168, 320164, 420160, 520169, 620165, 720161, 920166

6.16 (1) 省略 (2) 省略 (3) (p, q) = (7, 3)

6.17 (1) 省略 (2) 省略

6.18 (1) 省略 (2) 省略 (3) 省略

6.19 (1) 省略 (2) 省略
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6.20 (1) ϕ(10) = 4 (2) ϕ(pk) = pk − pk−1 (3) ϕ(100) = 40 (4) ϕ(1500) = 400

6.21 (1) −√2, 2−√2,
√

2, 2 +
√

2 (2) n = −1, 0, 2, 3

(3) n = −1, 0, 1, 2, 3

6.22 (1) 省略 (2) 省略

6.23 (1) 省略 (2) 省略 (3) 省略

6.24 　(1) nを 5で割った余りを rとすると，xnを x5 − 1で割った余りは{
0 < r 5 4 のとき 余り xr

r = 0 のとき 余り− 1

(2)

{
n 6≡ 0 (mod 5)のとき 余り− 1

n ≡ 0 (mod 5)のとき 余り 4

7.1 ∠BAC = 60◦

7.2 AC = 4

7.3 (1)
AH

HC
=

5

7
(2) 省略 (3) BE = 9

7.4 (1) 省略 (2) AD : DC = 2 :
√

5− 1 (3) AF : FB =
√

5 + 1 : 1

7.5 (1) AP : PD = (b + 1) : ab

(2) 4APE : 4ABC = 1 : (a + 1)(ab + b + 1)

7.6 (1) 省略 (2) 省略

7.7 (1) 省略 (2) 4ABC : 4CEF = 48 : 25

7.8 (1) t0 =
3

5
(2) k =

3

3 + t
，` =

3(1− t)

3− t
(3)

1

6
(4)

(3− 5t)2

6(3 + t)(3− t)

7.9 (1) 省略 (2) 省略 (3) 2 sin
3α

2

7.10 AH : OM = 2 : 1

7.11 省略

7.12 (1) CH : HA = 1 : 3 (2) BI : IA = 2 : 3 (3) DJ : JF = 1 : 1

7.13 (1) ∠BAC = 90◦ (2) 省略

7.14 省略
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7.15 (1) r =
AP + BP

2
，PQ =

√
AP·BP (2) 省略

7.16 (1) 省略 (2)
9

5
倍

7.17 BD = 7

7.18 (1) 省略 (2) 省略 (3) 省略

7.19 (1) 省略 (2) 省略

7.20 (1) AD =
rs

1− r
(2) r = 3−√6 (3) AE =

√
6

3
t

7.21 PR = 3r

7.22 AP =

√
3

2
+

1

2

7.23 QM =
√

3r

7.24 (1) a = 2b (2) CR : RP : PX = 6 : 3 : 4

7.25 (1) 省略 (2) AP : PB =
√

3 : 1，AR : RB =
√

3 : 1 (3) 省略

7.26 (1) 省略 (2) 省略

7.27 (1) AP =
√

1− r (2) CF =
√

2− 2
√

1− r2 (3) 省略

7.28 (1) 省略 (2) 省略

7.29 　

8.1 375

8.2 1890

8.3 −2240

8.4 (1) nは偶数 (2) 393

8.5 (1) n = 7 (2) 511
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8.6 (1) 省略 (2) n(n− 1)·2n−2 (3) n(n + 1)·2n−2

8.7 (1) 255 (2) 省略 (3) 省略

8.8 省略

8.9 省略

8.10 (1) 省略 (2)
1

3

8.11 (1) 省略 (2) 省略 (3) 省略

8.12 (1) 省略 (2) 省略 (3) 省略

9.1 x = 2

9.2 a = 2，b = ±√3

9.3 x + 1

9.4 (1) P (x) = (x− 1)2(x + 2) (2) 16

9.5 (1) 3x− 4 (2) R(x) = x2 + 3x + 2 (3) P (x) = x5 − 11x3 − 4x2 + 29x + 8

9.6 a = 7，x = −2, 3

9.7 省略

9.8 a = 6，b = 8，他の解 x = −1± i

9.9 (1) 省略 (2) x =
−1±√5

2

9.10 省略

9.11 a = −6，b = 15

9.12 (1) x = y = 1 (2) x = y = z = 1

9.13 ω4 + ω2 + 1 = 0

9.14 ±√3 i

9.15 (1) x2 +
1

x2
= t2 − 2，x3 +

1

x3
= t3 − 3t (2) 2t2 − 3t− 9

(3) x =
3±√5

2
,
−3±√7 i

4
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9.16 (1) x2 − 2x + 5 = 0 (2) a = 7，b = −5

9.17 (1) x = 1,
−1±√3 i

2
(2) (m, n) = (−3,−2)

(3) β = −3− 2
√

7 i,
1

2

{
3± 2

√
21 + (2

√
7∓ 3

√
3)i

}
(複号同順)

10.1 Q

(
5

2
,

15

4

)

10.2 (1) d = 3
√

5 (2) −1 5 t 5 3 (3) t = −1のとき最小値
3√
5

10.3 (1) p = 2a− 2, q = 2− a (2) p =
8

7
, a =

11

7

10.4 (1) f(x) = x2 − 2x (2) 中心 (4, 3)，半径 5 (3) (1,−1)

10.5 (1) C(4, 2) (2) (x− 1)2 + (y + 2)2 = 25，中心 (1,−2)

(3) y =
4

3
x + 5，y = −3

4
x + 5

10.6 (1) a < −6− 2
√

10, − 6 + 2
√

10 < a (2) a =
3

2
(3) a =

5

12

10.7 y = ± 1√
15

(x− 8)，y = ± 3√
7

(
x− 8

3

)

10.8 (1) r =
5m√

m2 + 1
(2) m >

3

4
(3)

(
3m + 5

2
,

3

2

)

(4) m =
5

3
のとき最小値

3

2

10.9 (1) 中心
(

3

2
, 0

)
，半径

5

2
(2) 中心

(
3−√5

2
,

3
√

5− 5

2

)
，半径

3
√

5− 5

2

10.10 (1) r1 = 1, r2 = 2, r3 = 3 (2) r =
6

23
，(a, b) =

(
20

23
,

21

23

)

10.11 (1) A(−1,−2), B(1, 2) (2) 点
(

5

3
,

10

3

)
を中心とする半径

4
√

5

3
の円

10.12 (1) x2 + y2 − 4x + 3y = 0 (2)
75
√

3

16

(3) 中心
(

8

15
,−2

5

)
，半径

√
5

3
の円．ただし，2点

(
6

5
,− 1

15

)
，

(
2

5
,−17

15

)
は除く．
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10.13 　(1) −4 < t < 2

(2) 求める軌跡の方程式は

y = x + 2 (−2 < x < 1)

よって，軌跡は右の図のようになる．

　

O

y

x1

3

2

−2

10.14 点
(
−2

3
,−4

3

)
を中心とする半径

√
77

3
の円

10.15 求める領域は，次の図の斜線部分で，境界線を含む．

O

y

x1
2

−1
2

1

1−1

y = |x|

y = 1− |x|

10.16 −14− 5
√

6 5 k 5 −14 + 5
√

6

10.17 右の図の斜線部分で境界線を含む．




(x− 2a)2 + y2 5 (2a)2

(x− a)2 + y2 = a2

y =
√

3(x− 2a)

　

O

y

x
a

−√3a

2a 3a
4a

√
3a

(3
2
a,−

√
3

2
a)

224

見
本



10.18 (1) Q(1− b, 1− a) (2) ax + (1− b)y + b− 1 = 0

(3) 下の図の斜線部分．ただし，境界線を含まない．

O

b

a−3
4

3
4

1−1

1

10.19 　(1) 図の斜線部分で，境界線を含む．

O

y

x2

2

4

4

(2) x = 2，y = 4のとき，最大値 10， x = 2，y = 0のとき，最小値 2

10.20 (1) a = −4

3
，

(
7

3
,

32

9

)

(2) 最小値−4

3

(
x =

7

3
, y =

32

9

)
，最大値 25 (x = 4, y = −3)

10.21 　(1) Dは4点
(

4
3
, 1

)
，

(
5
3
, 0

)
，

(−4
3
,−1

)
，

(−5
3
, 0

)
を頂

点する平行四辺形の周およびその内部であり，右
の図の斜線部分．

　

O

y

x5
3

−5
3

(4
3
, 1)

(−4
3
,−1)

(2) (x, y) =

(
4

3
, 1

)
のとき最大値

7

3

10.22 (1)
25
√

2

16
(2)

125

32
(3)

(
3

4
,−7

8

)
で最小値−1

8

10.23 (1) k =
2−√5√

5
a +

√
5− 1√

5
b + 1 (2)




最大値 2 (a = 1, b = 2のとき)

最小値
2
√

5

5
(a = 1, b = 0のとき)

10.24 最大値 5，最小値−7

2
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10.25 　(1) Dの表す領域は図の斜線部分で，境界を含む．

O

y

x1

1

33
2

3

(2) 点 (3, 3)で最大値 3a + 3

0 < a < 2のとき点
(

3

2
, 0

)
で最小値

3

2
a

2 < aのとき点 (1, 1)で最小値 a + 1

(3) 点
(

6

5
,

3

5

)
で最小値

9

5

10.26 (1) Q

(
11

5
,

7

5

)
，R

(
−9

7
,−10

7

)
(2)

1

2
<

a

b
< 2

11.1 1

11.2 sin θ − cos θ = −
√

7

2

11.3 tan 2θ =
5

12
，tan 4θ =

120

119
，tan α =

1

239

11.4
tan α tan β

tan α + tan β

11.5 (1) 省略 (2) 省略 (3) sin 18◦ =
−1 +

√
5

4

11.6 α + β = 90◦, 450◦

11.7 (1) 省略 (2) 省略

11.8 (1) 省略 (2) (m, n) = (1, 2), (1, 3), (2, 3)

11.9 　(1) y =

(
−1 +

√
1 + m2

m

)
x

(2) P

(
c +

c√
1 + m2

,
cm√

1 + m2

)
，CP = c

(3)
πc

12
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11.10 　(1) y = | sin x|のグラフは下の図．| sin x|の基本周期は π

O

y

xπ 2π−π

2

π

2
3

2
π

1

(2) 省略

(3) nが偶数のとき π，nが奇数のとき 2π

11.11 θ = 0◦, 60◦

11.12
π

3
5 x 5 2π

3
, π < x 5 4π

3
,

5π

3
5 x < 2π

11.13 x =
π

4

11.14 x =
2

3
π，y =

π

3

11.15 θ = 60◦, 180◦, 300◦

11.16 0 5 x <
π

2
,

2

3
π < x <

4

3
π,

3

2
π < x 5 2π

11.17 cos α =
4

5
，tan 2α =

24

7

11.18 x =
π

4
,

7

12
π,

11

12
π

11.19 x =
π

8
,

5

8
π,

2

3
π

11.20
π

3
< x < π,

5

3
π < x < 2π
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11.21 　(1) f(θ) = sin θ −√3 cos θ = 2 sin
(
θ − π

3

)

y = f(θ)は y = 2 sin θのグラフを θ軸方向に，
π

3
だけ平行移動したもの．

O

y

θ

−π
6

5
6
π

11
6
π

π
3

4
3
π

2

−2

(2) θ = −5

6
π,

π

2

(3) −π < θ < −5

6
π,

π

2
< θ < π

11.22 　(1) p = q = r = s =
1

4
, t = 0, u = v =

1

4
, w = −1

4
(2) θ =

π

4
,

3

8
π,

3

4
π,

7

8
π

11.23 θ =
2

3
π,

4

3
πのとき最大値

5

4
，θ = 0のとき最小値−1

11.24 (1) M(a) =

{
−a (a < 0)

a (a = 0)
，m(a) =





a (a < −4)

−a2

8
− 2 (−4 5 a 5 4)

−a (4 < a)

(2) M(a)の最小値は 0，m(a)の最大値は−2

11.25 (1) θ = 135◦ (2) −1 5 x 5
√

2 (3) y = −1

2
x2 + ax +

1

2

(4)





√
2− 1

2
5 a のとき −a

a <

√
2− 1

2
のとき

√
2a− 1

2

11.26 (1) a = 5, b = 3 (2) 0 < x <
π

3

11.27 (1) 省略 (2)
√

3 cos θ − sin θ = 2 cos(θ + α)，α = 30◦ + 360◦ × n (nは整数)

(3) θ = 0◦のとき最大値 1，θ = 135◦のとき最小値−√2

11.28 (1) y = −t2 + 2t + 2 (2) 最大値 3，最小値−2
√

3− 1

11.29 (1) 0 5 t 5 2 (2) log2(t + 2) + t2 + 1

(3) 最大値 f
(π

3

)
= 7，最小値 f

(
5

6
π

)
= 2
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11.30 (1) A = 90◦ (2) sin B =

√
6 +

√
2

4
，cos B =

√
6−√2

4
(3) B = 75◦

11.31 (1) tan θ =
(a− b)x

x2 + ab
(2) x =

√
ab

11.32 (1) PC = 2 cos θ (2) 2−√2 5 PA + PC− PD 5 2(
√

2− 1)

11.33 (1) sin θ =
2S

bc
，cos θ =

b2 + c2 − a2

2bc
(2) 省略 (3) DC2 = 2

√
3(S + T )

11.34 (1) cos ∠QMR =
4

5
(2) 2∠QMR > ∠QMB

11.35 (1) OA + OB− AB =
1

cos θ
+

1

sin θ
− 1

sin θ cos θ
(2) θ =

π

4
のとき最小値 2(

√
2− 1)

11.36 (1) sin ∠OPB =
α√

x + α2
，sin ∠APB =

(α− 1)
√

x√
(x + 1)(x + α2)

(2)
α− 1

α + 1
(3) α = 3

11.37 (1) 省略 (2) 省略 (3) 省略

11.38 (1) sin θ =
24

25
(2) 省略 (3) 4 (個)

11.39 (1) r1 =
b√
3
，r2 =

c√
3
，r3 =

a√
3

(2) 省略

11.40 省略

12.1 x = log2 3, 2

12.2 −2 < x < 0

12.3 a = 2

12.4 　(1) x = 1, 2

(2) x = 1 + log2 a

(3) a > 0，b > 0，b <
1

2
a2

求める領域は，右の図の斜線部分である．

ただし，境界線を含まない．

　

O a

b

2

2
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12.5 (1)(ア) m = 2，x = 0 (イ) x = log2

k ±√k2 − 4

2

(2)





a < 1 のとき 0個
a = 1 のとき 1個
1 < a < 2 のとき 2個
a = 2 のとき 3個

12.6 −3

12.7
1

2
+ log9 8 < log3 5 < log9 26

12.8 loga b < logb a

12.9 省略

12.10 省略

12.11 log2 a : log2 b : log2 c = 1 : 3 : 9

12.12 (a, b) = (−1, 1),

(
−3,

1

4

)

12.13 　(1) (2)

O

y

x4

5

5
2

11
2

2

8

O

y

x

8

5

2

−2

−5

−8

4
11
2

5
2

−4

−5
2

−11
2

(3) (x, y) = (4,±2), (4,±4), (4,±8), (5,±5)

12.14 x = 16,
1

16

12.15 x =
1

10
, 1000

12.16 x = −1

12.17
a

b
=

3 +
√

5

2

12.18 x = 2
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12.19 sin θ =
1√
2
,

√√
5− 1

2

12.20 (1) αβγ = 1 (2) αβ + βγ + γα = −11

3
(3) α = −1, β = −1

3
, γ = 3

12.21 1 < x <
14

13

12.22 x = 3

2

12.23 1 < x 5 5

12.24 a > 1のとき x > 2 +
√

3，0 < a < 1のとき 1 < x < 2 +
√

3

12.25 a > 1のとき 3−√7 5 x < 1, 1 < x 5 2, 4 5 x < 5, 5 < x 5 3 +
√

7

0 < a < 1のとき x 5 3−√7, 2 5 x 5 4, 3 +
√

7 5 x

12.26 0 < a < 1 のとき 1 < a のとき

O

y

x
a

a

O

y

x

−1

−1
a

a

境界線を含まない 境界線を含まない

12.27 (1) 60◦ < θ < 180◦ (2) 45◦ 5 θ 5 135◦ (3) 120◦ < θ 5 180◦ − α

12.28 x = 2で最大値 5

12.29 (1) y = −t2 + 4t (2) 0 5 t 5 1, 3 5 t 5 4 (3) a = 4

12.30 最小値 f

(
4√
3

)
= −1

8

12.31





1

2
(log2 a)(log2 a + 1)

(
0 < a <

1√
2

)

−1

8

(
1√
2

5 a 5
√

2

)

1

2
(log2 a)(log2 a− 1) (

√
2 < a)

12.32 13桁
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12.33 44桁の整数

12.34 (1) log10 2 > 0.3 (2) 221 > 59

12.35 (1) x < 0, log2 3 < x (2) f(1.59) > 0

12.36 (1) n = 69 (2) 15桁の整数 (3) 小数第 8位

12.37 (1)
9

10
a (2)

(
9

10

)n

a (3) n = 22

12.38 (1) S = 3，S1 =
3(2 +

√
3)

4
(2) Sn = 3

(
2 +

√
3

4

)n

(3) 10

13.1 7f ′(a)

13.2 y = −2
√

2x + 3

13.3 y = −1

4

13.4 　(1) 証明は省略

(2) tan α = 2a− 1

(3) y =
2a(a− 1)

2a− 1
x− a2 − 3a + 1

2a− 1

(4) l2は aの値にかかわらず，定点
(

1

2
, 1

)
を通る．

13.5 　(1) y = (3t2 − 1)x− 2t3

(2) 省略

(3) y = −x，y = 2x− 2

(4) (u + v)(−u3 + u + v) < 0

(u, v)の存在範囲は，右の図の斜線部
分で，境界線および原点を含まない．

　
O

y

x

“
−
√

3
3 , 2

√
3

9

”

“√
3

3 ,− 2
√

3
9

”

1
−1

13.6 (1) a > −3

4
(2) a =

1

3
(3) a =

3±√17

3

13.7 (1) x + 2py − 2p3 − p = 0 (2) a 5 1

2
のとき 1本, a >

1

2
のとき 3本

13.8 a =
2

3
，f(x) =

1

3
x3 +

1

3
x2 − 1
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13.9 (1) 省略 (2) (−k, 0) (3) y = −k2x− k3

13.10 (1) k < 4 (2) k = 3

(3)

O

y

x1

4

3

13.11 (1) −60◦ < θ < 60◦ (2) m =
2

3
(4 sin2 θ − 3) (3) −2 5 m < 0

13.12 a = 22, 23

13.13 　(1) (a− 1)2 + b2 5 1，(図は左下)

(2) 0 5 b 5 1

(3)





a = 0

0 5 b 5 1

b = a

または (a− 1)2 + b2 5 1，(図は右下)

(1) 境界線を含む (3) 境界線を含む

O

b

a1
2 O

b

a1
2

1

13.14 t =
1

3
のとき最大値

4

81
π

13.15 (1) y = 2(t− 2)x− t2 + 4 (2)

(
t + 2

2
, 0

)
(3) t =

2

3
のとき最大値

64

27

13.16 4000 (cm3)

13.17 (1) y = 2mx−m2 (2) a = 2m−m2，b =
m

2

(3)
1

4
(m3 − 4m2 + 4m) (4)

8

27
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13.18 0 < p <
1

5
のとき 最大値 4p2(2− p)， 最小値 5p− 1

1

5
5 p <

1

2
のとき 最大値 4p2(2− p)， 最小値 0

1

2
5 p < 1のとき 最大値 5p− 1， 最小値 0

13.19 　(1) m = 7

(2)
x 1

2
· · · 1 · · · 7

3
· · · 3

f ′(x) + 0 − 0 +

極大 極小
f(x) 19

8
↗ ↘ ↗ 3

3 49
27

(3) a > 1 のとき 最大値 loga 3 (x = 1または 3のとき)

0 < a < 1 のとき 最大値 loga

49

27

(
x =

7

3
のとき

)

13.20 (1) 省略 (2) 省略 (3) 最小値
10
√

6

9
，t = 0のとき p =

−3−√6

3
, q =

−3 +
√

6

3
，

t = 3のとき p =
−3−√15

3
, q =

−3 +
√

15

3

13.21 　(1) sin θ + cos θ =
√

2 sin
(
θ +

π

4

)

(2) θ =
π

4
のとき最大値

√
2，θ = πのとき最小値−1

(3) sin θ cos θ =
t2 − 1

2

θ =
π

4
のとき最大値

1

2
，θ =

3

4
πのとき最小値−1

2

(4) sin3 θ + cos3 θ = −1

2
t3 +

3

2
t

θ = 0,
π

2
のとき最大値 1，θ = πのとき最小値−1

13.22 (1) 1 5 t 5
√

2 (2)

√
2

2
5 sin3 θ + cos3 θ 5 1

13.23 (1) −1 5 t 5
√

2 (2) y = −1

2
t3 +

3

2
t (3) 最大値 1，最小値−1

13.24 (1) −1 5 t 5
√

2 (2) y = 2t3 − 3t2 + 3 (3) 最大値 3，最小値−2

13.25 (1) −1 5 t 5 (2) g(t) = −2t3 − 9

2
t2 + 6t +

11

2

(3) 最大値 g

(
1

2

)
=

57

8
，最小値 g(−1) = −3
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13.26 　(1) cos 2x = 2 cos2 x− 1，cos 3x = 4 cos3 x− 3 cos x

(2) 最大値
121

54
，最小値−5

2

13.27 (1) −1

2
5 cos θ 5

√
3

2
(2) y = 4 cos3 θ − 6 cos θ + 1

(3) θ = 120◦のとき最大値
7

2
，θ = 45◦のとき最小値 1− 2

√
2

13.28 (1) a = 3 (2) f(θ) = t3 − 6t2 +
21

4
t + 3

(3) θ =
π

6
のとき最大値

17

4
，θ = −π

2
のとき最大値−37

4

13.29 (1) f(θ) = 4x3 −√6x2 − 12x (2) θ =
π

6
,

5

6
πのとき最小値−9

2

√
6

13.30 x = loga(2−
√

3)のとき最小値 34

13.31 　(1) g(t) = t3 − 9t2 + 24t− 8 (2) t = 2

(3)
t 2 · · · 4 · · ·

g′(t) − 0 +

g(t) 12 ↘ 8 ↗
(4) x = log2(2 +

√
3)のとき，最小値 8

13.32 (1) (0, 0), (
√

3, 3
√

3), (−√3,−3
√

3) (2) −4 < a < 4

13.33

{
a + b > 0

−a3 + a + b < 0

または

{
a + b < 0

−a3 + a + b > 0

(a, b)の表す領域は右の図の斜線部分で，境界
線を含まない．

　

O

b

a
1

−1

b = a3 − ab = −a

13.34 (1) x =
α + β

2
(2) 直線QRは定点

(a

2
,−b

)
を通る．

13.35 (1) MB = 2 sin θ，M(cos 2θ, sin 2θ) (2) PB = 1− cos 4θ

(3) 4t3 − 4t + 1 = 0 (4) 省̃略

13.36 (1) f(α) =
α2(3β − α)

2
，f(β) =

β2(3α− β)

2
(2) 1個
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13.37 (1) −1 < a < 1 (2) 省略 (3) 省略 (4) cos(θ − 120◦) > cos(θ + 120◦)

13.38

∫ 3

0

|x2 − x− 2| dx =
31

6

13.39 (1) S = −6m + 4n，T = −2m− 4n + 16 (2) m = 2，n = 3

13.40 (1) 極大値 f(0) = −a3

3
+

a2

2
，極小値 f(1) = −a3

3
+

a2

2
− 1

6

(2) −1

2
< a <

3

2
, a 6= 0, a 6= 1

13.41 (1) x = 0,
3± 3

√
5

2
(2) −9

13.42 (1) f ′(x) =
3

2
(x2 − x− 2) (2)

27

4

13.43 (1) f(x) = 3ax2 (2)





a = 1 のとき 接点 (1, 5)

a = 4 のとき 接点
(
−1

2
,

1

2

)

13.44 (1) g(t) = t3 − at2 + 2at− b (2) b = a + 1, α + β = log2(a + 1)

(3) a = 7，α = 1，β = 2

13.45 (1) S(t) =





−1
2
t + 1

3
(t < 0)

1
3
t3 − 1

2
t + 1

3
(0 5 t 5 1)

1
2
t− 1

3
(1 < t)

(2) 最小値 S

(
1√
3

)
=

1

3
−
√

3

6

13.46 　(1) g(t) =

{
t2 − xt (t 5 0, x 5 t)

−t2 + xt (0 < x < t)

グラフの概形は，
右の図のようになる．

　

O

g(t)

tx
2

x2

4

1x

(2) f(x) =
1

3
x3 − 1

2
x +

1

3

(3) 最大値 f(0) =
1

3
，

最小値 f

(√
2

2

)
=

1

3
−
√

2

6

236

見
本



13.47 　(1) a < 0のとき f ′(0) = a + 1，a > 0のとき f ′(0) = −a− 1

(2) S(a) =





1
3

(a < 0)

−a3

3
+ a2 − a + 2

3
(0 < a < 1)

1
3

(1 5 a)

(3) 0 < a < 1に極値をもたない．S(a)の最小値は
1

3
(a < 0, 1 5 a)

13.48 (1) 省略 (2) 省略 (3) a = 1 +
√

3，c =
3 +

√
3

3
のとき，

∫ 1

0

f(x) dx =
4 + 2

√
3

3

13.49 a = −
√

3

3
,

6 +
√

15

3

13.50 (1) f(x) = 3x2 − 4x + 9 (2) k = 2

13.51 (1) f(x) = x2 + 3x (2)
31

6
(3) k < 0のとき 共有点 0個

k = 0のとき 共有点 1個
0 < k < 3, 4 < kのとき 共有点 2個
k = 3, 4のとき 共有点 3個
3 < k < 4のとき 共有点 4個

13.52 (1) f(x) = −3x2 + 2x + 1 (2) y = 2x + 1 (3)
7

108

13.53 (1) 省略 (2) f(x) = −x2 +
2

3
x +

2

3

13.54 　(1) a = 2，b = 1のとき，f(x) = 0の解は x = −1

3
, 1

a = 9，b = −6のとき，f(x) = 0の解は x =
8±√109

3

(2)

(
−1

2
,−25

4

)

13.55 (1) 省略 (2) x = −a, 2a (3)
2

3
a

13.56 (1) f(x) = x2 − 4x + 7 (2) g(x) = −x2 + 2x− 1 (3) 36
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13.57 (1) (2) S =
13

6

O

y

x2

4

4

13.58 p =
5

3
のとき最大値

58

3

13.59 (1)
4(2t + a)

t + 2a
(2) 省略

13.60 (1)
16

3
(2) S(t) = −t3

3
+ 2t (3) 最大値 S(

√
2) =

4
√

2

3

13.61 (1) q =
4p2 − 3

8p
(2) (p, q) =

(
±1

2
, ∓ 1

2

)
(複号同順) (3)

1

3

13.62 (1) x = −t + 1± |2t− 1|√
2

(2)
2

3
+

√
2

2

13.63 (1) (0, 3), (a,−a2 + 2a + 3) (2) S =
1

3
a3 (3) kの最小値

8

3
(a = 2)

13.64 (1) P(1, a)，AP =

√
1 +

1

4a2
(2) S(a) =

2a

3
+

1

4a

(3) a =

√
6

4
のとき，最小値

√
6

3

13.65 (1) Qの x座標
t

2
，R1の x座標 2t3 + t (2) S2 =

2

3
t3 +

1

4
t (3) t >

√
3

2

13.66 (1) x = ±2,
2√
3

(2)
64
√

3

9
− 32

√
2

3
+

32

3

13.67 a =
−4 +

√
22

2

13.68 (1)
4

3
(2)

5
√

2 + 4

6

13.69 (1) 省略 (2)
3

4

√
3− π

3
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13.70 (1) f(−2) = 0 (2)
S1

S2

= 8

13.71 (1) (2, 0) (2) (2, 0) (3)
20

3
+ 2π

13.72 (1) −1

6
(β − α)3 (2) x =

a±√a2 − 4a + 8

2
(3) a = 2のとき最小値

4

3

13.73 (1) k = −3

4
(2)

(
3−√2

2
,

3− 2
√

2

4

)
,

(
3 +

√
2

2
,

3 + 2
√

2

4

)
(3)

√
2

3

13.74 (1) 省略 (2) β − α =

√
a2 +

1

a2
(3) S =

1

3

(
a2 +

1

a2

) 3
2

(4) a = ±1のとき最小値
2
√

2

3

13.75 (1) a = 2，b = −4，極大値 f

(
−2

3

)
=

121

27
，極小値 f(2) = −5 (2) 4

13.76 (1) A(3, 2) (2) y = 2x− 4 (3) b = −4a + 2, c = 3a− 4 (4)
4

3
a

13.77 (1) S =
7

6
k3 − 2k2 + k − 1

6
(2) 省略 (3) 1 < k < 2 +

√
2

13.78 (1) Q

(
−a− 1

2a
,

(
a +

1

2a

)2
)

(2) S =
1

6

(
2a +

1

2a

)3

(3) a =
1

2
のとき最小値

4

3

13.79 (1) S1 = −a(a + 2) (2) S2 =
4

3
(3) a =

−3±√3

3

13.80 (1) a = −1

2
，` : y = −x +

5

4
(2)

1

3
(3)

√
2− 1

3
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13.81 　(1) 極大値 3a + b− 1，極小値−a3 + 3a2 + b

(2) 　

O

y

x
1 2 3

−2

−4

1

y = x3 − 3x2

(3)
1

6

13.82 (1) t 6= 2のとき y =
1

t− 2
(x− t)− 1

2
t2 + 2t + 3

t = 2のとき x = 2

(2) t = 3 (3)
32

3

13.83 (1) a =
2

3
，b = 0，c = 0 (2)

√
3

3
(3)

π

3
+

√
3

12

13.84 (1) l : y =
√

3x− 3

4
，P

(√
3

2
,

3

4

)
(2) x2 +

(
y − 5

4

)2

= 1 (3)
3

4

√
3− π

3

13.85 　(1) y = 2ax− a2 + 9

(2) Sは aの値にかかわらず一定値 36．

13.86 (1)
1

6
(a + 1)3 (2) k =

11

13
(3) 直線の方程式 y = −ax + 1，面積

4

3

13.87 　(1) |x2 − 6x| =
{

(x− 3)2 − 9 (x 5 0, 6 5 x)

−(x− 3)2 + 9 (0 5 x 5 6)

したがって

C : y = |x2 − 6x|

のグラフは，右の図のようになる．

　

O

y

x3

9

C

6

(2) 0 < k < 6

(3) k = 6(3− 2
√

2 )

13.88 (1) 0 < k < 1 (2) S =
1

6
(−k3 + 9k2 − 3k + 1) (3) k = 3− 2

√
2
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13.89 (1) p =
1

9
(2) (3, 1)，(−3, 1) (3) y =

2

3
x + 3，B(15, 13) (4) 32

13.90 (1) H

(
t2 + t

2
,

t2 + t

2

)
(2)

1

4
(t4 − 2t3 + t2) (3) S1 =

1

4
t4 − 1

6
t3 − 1

4
t2 +

1

6

(4) t =
1 +

√
10

3

13.91 (1) −2 5 a 5 2 (2) S =
1

6
(4− a2)

3
2

13.92 　(1) a2 + 8b > 0

(2) b = −1

8
a2 +

9

2
(3) 右図 　

O

y

x1−1

9
2

5

13.93 (1) (0, 0)，
(
−1

k
,

1

k2

)
(2) S1 =

k3

6
，S2 =

1

6k3

(3) k = 1のとき，最小値
1

3

13.94 (1) y = 2(1− t)x + t2 (2) t = 0のとき最大値 9，t =
3

2
のとき最小値

9

4

13.95 (1) y = 2ax− a2 (2) S(a) = −1

4
a3 + a2 − a +

1

3
(3) 最小値 S

(
2

3

)
=

1

27

13.96 (1) S1 =
2

3
a3，S2 =

2

3
a3 − a2 +

1

3
(2) 最小値

1

4

(
a =

1

2

)

13.97 (1) f(t) = −6t + 24 (2) g(t) = −1

3
t3 +

7

2
t2 (3) 最小値 h(1) =

127

6

13.98 (1)
1

3
m3 − 1

2
m +

1

3
(2) S

(√
2

2

)
=

2−√2

6

13.99 k = 1

13.100 (1) 省略 (2) a = −2, 1のとき最小値
1

54

13.101 (1) 0 < p < 2
√

2 (2) 省略 (3) S(
√

2) = 2

13.102 (1) S = −1

6
α4 +

1

3
α3β − 1

6
αβ3 +

1

12
β4 (2) α =

β

2
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13.103 (1) b = 3a2 − 3 (2) −1 < a < 1 (3) a = 0のとき，Sは最小値
9

2
をとる．

13.104 (1) a =
√

3, b = −2 (2) (
√

3, 1)，c = 1 (3)
√

3

13.105 (1) y = −x2 + 4 (2) E(a− 1, 4a + 4) (3) S =
1

3
(a + 1)3

13.106 (1) a =
3

4
，b =

1

2
，c =

3

2
(2) y = −x +

9

4
(3)

1

3

13.107 (1) M(a, a2)，C(a + 2, a2 + 4a) (2)
16

3

13.108 (1) y = 2(a− 1)x− a2 + 1 (2) a =
1

2
で最小値

1

12

(3) a =
1

3
のとき最小値

1

27

13.109 (1) y = (2t + p)x− t2 + q (2) S1 =
t3

3
(3) S1 : S2 = 2 : 1

13.110 (1) f(x) =
4

t2
(t− 2)2

(
x− t

2

)2

(2) S(t) =
2

3
t(t− 2)2

(3) t =
2

3
のとき最大値

64

81

13.111 0 <
S2

S1

<
2

3

13.112 (1) b = 1− a (2) y = 2ax + 1− 2a

(3) 0 < a <
1

2
のとき S =

a

3
，

1

2
5 a < 1のとき S = 1−

(
2a

3
+

1

4a

)

(4) a =

√
6

4
のとき，Sは最大値 1−

√
6

3
をとる

13.113 (1) y = (2t + a)x− t2 (2) y = −ax− a2, y =
a

3
x− a2

9
(3) a = 3

13.114 (1) k(x) = −x + 1 (2) g(x) = x2 + x + 2 (3)
2

3

13.115 (1) b = −
(

a +
1

4a

)
(2) p =

√
1− 1

4a2
, q = − 1

2a
(3)

1

12

13.116 (1) Q(
√

3, 1) (2) θ = −π

6
，R(3

√
3, 5) (3) S =

7
√

3

3
− 2π

3

13.117 (1) P

(√
3

2
,

1

2

)
，Q

(
−
√

3

2
,

1

2

)
(2) y = x2 − 1

4
(3) S =

3
√

3

4
− π

3

242

見
本



13.118 (1)
43

48
(2)

43

72

13.119 (1) R

(
p + q

2
, pq

)
(2)

9

4

13.120 (1) y = 4x− 4 (2) y = −x− 1

4
(3) S =

125

96

13.121 (1) b = −6a + 3，c = 5a− 5 (2) a = 1，b = −3，c = 0 (3)
16

3

13.122 (1) y =
1

8
x2 (2) y = x− 2，y = −x− 2 (3)

16

3

13.123 (1) (2− t, 1− 2t) (2) (1− t, − 1 + 2t)

(3) y = (x− 1)2 (0 5 x 5 2) (4)
2

3

13.124 (1) y = 5x− 16, y = −3x (2) y = 2x2 − 7x + 2 (3)
4

3

13.125 (1) α + β = k，αβ = −1 (2) x =
k

2
(3)

1

12
(k2 + 4)

3
2

13.126 (1) 省略 (2) y = 1, ± 2
√

6x− y − 5 = 0 (3)

√
6

2

13.127 (1) f(x) = x2 + 2x (2)(i) y = 2(±
√

k + 1)x− k (ii) k = 3

13.128 (1) l : y = 2(a− p)x− a2 + 2p2，m : y = 2(b− p)x− b2 + 2p2

(2) a = −√2p，b =
√

2p (3) S =
4
√

2

3
p3

13.129 (1) β2 − 4αγ = 0 (2) b = 1，c =
9

16a

(3) Pの x座標 x =
3

4a
，Qの x座標 x = − 3

4a
(4) y = −5

8
x (5)

9

32a2

13.130 (1) R

(
a + b

2
, ab

)
，4PQR =

1

4
(b− a)3 (2)

5

12
(b− a)3

14.1 (1)
−→
AP =

3
−→
AB + 4

−→
AF

2
(2) AQ : QP = 2 : 5 (3)

5

14

√
3

14.2 (1)
−→
AE = 2~b，

−→
AF = 3~d (2)

−→
QR =

1

2
~b + ~d (3) 省略

14.3 (1) BR : RC = 1 : 2 (2) BR : RC = 2 : 1 (3) BR : RC = 1 : 4
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14.4 (1)
−→
OE =

h~a + (1− h)~b

2− h
(2) h =

2

3

14.5 (1) 4POA : 4POB : 4PAB = 2 : 1 : 4 (2) 省略 (3)
9

16
(倍)

14.6 (1) BS : SC = r : q，CT : TA = p : r (2) 省略

14.7 (1) 省略 (2) 省略 (3) 省略

14.8 (1)
−→
AP = ~a + α~b，

−→
AQ = ~b + β~a (2)

QR

RP
=

1− β

1− α
，

AR

AC
=

1− αβ

2− α− β

(3)

√
3(1− αβ)(1− β)

2(2− α− β)

14.9 (1) C(4, 2)，|−→CP|2 = 40s2 + 25t2 + 60st− 40s− 40t + 20

(2) s 5 2

3
のとき 4s2 + 8s + 4, s >

2

3
のとき 40s2 − 40s + 20

14.10 (1) 省略 (2) 省略

14.11 (1)
−→
OD = 2(cos θ)~c−~b (2)

−→
OP =

(
cos θ

1 + cos θ

)
~b +

(
cos θ

1 + cos θ

)
~c

14.12 |−→BC| = 2
√

5

14.13 |~a− 3~b| = 3
√

3

14.14 θ =
π

3
のとき最大値 2

14.15 ~b·~c = 6，AG =

√
37

3

14.16 (1) t = −3 cos θ

|~b|
(2) |~b| = 2，cos θ =

1

3

14.17 (1) ~b·~c = 1 (2)
−→
AD =

1

3
~b +

2

3
~c (3) AD : AE = 2 : 3

14.18 (1) ~a·~b = 2 (2)
−→
PQ = −1

4
~a +

3

4
~b (3) |−→PQ| =

√
7

2
(4)

−→
OR =

1

10
~a +

9

20
~b

14.19 (1) BD : DC = k : 2 (2) k = 5 (3) l =
13

3

14.20
−→
OH =

1

a2 + ab + b2

{(
1

2
ab + b2

)−→
OA +

(
a2 +

1

2
ab

)−→
OB

}
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14.21 (1)
−→
OA·−→OB = 20 (2) s =

39

68
，t =

39

34

14.22 (1)
−−→
OM =

~a +~b

2
，
−→
OD =

2~a + 3~b

5
(2)

−→
OF =

3~a + 3~b

5
，
−→
DF =

1

5
~a

14.23 (1)
−→
AP =

1

3

−→
AB +

1

2

−→
AC (2) ∠BAC = 60◦

14.24 (1)
−→
PQ = −1

4
(
−→
OA +

−→
OB) (2) PQ =

√
19

4
(3) OR : RP = 4 : 3

(4) 4PQR =
9
√

3

112

14.25 (1)
−→
OH = (1− s)~a + s~b (2) s =

4

3
(3)

−→
OQ = −1

2
~a + 2~b

14.26 (1) |−−→OM| = 1

2

√
k2 + k + 1 (2)

−→
OC =

1√
3
~a− 2k√

3
~p (3) k =

√
3− 1

2

(4) k =

√
3 + 1

2

14.27 省略

14.28 (1) |−→OA| = 1√
3

(2)(ア)
1

2
(イ) 最大値

1

2
，最小値−1

6

14.29 (1)
−→
OC =

3~a + 2~b

5
(2)

−→
OD =

t

2
~a−~b (3) ∠AOB =

π

3
，OC =

6
√

3

5

14.30 (1) cos θ =

√
7

14
(2)

−→
OP =

7

9
~a +

8

9
~b (3) 4OAB : 4PBA = 3 : 2

(4) |−→AB| = 3
√

3

14.31 (1)
−→
OQ =

5

3

−→
OA +

10

3

−→
OB (2) OP : PQ = 3 : 4

14.32 (1) l(2k + 1) = 3k (2) l = 3(k − 1)

(
k > 1, k 6= 1 +

√
3

2

)
(3) k = 2

14.33 (1) k =

√
5− 1

2
，~x =

√
5 + 1

2
(~b− ~a)，~y = −

√
5 + 1

2
~a +~b

(2) cos θ =

√
5 + 1

4
(3) ~a·~x =

1

2

14.34 (1)
−→
OC = −~a + 2t~b (2) t = ±1

2

245

見
本



14.35 (1) a =
1

1 + x2
，b =

x2

1 + x2
(2) 省略

14.36 (1)

(
1− n

n2 + 1
,

n2 − n

n2 + 1

)
(2)

n− 1√
2(n2 + 1)

(3) 202

14.37 (1)
−→
OP = (1− α)~a + α~b，

−→
OQ =

1− α

1 + α
~a +

α

1 + α
~b

(2)
−→
OR =

1− 2α

1 + α
~a (3) α =

1

5

14.38 (1)
−→
OB·−→OC = 1 (2)

7

25
(3) 1−

(
3

5

)n

14.39 (1) 省略 (2) 省略 (3) |−→OP| = 1

14.40 省略

14.41 (1)
−→
OH =

1

3
~b (2)

−→
OP =

2

3
~a +

1

9
~b (3) OP =

√
21

3

14.42 (1) −√6 < t <
√

6 (2)
−→
OP =

t

2
~b，

−→
OQ =

t

3
~a

(3)
−→
OR =

1

5
~a +

2

5
~b，|−→OR| =

√
15

5

14.43 (1) 省略 (2)
−→
OP = t~a +

1

2
~b +

1

2
~c，

−→
NP = t~a +

1

2
~c

(3)
−→
OP = −1

2
~a +

1

2
~b +

1

2
~c，

−→
NP = −1

2
~a +

1

2
~c

14.44 (1) AD : DC = 5 : 7，BI : ID = 2 : 1 (2)
−→
AI =

1

3
~b +

5

18
~c

(3) cos θ =
1

5
，~b·~c = 6 (4) 25x + 6y =

25

2
(5)

−→
AO =

19

48
~b +

125

288
~c

14.45 (1)
−−→
AM =

20

9
(~u + ~v) (2)

−→
AO =

5t

9
(~u + ~v)，

−→
HO =

t

9
(−4~u + 5~v)，r =

t

3

(3) t = 3，内接円 Iの半径 1 (4) 0 < t <
11− 2

√
10

3

246

見
本



14.46 (1)
−→
AO =

3

8
(~b +~c) (2) s2 +

2

3
st + t2 − s− t = 0 (3) − 3

16
5 v 5 9

16

(4)
−→
AP =

3

4
~b− 1

4
~c または

−→
AP = −1

4
~b +

3

4
~c

O

A

PP

B C

14.47 (1)
−→
OQ =

b
−→
OA + a

−→
OB

a + b
(2)

−→
OP =

b
−→
OA + a

−→
OB

a + b− c
(3)

−→
OP =

5
−→
OA + 3

−→
OB

2

14.48 (1)
−→
OQ = (2−√3)(~a +~b) (2)

−→
OH = (2

√
3− 3)(~a +~b)

(3) |−→AB| =
√

6−√2

2
(4)

−→
OP =

2

4 +
√

6−√2
(~a +~b)

14.49 (1)
−→
PQ =

1

6
~a +

1

6
~b (2)

−→
PR = − 1

18
~a +

5

18
~b (3)

1

18

14.50 (1) a = p + q (2) θ1 =
π

4

(3) θ2 =
7

12
π，PRの傾き−2−√3，QRの傾き−2 +

√
3，4PQR = 6

√
3

(4) 4PQS = 5
√

5

14.51 (1) a = 1，b = 2 (2) a =
5

2

14.52 (1) 省略 (2) B

(
36

11
,

47

11

)
，C

(
4

3
,−1

3

)

15.1 t =
1

3
，AE : EC = 3 : 1

15.2 (1) P(0, 4, 4) (2) 4OAP = 2
√

6

15.3 (1) 中心 (0, 0, 1)，半径 4の円
(2) P(0, ± 2

√
3,−1)，Q(±√3, ±√3, 0) (複号同順)のとき，

PQの最小値
√

7

15.4 s = 1，t = ±2
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15.5 (1)
−→
AB·−→AC = 6s− 2t− 20 (2) (s− 1)2 + (t− 2)2 = 20

(3) (s, t) = (3,−1),

(
22

5
,

16

5

)

15.6 (1) a = 6 (2) (0, 0, 5)

15.7 (1) a = −6, b = 13, c = 3

(2)(ア)
−→
OD =

1

5

−→
OA +

2

5

−→
OB +

2

5

−→
OC (イ) AE : EC = 2 : 1

15.8 (1) H

(
31

11
,

20

11
,

17

11

)

(2) 4OBC =
√

11，四面体AOBCの体積 3

(3) x2 + y2 + z2 − 17

9
x +

1

9
y − 13

3
z = 0

15.9 (1) b1 =
1

2
，b2 =

√
3

2
，c1 =

1

2
，c2 =

√
3

6
，c3 =

√
6

3
(2) 省略

(3) P

(
1

2
,

√
3

3
,

√
6

6

)
，後半の証明は省略

15.10 (1) P(1− a, 0, a)，Q(1, a, a)，R(a, 1, a)，S(0, 1− a, a)

(2) a =
1

2
のとき最大値

1

2

15.11 (1)
−−→
GM = (2,−4, 0)，

−→
GN = (4, 0,−2) (2) cos θ =

2

5
(3) 4GMN = 2

√
21

(4)
8
√

21

21
(5)

−→
OP =

5

7

−→
OF

15.12 (1) 省略 (2) 省略 (3)
3

2

15.13 (1) 省略 (2) H

(
4

3
,−2

3
,

4

3

)
(3)

√
5

3

15.14 (1)
x2 − 3x√

x2 − 6x + 13
√

x2 + 1
(0 5 x 5 3) (2)

√
70

5

15.15 　(1) −6 5 m 5 3

(2) H(3, 0, 0)のとき最大値 3
√

5，H

(
3

2
,

3

2
,

3

4

)
のとき最小値

3
√

2

2

(3) P

(
3

2
,

3

5
,

3

10

)
，r =

3
√

30

10
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15.16 (1)
−→
OS =

1

3
{(x + 1)~a + (t + 1)~b + (x + 1)~c} (2) t = x

(3) 最小値 f

(
1

2

)
=

3
√

3

8
(4)

3

16

15.17 (1) x2 + y2 + z2 = 1 (2) u =
x

1− z
，v =

y

1− z

(3) (x, y, z) =

(
2u

u2 + v2 + 1
,

2v

u2 + v2 + 1
,

u2 + v2 − 1

u2 + v2 + 1

)

(4) 点 (−1,−1)を中心とする半径
√

3の円

15.18 ±
(√

6

4
,

√
6

4
,

1

2

)

15.19 (1) 省略 (2) (3, 1, 0)

15.20 (1) cos θ =
2

7

√
6 (2) S = 5

√
6 (3)

−→
OP = ±(11, 2,−5)

15.21 (1) cos θ = −1

2
，4ABC = 3

√
3 (2) (−1, 1, 1) (3)

√
3 (4) 3

15.22 (1) 4A1A2B =
3

2
(2) ともに

1

2
(3) 省略 (4) 省略

15.23 (1) AB =
√

6，BC =
√

42，CA =
√

42 (2) S =
9

2

√
3 (3) ` =

7

9
，m =

2

9

(4) k =
11

9
，T =

√
3 (5) V = 11

15.24 (1) ~n =
1√

(bc)2 + (ca)2 + (ab)2
(bc, ca, ab)

(2)
−→
OH =

abc

(bc)2 + (ca)2 + (ab)2
(bc, ca, ab)，|−→OH| = abc√

(bc)2 + (ca)2 + (ab)2

(3) 省略

15.25 (1) a = b = c (2)

√
b2c2 + 4c2a2 + a2b2

9a2 + 4b2 + c2

15.26 (1) 省略 (2)
1

2

√
(y − x− 2 cos θ)2 + 8 sin2 θ

(3) 0 < θ <
π

3
のとき

1

2

√
9− 4 cos θ − 4 cos2 θ

π

3
5 θ 5 2π

3
のとき

√
2 sin θ

2π

3
< θ < π のとき

1

2

√
9 + 4 cos θ − 4 cos2 θ

15.27 OK : KG = 18 : 11
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15.28 (1)
−→
OD =

2

3
~a +

1

3
~c，

−→
OE =

4

9
~a +

1

3
~b +

2

9
~c (2) CE : EF = 7 : 2 (3)

8

63
V

15.29 (1)
−→
OH =

5

18
~a +

2

9
~b +

1

3

−→
OR (2)

−→
OR =

1

6
~b +

5

6
~c

15.30 (1)
−→
OP =

1

10
(~a +~b +~c) (2)

−→
DP =

3

10

−→
DE +

1

2

−→
DF (3) S1 : S2 : S3 = 5 : 2 : 3

15.31 (1)
−→
AP = −1

4

−→
AB− 1

2

−→
AC− 3

4

−→
AD (2) s =

1

3
，t =

1

2
，k = −2

3
(3) 2 : 5

15.32 (1) ~e =
1

4
(~a + 2~b +~c) (2) 省略 (3) ∠AOC =

2

3
π

15.33 (1) ~d =
t− 1

2t− 5
~a +

t− 4

2t− 5
~b (2) |~c |2 =

9

7

15.34 (1)
−→
OR =

2~a +~b

5
(2) CR =

√
21

5

15.35 (1) ~d =
~b +~c− ~a

2
(2)

−→
FG = t~a + (1− t)~b + (1− t)~c，

−→
BC·−→FG = (3) 省略

(4) t = 1のとき最小値
1

2

15.36 (1) PQ =

√
13

6
，PR =

√
3

4
(2)

5

48
(3)

√
131

96

15.37 (1)
−→
PQ =

(√
3

5
,−1

5
,

1

5

)
(2)

−→
PS =

(
0,

8

5
,

4

5

)
(3)

3
√

30

25

15.38 (1)
−→
AB·−→AC = 8 (2) p =

2

3
，q =

1

6
(3) 4

√
2

15.39 (1) 省略 (2) 省略

15.40 (1)
−→
OA·−→OB = 5，

−→
OA·−→OC = 4，

−→
OB·−→OC = 3 (2) 省略 (3)

5

3

15.41 (1)
−→
OP =

7

8
~b (2) 4APC =

√
11

8
(3)

−→
OQ =

49

120
(~c + ~a)

15.42 (1)
−→
PB = ~b− s~a，

−→
PQ = t~c− s~a (2) t =

s(1− 2s)

1− s

(3) s =
2−√2

2
のとき tは最大値 3− 2

√
2をとる． (4) PQ2 =

27− 19
√

2

2

250

見
本



15.43 (1) ~a·~b = 20，~b·~c = 44，~c·~a = 5 (2)
−→
OH = − 7

15
~a +

5

6
~b (3) CH =

2
√

33

3

(4) V1 =
20
√

11

3
，V2 =

10
√

11

9

15.44 (1)
−→
OH =

2s

3
~a +

s

3
~b，

−→
CH =

2s

3
~a +

s

3
~b−~c (2) s =

3 cos θ + 3

14

(3) cos θ =
2

5
，s =

3

10
(4) V =

√
6

5

15.45 (1)
−→
OG =

s

3
(~a +~b) +

1

3
~c

(2) (a) s =
1

2
，cos θ = −

√
15

5

(b) OG =

√
3

3
，BC =

√
31，∠BAC =

5

6
π

(c) V =
1

2

15.46 (1) 省略，S(t) =

√
3

2
(t2 − t + 1) (2) 省略 (3) t =

2

3
で最小値

49

486

15.47 (1) ~a·~c = 1，~b·~c = 1，~a·~b = 2 cos θ

(2) s = t =
1

2(1 + cos θ)
，|−→CH| =

√
cos θ

1 + cos θ
(3) θ =

π

3
，∠ACB = 90◦

15.48 (1)
−→
OD = ~a−~b +~c，~a·~c = 0 (2)

−→
BR·−→PQ = (1− k)

(
t− 1

2

)

(3)(i) k =
−t2 + t

t2 − t + 1
(ii) kは t =

1

2
のとき最大値

1

3
，S =

√
5

6

15.49 (1) ~a·~b =
7

2
，
−→
BC·~a = 0 (2)

−→
OH =

7

15
(~a +~b)，

−→
OD =

14

15
~a +

14

15
~b−~c

(3)
−→
BP =

7

8
~a−~b，

−→
BP·~a = 0，OP =

7

4
，BP =

√
15

4

(4) S =

√
11

4
，V =

7
√

11

48

15.50 (1)
−→
DE = s~b− s~a，

−→
DF = (1− s)~b + s~c− s~a，~b·~c = 9 (2) OH =

3
√

7

4

(3) s =
9

16
(4) V =

21
√

7

32

15.51 (1) 省略，4ABC = 2a
√

a2 + 2b2 (2) sin θ =
a√

a2 + 2b2
，OH =

ab√
a2 + 2b2

(3)
2a

3

(√
(a2 + 2b2)(a2 + 2b2) + ab

)
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15.52 BQ : QC = 1 : 5，OP =

√
21

4

15.53 (1)
−→
OD =

2

3
~a (2)

−→
OP =

7

30
~a +

13

30
~b +

13

60
~c

15.54 (1) PR =

√
3− 3x2

4− 3x2
(2) x =

2

3

15.55 (1)
−−→
OM =

1

1 + 2t
~b，

−→
ON =

1

3− 2t
~c (2) 4QMN =

√
3t(1− t)

(1 + 2t)(3− 2t)

(3) t =
1

2
のとき最大値

√
3

16

15.56 (1)
1

2
5 k 5 3

4
(2)

(
−√2 +

√
6

2
, 2
√

2 +
√

6,

√
2−√6

2

)

15.57 (1)
−−→
OM =

1

2
~a−~b +~c (2)

−→
ON =

2

3
~c (3)

−→
OP =

1

4
~a +

1

2
~c

(4) OP : PQ = 3 : 1

15.58 (1)
−→
OI =

(
1− 1

2
t

)
~a + t~c + (1− t)~d

(2)
−→
OJ = (1− s)~a +

(
3

4
− 1

4
s

)
~c + s~d

(3) EH : HM = 2 : 1

15.59 (1)
−→
OD = ~a−~b +~c (2) ~a·~b = ~b·~c =

1

2
，~a·~c = 0

(3)
−→
OP = −~a +~b，

−→
OP = ~a− 1

3
~b +

2

3
~c

15.60 (1)
−→
PY = ~a +

(
5

4
− 2t

)
~b +~c (2)

1

4
5 t < 1 (3) t =

5

8

15.61 (1)
−→
AC = ~a +~b，

−→
AL = ~c + ~a，

−→
AN = ~b +~c (2)

−→
AG =

2

3
(~a +~b +~c)

(3) AK =
√

3 (4) 4CLN =
1

2

√
26

15.62 (1)
−→
OD =

3

4

−→
OA +

1

4

−→
OP，

−→
OE =

1

2

−→
OC +

1

2

−→
OP (2)

−→
PQ = (1− t)

−→
OA +

−→
OC−−→OP

(3)
−→
OA·−→OP =

1

2
(4) t =

1

3
，|−→OP| = 2

√
3

3

15.63 (1)
−→
PC = ~c− t

−→
d，

−−→
CM = ~a− 1

2
~c + ~d，

−−→
PM = ~a +

1

2
~c + (1− t)~d

(2)
−→
PH =

2 + t

3
~a +

4− t

6
~c +

2− 2t

3
~d (3)

12

5
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15.64 (1) 省略

(2)
−→
ES = ~a +

x

2
~b +~c，

−→
ET =

2− x

2
~a +~b +~c

|−→ES|2 = x2 + 8，|−→ET|2 = (2− x)2 + 8，
−→
ES·−→ET = 8

(3) f(x) =
1

2

√
{(x− 1)2 + 7}2 − 32

(4) x = 0, 2のとき最大値 2
√

2をとり，x = 1のとき最小値

√
17

2
をとる．

15.65 (1)
−−→
MN =

1

2
~a +

2

5
~b，

−→
ML =

1

2
~a +~b +

1

3
~c，

−−→
MK = −1

2
~a + k~c

(2) k =
2

9
(3)

2

7
5 k 5 2

3

15.66 (1) OH : HF = 1 : 2 (2)
−→
HE·−→HF =

4

3
(3)

√
2

3

15.67 (1)
−→
OH =

a2
−→
OE + b2

−→
OB + b2

−→
OC

a2 + 2b2
(2) |−→OH| = a

2

15.68 　(1) ~g =
~a +~b +~c

3
，~h =

~b +~c + ~d

3
(2) s，tを媒介変数とすると

l1 : ~p =
s

3
~a +

s

3
~b +

s

3
~c + (1− s)~d, l2 : ~q = (1− t)~a +

t

3
~b +

t

3
~c +

t

3
~d

(3)
1

4
(~a +~b +~c + ~d)

15.69 (1) |−→OA| = 2
√

2，|−→OG| = √
6 (2)

−→
OP = −2

√
3

9
(
−→
OA +

−→
OB +

−→
OC) (3) 150◦

15.70 (1) D

(
1

2
, 1,

3

2

)
(2) DF =

3

7
(3)

1

2

15.71 　(1) 単位ベクトルは± 1√
2(a2 − ab + b2)

(b,−a, a− b)，

内積の絶対値は
bc + (a− b)d√
2(a2 − ab + b2)

(2)
bc + (a− b)d

6

(3) 体積の最大値は
1

6
で，そのときのA，Bは次の 3組．

A(1, b, 0)，B(1, 0, 1) (0 < b < 1)

A(1, 0, 0)，B(c, 0, 1) (0 5 c 5 1)

A(1, 1, 0)，B(1, 0, d) (0 5 d 5 1)
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15.72 (1) 省略 (2) 省略 (3) x = −1，y = 2のとき最小値
√

6

15.73 (1) t =
2

5
(2) 0 < t <

2

13

16.1 求める数列を {an}とすると an = n2 + n− 1

16.2 (1) an = (2n− 1)a + b (2) 公差 2aの等差数列

16.3 (1) a = 8, b = 16, c = 24 (2) bn = 2n+1 (3) pn = p·2n−1

16.4 (1) an =
1

3
n− 1

6
(2) N = 30 (3)

N∑

k=1

ak = 150

16.5 (1) an = 3·2n−1 (2) Tn = 3(22n−1 − 2n−1) (3)
n∑

k=1

Tk = 2·4n − 3·2n + 1

16.6 (1) 610 (2) n = 9 (3) cn = 22n−1

16.7 (1) bn = 2n (2) 省略 (3) n = 1, 7

16.8 (1) Sn =

(
1

2

)n−2

(2) a1 = 2，n = 2のとき an =

(
−1

2

)n−2

16.9 (1) 省略 (2)
AnBn

An−1Bn−1

=
b cos θ

a
(3) S1 + S2 + · · ·+ Sn =

3

26

{
1−

(
3

16

)n}

16.10 (1) OP2 =

√
2 sin θ

sin θ + cos θ
(2) OPn+1 =

√
2OPn sin θ

sin θ + cos θ
，OP9 = 16

(
sin θ

sin θ + cos θ

)8

(3) tan θ = 2
√

3 + 3

16.11 (1) a1 = 0，a2 = 1，a3 = 1 (2) 2k − 1 (個) (3) a3k = 3k − 2

(4) S3m =
1

2
m(9m− 5)

16.12 (1) a1 = 1，a2 = 1，a3 = 1，a4 = 2 (2) S =
1

6
m(4m2 − 3m + 5)

16.13 (1) 93 (2) 3·2n−1 (3) 9·22n−3 − 3·2n−2

16.14 (1) t2 − t + 1項 (2) 20 (3) 1340

16.15 (1) Sk = −k3 + (a− 1)k (2) 147 (3) k = 5, 9

16.16 (1) m + n− 1群の第 n項 (2)
1

2
(m + n− 2)(m + n− 1) + n (番目)

(3) 第 45群の第 10項 (4) 236 (番目)
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16.17 (1) 2n−2 (2) 第 57項 (3)
417

16
(4)

1959

2048

16.18 (1) b3m−2 = 2m− 1，b3m−1 = 2m，b3m = 2m，S3m = m(3m + 2)

(2) c3m−2 = (3m− 2)2，c3m−1 = (3m− 1)2，c3m = 9m2 + 1，

T3m =
3

2
m(6m2 + 3m + 1)

(3) 第 31群の 14番目 (4) 省略

16.19 省略

16.20 (1) an = n log10 3− log10 2 (2)
n(n + 1)

2
log10 3− n log10 2

16.21 　(1) 4©は 16 + 17 + 18 + 19 + 20 = 21 + 22 + 23 + 24 よって S(4) = 90

(2) n©は

n2 + (n2 + 1) + · · ·+ (n2 + n) = (n2 + n + 1) + · · ·+ (n2 + 2n)

等式の証明は省略

16.22 (1) 省略 (2)
1

m + 2
n(n + 1)(n + 2) · · · (n + m)(n + m + 1)

16.23 (1) a = 10 (2)
1

10
{f(m)− 945}

16.24 (1) n− x(1− xn)

1− x
(2) n2 − n + 2−

(
1

2

)n−1

16.25 (1) 省略 (2) Tn =
n(n + 3)

16(n + 1)(n + 2)

16.26 (1)
√

a + 1− 1 (2) an = n(n + 2) (3) 省略 (4)
N(3N + 5)

4(N + 1)(N + 2)

16.27 　(1) 省略

(2) mを整数とすると

θ 6= 2mπ のとき Sn =
1

2 sin
θ

2

{
cos

θ

2
− cos

(
n +

1

2

)
θ

}

θ = 2mπ のとき Sn = 0

16.28 (1) m2 − 1 (個) (2) n(A) =
1

6
n(n− 1)(2n + 5)，n(B) =

1

6
n(4n2 − 3n + 5)

(3) n(C) =
1

6
n(4n2 − 3n + 5)

16.29 (1) 省略 (2) 省略 (3) 省略
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16.30 (1) b1 = 6, b2 = 36, b3 = 66, b4 = 78 (2) 省略
(3) b4k−3 = 6(4k − 3)(3k − 2)，b4k−2 = 6(3k − 1)(4k − 1)，

b4k−1 = 6k(12k − 1)，b4k = 6k(12k + 1)

(4)
4n∑

k=1

bk = 6n(16n2 + 12n + 3)

16.31 (1) 省略 (2) 省略 (3)
2

3
n

16.32 (1) S =
1− rn

1− r
(2) T =

S − nrn

1− r
(3) U =

2T − S − n2rn

1− r

16.33 　(1) n = 73

(2) kを自然数として[√
n + 1 +

1

2

]
−

[√
n +

1

2

]
=

{
0 (n 6= k(k + 1))

1 (n = k(k + 1))

16.34 (1) 省略 (2) 省略 (3) 省略 (4)
1

30
n(n + 1)(2n + 1)(3n2 + 3n− 1)

16.35 (1) 省略 (2) p(n) =
1

2
n(n− 1) (3) 省略

16.36 (1) 省略 (2) 省略 (3) 省略

16.37 (1) bn = (2n + 1)(2n + 3)，an =
1

(2n + 1)(2n + 3)
(2) Sn =

n

3(2n + 3)

16.38 (1) b = 2 (2) an = 2n+1 − 2 (3) n = 84

16.39 (1) b1 =
11

6
(2) bn =

(
1

3

)n

+
3

2
(3) an =

3

2
n− 1

2

(
1

3

)n−1

− 9

4

16.40 (1) an+1 = 9an−1 − 5·2n−1 (2) 省略 (3) bn = 3n

(4) Sn =
1

2
(3n+1 + 2n+2 − 7)

16.41 (1) bn+1 + bn = 0 (2) an = −7

4
·(−1)n−1 +

6n− 7

4
(3) 1825

16.42 (1) 省略 (2) 初項 1，公比 2の等比数列 (3) an = 2n−1 − n

(4)
n∑

k=1

ak = 2n − 1− 1

2
n(n + 1)

16.43 (1) cn+1 − cn =
2

3
(2) an = (2n + 1)·3n−1 (3) Sn = n·3n
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16.44 (1) a2 = 1, a3 = 1, a4 = 4, a5 = 4 (2) bn = (n− 1)2, cn = n2 (3) 625

16.45 (1) an = 200− 100× 1.05n−1 (2) n = 16

16.46 (1) a1 = −1 (2) 省略 (3) an =
3n

4
− 7

4·3n−1

16.47 (1) a4 =
37

16
(2) an = 3− 2n + 3

2n

16.48 (1) a1 = 1，a2 = 2，a3 = 3 (2) 省略 (3) an = n

16.49 (1) a1 =
1√
3
, an = (−1)n

√
3 (n = 2) (2) 2−√3 (3) k = 4

16.50 (1) Ln = Ln−1 + n (n = 2)，Ln =
1

2
(n2 + n + 2) (2) H3 = 16

(3) Hn = 2n2 − n + 1

16.51 　(1) ak+1 = −ak + mk

(2) r 6= −1のとき ak = (−1)k+1a1 +
(−1)k + rk−1

1 + r
m1

r = −1のとき ak = (−1)k{−a1 + (k − 1)m1}

(3) b =
(1 + r)2

4r

16.52 (1) l1 =
a

a + b
(2) ln+1 = − b

a + b
ln + 1 (3) n = 25

16.53 (1) bn+1 = −2bn (2) bn = (−2)n−1 (3) an =
4− (−2)n−1

3

16.54 (1) a3 = 11，a4 = 49，a5 = 179 (2) (α, β) = (2, 3), (3, 2)

(3) an = 3n − 2n+1

16.55 (1)(i) an = (−4)
n−1

2 (ii) an = 3·(−4)
n−2

2

(2)(a) bn = 2·4n−1 = 22n−1，cn = −1 (b) an =
1

3
(22n−1 + 1)

(3)(c) dn =
1

4
(d) an = (n + 1)·2n−2

16.56 (1) c = −1

2
(2) an =

3n − 2n + 1

2

16.57 (1) 省略 (2) a100 = −2

16.58 (1) 省略 (2) 省略 (3) 省略
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16.59 (1) bn+1 = 1 +
1

bn

(2) 省略 (3) 省略 (4) 省略

16.60 (1) an+1 = bn + 1，bn+1 = 2an + bn (2) an+2 = an+1 + 2an

(3) 省略 (4) dn =
1

3

{
1−

(
−1

2

)n}

(5) an =
1

3
{2n − (−1)n}，bn =

1

3
{2n+1 − (−1)n+1 − 3}

16.61 (1) bn =

(
9

10

)n−1

(2) cn =
100

81
n，an = n

(
9

10

)n−2

(3) n = 9, 10

16.62 　(1) f(2) = 1, f(3) = 1, f(4) = 2, f(5) = 3

(2) (ア) f(n− 1) (イ) f(n− 2) (ウ) f(n) = f(n− 1) + f(n− 2)

(3) f(n) =
1√
5





(
1 +

√
5

2

)n−1

−
(

1−√5

2

)n−1




16.63 a1 = a + b + c，an = 2an− a + b (n = 2)

16.64 (1) a1 = −24 (2) 省略 (公差 2の等差数列) (3) n = 37

16.65 (1) a2 = 5, a3 = 10, a4 = 20, a5 = 40 (2) an =

{
1 (n = 1)

5·2n−2 (n = 2, 3, · · · )

16.66 (1) an = 2an−1 − 1 (2) bn = −2n (3) an = −2n + 1

16.67 (1) a1 = 2 (2) a2 = 8 (3) an = 3n − 1

16.68 (1) an+2 = 4an+1 − 4an (2) bn = 2n (3) an = (n + 1)2n−1

16.69 (1) an+1 = 2an − 2n− 1 (2) an = 2n + 3− 3·2n

16.70 (1) an = 3n− 1 (2) bn = 3·22n−2 (3) Sn = (3n− 2)·22n + 2

16.71 (1) 省略 (2) bn = 2n−1 (3)
n∑

k=1

(2ak + 1) = (n− 1)2n+1 + 2− n

16.72 (1) bn =
3

4

(
2

5

)n−1

(2) an =
3·2n−1

4·5n−1 − 3·2n−1

16.73 (1) bn = 5bn−1 + 4n + 3 (2) cn = 16·5n−1 − 1 (3) an =
1

4·5n−1 − n− 2
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16.74 (1) a3 = 15，b3 = 11 (2) cn = 3n − 1

(3) an =
3n + 2n− 3

2
，bn =

3n − 2n + 1

2

(4) Sn =
1

4
(3n+1 + 2n2 − 4n− 3)

16.75 (1) zn = 3n，wn = 3n2 − 19n + 29 (2) n = 3, 4

16.76 　(1) a3 =
5

2
, a4 =

13

4
, a5 =

29

8

(2) nが奇数のとき，bn+2 =
1

4
bn +

1

2
nが偶数のとき，bn+2 =

1

4
bn +

1

4

(3) nが奇数のとき，bn =
2

3

(
1

2

)n

+
2

3
nが偶数のとき，bn =

2

3

(
1

2

)n

+
1

3

(4) nが奇数のとき，an =
7

6
+

n

2
− 4

3

(
1

2

)n

nが偶数のとき，an =
4

3
+

n

2
− 4

3

(
1

2

)n

16.77 (1) b1 = −1，b2 = −1，b3 = 1，b4 = −1，b5 = −1，b6 = 1 (2) bn+3 = bn

(3) b100 = −1 (4) c1 = 0，c2 = 0，c3 = −1，c4 = 0，c5 = 0，c6 = 1

(5) c2007 = −1

16.78 (1) xn = 2n，yn = 3·2n − 6 (2) p =
c

r − s
, q =

d

r − 1
(3) zn = 5·2n − 4·3n−1 − 6

16.79 (1) p1 = 0，p2 =
1

3
，p3 =

2

9
(2) pn =

1

4

{
1−

(
−1

3

)n−1
}

16.80 (1) (1− p)n (2) (1− p2)n (3) (1− pk)n − (1− pk−1)n

16.81 (1) P1 =
2

3
，P2 =

1

2
，P3 =

5

12
(2) Pn+1 =

1

2
Pn +

1

6

(3) Pn =
1

3

{
1 +

(
1

2

)n−1
}

16.82 (1) p1 =
1

6
，p2 =

1

4
(2) q2 =

1

4
，r2 =

1

2
，p3 =

5

12
(3) pn+1 =

1

2
rn +

1

6

(4) pn+3 =
1

8
pn +

7

24
(5) p3n =

1

12

(
1

8

)n−1

+
1

3

16.83 (1) p2 =
1

4
，p3 =

1

8
(2) p4 =

1

16
，p5 =

1

16
(3) p12 =

3

1024
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16.84 　(1) 試行を n回繰り返したとき，点Qが，頂点A，B，C，Dにある確率をそ
れぞれ，Pn(A)，Pn(B)，Pn(C)，Pn(D)とすると

P2(A) = P2(C) =
1

2
, P2(B) = P2(D) = 0,

P3(A) = P3(C) = 0, P3(B) = P3(D) =
1

2
,

P4(A) = P4(C) =
1

2
, P4(B) = P4(D) = 0

(2) 省略

16.85 (1)
5

9
(2) P2 =

40

81
，P3 =

340

729
(3) 省略

16.86 (1) p1 =
M

M + N
，p2 =

M2 + N2

(M + N)2
(2) pn+1 =

M −N

M + N
pn +

N

M + N

(3)
M −N

M + N
=





1

k + 1
(kが偶数のとき)

−1

k
(kが奇数のとき)

(4) pn =





1

2

(
1

k + 1

)n

+
1

2
(kが偶数のとき)

1

2

(
−1

k

)n

+
1

2
(kが奇数のとき)

16.87 (1) p1 =
2

3
，q1 =

1

6
，r1 =

1

6

(2) pn+1 =
2

3
pn +

1

2
qn +

1

2
rn，qn+1 =

1

6
pn +

1

2
qn，rn+1 =

1

6
pn +

1

2
rn

(3) 省略 (4) pn =
3

5
+

2

5

(
1

6

)n

，qn = rn =
1

5
− 1

5

(
1

6

)n

16.88 (1) p1 =
1

6
，p2 =

2

3
，p3 =

1

6
(2) q1 =

5

18
，q2 =

11

18
，q3 =

1

9
(3) z3 =

11

108

16.89 (1) (1− p)2 (2) (1− p)(1 + p− p2) (3)
1− p

p

(4) qi =
p

1− 2p

[
q1

{(
1−p

p

)i

− 1

}
−

{(
1−p

p

)i

− 1−p
p

}]

(5) qi =

(
1−p

p

)10

−
(

1−p
p

)i

(
1−p

p

)10

− 1

16.90 a2k−1 = 3
1
3

n
1−( 4

3)
k−1

o
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16.91 (1) 省略 (2) 省略 (3) S1 =
1

2
，S2 =

5

6
，S3 =

41

42
，S4 =

1805

1806

(4) Sn = 1− 1

pn

16.92 (1) a2 =
a1

2 + 1

2a1

(2) 省略 (3) 省略 (4) n = 7

16.93 (1) 省略 (2) 省略

16.94 (1) a1 = sin2 2θ，a2 = sin2 4θ (2) an = sin2(2n−1θ)

16.95 省略

16.96 省略

16.97 (1) an = 8n2 − 2 (2) 省略 (3) n(n + 1)(2n2 + 2n− 1)

16.98 (1) 省略 (2) xn+1 = 2xn − 1 (3) xn = 2n−1 + 1 (4) an =
2n + 1

2n−1 + 1

16.99 　(1) a2 =
p

2p− q
，a3 =

2p− q

3p− 2q
，a4 =

3p− 2q

4p− 3q

(2) an =
(n− 1)p− (n− 2)q

np− (n− 1)q
(証明は省略)

16.100 (1) a2 =
3

7
, a3 =

7

15
, a4 =

15

31
(2) an =

2n − 1

2n+1 − 1
(証明は省略)

16.101 　(1) a2 = 1− r，a3 = r − r3，a4 = r2 − r5

(2) an = rn−2 − r2n−3

(3) r 6= −1のとき，
n∑

k=1

ak = −(rn − 1)(rn−1 − 1)

(r + 1)(r − 1)
，

r = −1のとき，
n∑

k=1

ak =
(−1)n − 1

2
+ n

16.102 (1) an = 2n− 2，bn = n2 (2) cn = 4n2 (3)
2

3
n(n + 1)(2n + 1)

16.103 (1) 省略 (2) Sn =
3

4
− 2n + 3

2(n + 1)(n + 2)
(3) 省略 (4) n = 11

16.104 (1) a1 = 3 (2) an+1 = 3 + 2
√

3Sn (3) 省略

16.105 (1) 省略 (2) 省略 (3) an =
1

2

{
1− (1− 2β)2n−1

}

16.106 (1) an+1 = 2an − 3bn，bn+1 = −2an − 3bn (2) 省略 (3) 省略
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16.107 (1) P4 = Q4 + 2R4 (2) 省略 (3) Q4 =
1

4
(P4 + S4)

(4) a1 = a2 = a3 = a4 =
1

4
のときQ4は最小値

1

4
をとる．

16.108 (1) 省略 (2) 省略

16.109 (1) 省略 (2) 省略 (3) 省略

16.110 (1) 省略 (2) 省略
(3) pn(x)の定数項を an，1次の係数を bnとすると

an =

{
0 (n :奇数)

(−1)
n
2 (n :偶数)

bn =

{
n·(−1)

n−1
2 (n :奇数)

0 (n :偶数)

17.1 (1) E(X) =
10

3
，σ(X) =

2
√

5

3
(2) E(X) =

10

3
，V (X) =

25

18
(3) 省略

17.2 (1) E(X) =
n + 1

2
，

√
V (X) =

√
n2 − 1

2
√

3
(2) m = n，σ =

√
n2 − 1√

3
(3) 省略

17.3 　(1) (a)
2

n(n− 1)
(b)

2(t− 1)

n(n− 1)
(c)

2(n− s)

n(n− 1)

(d) P (X = 3Y ) =





2
3(n−1)

(n ≡ 0 (mod 3))
2
3n

(n ≡ 1 (mod 3))
2(n−2)
3n(n−1)

(n ≡ 2 (mod 3))

(2) n + 1

17.4 　(1) P (X = 1) =
2

5
，P (X = 2) =

12

25
(2) E(X) =

216

125

(2) カードの番号の和が 8である確率は
36

625
，求める条件つき確率は

25

36

17.5 　(1)
37

40
(2)

3

10
(3)

X 0 1 2 3 4 計
P 9

120
36
120

47
120

24
120

4
120

1
E(X) =

109

60

17.6 　(1) P (X2 = 1) =
1

2
，P (X3 = 1) =

1

3
，P (X4 = 1) =

1

4

(2) P (X2 = 2) =
1

2
，P (X3 = 3) =

1

6
，P (X4 = 4) =

1

24

(3) P (Xj = i) = P (Xj−1 = i)×
(

1− 1

j

)
+ P (Xj−1 = i− 1)× 1

j

(4)
X4 1 2 3 4 計
P 1

4
11
24

1
4

1
24

1
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17.7 (1) PB(A) =
2

9
(2) P (X = k) =

13− 2k

36
，P (Y = k) =

2k − 1

36
(3) 91

17.8 (1) P (X = 1) =
1

4
，P (X = 2) =

1

3
(2) 試行が成功する確率は

3

4
，E(X) =

17

12

(3) 番号の和が 6となる確率は
1

4
，X = 3である条件付き確率は

1

3

17.9 　(1)
X1 1 2 5 計
P 5

10
3
10

2
10

1
E(X1) =

21

10
，V (X1) =

229

100

(2)
Z 2 3 4 6 7 10 計
P 25

100
30
100

9
100

20
100

12
100

4
100

1
P (Z 5 4) =

16

25

(3) a = −1 (4)
3n

5·2n

17.10 (1) P (T = 6) =
1

12
，P (T = 0) =

5

6
(2) V (X) =

35

12
，E(T ) =

7

2

(3) a = ±2
√

21

7

17.11 　(1) P (X = k) =

(
5− k

5

)3

(2)
X 0 1 2 3 4 計
P 61

125
37
125

19
125

7
125

1
125

1

(3) E(X) =
4

5
(4) V (X) =

112

125

17.12 　(1)
Y

X 2 4 計
1 ab a(1− b) a

2 (1− a)b (1− a)(1− b) 1− a

計 b 1− b 1

(2) E(W ) = −a + 2b− 2 (3) E(Z) = 2 + 2a− b− ab (4) V (Z) =
19

16

17.13 (1) P (Xn = k) =
1

4

(
3

4

)k−1

，P (Xn > 3) =
27

64
(2) P (Xn = n) =

(
3

4

)n−1

(3) En+1 − En =

(
3

4

)n

17.14 (1) σx =
√

E(x2)− x2 (2) σxy = E(xy)− x y (3) r =
σxy

σxσy

(4) t =
E(xy)− x

E(x2)

17.15 (1) P (X 5 10) = 0.0668 (2) Xは近似的に正規分布N

(
40,

202

n

)
に従う，n = 900
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17.16 (1) a = m, b =
σ√
n

(2) X − 1.96
σ√
n

5 m 5 X + 1.96
σ√
n

(3) 97

17.17 　(1) Xは 2項分布B(n, p)に従う．
nが大きいとき，Xは正規分布N(np, np(1− p))に従う．

(2) 標本の大きさを 4倍にする． (3) 0.9544

17.18 (1)(i) 2項分布B

(
100,

1

2

)
に従う．P (X = k) = 100Ck

(
1

2

)100

(ii) m = 50，σ = 5 (iii) P (50 5 X 5 60) = 0.4772，a = 9.8 (2) 0.112

17.19 (1) a = m, b = σ, c = np, d =
√

np(1− p)

(2)(a) k = 1 (b) 平均E(X) = 1，標準偏差
√

V (X) =

√
6

6
(3) 25 (個)

17.20 　(1) c = 98

(2) 正規分布N

(
m,

202

100

)
に従う．

母平均mの信頼度 95%の信頼区間はX − 3.92 5 m 5 X + 3.92

17.21 (1)(a) k = 1，E(X) = 0 (b)
3

4
(2)(a) x = m，y =

σ2

n
(b) 0.8185

17.22 (1) m = 2，σ =

√
2

2
(2) E(Y ) = 2，σ(Y ) =

√
6

6
(3) a =

767

400

17.23 　(1) k =
3

4
，E(X) =

13

12

(2) (a) P (a 5 Z 5 b) =





g(b)− g(a) (0 5 a)

g(−a) + g(b) (a 5 0 5 b)

g(−a)− g(−b) (b 5 0)

(b) g(3)− g(0.5) (c)
√

5lp

17.24 (1) k =
3

4
，E(X) = 0 (2)(a) [X − 1.96, X + 1.96] (b) nを 175以上

17.25 (1) k = 1 (2) E(X) =
a + 2

3
(3) u = 2−√2− a

17.26 (1)
X 1 4

3
5
3

2 計
P (X) 1

8
3
8

3
8

1
8

1
V (X) =

1

12
(2) 233 (点)
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