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令和７年度　熊本大学２次試験前期日程 (数学問題)120分

理系 (理，薬，工，医保健 (放射線，検査)，情報融合 [理系])
令和7年2月25日

問題 1 2 3 4

1 次のように定められた複素数の数列 {zn}を考える。

z1 = 1, zn+1 = (1 + i)zn + (2 + i)zn (n = 1, 2, 3, · · · )

ただし，iは虚数単位であり，znは znと共役な複素数である。以下の問いに答
えよ。

(1) αn = zn + zn (n = 1, 2, 3, · · · )とおくとき，数列 {αn}の一般項を求めよ。

(2) βn = (2− i)zn − (2 + i)zn (n = 1, 2, 3, · · · )とおくとき，数列 {βn}の一般
項を求めよ。

(3) 数列 {zn}の一般項を求めよ。

2 放物線 y = x2をCとする。以下の問いに答えよ。

(1) 点 (0,−4)を通りCに接する直線のうち，傾きが正のものを `1，負のもの
を `2とする。C，`1，`2で囲まれる部分の面積を求めよ。

(2) a > 0，b < 0とし，直線 ` : y = ax + bは Cの接線であるとする。C，x

軸，`で囲まれる部分の面積が (1)で求めた面積に等しいとする。a，bを
求めよ。

(3) 点 (p, q)に対し，(p, q)を通る 2つの直線m1, m2がCの異なる接線であ
り，C，m1，m2で囲まれる部分の面積が (1)で求めた面積に等しいとす
る。このような (p, q)の軌跡を求めよ。
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3 実数 a > 0に対し，座標平面の点の集合Xaを

Xa =

{
(m, n)

∣∣∣∣m, nはm2a+
n2

a
5 25を満たす正の整数

}
で定める。以下の問いに答えよ。

(1) X1の要素の個数を求めよ。

(2) 正の整数mに対し，点 (m, 1)はどのような a > 0に対してもXaに含ま
れないとする。このようなmの最小値を求めよ。

(3) 座標平面の点の集合Xを

X = {(m, n) |ある a > 0に対し (m, n) ∈ Xaとなる }

で定める。Xの要素の個数を求めよ。

4 以下の問いに答えよ。

(1) x > 0のとき，不等式 log(x+ 3) < x+ log 3を証明せよ。

(2) nを 2以上の整数とするとき，不等式

1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
< 1 + log n

を証明せよ。

(3) 数列 {an}を

a1 = 4, an+1 =

(
3 +

1

n+ 1

)
an (n = 1, 2, 3, · · · )

により定める。 lim
n→∞

n
√
an の値を求めよ。ただし， lim

n→∞

log n

n
= 0 を用い

てよい。
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解答例

1 (1) (∗) zn+1 = (1 + i)zn + (2 + i)znより (n = 1, 2, 3, · · · )

zn+1 = (1 + i)zn + (2 + i)zn

zn+1 = (1− i)zn + (2− i)zn

上の 2式の辺々を加えると

zn+1 + zn+1 = 3(zn + zn) すなわち αn+1 = 3αn

α1 = z1 + z1 = 1 + 1 = 2および上の第 2式から αn = 2·3n−1

(2) (∗)より (2− i)zn+1 = (2− i){(1 + i)zn + (2 + i)zn}
= (3 + i)zn + 5zn

上式から (2 + i)zn+1 = (3− i)zn + 5zn

上の第 1式から第 2式を引くと

(2− i)zn+1 − (2 + i)zn+1 = −{(2− i)zn − (2 + i)zn}

すなわち βn+1 = −βn

β1 = (2− i)z1 − (2 + i)z1 = (2− i)·1− (2 + i)·1 = −2i

したがって βn = −2i·(−1)n−1

(3) αn = zn + zn, βn = (2− i)zn − (2 + i)znより，znを消去すると

(2 + i)αn + βn = (2 + i)(zn + zn) + {(2− i)zn − (2 + i)zn}
= 4zn

(1)，(2)の結果から

zn =
1

4
{(2 + i)αn + βn}

=
1

4
{(2 + i)·2·3n−1 − 2i·(−1)n−1}

= 3n−1 +
3n−1 − (−1)n−1

2
i

�
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2 (1) y = x2より y′ = 2x

C上の点 (t, t2)における接線の方程式は

y − t2 = 2t(x− t)

すなわち y = 2tx− t2 · · · (∗)
これが点 (0,−4)を通るとき

−4 = 2t·0− t2 ゆえに t = ±2

`1, `2の傾きがそれぞれ正，負であるか

ら，(∗)にそれぞれ t = 2,−2を代入して

`1 : y = 4x− 4, `2 : y = −4x− 4

　

O

y

x2−2

4

−4

C `1`2

`1と `2は y軸に関して対称であり，Cも y軸に関して対称であるから，求
める面積を S1とすると

S1

2
=

∫ 2

0

{x2 − (4x− 4)} dx

=

∫ 2

0

(x− 2)2 dx =
1

3

[
(x− 2)3

]2
0

=
8

3

よって，求める面積は S1 =
16

3

(2) (∗)の x軸との交点の x座標は (t > 0)

2tx− t2 = 0 ゆえに x =
t

2

C，x軸，`で囲まれる部分の面積を S2と
すると

S2 =

∫ t

0

x2 dx− 1

2

(
t− t

2

)
·t2

=
1

3
t3 − 1

4
t3 =

1

12
t3

S2 = S1であるから

1

12
t3 =

16

3
ゆえに t = 4

　

O

y

xt

t2

−t2

C `

t
2

(∗)に t = 4を代入して y = 8x− 16 よって a = 8, b = −16
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(3) C : x2 = 4·1
4
yであるから，点P(p, q)を極と

するCの極線 `は

px = 2·1
4
(y + q) すなわち y = 2px− q

C : y = x2と極線 y = 2px − qの共有点の x

座標を α, βとすると，α，βは，2次方程式

x2 = 2px− q すなわち x2 − 2px+ q = 0

の解であるから，解と係数の関係から

α+ β = 2p, αβ = q (∗∗)

　

O

y

x

C m2

m1

A

B

α β

P(p, q)

`

C 上の 2点 (α, α2)，(β, β2)における接線をそれぞれm1, m2とすると，
(∗)より

m1 : y = 2αx− α2, m2 : y = 2βx− β2

m1とm2の交点の交点の x座標は (α 6= β)

2αx− α2 = 2βx− β2 これを解いて x =
α + β

2

C，m1，m2で囲まれた部分の面積を S3とすると

S3 =

∫ α+β
2

α

{x2 − (2αx− α2)} dx+

∫ β

α+β
2

{x2 − (2βx− β)2} dx

=

∫ α+β
2

α

(x− α)2 dx+

∫ β

α+β
2

(x− β)2 dx

=
1

3

[
(x− α)3

]α+β
2

α

+
1

3

[
(x− β)3

]β
α+β
2

=
1

12
(β − α)3

S3 = S1であるから
1

12
(β − α)3 =

16

3
ゆえに β − α = 4

(∗∗)より β − α =
√
(α+ β)2 − 4αβ =

√
(2p)2 − 4q = 2

√
p2 − q

したがって 2
√

p2 − q = 4 すなわち q = p2 − 4

よって，求める軌跡の方程式は y = x2 − 4
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極線の方程式

2次曲線に対して，P(x1, y1)から 2本の接線を引けるとし，その接点
をA，Bとおく．直線ABを極 Pに対する極線という．

• 楕円 x2

a2
+

y2

b2
= 1 の極線の方程式は

x1x

a2
+

y1y

b2
= 1

• 双曲線 x2

a2
− y2

b2
= 1 の極線の方程式は

x1x

a2
−

y1y

b2
= 1

• 放物線 x2 = 4pyの極線の方程式は x1x = 2p(y + y1)

• 放物線 y2 = 4pxの極線の方程式は y1y = 2p(x + x1)

注意 2次曲線上の点 (x1, y1)における接線の方程式と一致して
いる．

円の極線

円 C : x2 + y2 = r2 の外部の点 P(a, b)か
らCに引いた 2本の接線の接点をM(x1, y1)，
N(x2, y2)とする．2本の接線

x1x+ y1y = r2, x2x+ y2y = r2

は点 P(a, b)を通るから

ax1 + by1 = r2, ax2 + by2 = r2

　

O

y

x

P(a, b)M

N

r−r

C

l

上の 2式から直線 l : ax + by = r2は 2点M，Nを通る．

このとき，lを Pを極とするCの極線という．
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補足 Cの極 (p, q)に対する極線 ` : y = 2px− q，すなわち，y = (α+ β)x−αβ

とCで囲まれた部分の面積を Sとすると

S =

∫ β

α

{(α + β)x− αβ − x2} dx

= −
∫ β

α

(x− α)(x− β) dx =
1

6
(β − α)3

(3)の結果から S3 =
1

2
S

また，(∗∗)の第 1式から p =
α + β

2
　

O

y

x

C m2

m1

A

B

α β

P(p, q)

`

放物線と放物線の 2本の接線で囲まれた図形の面積 S1と，その 2つの接
点を結ぶ直線と放物線で囲まれた図形の面積 S2の比は，

S1 : S2 = 1 : 2

2本の接線の交点の x座標は，2つの接点の中点の x座標と等しい．

O

y

x

O

y

x

S2

S1

S2

S1

�
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3 (1) X1 = {(m, n) |m, nはm2 + n2 5 25を満たす正の整数}であるから，
m = 1, 2, 3, 4の場合について調べればよい．

• m = 1, 2, 3のとき，n = 1, 2, 3, 4

• m = 4のとき，n = 1, 2, 3

よって 3× 4 + 3 = 15 個

　

O

n

m54321

1

2

3

4

5

(2) 点 (m, 1)はどのような a > 0に対してもXaに含まれないから

(∗) m2a+
1

a
> 25

m > 0，a > 0であるから，相加平均・相乗平均の大小関係により

m2a+
1

a
= 2

√
m2a·1

a
= 2m

これから，(∗)の左辺の最小値 2mであるから (mは自然数)

2m > 25

これを満たす最小の整数mは 13
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(3) m > 0，n > 0，a > 0であるから，相加平均・相乗平均の大小関係により

25 = m2a+
n2

a
= 2

√
m2a·n

2

a
= 2mn

m，nは正の整数であるから

mn 5 12

mは 12以下の正の整数であるから

• m = 1のとき，n = 1, 2, · · · , 12
• m = 2のとき，n = 1, 2, · · · , 6
• m = 3のとき，n = 1, 2, 3, 4

• m = 4のとき，n = 1, 2, 3

• m = 5, 6のとき，n = 1, 2

• m = 7, 8, 9, 10, 11, 12のとき，n = 1

よって，求める個数は

12 + 6 + 4 + 3 + 2× 2 + 6 = 35 (個)

�
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4 (1) x > 0のとき log(x+ 3)− log 3 =

[
log t

]x+3

3

=

∫ x+3

3

dt

t

<

∫ x+3

3

dt

3
=

[
t

3

]x+3

3

=
x

3
< x

よって x > 0 のとき log(x+ 3) < x+ log 3

(2) k 5 x < k + 1のとき，
1

k + 1
<

1

x
であるから

1

k + 1
=

∫ k+1

k

dx

k + 1
<

∫ k+1

k

dx

x
=

[
log x

]k+1

k

= log(k + 1)− log k

n = 2であるから
n−1∑
k=1

1

k + 1
<

n−1∑
k=1

{log(k + 1)− log k} = log n

1 +
n−1∑
k=1

1

k + 1
< 1 + log n すなわち 1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
< 1 + log n

(3) a1 = 4, an+1 =

(
3 +

1

n+ 1

)
anであるから，an > 0に注意して

(∗) an+1

an
= 3+

1

n+ 1
ゆえに

n−1∏
k=1

ak+1

ak
=

n−1∏
k=1

(
3 +

1

k + 1

)
>

n−1∏
k=1

3 = 3n−1

an
a1

> 3n−1 ゆえに an > a1·3n−1 > 3n すなわち n
√
an > 3 · · · 1©

(1)の結論により log
an+1

an
= log

(
3 +

1

n+ 1

)
<

1

n+ 1
+ log 3

したがって
n−1∑
k=1

log
ak+1

ak
<

n−1∑
k=1

(
1

k + 1
+ log 3

)
<

n−1∑
k=1

1

k
+ (n− 1) log 3

(2)の結論を利用すると log an − log a1 < 1 + log(n− 1) + (n− 1) log 3

a1 = 4より
1

n
log an <

1 + log 4

n
+

log(n− 1)

n
+

(
1− 1

n

)
log 3

lim
n→∞

log n
√
an < lim

n→∞

{
1 + log 4

n
+

log(n− 1)

n
+

(
1− 1

n

)
log 3

}
= log 3

したがって lim
n→∞

n
√
an < 3 · · · 2©

1©， 2©から，はさみうちの原理により lim
n→∞

n
√
an = 3
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補足 g(x) = 2
√
x− log xとすると g′(x) =

1√
x
− 1

x
=

√
x− 1

x

g(1) = 2，x > 1において g′(x) > 0であるから

x > 1において g(x) > g(1) = 2 > 0 ゆえに 2
√
x > log x

x > 1のとき 0 <
log x

x
<

2
√
x

x
=

2√
x

lim
x→∞

2√
x
= 0であるから，はさうみちの原理により

lim
x→∞

log x

x
= 0

�


