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平成27年度　熊本大学２次試験前期日程 (数学問題)120分
理系 (理，薬，工，医保健 (放射線，検査))平成27年2月25日

問題 1 2 3 4

1 f(x)は xの 3次多項式とし，x3の係数は 1，定数項は 0とする。2つの異なる
実数 α，βに対して f ′(α) = f ′(β) = 0が満たされているとする。以下の問いに
答えよ。

(1) f(α)，f(β)を α，βを用いて表せ。

(2) 不等式 α < β < 3αが成り立つとき，3次方程式 f(x) = −1の実数解の個
数を求めよ。

2 p，q，rを実数とする。空間内の 3点A(1, p, 0)，B(q, 1, 1)，C(−1,−1, r)が
一直線上にあるとき，以下の問いに答えよ。ただし，Oを原点とする。

(1) pは 1でも−1でもないことを示せ。

(2) q，rを pを用いて表せ。

(3) p′，q′，r′を実数とし，空間内の3点をA′(1, p′, 0)，B′(q′, 1, 1)，C′(−1,−1, r′)

とする。ベクトル
−−→
OA′，

−−→
OB′，

−−→
OC′がいずれもベクトル

−→
ABに垂直である

とき，p′，q′，r′を pを用いて表せ。

(4) (3)における 3点A′，B′，C′は一直線上にないことを示せ。

3 4ABCにおいて，∠Bと∠Cは鋭角とする。点Aを通り辺BCに直交する直線を
引き，辺BCとの交点をX1とし，線分AX1の長さを 1とする。また，BX1 = 1，
CX1 = 8とする．各 n = 1, 2, 3, · · · に対して以下の操作を行う。

辺BC上の点Xnを通り辺ACに平行な直線を引き，辺ABとの交点
をYnとする。また，点Ynを通り辺BCに平行な直線を引き，辺AC

との交点をZnとする。点Znを通り辺BCに直交する直線を引き，辺
BCとの交点をXn+1とする。

線分 ZnXn+1の長さを lnとするとき，以下の問いに答えよ。

(1) l1を求めよ。

(2) ln+1を lnを用いて表せ。

(3) ln >
1

2
となる最小の奇数 nを求めよ。必要ならば，3.169 < log2 9 < 3.17

を用いてもよい。
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4 数列 {an}を

an =

∫ nπ

0

e−x| sin x| dx (n = 1, 2, 3, · · · )

と定めるとき，以下の問いに答えよ。

(1) an+1 − anを求めよ。

(2) {an}の一般項を求めよ。

(3) lim
n→∞

anを求めよ。
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解答例

1 (1) xの 3次式 f(x)の x3の係数が 1，f ′(α) = f ′(β) = 0 であるから

f ′(x) = 3(x− α)(x− β) = 3x2 − 3(α + β)x+ 3αβ

また，f(x)の定数項は 0であるから

f(x) = x3 − 3

2
(α + β)x2 + 3αβx

したがって

f(α) = α3 − 3

2
(α + β)α2 + 3α2β =

α2(3β − α)

2

f(β) = β3 − 3

2
(α + β)β2 + 3αβ2 =

β2(3α − β)

2

(2) f(x)の増減表は

x · · · α · · · β · · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ f(α) ↘ f(β) ↗

α < β < 3α より，0 < α < β，3α− β > 0 であるから，f(β) > 0

したがって，y = f(x)のグラフの概形は，次のようになる．

xα β

y = f(x)

0

よって，y = f(x)および y = −1のグラフから，3次方程式 f(x) = −1の
実数解の個数は 1個．
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解説

3次式 f(x)の x3の係数を aとし，f ′(α) = f ′(β) = 0を満たすとすると (α < β)

f ′(x) = 3a(x− α)(x− β) = 3a{x2 − (α + β)x+ αβ}
f ′′(x) = 3a{2x− (α + β)}
f ′′′(x) = 6a

f(x)を x = αを極として，テイラー展開 1を行うと

f(x) = f(α) + f ′(α)(x− α) +
1

2!
f ′′(α)(x− α)2 +

1

3!
f ′′′(α)(x− α)3

したがって f(x)− f(α) =
3a

2
(α− β)(x− α)2 + a(x− α)3

= a(x− α)2
(
x− 3β − α

2

)

同様にして f(x)− f(β) = a(x− β)2
(
x− 3α− β

2

)
a > 0のとき，y = f(x)のグラフは次のようになる．

xα βα+β
2

3β−α
2

3α−β
2

y = f(x)

とくに，数列
3α− β

2
, α,

α + β

2
, β,

3β − α

2
は，等差数列をなす．

本題において，f(0) = 0，α < β < 3αより，0 <
3α− β

2
であるから

f

(
3α− β

2

)
> 0

よって，y = f(x)および y = −1のグラフから，3次方程式 f(x) = −1の実数
解の個数は 1個． �

1 http://kumamoto.s12.xrea.com/chie/taylor.pdfを参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/chie/taylor.pdf
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2 (1) A(1, p, 0)，B(q, 1, 1)，C(−1,−1, r) より

−→
AB = (q − 1, 1− p, 1),

−→
AC = (−2,−1− p, r)

−→
AB//

−→
ACであるから，これらの z成分に注目すると

−→
AC = r

−→
AB ゆえに

{
−2 = r(q − 1) · · · 1©
−1− p = r(1− p) · · · 2©

1©より r 6= 0 · · · 3©

p = 1は， 2©を満たさない．

p = −1を 2©に代入すると，r = 0となり， 3©に反する．

よって p 6= ±1

(2)
−→
AB//

−→
AC であるから，これらの x成分，y成分により

(q − 1)(−1− p)− (1− p)·(−2) = 0 ゆえに q =
3 − p

p + 1

−→
BA//

−→
BC であるから，これらの y成分，z成分により

(p− 1)(r − 1)− (−1)(−2) = 0 ゆえに r =
p + 1

p − 1

(3) (2)の結果より，A(1, p, 0)，B

(
3− p

p+ 1
, 1, 1

)
であるから

(p+ 1)
−→
AB = (2− 2p, 1− p2, 1 + p)

−−→
OA′ = (1, p′, 0)は

−→
ABと垂直なので

2− 2p+ p′(1− p2) = 0 ゆえに p′ = −
2

p + 1

−−→
OB′ = (q′, 1, 1)は

−→
ABと垂直なので

q′(2− 2p) + 1− p2 + 1 + p = 0 ゆえに q′ = −
(p + 1)(p − 2)

2(p − 1)

−−→
OC′ = (−1,−1, r′)は

−→
ABと垂直なので

−(2− 2p)− (1− p2) + r′(1 + p) = 0 ゆえに r′ = −
(p + 3)(p − 1)

p + 1
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(4) (3)の結果から A′
(
1,− 2

p+ 1
, 0

)
,

B′
(
−(p+ 1)(p− 2)

2(p− 1)
, 1, 1

)
,

C′
(
−1,−1,−(p+ 3)(p− 1)

p+ 1

)
したがって

−−→
A′B′ =

(
−p2 − p+ 4

2(p− 1)
,
p+ 3

p+ 1
, 1

)
−−→
A′C′ =

(
−2,

−p+ 1

p+ 1
,−(p+ 3)(p− 1)

p+ 1

)
−−→
A′B′//

−−→
A′C′ であるとき，これらの x成分，y成分から

−p2 − p+ 4

2(p− 1)
·−p+ 1

p+ 1
− p+ 3

p+ 1
·(−2) = 0

整理すると p2 + 5p+ 8 = 0 · · · (∗)

この方程式の判別式をDとすると

D = 52 − 4·1·8 = −7 < 0

したがって，方程式 (∗)は実数解をもたない．
よって，3点A′，B′，C′は一直線上にない． �
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3 (1) 座標平面上に点 A(0, 1)，B(−1, 0)，
C(8, 0)，Xn(xn, 0) (n = 1, 2, 3, · · · )を
とる．直線ABの方程式は

y = x+ 1 · · · 1©

直線ACの方程式は

y = −1

8
x+ 1 · · · 2©

　

O

y

xXn Xn+1

Yn Znln

A 1

B C
−1 8

直線XnYnは点 (xn, 0)を通り，傾き−1

8
の直線であるから

y = −1

8
(x− xn) · · · 3©

点Ynの y座標 lnは， 1©， 3©を解いて ln =
1 + xn

9
· · · 4©

このとき，x1 = 0 であるから l1 =
1

9

(2) 点Znの y座標が lnであるから，その x座標は， 2©より

ln = −x

8
+ 1 これを解いて x = 8(1− ln)

これが点Xn+1の x座標であるから xn+1 = 8(1− ln)

したがって，上式および 4©から

ln+1 =
1 + xn+1

9
=

1 + 8(1− ln)

9
= −

8

9
ln + 1

(3) (1)，(2)の結果から ln+1 = −8

9
ln + 1，l1 =

1

9

この漸化式から ln =
9

17
+

8

17

(
−8

9

)n

ln >
1

2
のとき

9

17
+

8

17

(
−8

9

)n

>
1

2
ゆえに

(
−8

9

)n

> − 1

16

nは奇数であるから (−1)n
(
8

9

)n

> − 1

16
ゆえに

(
8

9

)n

<
1

16

したがって n >
4

log2 9− 3

このとき，3.169 < log2 9 < 3.17 より

23.5 · · · = 4

3.17− 3
<

4

log2 9− 3
<

4

3.169− 3
= 23.6 · · ·

よって，求める最小の奇数 nは n = 25 �
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4 (1) an+1 − an =

∫ (n+1)π

0

e−x| sinx| dx−
∫ nπ

0

e−x| sinx| dx

=

∫ (n+1)π

nπ

e−x| sinx| dx

t = x− nπ とおくと
dx

dt
= 1，

x nπ −→ (n+ 1)π

t 0 −→ π

an+1 − an =

∫ π

0

e−(nπ+t)| sin(t+ nπ)| dt

= e−nπ

∫ π

0

e−t sin t dt = e−nπa1

= e−nπ

[
−e−t

2
(sin t+ cos t)

]π
0

=
e−π + 1

2
e−nπ

(2) a1 =

∫ π

0

e−x| sinx| dx =

∫ π

0

e−x sin x dx

= −1

2

[
e−x(sinx+ cos x)

]π
0

=
e−π + 1

2

上式および (1)の結果より，an+1−an = e−nπa1 であるから，n = 2のとき

n−1∑
k=1

(ak+1 − ak) = a1

n−1∑
k=1

e−kπ

an = a1

n−1∑
k=0

e−kπ = a1 ×
1− e−nπ

1− e−π

=
e−π + 1

2
× 1− e−nπ

1− e−π
=

(1 + e−π)(1− e−nπ)

2(1− e−π)

上式は，n = 1のときも成立するから

an =
(1 + e−π)(1 − e−nπ)

2(1 − e−π)

(3) lim
n→∞

e−nπ = 0 であるから

lim
n→∞

an =
1 + e−π

2(1 − e−π)

�


