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令和６年度　熊本大学２次試験前期日程 (数学問題)120分
医学部医学科　令和6年2月25日

問題 1 2 3 4

1 n個の袋A1, A2, · · · , Anがある。Ak(1 5 k 5 n)の中には白玉が k個，黒玉
が n− k個入っている。次の (操作)を考える．

(操作)

(操作 1) n個の袋から無作為に 1つの袋を選び，それをAとおく。
(操作 2) 次の試行を s回繰り返す。袋Aから無作為に玉を 1個取り出し，

玉の色を調べてから取り出した玉を袋Aに戻す。

以下の問いに答えよ。

(1) s = 2とする。(操作)を行うとき，白玉がちょうど 1回取り出される確率
を nを用いて表せ。

(2) s = 100とする。(操作 1)を行った結果，A = Ak であった。このとき，
(操作 2)で白玉がちょうど t回取り出される条件付き確率を p(t)とする。
n = 3kが成り立つとき，p(t)を最大にする tの値を求めよ．

(3) s = 10とする。(操作)を行うとき，白玉がちょうど 3回取り出される確率
を qnとする。このとき， lim

n→∞
qnを求めよ．

2 0 < θ <
π

3
とする。AB = 1，∠BAC = 3θである4ABCについて，辺BCの中

点をDとしたとき，∠BAD = 2θが成り立つとする。以下の問いに答えよ。

(1) AC = 2 cos θであることを示せ。

(2) BCを cos θを用いて表せ。

(3) BCの最大値とそのときの θの値を求めよ。
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3 kを実数とし，f(x) = sin2 x−cosx−1+kとおく。曲線y = f(x)

(
0 5 x 5 3π

2

)
をCとする。以下の問いに答えよ。

(1) 曲線Cとx軸の共有点の個数がkの値によってどのように変わるか調べよ。

(2) 曲線Cと x軸の共有点が 2個以上あるような kに対し，g(k)を

g(k) =

∫ p2

p1

f(x) sin x dx

と定める。ただし，p1，p2はそれぞれ，曲線 Cと x軸の共有点の x座標
のうち 1番小さいもの，2番目に小さいものとする。g(k)の最大値と最小
値を求めよ。

4 mを自然数とする。以下の問いに答えよ。

(1) k2 − `2 = 3mを満たす自然数の組 (k, `)の個数をmを用いて表せ。

(2)
√
x(x+ 3m)が整数となるような自然数 xで 3の倍数でないものをmを用

いて表せ。

(3)
√
x(x+ 3m)が整数となるような自然数 xの個数をmを用いて表せ。
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解答例

1 (1) 袋Akから白玉，黒玉が取り出される確率は，それぞれ
k

n
，1− k

n
である

(k = 1, 2, · · · , n)．求める確率は，2回の試行で白玉が 1回，黒玉が 1回取
り出される確率であるから

1

n

n∑
k=1

2C1·
k

n
·
(
1− k

n

)
=

2

n2

n∑
k=1

(
k − 1

n
·k2

)
=

2

n2

{
1

2
n(n+ 1)− 1

n
·1
6
n(n+ 1)(2n+ 1)

}
=

(n + 1)(n − 1)

3n2

(2) A = Akのとき，s回の試行で白玉がちょうど t回取り出される確率 p(t)は

p(t) = sCt

(
k

n

)t (
1− k

n

)s−t

(∗)

上式に s = 100, n = 3kを代入すると

p(t) = 100Ct

(
1

3

)t(
2

3

)100−t

=
100!

t!(100− t)!

(
2

3

)100(
1

2

)t

これから
p(t+ 1)

p(t)
− 1 =

t!(100− t)!

(t+ 1)!(99− t)!
·1
2
− 1

=
100− t

2(t+ 1)
− 1 =

98− 3t

2(t+ 1)

ゆえに p(0) < p(1) < · · · < p(32) < p(33) > p(34) > · · · > p(100)

よって，求める tの値は t = 33

(3) (∗)に s = 10，t = 3を代入した p(3)を利用して

qn =
1

n

n∑
k=1

p(3) =
1

n

n∑
k=1

10C3

(
k

n

)3 (
1− k

n

)7

したがって 1

lim
n→∞

qn = 10C3

∫ 1

0

x3(1− x)7 dx = 10C3
3!7!

11!
(1− 0)11 =

1

11

�
1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2010 kouki.pdf 1

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_tech_2010_kouki.pdf
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2 (1) BD = CDより，4ABD = 4ACDであるから

1

2
AB·ADsin 2θ =

1

2
AC·ADsin θ

したがって AB sin 2θ = ACsin θ

AB = 1より

AC =
AB sin 2θ

sin θ
= 2 cos θ

　

A B

C

θ
2θ

D

1
(2) 4ABCに余弦定理を適用すると

BC2 = AB2 +AC2 − 2AB·ACcos 3θ

= 12 + (2 cos θ)2 − 2·1·2 cos θ·(4 cos3 θ − 3 cos θ)

= −16 cos4 θ + 16 cos2 θ + 1

よって BC =
√
−16 cos4 θ + 16 cos2 θ + 1

(3) (2)の結果から

BC2 = −16

(
cos2 θ − 1

2

)2

+ 5

0 < θ <
π

3
に注意して

cos θ =
1√
2
すなわち θ =

π

4
のとき，最大値

√
5

�
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3 (1) f(x) = sin2 x− cosx− 1 + k

(
0 5 x 5 3π

2

)
より

f(x) = − cos2 x− cosx+ k

= −
(
cos x+

1

2

)2

+ k +
1

4

(∗) t = cos xとし (−1 5 t 5 1)，関数

ϕ(t) = −t2 − t+ k = −
(
t+

1

2

)2

+ k +
1

4

とすると

t −1 · · · −1
2

· · · 0 · · · 1

ϕ(t) k ↗ k + 1
4

↘ k ↘ k − 2

f(x) = 0が解をもつのは，k − 2 5 0 5 k + 1
4
のときである．

0 5 x 5 3π

2
より，t (−1 5 t 5 1)の値に対する (∗)を満たす xの個数は

t = −1のとき 1個，−1 < t 5 0のとき 2個，0 < t 5 1のとき 1個

したがって 0 < k − 2のとき 0個
k − 2 5 0 < kのとき 1個
k = 0のとき 3個
k < 0 < k + 1

4
のとき 4個

k + 1
4
= 0のとき 2個

k + 1
4
< 0のとき 0個
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よって 2 < kのとき 0個
0 < k 5 2のとき 1個
k = 0のとき 3個
−1

4
< k < 0のとき 4個

k = −1
4
のとき 2個

k < −1
4
のとき 0個

O

t

k2

1

−1
4

−1
2

−1

O

t

x

k = t2 + t t = cos x (0 5 x 5 3π
2
)

π
2

π
3π
2

(2) (1)の結果から，f(x) = 0の解の個数が 2個以上であるとき

−1

4
5 k 5 0 · · · 1©

f(x) = ϕ(t)，t = cos xより，α = cos p1，β = cos p2とおくと

ϕ(α) = ϕ(β) = 0 ゆえに ϕ(t) = −(t− α)(t− β)

(∗)より， dt

dx
= − sin xであるから

g(k) =

∫ p2

p1

f(x) sin x dx = −
∫ β

α

ϕ(t) dt

=

∫ β

α

(t− α)(t− β) dt = −1

6
(β − α)3 =

1

6
(α− β)3

ϕ(t) = 0の解と係数の関係により α + β = −1, αβ = −k · · · 2©

(α− β)2 = (α + β)2 − 4αβ = 1 + 4k

1©， 2©より，α = cos p1 5 0, β = cos p2 5 0 であるから，tに対する xの
値に注意すると

π

2
5 p1 < p2 5 π ゆえに cos p2 5 cos p1

(
等号は k = −1

4
のとき

)
α− β = 0であるから α− β =

√
1 + 4k ゆえに g(k) =

1

6
(1 + 4k)

3
2

1©より 最大値 g(0) =
1

6
，最小値 g

(
−
1

4

)
= 0 �
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4 (1) k2 − `2 = 3mより (k + `)(k − `) = 3m

k + ` > k − `より，自然数m1, m2を用いて

k + ` = 3m1 , k − ` = 3m2 (m1 +m2 = m, m1 > m2 = 0)

とすると，3m1 ≡ 1, 3m2 ≡ 1 (mod 2)に注意して

k =
3m1 + 3m2

2
, ` =

3m1 − 3m2

2
(∗)

0 5 m2 5
[
m−1
2

]
であるから，求める自然数 (k, `) の組の個数は[

m− 1

2

]
+ 1 =

[
m + 1

2

]
(2) 2つの整数 a, bの最大公約数を gcd(a, b)とする．xは 3の倍数でないか
ら，ユークリッドの互除法により

gcd(x, x+ 3m) = gcd(x, 3m) = 1

xが 3の倍数でないとき，xと x+ 3mは互いに素である．√
x(x+ 3m)が整数であるとき，整数 k, `を用いて

x+ 3m = k2, x = `2 ゆえに (k + `)(k − `) = 3m

したがって，(∗)を得る．このとき，x = `2より，`は 3の倍数でないから

(m1, m2) = (m, 0), (0, m) よって x =

(
3m − 1

2

)2

(3) xが 3mを約数にもつとき，x = 3mAとおくと (A > 0は整数)√
x(x+ 3m) =

√
3mA(3mA+ 3m) = 3m

√
A
√
A+ 1

gcd(A, A + 1) = gcd(A, 1) = 1より，上式が整数のとき，
√
A，

√
A+ 1

は整数であるから，次式より，これを満たす整数 xは存在しない．

1 = (
√
A+ 1)2 − (

√
A)2 = (

√
A+ 1 +

√
A)(

√
A+ 1−

√
A)
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x = 3jBj (Bj > 0は 3で割り切れない)とすると (j = 0, 1, · · · ,m− 1)√
x(x+ 3m) =

√
3jBj(3jBj + 3m) = 3j

√
Bj(Bj + 3m−j)

このとき，
√

Bj(Bj + 3m−j)は整数であるから，(2)の結論より

Bj =

(
3m−j − 1

2

)2

すなわち x = 3jBj (j = 0, 1, · · · ,m− 1)

よって，求める xの個数は m (個) �


