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平成25年度　熊本大学２次試験前期日程 (数学問題)120分
医学部医学科　平成25年2月25日

問題 1 2 3 4

1 X，Y は {1, 2, 3, 4, 5, 6}の空でない部分集合で，X ∩Y は空集合とする。ま
た，nを自然数とする。A君，B君が以下のルールで対戦する。

(i) 1回目の対戦では，まずA君がさいころを投げて，出た目がX に属する
ならばA君の勝ちとする。出た目がXに属さなければB君がさいころを
投げて，出た目が Y に属するならばB君の勝ちとする。

(ii) 1回目の対戦で勝負がつかなかった場合は，1回目と同じ方法で 2回目以
降の対戦を行い，どちらかが勝つまで続ける。ただし，n回対戦して勝負
がつかなかった場合は引き分けにする。

以下の問いに答えよ。

(1) さいころを投げたとき，X，Y に属する目が出る確率をそれぞれ p，qと
する。A君が勝つ確率を求めよ。

(2) A君が勝つ確率が，B君が勝つ確率よりも大きくなるような集合の組 (X, Y )

は何通りあるか。

2 Oを原点とする空間内の 2点A(−1, 1, 1)，B(2, 1,−2)に対して，
−→
OA·−→OP = 0

かつ
−→
OB·

−→
OP = 0 を満たす平面OAB上の点Pからなる領域をDとする。以下

の問いに答えよ。

(1) 実数 kに対して，
−→
OQ = k

−→
OA+ (1− k)

−→
OBによって定まる点Qが領域D

に含まれるとき，kの値の範囲を求めよ。

(2) 点Cを中心とする半径
√
6の円が領域Dに含まれるとき，|

−→
OC|が最小と

なるCの座標を求めよ。
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3 半径 1，中心角 θ (0 < θ < π)の扇形に内接する円の半径を f(θ) とおく。以下
の問いに答えよ。

(1) f(θ)を求めよ。

(2) 0 < θ < πの範囲で f(θ)は単調に増加し，f ′(θ)は単調に減少することを
示せ。

(3) 定積分∫ π
2

π
3

f(θ) dθ

を求めよ。

4 xy平面上で，点 (1, 0)までの距離と y軸までの距離の和が 2である点の軌跡を
Cとする。以下の問いに答えよ。

(1) Cで囲まれた部分の面積を求めよ。

(2) aを正の数とする。円 x2 + y2 = aと Cの交点の個数が，aの値によって
どのように変わるかを調べよ。
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解答例

1 (1) A君が k (1 5 k 5 n)回目に勝つ確率は (1− p)k−1(1− q)k−1p

条件より，0 < p < 1，0 < q < 1であるから (1− p)(1− q) 6= 1

よって，求める確率は

n∑
k=1

(1− p)k−1(1− q)k−1p =
p{1 − (1 − p)n(1 − q)n}

1 − (1 − p)(1 − q)

(2) B君が k (1 5 k 5 n)回目に勝つ確率は (1− p)k(1− q)k−1q

(1)と同様に，Bの勝つ確率は

n∑
k=1

(1− p)k(1− q)k−1q =
q(1− p){1− (1− p)n(1− q)n}

1− (1− p)(1− q)

A君の勝つ確率がB君の勝つ確率よりも大きくなるのは，上式および (1)

の結果から

p > q(1− p)

このとき，p+ q 5 1に注意して
q

1 + q
< p 5 1− q

p，qは
j

6
(j = 1, 2, 3, 4, 5)であるから

(i) q =
1

6
のとき

1

7
< p 5 5

6
ゆえに p =

1

6
,
2

6
,
3

6
,
4

6
,
5

6

(ii) q =
2

6
のとき

1

4
< p 5 4

6
ゆえに p =

2

6
,
3

6
,
4

6

(iii) q =
3

6
のとき

1

3
< p 5 3

6
ゆえに p =

3

6

(iv) q =
4

6
のとき

2

5
< p 5 2

6
ゆえに pは存在しない

(v) q =
5

6
のとき

5

11
< p 5 1

6
ゆえに pは存在しない

よって，求める (X, Y )の組の総数は

6C1

5∑
k=1

5Ck + 6C2

4∑
k=2

4Ck + 6C3 × 3C3

=6(25 − 1) + 15(24 − 1− 4) + 20× 1 = 371

�
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2 (1)
−→
OA = (−1, 1, 1)，

−→
OB = (2, 1,−2) であるから

|
−→
OA|2 = 3, |

−→
OB|2 = 9,

−→
OA·

−→
OB = −3

したがって

−→
OA·

−→
OQ =

−→
OA·{k

−→
OA+ (1− k)

−→
OB}

= k|
−→
OA|2 + (1− k)

−→
OA·

−→
OB

= k·3 + (1− k)·(−3) = 6k − 3
−→
OB·

−→
OQ =

−→
OB·{k

−→
OA+ (1− k)

−→
OB}

= k
−→
OA·

−→
OB+ (1− k)|

−→
OB|2

= k·(−3) + (1− k)·9 = −12k + 9

QはD上の点より，
−→
OA·

−→
OQ = 0，

−→
OB·

−→
OQ = 0 であるから{

6k − 3 = 0

−12k + 9 = 0
ゆえに

1

2
5 k 5

3

4

(2) D内の点 Pについて，s，tを実数として

−→
OP = s

−→
OA+ t

−→
OB · · · 1©

とすると

−→
OA·

−→
OP =

−→
OA·(s

−→
OA+ t

−→
OB)

= s|−→OA|2 + t
−→
OA·−→OB

= s·3 + t·(−3) = 3(s− t)
−→
OB·

−→
OP =

−→
OB·(s

−→
OA+ t

−→
OB)

= s
−→
OA·

−→
OB+ t|

−→
OB|2

= s·(−3) + t·9 = 3(−s+ 3t)

与えられた条件により，
−→
OA·

−→
OP = 0，

−→
OB·

−→
OP = 0 であるから

s− t = α, −s+ 3t = β

とおくと，α = 0，β = 0．また上の 2式から

s =
3

2
α+

1

2
β, t =

1

2
α +

1

2
β · · · 2©



5

2©を 1©に代入すると

−→
OP =

(
3

2
α +

1

2
β

)
−→
OA+

(
1

2
α +

1

2
β

)
−→
OB

=
1

2
α(3

−→
OA+

−→
OB) +

1

2
β(
−→
OA+

−→
OB)

= 2α× 3
−→
OA+

−→
OB

4
+ β ×

−→
OA+

−→
OB

2

線分ABを 1 : 3に内分する点を L，中点をMとすると

−→
OP = 2α

−→
OL + β

−−→
OM (α = 0, β = 0)

ゆえに，Pの表す領域Dは，次の図の斜線部分で，境界線を含む．

O
A

B

L

M

D

−→
OL =

3
−→
OA+

−→
OB

4
=

1

4
(−1, 4, 1)

−−→
OM =

−→
OA+

−→
OB

2
=

1

2
(1, 2,−1)

−→
` = (−1, 4, 1)，

−→
m = (1, 2,−1)とおくと

|
−→
` | =

√
18, |

−→
m| =

√
6 ゆえに |

−→
` | : |

−→
m| =

√
3 : 1

ここで，D上の点Hを

−→
OH =

−→
` +

√
3
−→
m = (−1 +

√
3, 4 + 2

√
3, 1−

√
3)

とすると，Hは∠LOMの二等分線上にある．また

|
−→
m|2

−→
` − (

−→
` ·
−→
m)

−→
m = 6(−1, 4, 1)− 6(1, 2,−1) = 12(−1, 1, 1)

は平面OLMに平行で，
−→
mに垂直．これと平行な単位ベクトルの 1つを

−→
e =

1√
3
(−1, 1, 1)

とおく．
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Hから直線OMに下ろした垂線の長さは

|
−→
OH·

−→
e | = 2

√
3

|
−→
OC|が最小となる点 Cの位置ベクトルは，

−→
OCと

−→
OHの向きが同じであ

ることに注意して

−→
OC =

√
6

2
√
3

−→
OH =

√
2

2
(−1 +

√
3, 4 + 2

√
3, 1−

√
3)

=

(
−
√
2 +

√
6

2
, 2

√
2 +

√
6,

√
2−

√
6

2

)

よって，求めるCの座標は(
−
√
2 +

√
6

2
, 2

√
2 +

√
6,

√
2 −

√
6

2

)

注意
−→
OA⊥

−→
mに気付けば，

−→
e を

−→
OAと平行な単位ベクトルに定めればよい．

補足 平面HOM上のベクトルで，
−−→
OMに垂直な単位

ベクトルを ~e，
−→
OHと ~eのなす角を θとすると，

Hから直線OMに下ろした垂線の長さ dは

d = |
−→
OH|| cos θ|

また
−→
OH·~e = |

−→
OH||~e| cos θ = |

−→
OH| cos θ

上の 2式より d = |−→OH·~e|

　

O

M

H

~e
θ

d

�



7

3 (1) r = f(θ)とおくと，右の図から

(1− r) sin
θ

2
= r · · · 1©

ゆえに r =
sin θ

2

1 + sin θ
2

よって f(θ) =
sin θ

2

1 + sin θ
2

　

1− r
r

1

θ
2

(2) 0 <
θ

2
<

π

2
であるから sin

θ

2
> 0，cos

θ

2
> 0

また，r > 0であるから， 1©より 1− r > 0

1©の両辺を θで微分すると

−r′ sin
θ

2
+

1

2
(1− r) cos

θ

2
= r′

ゆえに
(
1 + sin

θ

2

)
r′ =

1

2
(1− r) cos

θ

2
· · · 2©

2©において，1 + sin
θ

2
> 0，1− r > 0，cos

θ

2
> 0であるから r′ > 0

さらに， 2©の両辺を θで微分すると

1

2
r′ cos

θ

2
+

(
1 + sin

θ

2

)
r′′ = −1

2
r′ cos

θ

2
− 1

4
(1− r) sin

θ

2

ゆえに
(
1 + sin

θ

2

)
r′′ = −

{
r′ cos

θ

2
+

1

4
(1− r) sin

θ

2

}
上式において r′ > 0，1− r > 0，sin

θ

2
> 0，cos

θ

2
> 0であるから r′′ < 0

したがって 0 <
θ

2
<

π

2
において r′ > 0，r′′ < 0

よって 0 < θ < πの範囲で，f(θ)は単調増加，f ′(θ)は単調減少．

補足 f ′(θ) =
cos θ

2

2
(
1 + sin θ

2

)2 > 0，f ′′(θ) =
sin θ

2
− 2

4
(
1 + sin θ

2

)2 < 0
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(3) x =
θ

2
とおくと

dθ

dx
= 2

θ π
3
→ π

2

x π
6
→ π

4∫ π
2

π
3

f(θ) dθ =

∫ π
2

π
3

sin θ
2

1 + sin θ
2

dθ = 2

∫ π
4

π
6

sin x

1 + sinx
dx

= 2

∫ π
4

π
6

sin x(1− sinx)

(1 + sin x)(1− sinx)
dx

= 2

∫ π
4

π
6

cos2 x+ sin x− 1

cos2 x
dx

= 2

∫ π
4

π
6

(
1 +

sin x

cos2 x
− 1

cos2 x

)
dx

= 2

[
x+

1

cos x
− tanx

]π
4

π
6

=
π

6
− 2 + 2

√
2 −

2
√
3

3

�
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4 (1) C上の点を P(x, y)とすると，条件により√
(x− 1)2 + y2+ |x| = 2 ゆえに

√
(x− 1)2 + y2 = 2− |x| · · · 1©

1©の両辺を平方して整理すると

y2 = 2x− 4|x|+ 3

上の方程式で xのとりうる値の範囲は

2x− 4|x|+ 3 = 0 すなわち 4|x| 5 2x+ 3

ゆえに −(2x+ 3) 5 4x 5 2x+ 3

1©の 2− |x| = 0に注意して −1

2
5 x 5 3

2

したがって C : y2 = 2x− 4|x|+ 3

Cは x = 0のとき y2 = −2x+ 3 すなわち x = −1

2
(y2 − 3),

x < 0のとき y2 = 6x+ 3 すなわち x =
1

6
(y2 − 3)

Cの表す図形は右の図の曲線 (閉曲線)で，求める面積を Sとすると

S =

∫ √
3

−
√
3

{
−1

2
(y2 − 3)− 1

6
(y2 − 3)

}
dy

=
4

3

∫ √
3

0

(3− y2) dy

=
4

3

[
3y − y3

3

]√3

0

=
8

3

√
3

　

O

y

x

√
3

−
√
3

−1
2

3
2

C
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(2) 円 x2 + y2 = aとC : y2 = 2x− 4|x|+ 3の交点は−1

2
5 x 5 3

2
の範囲にあ

り，2式から y2を消去すると

x2 + 2x− 4|x|+ 3 = a

(
−1

2
5 x 5 3

2

)
· · · (∗)

方程式 (∗)の実数解は，xz平面上の曲線

C ′ : z = x2+2x−4|x|+3

(
−1

2
5 x 5 3

2

)
と直線 z = aの交点の x座標である．

C ′は −1
2
5 x < 0 のとき z = (x+ 3)2 − 6

0 5 x 5 3
2
のとき z = (x− 1)2 + 2

　

O

z

x1

3

2
(3
2
, 9
4
)

(−1
2
, 1
4
)

C ′

円とCはともに x軸に関して対称であるから，方程式 (∗)の実数解につい
て，−1

2
< x < 3

2
にある解 1個に対して交点は 2個あり，x = −1

2
, 3

2
に対

して交点は 1個である．よって，求める交点の個数は

0 < a < 1
4
のとき 0個

a = 1
4
のとき 1個

1
4
< a < 2 のとき 2個

a = 2 のとき 4個
2 < a < 9

4
のとき 6個

a = 9
4
のとき 5個

9
4
< a < 3 のとき 4個

a = 3 のとき 2個
3 < a のとき 0個

�


