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平成25年度　熊本大学２次試験前期日程 (数学問題)120分

文系 (教育学部，医学部保健学科看護学専攻)平成25年2月25日

1 nを 3以上の奇数として，次の集合を考える。

An =
{

nC1, nC2, · · · , nCn−1
2

}
以下の問いに答えよ。

(1) A9のすべての要素を求め，それらの和を求めよ。

(2) nCn−1
2
がAn内の最大の数であることを示せ。

(3) An内の奇数の個数をmとする。mは奇数であることを示せ。

2 f(x)を x = −1で極大，x = 2で極小となる 3次関数で∫ 2

0

f ′(x) dx = −5

を満たすものとする。以下の問いに答えよ。

(1) f ′(x)を求めよ。

(2) f(x)の極大値と極小値の差を求めよ。
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3 直方体OABC-DEFGにおいて，OA = OD = 1，OC = 2とし，辺 EFの中点
をMとする。また，

−→
OP = t

−→
OD (0 5 t 5 1)とし，点Pから線分CMにおろし

た垂線と線分CMとの交点をHとする。~a =
−→
OA，~c =

−→
OC，~d =

−→
OD とおくと

き，以下の問いに答えよ。

(1)
−→
PC，

−−→
CM，

−−→
PMを~a，~c，~dを用いて表せ。

(2)
−→
PHを~a，~c，~d，tを用いて表せ。

(3) |
−→
OP|2 + |

−→
PH|2の最小値を求めよ。

A

E

D

O

B

F

C

G

4 数列 {an}の初項から第 n項までの和 Snが

Sn = 2an + n2

で与えられるとき，以下の問いに答えよ。

(1) an+1を anを用いて表せ。

(2) anを nの式で表せ。
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解答例

1 (1) A9= {9C1, 9C2, 9C3, 9C4}
= {9, 36, 84, 126}

求める要素の和は 9 + 36 + 84 + 126 = 255

(2) nは 3以上の奇数であるから，n = 2l + 1 (lは自然数)とおくと

An = {nC1, nC2, · · · , nCl}

自然数 kを 1 5 k < lとすると

nCk+1 − nCk =
n!

(k + 1)!(n− k − 1)!
− n!

k!(n− k)!

=
n!(n− k)

(k + 1)!(n− k)!
− n!(k + 1)

(k + 1)!(n− k)!

=
n!{(n− k)− (k + 1)}

(k + 1)!(n− k)!

=
n!(n− 2k − 1)

(k + 1)!(n− k)!
=

n!{(2l − 1)− 2k − 1}
(k + 1)!(n− k)!

=
n!·2(l − k)

(k + 1)!(n− k)!
> 0

ゆえに nC1 < nC2 < · · · < nCl

よって，An内の最大の数は nCl，すなわち nCn−1
2
である．

別解 nCk+1

nCk

− 1 =
n− k

k + 1
− 1 =

2
(
n−1
2

− k
)

k + 1
> 0

(3) 2項定理により nC0 +
l∑

k=1

nCk +
2l∑

k=l+1

nCk + nCn = 2n · · · 1©

ここで
2l∑

k=l+1

nCk =
n−1∑

k=n−l

nCk =
l∑

k=1

nCn−k =
l∑

k=1

nCk · · · 2©

2©を 1©に代入して整理すると
l∑

k=1

nCk = 2n−1 − 1

nは 3以上の奇数であるから，Anの和が奇数である．

よって，An内の奇数の個数mは，奇数である．
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2 (1) 3次関数 f(x)は，x = −1, 2で極値をとるから，定数 aを用いて

f ′(x) = a(x+ 1)(x− 2) = a(x2 − x− 2)

とおける．∫ 2

0

f ′(x) dx = a

∫ 2

0

(x2 − x− 2) dx

= a

[
x3

3
− x2

x
− 2x

]2
0

= −10

3
a

このとき −10

3
a = −5 ゆえに a =

3

2

よって f ′(x) =
3

2
(x2 − x − 2)

(2) 極大値 f(−1)と極小値 f(2)の差は

f(−1)− f(2) =

∫ −1

2

f ′(x) dx

=
3

2

∫ −1

2

(x+ 1)(x− 2) dx

=
3

2
·
(
−1

6

)
(−1− 2)3 =

27

4
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3 (1)
−→
PC =

−→
OC−

−→
OP =~c − t

−→
d

−−→
CM =

−→
CB +

−→
BF +

−→
FM = ~a+ ~d+

(
−1

2
~c

)
= ~a −

1

2
~c + ~d

−−→
PM =

−→
PC +

−−→
CM =

(
~c− t

−→
d
)
+

(
~a− 1

2
~c+ ~d

)
= ~a +

1

2
~c + (1 − t)~d

(2)
−→
CH =

(
−→
CP·

−−→
CM)

|
−−→
CM|2

−−→
CM により，~a·~c = ~c·~d = ~d·~a = 0に注意して

−→
CP = −

−→
PC = −

(
~c− t~d

)
= −~c+ t~d

−→
CP·

−−→
CM =

(
−~c+ t~d

)
·
(
~a− 1

2
~c+ ~d

)
=

1

2
|~c|2 + t|~d|2 = 1

2
·22 + t·12 = 2 + t

|
−−→
CM|2 =

−−→
CM·

−−→
CM =

(
~a− 1

2
~c+ ~d

)
·
(
~a− 1

2
~c+ ~d

)
= |~a|2 + 1

4
|~c|2 + |~d|2 = 12 +

1

4
·22 + 12 = 3

したがって
−→
CH =

t+ 2

3

(
~a− 1

2
~c+ ~d

)
よって

−→
PH=

−→
CH−

−→
CP

=
2 + t

3

(
~a− 1

2
~c+ ~d

)
−
(
−~c+ t~d

)
=

2 + t

3
~a +

4 − t

6
~c +

2 − 2t

3
~d

A

E

D

O

B

F

C

G

M
H

P

C

H

P

M

θ

補足

2つのベクトル
−→
CP，

−−→
CMのなす角を θとすると cos θ =

−→
CP·

−−→
CM

|
−→
CP||

−−→
CM|

したがって
−→
CH = |

−→
CP| cos θ

−−→
CM

|
−−→
CM|

=
(
−→
CP·

−−→
CM)

|
−−→
CM|2

−−→
CM
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(3) (2)の結果を利用すると

|
−→
OP|2 + |

−→
PH|2

=t2|~d|2 +
(
2 + t

2

)2

|~a|2 +
(
4− t

6

)2

|~c|2 +
(
2− 2t

3

)2

|~d|2

=t2·12 +
(
2 + t

3

)2

·12 +
(
4− t

6

)2

·22 +
(
2− 2t

3

)2

·12

=
5

3
t2 − 4

3
t+

8

3

=
5

3

(
t− 2

5

)2

+
12

5
(0 5 t 5 1)

よって，求める最小値は
12

5

4 (1) an+1 = Sn+1 − Snより

an+1 = {2an+1 + (n+ 1)2} − (2an + n2)

ゆえに an+1 = 2an − 2n − 1 · · · 1©

(2) 初項 a1は S1 = 2a1 + 12

S1 = a1より a1 = −1

1©に対して，次の等式をみたす nの 1次式 f(n)を考える．

f(n+ 1) = 2f(n)− 2n− 1 · · · 2©

f(n) = pn+ qとおくと p(n+ 1) + q = 2(pn+ q)− 2n− 1

nに関する恒等式であるから p = 2，q = 3

ゆえに f(n) = 2n+ 3 · · · 3©

1©− 2©から an+1 − f(n+ 1) = 2{an − f(n)}

したがって an − f(n) = 2n−1{a1 − f(1)}

a1 = −1， 3©より an − (2n+ 3) = 2n−1(−1− 5)

よって an = 2n + 3 − 3·2n


