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平成22年度　熊本大学２次試験前期日程 (数学問題)120分

文系 (教育学部，医学部保健学科看護学専攻)平成22年2月25日

問題 1 2 3 4

1 関数 y = sin3 x− cos3 x (0 5 x 5 π)について，以下の問いに答えよ。

(1) sinx− cosx = tとおいて，tのとり得る値の範囲を求めよ。

(2) yを tの式で表せ。

(3) yの最大値および最小値を求めよ。

2 曲線C1 : y = x2上の点A(a, a2)における接線が曲線C2 : y = x2 − 4と交わる
点をB，Cとする。ただし，Bの x座標はCの x座標より小さいとする。以下
の問いに答えよ。

(1) 線分BCの中点MおよびCの座標を aを用いて表せ。

(2) Mを通り y軸に平行な直線，線分MCおよび曲線C2で囲まれた部分の面
積を求めよ。

3 赤球，白球，黒球，黄球，青球が各 1個ずつ入っている袋が 3つある。各袋か
ら球を 1個ずつ取り出す。以下の問いに答えよ。

(1) 取り出した球の色が 2種類となる確率を求めよ。

(2) 取り出した球の色の数の期待値を求めよ。

4 原点Oを中心として半径 1の円の第 1象限の部分Cについて考える。

C上に 3点A

(√
2

2
,

√
2

2

)
，P(1, 0)，Q(0, 1)をとる。

s+ t = 1を満たす s，t (0 < s < 1，0 < t < 1)に対し，弧AQ上に点Xを 2つ
のベクトル

s2
−→
OA− s

−→
OX, t

−→
OA− t2

−→
OX

が垂直になるようにとる。以下の問いに答えよ。

(1)
−→
OAと

−→
OXのなす角を θとするとき，cos θを tを用いて表せ。

(2) cos θのとり得る値の範囲を求めよ。

(3) 4OAXの面積の最大値を求めよ。
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解答例

1 (1) sinx− cosx =
√
2 sin

(
x− π

4

)
0 5 x 5 πより −π

4
5 x− π

4
5 3

4
π よって −1 5 t 5

√
2

(2) t = sin x− cosx · · · 1©の両辺を平方すると

t2 = 1− 2 sin x cosx ゆえに sinx cosx =
1− t2

2
· · · 2©

y = sin3 x− cos3 xの右辺を変形すると

sin3 x− cos3 x = (sin x− cos x)(sin2 x+ sinx cosx+ cos2 x)

= (sin x− cos x)(1 + sin x cos x)

上式に 1©， 2©を代入すると

sin3 x− cos3 x = t

(
1 +

1− t2

2

)
= −1

2
t3 +

3

2
t

よって y = −
1

2
t3 +

3

2
t

(3) (2)の結果から

y′ = −3

2
t2 +

3

2

= −3

2
(t+ 1)(t− 1)

y′ = 0とすると t = −1, 1

−1 5 t 5
√
2における yの増減表は，次のようになる．

t −1 · · · 1 · · ·
√
2

y′ + 0 −
極大

y −1 ↗ ↘
√
2
21

よって，yは

t = 1 すなわち x =
π

2
, πのとき 最大値 1をとり，

t = −1 すなわち x = 0のとき 最小値−1をとる．
�
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2 (1) y = x2を微分すると y′ = 2x

C1上の点Aにおける接線の傾きは 2aであるから，その方程式は

y − a2 = 2a(x− a) すなわち y = 2ax− a2

この接線とC2 : y = x2 − 4の共有点の座標は，連立方程式{
y = 2ax− a2

y = x2 − 4

の解であるから，2式から yを消去して

x2 − 4=2ax− a2

ゆえに (x− a)2=4

したがって x= a± 2

B，Cの x座標は，それぞれ a− 2，a+ 2であるから

B(a− 2, a2 − 4a), C(a + 2, a2 + 4a)

よって，BCの中点Mの座標は (a, a2)

(2) 求める面積 Sは，右の図から

S =

∫ a+2

a

{(2ax− a2)− (x2 − 4)} dx

=

∫ a+2

a

{4− (x− a)2} dx

=

[
4x− 1

3
(x− a)3

]a+2

a

=
16

3

　

O

y

xa+2

a

−4

B

C

M

C1C2
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3 (1) 球の取り出し方の総数は 53 (通り)

取り出した球の 2色をA(2個)，B(1個)とすると，3つの袋から順に取り
出したとき，次の 3つの場合がある．

「AAB」，「ABA」，「BAA」

それぞれの場合について，A，Bの色の球の取り出し方は 5P2 (通り)

よって，求める確率は
3× 5P2

53
=

3× 5·4
53

=
12

25

(2) 球の色が 1色であるのは 5通りあり，その確率は

5

53
=

1

25

球の色が 3色であるのは 5P3通りあり，その確率は

5P3

53
=

5·4·3
53

=
12

25

よって，求める期待値Eは

E = 1× 1

25
+ 2× 12

25
+ 3× 12

25
=

61

25

色 1 2 3 計
確率 1

25
12
25

12
25

1
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4 (1) (s2
−→
OA− s

−→
OX)⊥(t

−→
OA− t2

−→
OX)より

(s2
−→
OA− s

−→
OX)·(t

−→
OA− t2

−→
OX) = 0

であるから

s2t|
−→
OA|2 − (s2t2 + st)

−→
OA·

−→
OX+ st2|

−→
OX|2 = 0 · · · 1©

|
−→
OA| = 1，|

−→
OX| = 1，

−→
OA，

−→
OXのなす角が θであるから

−→
OA·−→OX = |−→OA||−→OX| cos θ = 1·1 cos θ = cos θ

これらを 1©に代入すると
s2t− (s2t2 + st) cos θ + st2 = 0

ゆえに st(st+ 1) cos θ = st(s+ t)

0 < s < 1，0 < t < 1，s+ t = 1，s = 1− tより

cos θ =
s+ t

st+ 1
=

1

(1− t)t+ 1
=

1

−t2 + t + 1

(2) −t2 + t+ 1 = −
(
t− 1

2

)2

+
5

4
であるから

0 < t < 1において 1 < −t2 + t+ 1 5 5

4

よって，(1)の結果から
4

5
5 cos θ < 1

(3) sin θ =
√
1− cos2 θ であるから，(2)の結果から

0 < sin θ 5 3

5

4OAX =
1

2
|
−→
OA||

−→
OX| sin θ =

1

2
·1·1 sin θ =

1

2
sin θ であるから

0 < 4OAX 5 3

10

よって，4OAXの面積の最大値は
3

10
�


