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平成12年度　熊本大学２次試験前期日程 (数学問題)120分

文系 (教育学部，医学部保健学科看護学専攻)平成12年2月25日

問題 1 2 3 4

1 傾きm (m > 0)の直線 lが，放物線 C : y = x2と，異なる 2点 P(
√
2, 2)と

Qで交わるとする。lが，QにおけるCの接線と直交するとき，次の問いに答
えよ。

(1) mの値を求めよ。

(2) Cと lで囲まれた図形の y軸より右側の部分の面積を求めよ。

2 0でない複素数 zに対して，w = z +
1

z
とおくとき，次の問いに答えよ。

(1) wが実数となるための zの満たす条件を求め，この条件をみたす z全体の
図形を複素数平面上に図示せよ。

(2) wが実数で 1 5 w 5 10

3
をみたすとき，zのみたす条件を求め，この条件

をみたす z全体の図形を複素数平面上に図示せよ。

3 座標平面上の原点をOとし，点AをA(a, 0) (a > 0)とする。第 1象限内の点

Pを，正の傾きm

(
m 6= 1√

3

)
をもつ直線 y = mx上にあり，∠OPA = 60◦と

なる点とするとき，次の問いに答えよ。

(1) ∠OAP = θとするとき，tan θをmを用いて表せ。

(2) Pの y座標を aとmを用いて表せ。

4 a > 0，b > 0とする。ax2 + by2 = 1をみたす負でない実数 x，yについて，次
の問いに答えよ。

(1)
x

a
5 y

b
となるための xの範囲を求めよ。

(2) min
{x
a
,
y

b

}
の最大値と，そのときの xおよび yを求めよ。ただし，実数

X，Y に対して {
X 5 Y のとき min{X, Y } = X

X > Y のとき min{X, Y } = Y

である。
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解答例

1 (1) C 上の点Qを (q, q2)とおくと，直線 PQの
傾きmは

m =
q2 − 2

q −
√
2
= q +

√
2

y = x2を微分すると y′ = 2x

C上の点Qにおける接線の傾きは 2q

この接線と直線 PQは直交するから

　

O

y

x

C

P

Q

√
2q

l

2q(q +
√
2) = −1 ゆえに (

√
2q + 1)2 = 0

したがって，q = − 1√
2
を 1©に代入すると

m = − 1√
2
+
√
2 =

√
2

2

(2) lは，点 P(
√
2, 2)を通り，傾き

√
2

2
の直線であるから

y − 2 =

√
2

2
(x−

√
2) すなわち y =

√
2

2
x+ 1

求める面積を Sとすると，Sは上の図の斜線部分の面積であるから

S =

∫ √
2

0

{(√
2

2
x+ 1

)
− x2

}
dx

=

[ √
2

4
x2 + x− x3

3

]√2

0

=
5
√
2

6

�

2 (1) w = z +
1

z
が実数であるとき，w = wより

z +
1

z
= z +

1

z

(z − z)

(
1− 1

zz

)
= 0

(z − z)

(
1− 1

|z|2

)
= 0

　

O

Im

Re1−1

i

−i

よって z = z (z 6= 0) または |z| = 1
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別解 z = r(cos θ + i sin θ)とすると (r > 0, 0 5 θ < 2π)

z +
1

z
= r(cos θ + i sin θ) +

1

r
(cos θ − sin θ)

=

(
r +

1

r

)
+

(
r − 1

r

)
i sin θ

zが実数のとき(
r − 1

r

)
sin θ = 0 すなわち r = 1 または θ = 0, π

よって z = cos θ + i sin θ (0 5 θ < 2π) または z = ±r (r 6= 0)

(2) wは，実数であるから，(1)の結果を利用する．

(i) z = z，すなわち，zが実数のとき

1 5 z +
1

z
5 10

3

このとき，z > 0であるから

z +
1

z
− 1 =

(√
z − 1√

z

)2

+ 1 > 0

したがって，z > 0のとき z +
1

z
5 10

3
を解くと

(3z − 1)(z − 3) 5 0 よって
1

3
5 z 5 3

(ii) |z| = 1のとき，z = cos θ + i sin θ (−π 5 θ < π) とおくと

w = z +
1

z
= 2 cos θ

したがって 1 5 2 cos θ 5 10

3
ゆえに cos θ = 1

2

よって z = cos θ + i sin θ

(
−
π

3
5 θ 5

π

3

)
(i)，(ii)より，zの表す図形は，下の図の実線部分．
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Re1
3

1
2
+

√
3
2
i

1
2
−

√
3
2
i

31−1

i

−i
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3 (1) ϕ = ∠AOPとすると，tanϕ = m．
θ = 180◦ − (60◦ + ϕ) = 120◦ − ϕであるから

tan θ = tan(120◦ − ϕ)

=
tan 120◦ − tanϕ

1 + tan 120◦ tanϕ

=
−
√
3−m

1−
√
3m

=
m +

√
3

√
3m − 1

　

O

y

xa

P

A

y = mx

60◦

ϕ θ
t

mt

(2) P(t, mt)とおくと，直線 PAの傾きは
−mt

a− t

また，直線 PAの傾きは，(1)の結果から

tan(180◦ − θ) = − tan θ = − m+
√
3√

3m− 1

したがって
−mt

a− t
= − m+

√
3√

3m− 1
ゆえに t =

(m+
√
3)a√

3(m2 + 1)

よって，Pの y座標は mt =
m(m +

√
3)a

√
3(m2 + 1)

�
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4 (1) ax2 + by2 = 1 (a > 0, b > 0, x > 0, y > 0) より

0 5 x 5 1√
a
,

y

b
=

√
1− ax2

b3

f(x) =
x

a
, g(x) =

√
1− ax2

b3

(
0 5 x 5 1√

a

)
とおくと，f(x)は増加関

数，g(x)は減少関数．f(x) = g(x)とおくと

x

a
=

√
1− ax2

b3
ゆえに x =

a√
a3 + b3

x

a
5 y

b
，すなわち，f(x) 5 g(x)となる xの範囲は

0 5 x 5
a

√
a3 + b3

(2) c =
a√

a3 + b3
とおくと

min{f(x), g(x)} =

{
f(x) (0 5 x 5 c)

g(x)
(
c 5 x 5 1√

a

)
したがって 0 5 x 5 cのとき f(x) 5 f(c)

c 5 x 5 1√
a
のとき g(x) 5 g(c)

f(c) = g(c) =
1√

a3 + b3
，min

{x
a
,
y

b

}
= min{f(x), g(x)}であるから

よって，min
{x
a
,
y

b

}
は最大値

1
√
a3 + b3

をとる．

このとき
x

a
=

y

b
=

1√
a3 + b3

すなわち x =
a

√
a3 + b3

, y =
b

√
a3 + b3

�


