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令和６年度　熊本大学2次試験後期日程 (数学問題)

理学部　数 I, II, III, A, B(120分)（理科1科目と合わせて）
令和6年3月12日

問題 1 2 3

1 数列 {an}は条件 a1 = a2 = 1,

an+2 =
an+1

n
+ an (n = 1, 2, 3, · · · )

を満たすとする。

(1) an > 0 (n = 1, 2, 3, · · · )であることを示せ。

(2) bn =
an+1

an
(n = 1, 2, 3, · · · )とおくとき，bn+1を bnと nを用いて表せ。

(3) nが奇数のとき，(2)の bnを求めよ。

(4) nを 3以上の自然数とするとき，anを求めよ。ただし，次の記号を用いて
もよい。

k!! =

{
k·(k − 2)·(k − 4) · · · 6·4·2 (kが偶数のとき)

k·(k − 2)·(k − 4) · · · 5·3·1 (kが奇数のとき)

2 四面体OABCについて，~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OCとおく。点Dを

−→
OD =

2

3
~a+

5

6
~b+

1

2
~c

で定める。点Eを線分ODの中点とする。3点A，B，Cを通る平面をαとする。

(1) 点 Eが平面 α上にあるかどうかを判定せよ。

(2) 点Oを通りαと平行な平面を βとする。2点C，Dを通る直線と平面 βと
の交点を Fとする。このとき，

−→
OFを~a，~b，~cで表せ。

(3) 4ABCの重心をGとする。3点O，A，Gを通る平面と，2点E，Fを通
る直線との交点をHとする。

−→
OHを~a，~b，~cで表せ。
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3 正の整数 nに対して 2つの定積分を

In =

∫ 2nπ

0

e−2x sin 2x dx, Jn =

∫ 2nπ

0

e−2x cos 2x dx

とおく。

(1) Inと Jnの値を nで表せ。

(2) 曲線 y = e−x sinx (0 5 x 5 2nπ)と x軸とで囲まれた部分を x軸の周りに
1回転させてできる立体の体積を Vnとおく。Vnを nで表せ。

(3) lim
n→∞

Vnを求めよ。
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解答例

1 (1) 条件

an+2 =
an+1

n
+ an (∗)

より，an > 0, an+1 > 0のとき an+2 > 0

a1 > 0, a2 > 0であるから，自然数 nについて an > 0

(2) (∗)の両辺を an+1 6= 0で割ると

an+2

an+1

=
1

n
+

an
an+1

よって bn+1 =
1

n
+

1

bn
(∗∗)

(3) (∗∗)より

bn+2 =
1

n+ 1
+

1

bn+1

=
1

n+ 1
+

1
1
n
+ 1

bn

=
1

n+ 1
+

nbn
bn + n

上式から，bn = 1のとき bn+2 = 1

b1 =
a2
a1

= 1であるから，nが奇数のとき bn = 1

(4) (2)，(3)の結果から，kを自然数とすると

b2k−1 = 1, b2k =
1

2k − 1
+

1

b2k−1

=
2k

2k − 1
=

4k2

2k(2k − 1)

したがって

b2k−1b2k =
a2k
a2k−1

·a2k+1

a2k
ゆえに

a2k+1

a2k−1

=
2k

2k − 1

上の第 2式から，n = 2のとき，a1 = 1より

a2n−1 =
n−1∏
k=1

a2k+1

a2k−1

=
n−1∏
k=1

4k2

2k(2k − 1)
=

4n−1{(n− 1)!}2

(2n− 2)!

a2n = b2n−1a2n−1 =
4n−1{(n− 1)!}2

(2n− 2)!

これらは，n = 1のときも成立するから

a2n−1 = a2n =
4n−1{(n − 1)!}2

(2n − 2)!
(n = 1, 2, · · · )

�
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2 (1) Eは線分ODの中点であるから

−→
OE =

1

2

−→
OD =

1

2

(
2

3
~a+

5

6
~b+

1

2
~c

)
=

1

3
~a+

5

12
~b+

1

4
~c

−→
OEの~a，~b，~cの係数について

1

3
+

5

12
+

1

4
= 1

よって，点 Eは平面 α上にある．

(2) EはODの中点であり，2点E，Cは平面α上
の点であるから

−→
OF = 2

−→
EC = 2

−→
OC− 2

−→
OE

= 2~c− 2

(
1

3
~a+

5

12
~b+

1

4
~c

)
= −

2

3
~a −

5

6
~b +

3

2
~c

　

α

β

D

E

O

C

F

(3) 直線 EF上の点Hは，実数 kを用いて

−→
OH = (1− k)

−→
OE+ k

−→
OF

= (1− k)

(
1

3
~a+

5

12
~b+

1

4
~c

)
+ k

(
−2

3
~a− 5

6
~b+

3

2
~c

)
=

(
1

3
− k

)
~a+

(
5

12
− 5

4
k

)
~b+

(
1

4
+

5

4
k

)
~c (∗)

平面OAG上の点は，実数 s, tを用いて

s
−→
OA+ t

−→
OG = s~a+

t

3
(~a+~b+~c) =

(
s+

t

3

)
~a+

t

3
~b+

t

3
~c

Hが平面OAG上の点であるとき (~a, ~b, ~cは 1次独立)

1

3
− k = s+

t

3
,

5

12
− 5

4
k =

t

3
,

1

4
+

5

4
k =

t

3

これを解いて k =
1

15
, s = − 1

15
, t = 1

k =
1

15
を (∗)に代入すると

−→
OH =

4

15
~a +

1

3
~b +

1

3
~c �
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3 (1) e−2x sin 2x，e−2x cos 2xを微分すると

(e−2x sin 2x)′ = −2e−2x sin 2x+ 2e−2x cos 2x

(e−2x cos 2x)′ = −2e−2x sin 2x− 2e−2x cos 2x

上の 2式の辺々の和および差をとると

{e−2x(sin 2x+ cos 2x)}′ = −4e−2x sin 2x

{e−2x(sin 2x− cos 2x)}′ = 4e−2x cos 2x

上の結果を利用すると

In =

∫ 2nπ

0

e−2x sin 2x dx

= −1

4

[
e−2x(sin 2x+ cos 2x)

]2nπ
0

=
1

4
(1 − e−4nπ),

Jn =

∫ 2nπ

0

e−2x cos 2x dx

=
1

4

[
e−2x(sin 2x− cos 2x)

]2nπ
0

=
1

4
(1 − e−4nπ)

別解 e2ix = cos 2x+ i sin 2xであるから

Jn + iIn =

∫ 2nπ

0

e−2xe2ix dx =

∫ 2nπ

0

e−2(1−i)x dx

=
1

−2(1− i)

[
e−2(1−i)x

]2nπ
0

= −1 + i

4

[
e−2xe2ix

]2nπ
0

=
1 + i

4
(1− e−4nπ)

(2) (1)の結果を利用すると

Vn

π
=

∫ 2nπ

0

(e−x sinx)2 dx =

∫ 2nπ

0

e−2x sin2 x dx

=
1

2

∫ 2nπ

0

e−2x dx− 1

2

∫ 2nπ

0

e−2x cos 2x dx

= −1

4

[
e−2x

]2nπ
0

− 1

2
Jn

=
1

4
(1− e−4nπ)− 1

2
·1
4
(1− e−4nπ) =

1

8
(1− e−4nπ)

よって Vn =
π

8
(1 − e−4nπ)

(3) (2)の結果から lim
n→∞

Vn =
π

8
�


