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平成26年度　熊本大学2次試験後期日程 (数学問題)
理学部　平成26年3月12日

1 楕円 x2 + 2y2 = 1をC1とし，放物線 y = x2をC2とする。

(問 1) C1とC2との交点の座標をすべて求めよ。

(問 2) (問 1)で求めた点のうち，第一象限にあるものをAとし，点AでC1に接
する直線を lとする。lとC2との交点のうち，Aとは異なるものをBとす
るとき，Bの座標を求めよ。

(問 3) lとC2が囲む部分をDとする。DがC1によって分けられる 2つの部分の

うち，点
(

0,
1

2

)
を含まない方の図形の面積を求めよ。

2 a，b，c，dを実数とし，行列A =

(
a b

c d

)
は，

A2 + 2E =

(
5 −1

−1 4

)
A

を満たすとする。ただし，E =

(
1 0

0 1

)
とする。

(問 1) ad− bc = 0でないことを示せ。

(問 2) d = 2のとき，Aを求めよ。

3 数列 {an}を
an =

∫ 0

−π
2

cosn x dx (n = 0, 1, 2, · · · )

で定義する。

(問 1) an+2を anを用いて表せ。

(問 2) anの一般項を求めよ。

(問 3) 不等式
an+1 5 an (n = 0, 1, 2, · · · )

が成り立つことを示せ。

(問 4) 極限値

lim
n→∞

1

n

(
2·4 · · · (2n− 2)·(2n)

1·3· · · · (2n− 3)·(2n− 1)

)2

を求めよ。
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解答例

1 　

(問 1) x2 + 2y2 = 1 · · · 1©，y = x2 · · · 2©から x2を消去すると

y + 2y2 = 1 ゆえに (y + 1)(2y − 1) = 0

2©から y = 0に注意して y =
1

2

これを 2©に代入して x2 =
1

2
ゆえに x = ± 1√

2

よって，求める交点は
(

1√
2
,

1

2

)
,

(
− 1√

2
,

1

2

)

(問 2) (問 1)の結果から，x座標に注意して A

(
1√
2
,

1

2

)

C1上の点Aにおける接線の方程式は
1√
2
x + 2·1

2
y = 1 すなわち y = − x√

2
+ 1 · · · 3©

2©， 3©から yを消去すると

x2 = − x√
2

+ 1 ゆえに (x +
√

2)(
√

2x− 1) = 0

BはAと異なる点であるから，Bの x座標は x = −√2

これを 2©に代入して B
(
−√

2, 2
)

(問 3) a =
1√
2
とおくと，2点A，Bの x座標は，それぞれ a，−2a．

C1，C2，lを x軸を元に y軸方向に
√

2だけ拡大したものを，それぞれC ′
1，

C ′
2，l′とする．このとき 2点A，BはそれぞれA′，B′に移るとする．

また，(問 1)の結果から A′
(

1√
2
,

1√
2

)

O

y

x
O

y

x

C1

C2l

A

B

l′ B′

A′

C ′
2

C ′
1

11

−1
− 1√

2

S1

S2

S3

a−a−2aa−2a
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C ′
2 : y =

x2

a
とおけるから，図の 3つの面積 S1，S2，S3は

S1 + S2 + S3 =
1

6a
{a− (−2a)}3 =

9

2
a2 =

9

4

S2 =
1

2
·12·π

2
− 1

2
·12 =

π

4
− 1

2

S3 =
1

6a
{a− (−a)}3 =

4

3
a2 =

2

3

したがって S1 = (S1 + S2 + S3)− S2 − S3

=
9

4
−

(
π

4
− 1

2

)
− 2

3
=

25− 3π

12

求める面積を Sとすると，S1 =
√

2Sであるから

S =
S1√

2
=

25− 3π

12
√

2
=

(25 − 3π)
√

2

24

2 　

(問 1) 行列A =

(
a b

c d

)
にハミルトン・ケーリーの定理を適用すると

A2 − (a + d)A + (ad− bc)E = O

B =

(
5 −1

−1 4

)
とおくと，条件式から

A2 + 2E = BA

上の 2式からA2を消去すると

(a + d)A− (ad− bc)E + 2E = BA

ゆえに {(a + d)E −B}A = (ad− bc− 2)E · · · (∗)
ad− bc = 0と仮定すると，(∗)より

−1

2
{(a + d)E −B}A = E

このとき，Aは正則となり，仮定に反する．よって，ad− bc 6= 0．
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(問 2) Aは正則であるから，(∗)の両辺に右側からA−1を掛けると

(a + d)E −B = (ad− bc− 2)A−1

すなわち

(
a + d− 5 1

1 a + d− 4

)
=

ad− bc− 2

ad− bc

(
d −b

−c a

)

d = 2および k =
ad− bc− 2

ad− bc
· · · 1©とおいて，上式に代入すると

(
a− 3 1

1 a− 2

)
= k

(
2 −b

−c a

)
· · · (∗∗)

上式の (1,1)成分および (2,2)成分から

a− 3 = 2k, a− 2 = ka

上の 2式から aを消去して整理すると

2k2 + k − 1 = 0 ゆえに (k + 1)(2k − 1) = 0

(∗∗)より k = −1のとき a = 1，b = c = 1

k =
1

2
のとき a = 4，b = c = −2

このとき，a，b，c，d，kの値は 1©を満たす．

よって A =

(
1 1

1 2

)
,

(
4 −2

−2 2

)
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3 　

(問 1) an =

∫ 0

−π
2

cosn x dx (n = 0, 1, 2, · · · ) により

an+2 =

∫ 0

−π
2

cosn+2 x dx =

∫ 0

−π
2

(sin x)′ cosn+1 x dx

=

[
sin x cosn+1 x

]0

−π
2

−
∫ 0

−π
2

sin x(cosn+1 x)′ dx

= (n + 1)

∫ 0

−π
2

sin2 x cosn x dx

= (n + 1)

∫ 0

−π
2

(1− cos2 x) cosn x dx

= (n + 1)an − (n + 1)an+2

よって an+2 =
n + 1

n + 2
an

(問 2) a0 =

∫ 0

−π
2

dx =
π

2
, a1 =

∫ 0

−π
2

cos x dx =

[
sin x

]0

−π
2

= 1

nが偶数のとき，an =
n(n− 1)

n2
an−2より

an =
n(n− 1)

n2
·(n− 2)(n− 3)

(n− 2)2
· · · 2·1

22
a0

=
n!

2n
{(n

2

)
!
}2 ·

π

2
=

πn!

2n+1

{(
n

2

)
!

}2

nが奇数のとき，an =
(n− 1)2

n(n− 1)
an−2より

an =
(n− 1)2

n(n− 1)
· (n− 3)2

(n− 2)(n− 3)
· · · 22

3·2a1

=

2n−1

{(
n− 1

2

)
!

}2

n!
·1 =

2n`1

{(
n − 1

2

)
!

}2

n!
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(問 3) −π

2
5 x 5 0のとき 0 5 cos x 5 1 ゆえに cosn+1 x 5 cosn x

したがって
∫ 0

−π
2

cosn+1 x dx 5
∫ 0

−π
2

cosn x dx よって an+1 5 an

(問 4) (1)のより，a2n =
2n− 1

2n
a2n−2であるから

a2n =
2n− 1

2n
·2n− 3

2n− 2
· · · 3

4
·1
2
a0 =

(2n− 1)(2n− 3) · · · 3·1
2n(2n− 2) · · · 4·2 ·π

2

ゆえに
2·4· · · · (2n− 2)(2n)

1·3 · · · (2n− 3)(2n− 1)
=

1

a2n

·π
2

· · · 1©

同様に，a2n−1 =
2n− 2

2n− 1
a2n−3 であるから

a2n−1 =
2n− 2

2n− 1
·2n− 4

2n− 3
· · · 4

5

2

3
a1 =

(2n− 2)(2n− 4) · · · 4·2
(2n− 1)(2n− 3) · · · 5·3

ゆえに
1

n
· 2·4· · · · (2n− 2)(2n)

1·3 · · · (2n− 3)(2n− 1)
= 2a2n−1 · · · 2©

1©， 2©の辺々を掛けると

1

n

(
2·4 · · · (2n− 2)(2n)

1·3 · · · (2n− 3)(2n− 1)

)2

=
a2n−1

a2n

π

a2n > 0，a2n < a2n−1 < a2n−2，a2n−2 =
2n

2n− 1
a2nであるから

1 <
a2n−1

a2n

<
2n

2n− 1

したがって π <
1

n

(
2·4 · · · (2n− 2)(2n)

1·3 · · · (2n− 3)(2n− 1)

)2

<
2nπ

2n− 1

lim
n→∞

2nπ

2n− 1
= lim

n→∞
π

1− 1

2n

= π であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

1

n

(
2·4 · · · (2n− 2)(2n)

1·3 · · · (2n− 3)(2n− 1)

)2

= π


