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令和６年度　九州大学２次試験後期日程 (数学問題)120分

工学部 3月12日　数学 I・II・III・A・B

1 xyz空間内の点A，B，C，Dの座標をそれぞれ (2, 1, 0)，(9, 0, 0)，(6, 9, 0)，
(5, 8, 2

√
2)とする．以下の問いに答えよ．

(1) 点A，B，Cを通る円の半径を求めよ．

(2) (1)で求めた円の周上を移動する点を Eとする．三角形ABEの面積が 25

となるときの点 Eの座標を求めよ．ただし，点 Eの x座標は y座標より
大きいとする．

(3) 点A，B，D，および (2)で求めた点 Eを通る球面上を移動する点を Pと
する．ただし，点 Pの z座標は正とする．四面体ABEPの体積が最大と

なるときの体積 V を求めよ．また，四面体ABEPの体積が
3

5
V を保つよ

うに点 Pが移動したときの，点 Pが描く図形の方程式を求めよ．

2 xを実数として，次の条件によって定められる数列 {an}を考える．

an+2 = xan+1 − an, a0 = 1, a1 = x

(1) x = 2のとき，数列 {an}の一般項を求めよ．

(2) x = −2のとき，数列 {an}の一般項を求めよ．

(3) xを変数とみると，すべての自然数 n = 1, 2, · · · について，an(x)が xに
関する n次式であること，および xnの係数が 1であることを示せ．

(4) すべての自然数 n = 1, 2, · · · について，xに関する n次方程式 an(x) = 0

は，−2より大きく 2より小さい異なるn個の実数解をもち，これらの解は
an+1(x) = 0 の解と交互に並ぶことを示せ．ここで，解が交互に並ぶとは，
an(x) = 0の解を値が小さい順に b1, b2, · · · , bnと記述し，an+1(x) = 0

の解を値が小さい順に c1, c2, · · · , cn+1と記述するとき，

c1 < b1 < c2 < b2 < · · · < cn < bn < cn+1

となることを意味する．ただし，n次方程式f(x) = 0はn個の解d1, d2, · · · , dn
をもち，f(x)はある実数 kを用いて

f(x) = k(x− d1)(x− d2) · · · (x− dn)

と表せるという事実を用いてよい．
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3 nは自然数とし，z0 = 1とする．さいころを n回投げて以下の規則により複素
数 z1, z2, · · · , znを定める．

(a) さいころを投げて k回目に奇数が出たとき zk = zk−1とおく．

(b) さいころを投げて k回目に偶数 2m (m = 1, 2, 3)が出たとき，zk = imzk−1

とおく．ただし，iは虚数単位とする．

以下の問いに答えよ．

(1) znが正の実数となる確率を Pnとおき，znが負の実数となる確率をQnと
おく．P1, Q1, P2, Q2を求めよ．

(2) (1)で定めた PnとQnを考える．すべての nについて Pn + 3Qn = 1 が成
立することを示せ．

(3) (1)で定めた Pnを求めよ．

4 曲線C : y = (1− x2)2と，曲線C上の点P(k, (1− k2)2)を考える．ただし，k

は正の実数とする．また点Pにおける曲線Cの接線を `とする．以下の問いに
答えよ．

(1) 接線 `の方程式を求めよ．

(2) k 6= 1とする．点Pおよび点Pとは異なる 1点でのみ曲線Cと接線 `が交
わるとき，kの値を求めよ．

(3) kが (2)で求めた値のとき，曲線Cと接線 `で囲まれた図形の面積 Sを求
めよ．
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5 実数 x，yと虚数単位 iを用いて表される複素数 z = x+ yiに対して，zの絶対
値を |z|で表す．以下の問いに答えよ．

(1) 複素数平面上の領域

E =

{
z |
∣∣∣∣z − 1− i

z + 1 + i

∣∣∣∣ 5 1

}
を複素数平面上に図示せよ．

(2) 複素数 α =
−
√
2 +

√
6i

4
を極形式で表せ．

(3) 複素数平面上の領域

D0 =
{
z |
∣∣∣ z −√

2−
√
6
∣∣∣ 5 2

}
を考える．また，(2)の複素数αと領域D0を用いて領域Dn (n = 1, 2, · · · )
を次式で定義する．

Dn = {z | z = αnw, w ∈ D0}

さらに領域Dn (n = 0, 1, 2, · · · )と (1)の領域Eの共通領域の面積を
sn (n = 1, 2, · · · )とする．s1を求めよ．

(4) (3)で求めた snに対して
∞∑
n=0

snを求めよ．
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解答例

1 (1) 3点A(2, 1, 0)，B(9, 0, 0)，C(6, 9, 0)を通る円の方程式を

x2 + y2 + ax+ by + c = 0, z = 0 (∗)

とおくと，これらの 3点がこの円周上の点であるから
2a+ b+ c+ 5 = 0 · · · 1©
9a+ c+ 81 = 0 · · · 2©
6a+ 9b+ c+ 117 = 0 · · · 3©

3©− 1©， 3©− 2©を行い，それぞれ整理すると

a+ 2b+ 28 = 0, −a+ 3b+ 12 = 0

上の 2式から a = −12, b = −8 これを 1©に代入して c = 27

したがって x2 + y2 − 12x− 8y + 27 = 0, z = 0

(x− 6)2 + (y − 4)2 = 52, z = 0

よって，求める円の半径は 5

(2) AB =
√
(9− 2)2 + (0− 1)2 = 5

√
2

E = ∠AEBとおくと，正弦定理により

5
√
2

sinE
= 2·5 ゆえに sinE =

1√
2

· · · 4©

α = BE，β = AEとおくと，条件および余弦定理により

1

2
αβ sinE = 50, (5

√
2)2 = α2 + β2 − 2αβ cosE

したがって αβ = 50
√
2, α2 + β2 = 50 + 100

√
2 cosE · · · 5©

4©， 5©より，E = 45◦であるから α2 + β2 = 150

α2, β2を解とする 2次方程式は

t2 − 150t+ (50
√
2)2 = 0 ゆえに (t− 50)(t− 100) = 0

したがって (α, β) = (5
√
2, 10), (10, 5

√
2)
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(i) (α, β) = (5
√
2, 10)のとき，4ABEはAB = BEの直角二等辺三角形

であるから，
−→
BEは

−→
ABを 90◦回転させたものであるから

−→
OE =

−→
OA+

−→
AB +

−→
BE

= (2, 1, 0) + (7,−1, 0) + (1, 7, 0) = (10, 7, 0)

(ii) (α, β) = (10, 5
√
2)のとき，4ABEは AB = AEの直角二等辺三角

形であるから，
−→
AEは

−→
ABを 90◦回転させたものであるから

−→
OE =

−→
OA+

−→
AE

= (2, 1, 0) + (1, 7, 0) = (3, 8, 0)

O

y

x2

1
A

6

4

B

9

E

E

α

β 45◦

点 Eの x座標は y座標より大きいから，(i)，(ii)より E(10, 7, 0)

(3) 点A，B，D，および (2)で求めた点Eを通る球面の方程式は，(∗)に注意
して

x2 + y2 + z2 − 12x− 8y + dz + 27 = 0

とおける．これが点 E(5, 8, 2
√
2)を通るから

52 + 82 + (2
√
2)2 − 12·5− 8·8 + 2

√
2d+ 27 = 0 ゆえに d = 0

すなわち，球面の方程式は (x− 6)2 + (y − 4)2 + z2 = 52

点Pが (6, 4, 5)のとき，四面体ABPEの体積は最大値V をとる．よって，
条件を満たすとき，点 Pは球面および平面 z = 3の交線上にあるから

(x − 6)2 + (y − 4)2 = 42, z = 3
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2 (1) x = 2より an+2 = 2an+1 − an, a0 = 1, a1 = 2

an+2 − an+1 = an+1 − an ゆえに an+1 − an = a2 − a1 = 1

n = 1のとき
n−1∑
k=0

(ak+1 − ak) =
n−1∑
k=0

an − a0 = n ゆえに an = n+ 1

n = 0のときも上式は成立するから an = n + 1

(2) x = −2より an+2 = −2an+1 − an, a0 = 1, a1 = −2

(−1)n+2an+2 − (−1)n+1an+1 = (−1)n+1an+1 − (−1)nan

これから (−1)n+1an+1 − (−1)nan = (−1)1a1 − a0 = 1

n = 1のとき
n−1∑
k=0

{(−1)k+1ak+1 − (−1)kak} =
n−1∑
k=0

(−1)nan − a0 = n ゆえに (−1)nan = n+ 1

上の第 2式は，n = 0のときも成立するから an = (−1)n(n + 1)

(3) (∗) an(x)が xに関する n次式であること，および xnの係数が 1である．

［1］n = 1のとき，a1 = xより，(∗)は成立する．
［2］n 5 kのとき，(∗)が成立すると仮定すると

ak+1 = xak + ak−1

上式より，n 5 k + 1のとき，(∗)が成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(∗)が成立する．

(4) (1)，(2)の結果から，x = ±2は n次方程式 an(x) = 0の解ではない．

an+2 − xan+1 + an = 0より，tに関する特性方程式

t2 − xt+ 1 = 0

x 6= ±2のとき，特性方程式の異なる 2つの解をα, βとすると，解と係数
の関係から

α + β = x, αβ = 1, a1 = α + β, a0 = αβ
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漸化式は an+2 − (α + β)an+1 + αβan = 0

これから an+2 − αan+1 = β(an+1 − αan)

したがって an+1 − αan = βn(a1 − αa0) = βn+1

同様に an+1 − βan = αn(a1 − βa0) = αn+1

上の 2式から an =
βn+1 − αn+1

β − α

an = 0とすると，βn+1 − αn+1 = 0であるから，αβ = 1より

α2(n+1) = 1 これを解くと α = cos
kπ

n+ 1
+ i sin

kπ

n+ 1

αβ = 1より β = cos
kπ

n+ 1
− i sin

kπ

n+ 1
α 6= βに注意すると

x = α + β = 2 cos
kπ

n+ 1
(k = 1, 2, · · · , n)

このとき bk = 2 cos
n+ 1− k

n+ 1
π = −2 cos

kπ

n+ 1
(k = 1, 2, · · · , n)

同様に ck = −2 cos
kπ

n+ 2
(k = 1, 2, · · · , n+ 1)

(k + 1)(n+ 1)− k(n+ 2) = n− k + 1 > 0より
k + 1

n+ 2
− k

n+ 1
> 0

したがって 0 <
k

n+ 2
<

k

n+ 1
<

k + 1

n+ 2
< 1

0 <
k

n+ 2
π <

k

n+ 1
π <

k + 1

n+ 2
π < π

ゆえに cos
k

n+ 2
π > cos

k

n+ 1
π > cos

k + 1

n+ 2
π

−2 cos
k

n+ 2
π < −2 cos

k

n+ 1
π < −2 cos

k + 1

n+ 2
π

ck < bk < ck+1であるから (k = 1, 2, · · · , n)

c1 < b1 < c2 < b2 < · · · < cn < bn < cn+1
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別解 an(x) = 0の解を値が小さい順に b1, b2, · · · , bnと記述し，an+1(x) = 0

の解を値が小さい順に c1, c2, · · · , cn+1と記述するとき，

−2 < c1 < b1 < c2 < b2 < · · · < cn < bn < cn+1 < 2 (A)

とする．

［1］n = 1のとき，漸化式から

a1(x) = x, a2(x) = xa1(x)− a0(x) = x·x− 1 = x2 − 1

このとき b1 = 0, c1 = −1, c2 = 1 ゆえに c1 < b1 < c2

よって，n = 1のとき，(A)は成立する．

［2］n 5 kのとき，(A)が成立すると仮定する．このとき，(3)の結論に注
意すると

ak(x) =
k∏

j=1

(x− bj), ak+1 =
k+1∏
j=1

(x− cj)

とおける．これを漸化式に適用すると

ak+2(x) = x
k+1∏
j=1

(x− cj)−
k∏

j=1

(x− bj)

上式に x = ci, ci+1を代入すると (i = 1, 2, · · · , k)

ak+2(ci) = −
k∏

j=1

(ci − bj) = −(−1)k−i+1

k∏
j=1

|ci − bj|

ak+2(ci+1) = −
k∏

j=1

(ci+1 − bj) = −(−1)k−i

k∏
j=1

|ci+1 − bj|

したがって ak+2(ci)ak+2(ci+1) < 0

また，(1)，(2)の結果から

ak+2(2) = k + 3, ak+2(−2) = (−1)k+2(k + 3)

同様に，ak+2(c1), ak+2(ck+1)を求めると

ak+2(c1) = (−1)k+1

k∏
j=1

|c1 − bj|

ak+2(ck+1) = −
k∏

j=1

|ck+1 − bj|
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したがって ak+2(−2)ak+2(c1) < 0, ak+2(ck+1)ak+2(2) < 0

ak+2(x)は k + 2次式であるから，k + 2個の開区間

(−2, c1), (c1, c2), (c2, c3), · · · (ck, ck+1), (ck+1, 2)

のそれぞれに ak+2(x) = 0となる xが 1個ずつ存在する．これらの解
を小さい順に d1, d2, · · · , dk+2とおくと

−2 < d1 < c1 < d2 < c2 < · · · < dn+1 < cn+1 < dn+2 < 2

よって，n = k + 2のとき，(A)が成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて題意は成立する．
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3 (1) znが 1,−1, i,−iになる確率をそれぞれ Pn, Qn, Rn, Snとおくと，次の
確率漸化式が成立する (n = 0, 1, · · · )．

P0 = 1, Q0 = 0, R0 = 0, S0 = 0

Pn+1 =
1

2
Pn +

1

6
Qn +

1

6
Rn +

1

6
Sn · · · 1©

Qn+1 =
1

6
Pn +

1

2
Qn +

1

6
Rn +

1

6
Sn · · · 2©

Rn+1 =
1

6
Pn +

1

6
Qn +

1

2
Rn +

1

6
Sn

Sn+1 =
1

6
Pn +

1

6
Qn +

1

6
Rn +

1

2
Sn

Pn +Qn +Rn + Sn = 1より，Rn + Sn = 1− Pn −Qnを 1©， 2©に代入し
て整理すると

P0 = 1, Q0 = 0, Pn+1 =
1

3
Pn +

1

6
, Qn+1 =

1

3
Qn +

1

6

したがって

Pn+1 −
1

4
=

1

3

(
Pn −

1

4

)
, Qn+1 −

1

4
=

1

3

(
Qn −

1

4

)
{
Pn −

1

4

}
,

{
Qn −

1

4

}
は，ともに公比

1

3
の等比数列であるから

Pn −
1

4
=

(
P0 −

1

4

)(
1

3

)n

=

(
1− 1

4

)(
1

3

)n

=
1

4

(
1

3

)n−1

Qn −
1

4
=

(
Q0 −

1

4

)(
1

3

)n

=

(
0− 1

4

)(
1

3

)n

= −1

4

(
1

3

)n

よって Pn =
1

4

{
1 +

(
1

3

)n−1
}
, Qn =

1

4

{
1−

(
1

3

)n}
· · · (∗)

したがって P1 =
1

2
, Q1 =

1

6
, P2 =

1

3
, Q2 =

2

9

(2) (∗)より

Pn + 3Qn =
1

4

{
1 +

(
1

3

)n−1
}

+ 3× 1

4

{
1−

(
1

3

)n}
= 1

(3) (∗)より Pn =
1

4

{
1 +

(
1

3

)n−1
}
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4 (1) f(x) = (1− x2)2とおくと f ′(x) = 4x(x2 − 1) · · · 1©
C : y = f(x)上の点 P(k, f(k))における接線の方程式は

y = f(k) + f ′(k)(x− k)

= (1− k2)2 + 4k(k2 − 1)(x− k)

= (k2 − 1)3(4kx− 3k2 − 1)

よって ` : y = (k2 − 1)(4kx − 3k2 − 1)

(2) 1©を順次微分すると

f (2)(x) = 12x2 − 4, f (3)(x) = 24x, f (4)(x) = 24

4次関数 f(x)を x = kを極として展開すると

f(x) = f(k) + f ′(k)(x− k) +
1

2!
f (2)(k)(x− k)2

+
1

3!
f (3)(k)(x− k)3 +

1

4!
f (4)(k)(x− k)4

Cと `の方程式に注意して

f(x)−{f(k) + f ′(k)(x− k)}

=
1

2!
f (2)(k)(x− k)2 +

1

3!
f (3)(k)(x− k)3 +

1

4!
f (4)(k)(x− k)4

=
1

2
(12k2 − 4)(x− k)2 +

1

6
·24k(x− k)3 +

1

24
·24(x− k)4

= (x− k)2{(6k2 − 2) + 4k(x− k) + (x− k)2}
= (x− k)2{(x− k)2 + 4k(x− k) + 6k2 − 2}

Cと `の共有点が 2個であるとき，2次方程式

(x− k)2 + 4k(x− k) + 6k2 − 2 = 0 (∗)

が「k以外の重解をもつ」または「kと k以外の解をもつ」場合がある．
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(i) (∗)が重解をもつとき，係数について

D/4 = (2k)2 − (6k2 − 2) = −2k2 + 2 = 0 ゆえに k = ±1

k > 0, k 6= 1であるから，これを満たす kは存在しない．

(ii) (∗)が kを解にもつとき，6k2 − 2 = 0 · · · 2©

f(x)− {f(k) + f ′(k)(x− k)} = (x− k)2{(x− k)2 + 4k(x− k)}
= (x− k)3(x+ 3k) (∗∗)

2©および k > 0より，k =
1√
3

(i)，(ii)より k =
1
√
3

(3) Cと `の位置関係に注意すると，(∗∗)より，求める面積 Sは

S = −
∫ k

−3k

(x− k)3(x+ 3k) dx =

∫ k

−3k

(x+ 3k)(k − x)3 dx

=
1!3!

(1 + 3 + 1)!
{k − (−3k)}1+3+1 =

3!

5!
(4k)5

=
256

5
k5 =

256

5

(
1√
3

)5

=
256

45
√
3

O

y

x1√
3

−
√
3

1
−1

C

1

4
3

`

P

S

補足 定積分の公式∫ β

α

(x − α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m + n + 1)!
(β − α)m+n+1

が利用できる 1 ．
1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2010 kouki.pdf 1

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_tech_2010_kouki.pdf
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5 (1) β = 1 + iとおくと，

∣∣∣∣z − β

z + β

∣∣∣∣ 5 1より

|z − β|2 5 |z + β|2 整理すると βz + βz = 0

したがって Re

(
z

β

)
=

1

2

{
z

β
+

(
z

β

)}
= 0

−π

2
5 arg

z

β
5 π

2
，arg β =

π

4
であるから

arg β − π

2
5 z 5 arg β +

π

2
よって − π

4
5 z 5 3

4
π

よって，領域Eは図の斜線部分で境界線を含む．

O

Im

Re

別解 βz + βz = 0に z = x+ yi，β = 1 + iを代入すると

(1− i)(x+ yi) + (1 + i)(x− yi) = 1 整理すると x+ y = 0
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(2) α =
−
√
2 +

√
6i

4
=

1√
2

(
−1

2
+

√
3

2
i

)
=

1
√
2

(
cos

2

3
π + i sin

2

3
π

)
(3) 領域D0, E, Dnをそれぞれ−π

4
だけ回転させた領域を D̃0, Ẽ, D̃nとする．

D̃nの中心を an，半径を rnとすると (n = 0, 1, 2, · · · )

an = (
√
2 +

√
6)
{
cos
(
−π

4

)
+ i sin

(
−π

4

)}
αn

= (1 +
√
3)(1− i)·2−

n
2

(
cos

2n

3
π + i sin

2n

3
π

)
rn = 2|α|n = 2

(
2−

1
2

)n
= 2·2−

n
2

したがって

a1 = (1 +
√
3)(1− i)·2−

1
2

(
−1

2
+

√
3

2
i

)
=

{
1 +

(
√
3 + 1)2

2
i

}
2−

1
2

Re(a1) = 2−
1
2 , r1 = 2·2−

1
2 =

√
2

s1は D̃1と Ẽの共通領域の面積に等しいから

s1 =
1

2
r21

(
4

3
π + sin

2

3
π

)
=

4

3
π +

√
3

2

O

Im

Re

a0

a1

a2

D̃1

D̃0

D̃2

2π
3 Ẽ
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(4) anと rnについて

an
rn

=
1

2
(1 +

√
3)(1− i)

(
cos

2n

3
π + i sin

2n

3
π

)
(i) n ≡ 0 (mod 3)のとき

Re

(
an
rn

)
=

1

2
(1 +

√
3) > 1

したがって，D̃nは Ẽに含まれる．snはDnの面積に等しい．s0と sn
の相似比は 1 : 2−

n
2 であるから

s0 = 4π, sn = s0
(
2−

n
2

)2
= s0·2−n

(ii) n ≡ 1 (mod 3)のとき，(3)の結果に注意して

Re

(
an
rn

)
=

1

2

s1と snの相似比は 1 : 2
1
2
(1−n)であるから

sn = s1·21−n

(iii) n ≡ 2 (mod 3)のとき

an
rn

=
1

2
(1 +

√
3)(1− i)

(
−1

2
−

√
3

2
i

)

= −(1 +
√
3)2

4
− 1

2
i

Re

(
an
rn

)
= −(1 +

√
3)2

4
= −

(
1 +

√
3

2

)
< −1

このとき，Ẽは D̃nを含まない．

(i)～(iii)より，snは D̃nと Ẽの共通領域の面積に等しいから

∞∑
n=0

sn = (s0 + s1)×
1

1−
(
1

2

)3

=

(
4π +

4

3
π +

√
3

2

)
× 8

7

=
128π + 12

√
3

21


