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令和２年度　九州大学２次試験後期日程 (数学問題)120分

工学部 3月12日　数学 I・II・III・A・B

問題 1 2 3 4 5

1 座標平面上の曲線C1とC2をそれぞれ

C1 : y = axn (x > 0)

C2 : y = log x (x > 0)

とする．ただし，nを 2以上の整数，aを実数とする．以下の問いに答えよ．

(1) x > 0のとき，log x < xが成り立つことを証明せよ．

(2) 曲線C1とC2が異なる 2点で交わるための aの条件を nを使って表せ．

(3) aが (2)で求めた条件を満たすとする．曲線C1とC2の異なる 2つの交点
P，Qの x座標をそれぞれ p，qとする．ただし p < qとする．このとき，

p <
q − p

a(qn − pn)
< q

が成り立つことを証明せよ．

2 自然数 nに対して定まる関数

fn(x) = 1−
√
5| sin(2nπx)|

について，以下の問いに答えよ．

(1) 任意の実数 xに対して fn(x) = fn

(
x+

k

2n

)
(k = 1, 2, . . . , 2n)が成り立

つことを示せ．

(2) 区間
(
k − 1

2n
,

k

2n

)
(k = 1, 2, . . . , 2n) において fn(x) = 0は相異なる 2つ

の解を持つことを示せ．

(3) 区間 [0, 1]における方程式 fn(x) = 0のすべての解の和を Snとおくとき，

極限 lim
n→∞

Sn

n
を求めよ．
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3 正の定数 rに対して座標空間内の 3点O(0, 0, 0)，A(r, 0, 0)，B(0, r, 0)を定

める．また，平面 y =
1

2
r上の点Cに対して，線分ACの中点を Pとする．た

だし，点Cの z座標は正である．このとき，以下の問いに答えよ．

(1) 点Qは線分OB上の点とする．定数 a，cに対し，点Cを位置
(
a,

1

2
r, c

)
に固定したとき，|

−→
PQ|を最小とする点Qの座標を求めよ．また，このと

きの |
−→
PQ|を求めよ．

(2) (1)で求めた点Qに対して，
−→
PQと

−→
OQのなす角が 90◦であることを示せ．

(3) 点Cは |
−→
OA| = |

−→
BC|を満たしながら動くとする．(1)で求めた点Qと 3点

O，C，Pを頂点とする四面体の体積が最大となる点Cの座標と，そのと
きの四面体OCPQの体積を求めよ．

4 直交座標で表された次の 2つの方程式

|x|+ |y| = c1 (A)√
x2 + y2 = c2 (B)

を定義する．ただし c1，c2は正の定数である．

(1) xy平面上に式 (A)を満たす (x, y)を図示せよ．

(2) 極座標 (r, θ)を用いて，式 (A)，(B)をそれぞれ極方程式で表せ．

(3) 原点を除く (x, y)に対して
|x|+ |y|√
x2 + y2

の最大値および最小値を求めよ．

5 以下の規則にしたがって数直線上を移動する点Aを考える．

(規則) 点Aが座標 xにあるとき，表が出る確率がα (0 < α < 1)のコインを投げ
て，表が出たら xから

x

2
へ移動し，裏が出たら xから 1− x

2
へ移動する．

点Aがはじめに座標 0にあるとして，事象「上記の規則を適用する操作を n回
(n = 1)繰り返した直後に点Aが座標 yにある」の確率を Pn(y)で表す．この
とき以下の問いに答えよ．

(1) P1(y) > 0となる y (0 5 y 5 1)とその確率 P1(y)の組をすべて答えよ．

(2) y < 0または y > 1のとき，Pn(y) = 0であることを示せ．

(3) Pn(1)を求めよ．

(4) kを自然数とするとき，以下のそれぞれの条件で Pn(2
−k)を求めよ．

1© n 5 kのとき

2© n > kのとき



3

解答例

1 (1) f(x) = x− log xとおくと f ′(x) = 1− 1

x
=

x− 1

x

x (0) · · · 1 · · ·
f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 1 ↗

f(x) = 1であるから x− log x > 0 よって x > log x

(2) a 5 0のとき，x > 0において，C1とC2は 1点のみを共有．

a > 0とし，g(x) = axn − log xとおくと

g′(x) = anxn−1 − 1

x
=

anxn − 1

x

x (0) · · · 1
n
√
an

· · ·
g′(x) − 0 +

g(x) ↘ 極小 ↗

C1とC2が異なる 2点で交わるとき

g

(
1

n
√
an

)
= a

(
1

n
√
an

)n

− log
1

n
√
an

=
1

n
+

1

n
log an =

1

n
(1 + log an) =

1

n
log ane < 0

したがって ane < 1 よって 0 < a <
1

ne

(3) h(x) = log xとおくと h′(x) =
1

x

C1，C2の 2つの交点 P，Qについて

h(p) = log p = apn, h(q) = log q = aqn

平均値の定理により

h(q)− h(p)

q − p
= h′(c) (p < c < q)

を満たす cが少なくとも 1つ存在する．このとき，h′(c) =
1

c
であるから

1

q
< h′(c) <

1

p

したがって
1

q
<

aqn − apn

q − p
<

1

p
よって p <

q − p

a(qn − pn)
< q �
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2 (1) fn(x) = 1−
√
5| sin(2nπx)| · · · (∗)より

fn

(
x+

k

2n

)
= 1−

√
5

∣∣∣∣sin 2nπ(x+
k

2n

)∣∣∣∣
= 1−

√
5| sin(2nπx+ kπ)|

= 1−
√
5| sin(2nπx)| = fn(x)

(2) (∗)より

f

(
k − 1

2n

)
= f

(
k

2n

)
= 1, f

(
2k − 1

4n

)
= 1−

√
5 < 0

このとき
k − 1

2n
5 x 5 2k − 1

4n
で fn(x)は単調減少，

2k − 1

4n
5 x 5 k

2n
で fn(x)は単調増加．

よって，区間
(
k − 1

2n
,

k

2n

)
(k = 1, 2, . . . , 2n) において，fn(x) = 0は相

異なる 2つの解をもつ．

(3) 区間
(
k − 1

2n
,
2k − 1

4n

)
にある解をx2k−1，区間

(
2k − 1

4n
,

k

2n

)
にある解を

x2kとすると (k = 1, 2, . . . , 2n)

k − 1

2n
+

2k − 1

4n
< x2k−1 + x2k <

2k − 1

4n
+

k

2n

したがって
2n∑
k=1

4k − 3

4n
< Sn <

2n∑
k=1

4k − 1

4n

ここで
2n∑
k=1

4k − 3

4n
=

1

4n
·1
2
·2n{1 + (8n− 3)} =

4n− 1

2

2n∑
k=1

4k − 1

4n
=

1

4n
·1
2
·2n{3 + (8n− 1)} =

4n+ 1

2

上の諸式から
4n− 1

2n
<

Sn

n
<

4n+ 1

2n

lim
n→∞

4n− 1

2n
= lim

n→∞

4n+ 1

2n
= 2であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

Sn

n
= 2

�
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3 (1) 点 Pは 2点A(r, 0, 0)，C

(
a,

1

2
r, c

)
の中点であるから

P

(
r + a

2
,
1

4
r,

1

2
c

)
OB上の点Qを (0, q, 0)とすると

|
−→
PQ|2 =

(
r + a

2

)2

+

(
q − 1

4
r

)2

+
1

4
c2

|
−→
PQ|を最小にするのは，q =

1

4
rのとき

　

C

A

r
2

B
r y

O

r

P

Q

z

x

であるから，点Q

(
0,

1

4
r, 0

)
で，最小値

1

2

√
(r + a)2 + c2

(2) (1)の結果より，
−→
PQ =

(
−r + a

2
, 0,− c

2

)
，
−→
OQ =

(
0,

r

4
, 0
)
であるから

−→
PQ·

−→
OQ = 0 よって

−→
PQと

−→
OQのなす角は 90◦

(3)
−→
OA = (r, 0, 0)，

−→
BC =

(
a,−1

2
r, c

)
について，|

−→
OA|2 = |

−→
BC|2であるから

r2 = a2 +
1

4
r2 + c2 ゆえに a2 + c2 =

3

4
r2 · · · (∗)

P，Qからそれぞれ平面 y =
1

2
rに垂線 PP′，QQ′を引くと

P′
(
r + a

2
,
1

2
r,

1

2
c

)
, Q′

(
0,

1

2
r, 0

)
,

−−→
CP′ =

(
r − a

2
, 0,−1

2
c

)
，
−−→
CQ′ = (−a, 0,−c)であるから (c > 0)

4CP′Q′ =
1

2

∣∣∣∣r − a

2
·(−c)−

(
−1

2
c

)
(−a)

∣∣∣∣ = 1

4
rc

四面体OCPQの体積を V とすると

V =
1

3
4CP′Q′·OQ =

1

3
·1
4
rc·1

4
r =

1

48
r2c

(∗)より，V は c =

√
3

2
r，a = 0，すなわち，C

(
0,

1

2
r,

√
3

2
r

)
のとき，

最大値

√
3

96
r3をとる． �
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4 (1) 点 (x1, y1)が，方程式 |x|+ |y| = c1 · · · (A)を満た
すとき，点 (±x1,±y1)も (A)を満たす (複号任意)．
x = 0，y = 0のとき，(A)は

x+ y = c1

これは 2点 (0, c1)，(c1, 0)の両端を含む線分であ
るから，対称性により，(A)の表す図形は，右の図
のようになる．

　

O

y

xc1−c1

c1

−c1

(2) (A)に x = r cos θ，y = r sin θを代入すると (r = 0, 0 5 θ < 2π)

r| cos θ|+ r| sin θ| = c1 よって r =
c1

| cos θ| + | sin θ|

(B)に x = r cos θ，y = r sin θを代入すると (r = 0, 0 5 θ < 2π)

r
√

cos2 θ + sin2 θ = c2 よって r = c2

(3) (x, y) 6= 0に対して，f(x, y) =
|x|+ |y|√
x2 + y2

とおくと

f(x, y) = f(±x,±y) (複号任意)

であるから，f(x, y)の最大値・最小値はx = 0，y = 0について，調べれば

よい．したがって，x = r cos θ, y = r sin θとおくと
(
r > 0, 0 5 θ 5 π

2

)
f(x, y) =

r cos θ + r sin θ

r
=

√
2 sin

(
θ +

π

4

)
π

4
5 θ +

π

4
5 3

4
πであるから 1 5 f(x, y) 5

√
2

よって 最大値
√
2，最小値 1

別解 ~u = (1, 1)，~v = (|x|, |y|) のなす角をϕとすると，0 5 ϕ 5 π

4
であるから

cosϕ =
~u·~v
|~u||~v|

=
|x|+ |y|

√
2
√

x2 + y2
,

1√
2
5 cosϕ 5 1

したがって
1√
2
5 |x|+ |y|

√
2
√
x2 + y2

5 1 ゆえに 1 5 |x|+ |y|√
x2 + y2

5
√
2 �
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5 (1) 与えられた規則により P1(0) = α, P1(1) = 1 − α

(2) 操作を n回 (n = 1)繰り返した直後の点Aの座標を xnとする．

「すべての自然数 nについて 0 5 xn 5 1」 · · · (∗)

［1］(1)の結果から，x1 = 0または x1 = 1である．
したがって，n = 1のとき (∗)は成立する．

［2］n = kのとき，0 5 xk 5 1であると仮定すると

xk+1 =
xk

2
または xk+1 = 1− xk

2

上の 2式から 0 5 xk

2
5 1

2
，

1

2
5 xk+1 5 1 ゆえに 0 5 xk+1 5 1

したがって，n = k + 1のときも (∗)が成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nに対して，(∗)が成立する．

(∗)より，y < 0または y > 1のとき Pn(y) = 0

(3) xn = 1のとき，xn−1 = 0である．さらに

xn−2 = 0 → xn−3 = 0 → · · · → x2 = 0 → x1 = 0

最初の n− 1回はすべて表，n回目に裏が出る確率であるから

Pn(1) = αn−1(1 − α)

(4) xn = 2−kのとき

xn−1 = 2−k+1 → xn−2 = 2−k+2 → · · · → xn−k+1 = 2−1 → xn−k = 1

したがって，xn−k = 1となった後，表裏に関係なく xn−k+1 = 2−1となり，
その後，連続して表が k − 1回出る確率である．

1© n 5 kのとき，xn−k = 1となることはないから Pn(2
−k) = 0

2© n > kのとき，(3)の結果を利用して

Pn(2
−k) = Pn−k(1)·αk−1

= αn−k−1(1− α)·αk−1

= αn−2(1 − α)

�


