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令和８年度　九州大学２次試験前期日程 (数学問題)150分

理系 (経済 (経工)，理，医，歯，薬，工，芸工，農学部)

問題 1 2 3 4 5

1 座標空間内で，原点Oを中心とする半径3の球をSとする。また，点P(1, 0,
√
3)

を考え，T1と T2を直線OPと直交する相異なる 2つの平面とする。T1と Sの
共通部分をC1，T2とSの共通部分をC2とし，次の 2つの条件をみたすとする。

• C1とC2はどちらも半径 1の円である。

• C1の中心の z座標は正で，C2の中心の z座標は負である。

以下の問いに答えよ。

(1) 円C1，C2の中心の座標を求めよ。

(2) 円C1，C2を底面とする円柱の側面を平面 z = 0で切る。その切り口の曲
線の方程式を求めよ。また，その曲線を図示せよ。

2 点が複素数平面上の線分

z = t+ ti

(
−1 +

√
3

2
5 t 5 1 +

√
3

2

)

の上を動くとき，
z2 − wz + 1 = 0

をみたす複素数wを表す点が描く軌跡をCとする。ただし，iは虚数単位であ
る。以下の問いに答えよ。

(1) 軌跡Cを複素数平面上に図示せよ。

(2) t =
1 +

√
3

2
のときに複素数wを表す点をP1とし，t =

−1 +
√
3

2
のときに

複素数wを表す点をP2とする。このとき，軌跡C，線分OP1，線分OP2

で囲まれる領域を虚軸の周りに 1回転させてできる立体の体積を求めよ。
ただし，Oは複素数平面の原点である。
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3 0 < r < 1とする。表が出る確率が r，裏が出る確率が 1− rの硬貨を投げ，表
が出た場合は白玉を 2つ横並びに置き，裏が出た場合は黒玉を 1つ置く。この
要領で硬貨を繰り返し投げ，左から右に 1列になるように白玉と黒玉を順に並
べていく。

例えば，3回硬貨を投げ，結果が順に「裏，表，表」であれば，左から順に「黒，
白，白，白，白」と 5つの玉が並ぶ。

nを自然数とする。n+ 2回硬貨を投げたとき，左から n，n+ 1，n+ 2番目の
玉がすべて黒である確率を pnとする。以下の問いに答えよ。

(1) p1，p2を求めよ。

(2) n = 2とする。n + 2回硬貨を投げたとき，左から，1，n，n + 1，n + 2

番目の玉がすべて黒である確率を pn−1を用いて表せ。

(3) n = 3のとき，pnを pn−2，pn−1を用いて表せ。

(4) pnを求めよ。

4 以下の問いに答えよ。ただし，
√
2，

√
3，

√
6が無理数であることは用いてよい。

(1)
√
2 +

√
3 =

√
5 + 2

√
6を示せ。また，

√
2 +

√
3は無理数であることを

示せ。

(2)
√
2+

√
3を解にもち，係数がすべて有理数の 4次方程式を 1つ求めよ。ま

た，その 4次方程式の解をすべて求めよ。

(3)
√
2 +

√
3を解にもち，係数がすべて有理数の 2次方程式は存在しないこ

とを示せ。

5 関数

f(x) =

∫ x+1

x

log(4t2 + 1) dt

に関して，以下の問いに答えよ。

(1) f(x)が極値をとるときのxの値を求めよ。また，そのときの極値を求めよ。

(2) 極限 lim
x→∞

x{f(x)− f(x− 1)}を求めよ。
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解答例

1 (1) 円Ciの中心をQiとする (i = 1, 2)．

球 Sの半径が 3，円Ciの半径が 1であるから

OQi =
√
32 − 12 = 2

√
2

Qiは直線OP上の点で，|
−→
OP| = 2およびそれぞれの z座標に注意して

−−→
OQ1 = 2

√
2·

−→
OP

|
−→
OP|

=
√
2(1, 0,

√
3) = (

√
2, 0,

√
6)

−−→
OQ2 = −2

√
2·

−→
OP

|
−→
OP|

= −
√
2(1, 0,

√
3) = (−

√
2, 0,−

√
6)

よって C1の中心 (
√
2, 0,

√
6)，C2の中心 (−

√
2, 0,−

√
6)

C1

C2

Q1

Q2

T1

T2

O

P

x

z

Z

X

C1

C2

O

Q1

Q2

(2) 直交変換

x

 1

0

0

+ y

 0

1

0

+ z

 0

0

1

 = X


√
3
2

0

−1
2

+ Y

 0

1

0

+ Z

 1
2

0
√
3
2


を考えると

(∗)


x =

√
3

2
X +

1

2
Z

y = Y

z = −1

2
X +

√
3

2
Z
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(∗)から次式を得る．

(∗∗)


X =

√
3

2
x− 1

2
z

Y = y

Z =
1

2
x+

√
3

2
z

(1)の結果から円柱の方程式は

X2 + Y 2 = 1, −2
√
2 5 Z 5 2

√
2

C1上で−1 5 X 5 1，Z = 2
√
2であるから，(∗)の第 3式により

0 < −1

2
+
√
6 5 z 5 1

2
+
√
6

C2上で−1 5 X 5 1，Z = −2
√
2であるから，(∗)の第 3式により

−1

2
−
√
6 5 z 5 1

2
−

√
6 < 0

したがって，2円C1，C2は平面 z = 0とは交わらない．

円柱X2 + Y 2 = 1との切り口を求めればよいから，(∗∗)の変換により(√
3

2
x− 1

2
z

)2

+ y2 = 1

求める曲線の方程式は，上式に z = 0を代入して，楕円
3

4
x2 + y2 = 1

を得る．その概形は次のとおりである．

O

y

x

2√
3

− 2√
3

1

−1

補足
1

2
−
√
6 5 k 5 −1

2
+
√
6のとき，平面 z = kによる切り口は(√

3

2
x− 1

2
k

)2

+ y2 = 1

�
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2 (1) 複素数平面上の線分

z = t+ ti

(
−1 +

√
3

2
5 t 5 1 +

√
3

2

)

について z 6= 0であるから，z2 − wz + 1 = 0より

w = z +
1

z
= t+ ti+

1

t+ ti
= t+

1

2t
+

(
t− 1

2t

)
i

w = x+ yiとおくと，曲線Cの点 (x, y)は

(∗) x = t+
1

2t
, y = t− 1

2t

(
−1 +

√
3

2
5 t 5 1 +

√
3

2

)

x, yを tで微分すると
dx

dt
= 1− 1

2t2
,

dy

dt
= 1 +

1

2t2

t −1+
√
3

2
· · · 1√

2
· · · 1+

√
3

2
dx
dt

− 0 +
dy
dt

+ + +

(dx
dt
, dy
dt
) ↖ ↑ ↗

(x, y) (
√
3,−1) · · · (

√
2, 0) · · · (

√
3, 1)

(∗)より，x2 − y2 = 2であるから，Cは双曲線の一部である．

O

y

x

1

−1

√
2

√
3
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(2) 求める体積を V とすると，下の図の斜線部分を虚軸 (y軸)の周りに回転
させた立体の体積は

V

2
= π

∫ 1

0

x2 dy − 1

3
π(
√
3)2·1

= π

∫ 1

0

(y2 + 2) dy − π

= π

[
y3

3
+ 2y

]1
0

− π =
4

3
π

よって V =
8

3
π

O

y

x

1

−1

√
2

√
3

P1

P2

補足 4OP1P2の面積をS，重心の x座標を h，4OP1P2を y軸の周りに回転さ
せた立体の体積を V1 とすると，パップス・ギュルダンの定理 1 により

V1 = 2πSh = 2π·
√
3·2
3

√
3 = 4π

曲線 y =
√
x2 − 2 (

√
2 5 x 5

√
3)と x軸で囲まれた部分を y軸の周りに

回転させた立体の体積を V2とすると，バウムクーヘン型の求積法により

V2 = 2π

∫ √
3

√
2

xy dx = 2π

∫ √
3

√
2

x
√
x2 − 2 dx

=
2π

3

[
(x2 − 2)

3
2

]√3

√
2

=
2

3
π

よって V = V1 − 2V2 = 4π − 2·2
3
π =

8

3
π �

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2012.pdf (p.6を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2012.pdf
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バウムクーヘン型求積法

次の回転体の体積について，円筒形に区分して考えると積分の意味が理解できる．
a 5 x 5 bの範囲で f(x) = 0のとき，y = f(x)のグラフと x軸および 2直線 x = a，
x = bで囲まれた部分を y軸の回りに 1回転してできる立体の体積 V は

V = 2π

∫ b

a

xf(x) dx

証明 y = f(x)のグラフを単調増加または単調減
少の区間に分けて証明する．例えば，右の図
のように y = f(x)は a 5 x 5 cで単調増加，
c 5 x 5 bでは単調減少とする．このとき，
それぞれの区間で逆関数が存在することから

C1 : x = g1(y) (α 5 y 5 γ),

C2 : x = g2(y) (β 5 y 5 γ)

とおき，さらに次のようにおく．

　

O

y

x

y = f(x)

a c b

C3

C1

C5

C2

α

β

γ

C4

C3 : x = a (0 5 y 5 α), C4 : x = c (0 5 y 5 γ), C5 : x = b (0 5 y 5 β)

x軸とC1, C3, C4で囲まれた部分およびC2, C4, C5で囲まれた部分をそれぞ
れ y軸の回りに 1回転してできる立体の体積をそれぞれ V1，V2とすると

V1

π
=

∫ γ

0

c2 dy −
∫ α

0

a2 dy −
∫ γ

α

{g1(y)}2 dy

= c2γ − a2α−
∫ c

a

x2f ′(x) dx

= c2γ − a2α−
[
x2f(x)

]c
a

+ 2

∫ c

a

xf(x) dx = 2

∫ c

a

xf(x) dx

V2

π
=

∫ β

0

b2 dy +

∫ γ

β

{g2(y)}2 dy −
∫ γ

0

c2 dy

= b2β − c2γ +

∫ c

b

x2f ′(x) dx

= b2β − c2γ +

[
x2f(x)

]c
b

− 2

∫ c

b

xf(x) dx = 2

∫ b

c

xf(x) dx

よって V = V1 + V2 = 2π

∫ c

a

xf(x) dx+ 2π

∫ b

c

xf(x) dx = 2π

∫ b

a

xf(x) dx

一般に，単調増加・単調減少の区間に分けることで上の結果を得る． 証終



8

3 (1) p1は硬貨を 3回投げて「黒黒黒」と並ぶ，すなわち，3回続けて裏が出る
確率であるから

p1 = (1 − r)3

p2は硬貨を 4回投げて「□黒黒黒」と並ぶ (□は黒)，すなわち，4回続け
て裏が出る確率であるから

p2 = (1 − r)4

(2) 1番目に黒が並んだ後 n − 1回投げて n，n + 1，n + 2番目が黒である確
率であるから

(1 − r)pn−1

(3) 1，2番目に白が並んだ後に n− 2回投げて n番目，n+1，n+2番目が黒
である確率は

rpn−2

これと (2)の結果から，次式が成立する．

pn = (1 − r)pn−1 + rpn−2

(4) (3)の結果から，特性方程式 x2 = (1− r)x+ r

x2 + (r − 1)x− r = 0 ゆえに (x+ r)(x− 1) = 0

この方程式の解が x = −r, 1であるから{
pn + rpn−1 = pn−1 + rpn−2

pn − pn−1 = −r(pn−1 − pn−2)

上の 2式および (1)の結果から

pn + rpn−1 = p2 + rp1 = (1− r)4 + r(1− r)3 = (1− r)3,

pn − pn−1 = (−r)n−2(p2 − p1) = (−r)n−2{(1− r)4 − (1− r)3}
= (−r)n−1(1− r)3

上の 2式から pn−1を消去すると pn =
(1 − r)3{1 − (−r)n}

1 + r

類題 http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Tdai/Tdai ri 2015.pdf 2 �

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Tdai/Tdai_ri_2015.pdf
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4 (1)
√
5 + 2

√
6 =

√
(2 + 3) + 2

√
2
√
3 =

√
(
√
2 +

√
3)2 =

√
2 +

√
3

次に
√
2 +

√
3が有理数Qであると仮定すると

√
2 +

√
3 = Q ゆえに 5 + 2

√
6 = Q2

上の第 2式から
√
6 =

Q2 − 5

2
√
6は無理数であるから，矛盾．よって，

√
2 +

√
3は無理数である．

(2) α =
√
2 +

√
3とおき，両辺を平方すると

α2 = 5 + 2
√
6 ゆえに α2 − 5 = 2

√
6

上の第 2式を平方すると

(α2 − 5)2 = 24 整理すると α4 − 10α2 + 1 = 0

よって，求める 4次方程式は x4 − 10x2 + 1 = 0

この 4次方程式から (x2 − 5)2 = 24

x2 − 5 = ±2
√
6 ゆえに x2 = 5± 2

√
6

これを解くと x = ±
√

5± 2
√
6 = ±(

√
3±

√
2) (複号任意)

よって，4次方程式 x4 − 10x2 + 1 = 0の解は

x = ±
√
2 ±

√
3 (複号任意)

(3) α =
√
2 +

√
3を解とする有理係数の 2次方程式を x2 − px + q = 0とし，

他の解を βとすると，解と係数の関係により

α + β = p, αβ = q

上の第 2式から β = q(
√
3−

√
2) これを第 1式に代入すると

√
2+

√
3+ q(

√
3−

√
2) = p ゆえに (1− q)

√
2+ (1+ q)

√
3 = p · · · (∗)

ここで，(A) s
√
2 + t

√
3 = p (s, t, pを有理数)を考えると

2s2 + 3t2 + 2st
√
6 = p2 ゆえに 2st

√
6 = p2 − 2s2 − 3t2

上の第 2式の右辺は有理数であるから st = 0

(A)より s = t = 0 さらに p = 0

この結論を (∗)に適用すると 1− q = 0, 1 + q = 0, p = 0

したがって，これを満たす有理数 qは存在しない．

よって，題意は成立する． �
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5 (1) g(t) = log(4t2 + 1)とおくと f(x) =

∫ x+1

x

g(t) dt

f ′(x) = g(x+ 1)− g(x) = log{4(x+ 1)2 + 1} − log(4x2 + 1)

= log
4(x+ 1)2 + 1

4x2 + 1
= log

(
1 +

8x+ 4

4x2 + 1

)
x · · · −1

2
· · ·

f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 極小 ↗

極小値は，g(t)が偶関数であることと g′(t) =
8t

4t2 + 1
より

f

(
−1

2

)
=

∫ 1
2

− 1
2

g(t) dt = 2

∫ 1
2

0

g(t) dt

= 2

[
tg(t)

] 1
2

0

− 2

∫ 1

0

tg′(t) dt

= 2

[
t log(4t2 + 1)

] 1
2

0

− 2

∫ 1
2

0

8t2

4t2 + 1
dt

= log 2− 4

∫ 1
2

0

(
1− 1

4t2 + 1

)
dt

= log 2− 2 + 4

∫ 1
2

0

1

4t2 + 1
dt

ここで，t =
1

2
tan θとおくと

dt

dθ
=

1

2 cos2 θ

t 0 −→ 1
2

θ 0 −→ π
4

∫ 1
2

0

1

4t2 + 1
dt =

∫ π
4

0

1

tan2 θ + 1
· 1

2 cos2 θ
dθ =

1

2

∫ π
4

0

dθ =
π

8

よって，求める最小値は

f

(
−1

2

)
= log 2− 2 + 4·π

8
= log 2 − 2 +

π

2
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(2) g′(t) =
8t

4t2 + 1
より g′′(t) =

8− 32t2

4t2 + 1

t >
1

2
のとき，g′′(t) < 0であり，曲線 y = g(t)の t = xにおける接線 lの

傾きが g′(x)であるから，x >
3

2
のとき，下の図より

1

2
g(x) +

1

2
g(x+ 1) <

∫ x+1

x

g(t) dt < g(x) +
1

2
g′(x),

1

2
g(x) +

1

2
g(x− 1) <

∫ x

x−1

g(t) dt < g(x)− 1

2
g′(x)

tx x+ 1x− 1

y = g(t)

l

上の 2式から

1

2
g(x+ 1)− 1

2
g(x) +

1

2
g′(x) <

∫ x+1

x

g(t) dt−
∫ x

x−1

g(t) dt

<
1

2
g(x)− 1

2
g(x− 1) +

1

2
g′(x)

h(x) = g(x+ 1)− g(x)とおくと，x >
3

2
のとき

1

2
h(x) +

1

2
g′(x) < f(x)− f(x− 1) <

1

2
h(x− 1) +

1

2
g′(x)

1

2
xh(x) +

1

2
xg′(x) < x{f(x)− f(x− 1)} <

1

2
xh(x− 1) +

1

2
xg′(x)

ここで lim
x→∞

xh(x) = lim
x→∞

x log
4(x+ 1)2 + 1

4x2 + 1
= lim

x→∞
x log

(
1 +

8x

4x2 + 1

)

= lim
x→∞

8x2

4x2 + 1
log

(
1 +

8x

4x2 + 1

) 4x2+1
8x

= 2,

lim
x→∞

xh(x− 1) = lim
x→∞

x

x− 1
·(x− 1)h(x− 1) = 1·2 = 2,

lim
x→∞

xg′(x) = lim
x→∞

8x2

4x2 + 1
= 2

上の諸式から，はさみうちの原理により lim
x→∞

x{f(x)− f(x− 1)} = 2
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別解 平均値の定理により

f(x)− f(x− 1) =
f(x)− f(x− 1)

x− (x− 1)
= f ′(u) (x− 1 < u < x)

を満たす uが存在する．

lim
x→∞

xf ′(u) = lim
u→∞

x log

(
1 +

8u+ 4

4u2 + 1

)

= lim
u→∞

x

u
·u(8u+ 4)

4u2 + 1
log

(
1 +

8u+ 4

4u2 + 1

) 4u2+1
8u+4

x− 1 < u < xより，1 <
x

u
<

u+ 1

u
に注意して

lim
x→∞

x{f(x)− f(x− 1)} = 1·2·1 = 2

�


