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令和４年度　九州大学２次試験前期日程 (数学問題)150分

理系 (経済 (経工)，理，医，歯，薬，工，芸工，農学部)

問題 1 2 3 4 5

1 座標空間内の 5点

O(0, 0, 0), A(1, 1, 0), B(2, 1, 2), P(4, 0,−1), Q(4, 0, 5)

を考える。3点O，A，Bを通る平面を αとし，~a =
−→
OA，~b =

−→
OBとおく。以

下の問いに答えよ。

(1) ベクトル~a，~bの両方に垂直であり，x成分が正であるような，大きさが 1

のベクトル ~nを求めよ。

(2) 平面 αに関して点 Pと対称な点 P′の座標を求めよ。

(3) 点Rが平面α上を動くとき，|
−→
PR|+ |

−→
RQ|が最小となるような点Rの座標

を求めよ。

2 nを 3以上の自然数，α，βを相異なる実数とするとき，以下の問いに答えよ。

(1) 次をみたす実数A，B，Cと整式Q(x)が存在することを示せ。

xn = (x− α)(x− β)2Q(x) + A(x− α)(x− β) +B(x− α) + C

(2) (1)のA，B，Cを n，α，βを用いて表せ。

(3) (2)のAについて，nとαを固定して，βをαに近づけたときの極限 lim
β→α

A

を求めよ。

3 自然数m，nが
n4 = 1 + 210m2 · · · 1©

をみたすとき，以下の問いに答えよ。

(1)
n2 + 1

2
,
n2 − 1

2
は互いに素な整数であることを示せ。

(2) n2 − 1は 168の倍数であることを示せ。

(3) 1©をみたす自然数の組 (m, n)を 1つ求めよ。
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4 定積分について述べた次の文章を読んで，後の問いに答えよ。

区間 a 5 x 5 bで連続な関数 f(x)に対して，F ′(x) = f(x)となる関数
F (x)を 1つ選び，f(x)の aから bまでの定積分を∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) · · · 1©

で定義する。定積分の値は F (x)の選び方によらずに定まる。定積分は次
の性質 (A)，(B)，(C)をもつ。

(A)

∫ b

a

{kf(x) + lg(x)} dx = k

∫ b

a

f(x) dx+ l

∫ b

a

g(x) dx

(B) a 5 c 5 bのとき，
∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx

(C) 区間 a 5 x 5 bにおいて g(x) = h(x)ならば，∫ b

a

g(x) dx =
∫ b

a

h(x) dx

ただし，f(x)，g(x)，h(x)は区間 a 5 x 5 bで連続な関数，k，lは定数で
ある。
以下，f(x)を区間 0 5 x 5 1で連続な増加関数とし，nを自然数とする。

定積分の性質 ア を用い，定数関数に対する定積分の計算を行うと，

1

n
f

(
i− 1

n

)
5
∫ i

n

i−1
n

f(x) dx 5 1

n
f

(
i

n

)
(i = 1, 2, · · · , n) · · · 2©

が成り立つことがわかる。Sn =
1

n

n∑
i=1

f

(
i− 1

n

)
とおくと，不等式 2©と

定積分の性質 イ より次の不等式が成り立つ。

0 5
∫ 1

0

f(x) dx− Sn 5 f(1)− f(0)

n
· · · 3©

よって，はさみうちの原理より lim
n→∞

Sn =

∫ 1

0

f(x) dxが成り立つ。
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(1) 関数 F (x)，G(x)が微分可能であるとき，

{F (x) +G(x)}′ = F ′(x) +G′(x)

が成り立つことを，導関数の定義に従って示せ。また，この等式と定積分
の定義 1©を用いて，定積分の性質 (A)で k = l = 1とした場合の等式∫ b

a

{f(x) + g(x)} dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx

を示せ。

(2) 定積分の定義 1©と平均値の定理を用いて，次を示せ。

a < bのとき，区間 a 5 x 5 bにおいて g(x) > 0ならば，
∫ b

a

g(x) dx > 0

(3) (A)，(B)，(C)のうち，空欄 ア に入る記号として最もふさわしいもの
を 1つ選び答えよ。また文章中の下線部の内容を詳しく説明することで，
不等式 2©を示せ。

(4) (A)，(B)，(C)のうち，空欄 イ に入る記号として最もふさわしいもの
を 1つ選び答えよ。また，不等式 3©を示せ。

5 xy平面上の曲線Cを，媒介変数 tを用いて次のように定める。

x = 5 cos t+ cos 5t, y = 5 sin t− sin 5t (−π 5 t < π)

以下の問いに答えよ。

(1) 区間 0 < t <
π

6
において，

dx

dt
< 0，

dy

dx
< 0であることを示せ。

(2) 曲線Cの 0 5 t 5 π

6
の部分，x軸，直線 y =

1√
3
xで囲まれた図形の面積

を求めよ。

(3) 曲線 Cは x軸に関して対称であることを示せ。また，C上の点を原点を
中心として反時計回りに

π

3
だけ回転させた点はC上にあることを示せ。

(4) 曲線Cの概形を図示せよ。
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解答例

1 (1) ~a =
−→
OA = (1, 1, 0)，~b =

−→
OB = (2, 1, 2)

~n = (x, y, z)とおくと，~a·~n = 0，~b·~n = 0であるから

x+ y = 0, 2x+ y + 2z = 0 ゆえに y = −x, z = −1

2
x

~n =

(
x,−x,−1

2
x

)
，|~n|2 = 1であるから

x2 + x2 +
1

4
x2 = 1 ゆえに 9x2 = 4

x > 0に注意して x =
2

3
よって ~n =

(
2

3
,−

2

3
,−

1

3

)
(2)

−→
ON = ~nとし，Pから平面 αおよび直線ONに引いた垂線の交点をそれぞ
れH，Tとすると

−→
OP =

−→
OH+

−→
OT,

−→
OT = (

−→
OP·~n)~n (∗)

−→
OP = (4, 0,−1)より，

−→
OP·~n = 3であるから

−→
OT = (2,−2,−1)

これと (∗)の第 1式により，
−→
OH = (2, 2, 0)であるから

−−→
OP′ =

−→
OH+

−−→
HP′ =

−→
OH+ (−

−→
OT) = (0, 4, 1) よって P′(0, 4, 1)

α
~n

T P

P′

H
O

N

(3)
−→
OP·~n = 3 > 0，Q(4, 0, 5)より，

−→
OQ·~n = 1 > 0であるから，P，Qは平

面αに関して同じ側にある．このとき，PR : RQ = P′R : RQ = 3 : 1であ
るから，Rは線分 P′Qを 3 : 1に内分する点である．(

1·0 + 3·4
3 + 1

,
1·4 + 3·0
3 + 1

,
1·1 + 3·5
3 + 1

)
すなわち R(3, 1, 4)
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別解
−→
OP·~n = 3 > 0，Q(4, 0, 5)より，

−→
OQ·~n = 1 > 0であるから，P，Qは平面

αに関して同じ側にある．このとき点Rは，2点P′(0, 4, 1)，Q(4, 0, 5)

を通る直線上にある．

−→
OR =

−−→
OP′ + t

−−→
P′Q (tは実数)

= (0, 4, 1) + t(4,−4, 4)

= (4t, 4− 4t, 1 + 4t)

点Rは平面 α上にあるから，
−→
OR·~n = 0より

2

3
·4t− 2

3
(4− 4t)− 1

3
(1 + 4t) = 0 これを解いて t =

3

4

したがって
−→
OR = (3, 1, 4) よって R(3, 1, 4) �

2 (1) xnを x− αで割った商をQ1(x)，余りをCとすると

xn = (x− α)Q1(x) + C

Q1(x)を x− βで割った商をQ2(x)，余りをBとすると

Q1(x) = (x− β)Q2(x) +B

Q2(x)を x− βで割った商をQ(x)，余りをAとすると

Q2(x) = (x− β)Q(x) + A

したがって

xn = (x− α)Q1(x) + C

= (x− α){(x− β)Q2(x) +B}+ C

= (x− α)(x− β)Q2(x) +B(x− α) + C

= (x− α)(x− β){(x− β)Q(x) + A}+B(x− α) + C

= (x− α)(x− β)2Q(x) + A(x− α)(x− β) +B(x− α) + C (∗)



6

(2) x = αを (∗)に代入すると C = αn

xn − αn = (x− α)(x− β)2Q(x) + A(x− α)(x− β) + B(x− α)

xn − αn

x− α
= (x− β)2Q(x) + A(x− β) +B

f(x) =
xn − αn

x− α
とおくと f ′(x) =

nxn−1(x− α)− (xn − αn)

(x− α)2

f(x) = (x− β)2Q(x) + A(x− β) +B,

f ′(x) = 2(x− β)Q(x) + (x− β)2Q′(x) + A

これから，B = f(β)，A = f ′(β)より

B =
βn − αn

β − α
, A =

nβn−1(β − α) − (βn − αn)

(β − α)2

(3) g(β) = nβn−1(β − α)− (βn − αn)とおくと

g′(β) = n(n− 1)βn−2(β − α)

g′′(β) = n(n− 1){(n− 2)βn−3(β − α) + βn−2}

g(α) = 0，g′(α) = 0，g′′(α) = n(n− 1)αn−2より，g(β)は (β − α)2 を因
数にもつから，g(β) = (β − α)2H(β)とおくと (A = H(β))

g′(β) = 2(β − α)H(β) + (β − α)2H ′(β)

g′′(β) = 2H(β) + 4(β − α)H ′(β) + (β − α)2H ′′(β)

g′′(α) = 2H(α) = n(n− 1)αn−2, A = H(β)より

lim
β→α

A = lim
β→α

H(β) = H(α) =
1

2
n(n − 1)αn−2

補足 n次式 g(β)を αを極としてテイラー展開すると 1

g(β) = g(α) + g′(α)(β − α) +
g′′(α)

2!
(β − α)2 +

n∑
k=3

g(k)(α)

k!
(β − α)k

このとき A =
g(β)

(β − α)2
=

g′′(α)

2!
+

n∑
k=3

g(k)(α)

k!
(β − α)k−2

よって lim
β→α

A =
g′′(α)

2!
=

1

2
n(n− 1)αn−2 �

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2001.pdf (p.7)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2001.pdf
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3 (1) n4 = 1 + 210m2 · · · 1©の右辺は奇数であるから，nは奇数．

n2 + 1, n2 − 1は偶数であるから，
n2 + 1

2
,
n2 − 1

2
は整数．

n2 + 1

2
− n2 − 1

2
= 1より，

n2 + 1

2
,
n2 − 1

2
は互いに素である．

補足 ユークリッドの互除法により
n2 + 1

2
=

n2 − 1

2
·1 + 1

n2 + 1

2
,
n2 − 1

2
の最大公約数が 1であるから，これらの 2数は互いに素．

(2) nが奇数であるから，n+ 1, n− 1はともに偶数で，一方は 4で割り切れ
るから，次式から n2 − 1は，8の倍数である．

n2 − 1 = (n+ 1)(n− 1)

1©より (n2 + 1)(n2 − 1) = 2·3·5·7m2 · · · 1©′

ここで n2 ≡ 0, 1 (mod 3)より n2 + 1 6≡ 0 (mod 3) · · · 2©
n2 ≡ 0, 1, 4, 2 (mod 7)より n2 + 1 6≡ 0 (mod 7) · · · 3©

1©′， 2©， 3©より，n2 − 1は 3·7の倍数である．
よって，n2 − 1は，8× 3·7，すなわち，168の倍数である．

(3) (2)の結論から，n2 − 1 = 168N (N は整数)とおくと， 1©′より

(168N + 2)·168N = 2·3·5·7m2 ゆえに m = 2

√
2N(84N + 1)

5

2N は偶数，84N + 1は奇数であるから，N = 2k (kは整数)とおくと

m = 4

√
k(168k + 1)

5
, n =

√
336k + 1 (∗)

(∗)の第 1式から，整数 kの必要条件は

k ≡ 0 または　 168k + 1 ≡ 0 すなわち k ≡ 0, 3 (mod 5)

k = 3のとき m = 4
√
3·101，n =

√
1009より，不適

k = 5のとき m = 4
√
841 = 4·29 = 116, n =

√
1681 = 41

よって (m, n) = (116, 41) �
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4 (1) F (x), G(x)が微分可能であるから

F ′(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
, G′(x) = lim

h→0

G(x+ h)−G(x)

h

H(x) = F (x) +G(x)とおくと

H ′(x) = lim
h→0

H(x+ h)−H(x)

h
=

F (x+ h) +G(x+ h)− F (x)−G(x)

h

= lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
+ lim

h→0

G(x+ h)−G(x)

h
= F ′(x) +G′(x)

よって {F (x) +G(x)}′ = F ′(x) +G′(x)

次に，F ′(x) = f(x)，G′(x) = g(x)を満たす F (x)，G(x)をとり，

H(x) = F (x) +G(x), h(x) = H ′(x)

とすると，次式が成立する．

h(x) = H ′(x) = {F (x) +G(x)}′ = F ′(x) +G′(x) = f(x) + g(x)

上式および定積分の定義 1©により∫ b

a

{f(x) + g(x)} dx =

∫ b

a

h(x) dx =

[
H(x)

]b
a

= H(b)−H(a)

= F (b) +G(b)− {F (a) +G(a)}
= F (b)− F (a) +G(b)−G(a)

=

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx

(2) G′(x) = g(x)を満たすG(x)をとると，定積分の定義により∫ b

a

g(x) dx = G(b)−G(a)

上式の右辺は平均値の定理により

G(b)−G(a)

b− a
= G′(c) (a < c < b)

G′(c) = g(c) > 0であるから，以上の結果から∫ b

a

g(x) dx = (b− a)g(c) > 0
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(3) 答 (C)

(2)と同様に
∫ i

n

i−1
n

f(x) dxに平均値の定理を適用すると (i = 1, 2, · · · , n)

∫ i
n

i−1
n

f(x) dx =

(
i

n
− i− 1

n

)
f(ci) =

1

n
f(ci)

(
i− 1

n
< ci <

i

n

)
f(x)は，区間 0 5 x 5 1で連続な増加関数であるから

f

(
i− 1

n

)
5 f(ci) 5 f

(
i

n

)
以上の結果から，次式を得る．

1

n
f

(
i− 1

n

)
5
∫ i

n

i−1
n

f(x) dx 5 1

n
f

(
i

n

)
(i = 1, 2, · · · , n)

(4) 答 (B)

Snの定義により

1

n

n∑
i=1

f

(
i

n

)
=

1

n

n+1∑
i=2

f

(
i− 1

n

)
=

1

n

n∑
i=1

f

(
i− 1

n

)
+

1

n
f(1)− 1

n
f(0)

= Sn +
f(1)− f(0)

n

上式に注意すると， 2©より

1

n

n∑
i=1

f

(
i− 1

n

)
5

n∑
i=1

∫ i
n

i−1
n

f(x) dx 5 1

n

n∑
i=1

f

(
i

n

)
Sn 5

∫ 1

0

f(x) dx 5 Sn +
f(1)− f(0)

n

よって 0 5
∫ 1

0

f(x) dx− Sn 5 f(1)− f(0)

n
�
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5 (1) x = 5 cos t+ cos 5t, y = 5 sin t− sin 5t (−π 5 t < π)より

dx

dt
= −5(sin t+ sin 5t) = −10 sin 3t cos 2t,

dy

dt
= 5(cos t− cos 5t) = 10 sin 3t sin 2t,

dy

dx
=

dy

dt

/
dx

dt
= − tan 2t

0 < t <
π

6
のとき，0 < 2t < 3t <

π

2
であるから

dx

dt
< 0,

dy

dx
< 0

(2) (1)の結果および
dy

dt
> 0より

t 0 · · · π
6

dx
dt

−
dy
dt

+

(dx
dt
, dy
dt
) ↖

(x, y) (6, 0) · · · (2
√
3, 2)

　

O

y

x62
√
3

2
C t = 0

t = π
6

右上の図の斜線部分が求める面積で，その面積を Sとすると

S =
1

2
·2
√
3·2 +

∫ 6

2
√
3

y dx = 2
√
3 +

∫ 0

π
6

y
dx

dt
dt

= 2
√
3 +

∫ 0

π
6

(5 sin t− sin 5t)(−5 sin t− 5 sin 5t) dt

= 2
√
3 + 5

∫ π
6

0

(5 sin2 t− sin2 5t+ 4 sin 5t sin t) dt

= 2
√
3 + 5

∫ π
6

0

{
5·1− cos 2t

2
− 1− cos 10t

2
− 2(cos 6t− cos 4t)

}
dt

= 2
√
3 + 5

[
2t− 5

4
sin 2t+

1

20
sin 10t− 1

3
sin 6t+

1

2
sin 4t

]π
6

0

= 2
√
3 + 5

(
π

3
− 2

√
3

5

)
=

5

3
π
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(3) f(t) = 5 cos t+ cos 5t, g(t) = 5 sin t− sin 5tとおくと

f(−t) = f(t), g(−t) = −g(t)

よって，C上の 2点 (f(t), g(t))と (f(−t), g(−t))は x軸に関して対称．

xy直交座標系の原点Oを中心に反時計回りに
π

3
だけ回転させた直交座標

系をXY 系とすると

x

(
1

0

)
+ y

(
0

1

)
= X

(
cos π

3

sin π
3

)
+ Y

(
cos
(
π
3
+ π

2

)
sin
(
π
3
+ π

2

) )(
x

y

)
= X

(
cos π

3

sin π
3

)
+ Y

(
− sin π

3

cos π
3

)

X = f(t)，Y = g(t)とすると

x = (5 cos t+ cos 5t) cos
π

3
− (5 sin t− sin 5t) sin

π

3

= 5
(
cos t cos

π

3
− sin t sin

π

3

)
+ cos 5t cos

π

3
+ sin 5t sin

π

3

= 5 cos
(
t+

π

3

)
+ cos

(
5t− π

3

)
= 5 cos

(
t+

π

3

)
+ cos 5

(
t+

π

3

)
= f

(
t+

π

3

)
,

y = (5 cos t+ cos 5t) sin
π

3
+ (5 sin t− sin 5t) cos

π

3

= 5
(
cos t sin

π

3
+ sin t cos

π

3

)
+ cos 5t sin

π

3
− sin 5t cos

π

3

= 5 sin
(
t+

π

3

)
− sin

(
5t− π

3

)
= 5 sin

(
t+

π

3

)
− sin 5

(
t+

π

3

)
= g

(
t+

π

3

)
XY 系における点 (f(t), g(t))は，xy系における点

(
f
(
t+

π

3

)
, g
(
t+

π

3

))
であるから，C上の点を原点を中心として反時計回りに

π

3
だけ回転させ

た点はC上にある．
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(4)
dy

dx
= − tan 2tおよび

dx

dt
< 0

(
0 < t <

π

6

)
により，0 < t <

π

6
において

d2y

dx2
=

d

dt

(
dy

dx

)/
dx

dt
=

d

dt
(− tan 2t)

/
dx

dt
= − 2

cos2 2t

/
dx

dt
> 0

(3)の結果から，Cの 0 5 t 5 π

6
の部分と−π

6
5 t 5 0の部分は x軸に関

して対称であるから，Cの−π

6
5 t 5 π

6
の概形は次のようになる．

O

y

x62
√
3

2
C t = 0

t = π
6

t = −π
6

−2

さらに，これを原点を中心に反時計回りに
π

3
だけ回転させた部分もC上

にある．よって，Cの−π 5 t < πの概形は，次のようになる．

O

y

x6−6

4

−4

3−3

3
√
3

−3
√
3

C

�
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解説 C上の点 (x, y) = (f(t), g(t))における接ベクトルは (f ′(t), g′(t))より

dy

dx
=

g′(t)

f ′(t)
ゆえに

d2y

dx2
=

d

dt

{
g′(t)

f ′(t)

}
· dt
dx

逆関数定理により，
dt

dx
=

1

dx
dt

=
1

f ′(t)
であるから

d2y

dx2
=

g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t)

f ′(t)2
· 1

f ′(t)
=

g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t)

f ′(t)3

本題において

f(t) = 5 cos t+ cos 5t, g(t) = 5 sin t− sin 5t (−π 5 t < π)

したがって

f ′(t) = −5(sin t+ sin 5t), g′(t) = 5(cos t− cos 5t)

f ′′(t) = −5(cos t+ 5 cos 5t), g′′(t) = −5(sin t− 5 sin 5t)

これから

g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t) = 25(sin t− 5 sin 5t)(sin t+ sin 5t)

+ 25(cos t− cos 5t)(cos t+ 5 cos 5t)

= −100 + 100(cos 5t cos t− sin 4t sin t)

= −100(1− cos 6t)

0 < t <
π

6
において f ′(t) < 0, g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t) < 0

したがって
d2y

dx2
=

g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t)

f ′(t)3
> 0
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ガウス・グリーンの定理

曲線 C : x = f(t), y = g(t) (α 5 t 5 β)

について，t = α, βに対応する点をそれ
ぞれA，Bとする．Cと直線OA，OBで
囲まれた部分の面積を Sとすると
(OBの偏角>OAの偏角)

S =
1

2

∫ β

α

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)}dt

　

O

y

x

A

B C

本題 (2)は，ガウス・グリーンの定理を用いて求めることもできる．

f(t)g′(t)− f ′(t)g(t) = (5 cos t+ cos 5t)·5(cos t− cos 5t)

+ 5(sin t+ sin 5t)·(5 sin t− sin 5t)

= 20− 20(cos 5t cos t− sin 5t sin t)

= 20(1− cos 6t)

したがって，求める面積 Sは

S =
1

2

∫ π
6

0

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)} dt

= 10

∫ π
6

0

(1− cos 6t) dt = 10

[
t− 1

6
sin 6t

]π
6

0

=
5

3
π


