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本書は，九州大学経済学部 (経済工)・理学部・医学部 (保健 [看護]を除く)・歯学
部・薬学部・工学部・芸術工学部・農学部受験者のための入試問題集です．
本書には，平成 27年 (2015年)度から令和 7年 (2025年)度までの 2次試験前期日
程の数学問題をすべて掲載しています．第 1章には問題を掲載し，第 2章には解答，
第 3章には研究を付けています．
また，平成 9年 (1997年)から令和 6年 (2024年)までの一般前期試験問題および解
答については，年度ごとに次のサイトに掲載しています．

https://math4u.site/

本書の編集にあたり，以下の点に留意しました．

1. 解答は，図や解説を充実させ，自学自習ができるように配慮しました．

2. 本書は，電子文書 (PDF)での利用を想定し，ハイパーリンクを施しています．
Adobe Reader(高機能のPDFブラウザ [フリーソフト])などをご利用ください．
利用する際には，全画面表示 ( Ctrl +L)および描画領域に合わせる ( Ctrl +3)

と見やすくなります．ページスクロールには，( Ctrl +N， Ctrl +H)が利用で
き，リンク (ジャンプ)先から戻る ( Alt + N)，進む ( Alt + H)も利用できます．
なお，全画面表示を解除するには ESC．

4. 電子黒板を利用される場合は，電子黒板の PDFブラウザをご使用ください．
ファイルサイズに優れ，ハイパーリンク・拡縮・スワイプ・書き込みもスムー
ズに機能します．

3. 平成 13年 (2001年)度から平成 26年 (2014年)度までの一般前期試験問題をま
とめた『入試の軌跡　九州大学　理系』を上記のサイトに掲載しています．

令和 7年 7月　西村　信一
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第 1 章 一般前期問題

2003年度以前の入試は，必答問題 3題と，選択問題 3題を 1グループとした 2グ
ループから 1題ずつ選んで 150分で解答する形式であった．2004年度入試以降は選
択問題はなくなり，必答問題 5題を 150分で解答する現在の形式になった．
九大入試の特徴として，教科書にある公式の証明問題，教科書の典型的な問題に

ついても確かな理解と応用力を問う問題が出題される．一方で，大学数学で扱う基
本的な概念に因んだ問題が出題されることがあり，理学部数学教室や経済学部経済
工学科らしさ (確率論)が随所に見られる．2009年度入試においては，5題中 2題が
微分幾何学の基本的な概念に由来するものであった．
2005年度まで出題されていた複素数平面が 2015年度から復活することになり，当

時の頻出問題であったこと，比較的難易度が高かったことにも注意しておきたい．と
くに，2014年度入試においては，来年度からの新課程を意識した整数問題が出題され
ている．ユークリッドの互除法や合同式についても学習しておく必要があるようだ．

平成 26年 3月　編者

平成 28年 (2016年)に現行課程へ完全移行し，移行後の出題を見ると，11年ぶり
に復活した「複素数平面」，新たに導入された「整数の性質」の分野から毎回出題さ
れた．合同式を用いる問題が毎回出題されており，重点的に学習しておく必要があ
る．かって，「複素数平面」は，1997年から 2005年の教育課程における入学試験でも
出題されていた．特に九州大学の「複素数平面」の出題率は高く，2004年を除き毎
回出題された．当時の九州大学の同分野の問題は良問が多く，学習教材としても優
れている．これらの問題はすべて序文に示したサイトから入手することができる．
過去の出題からも分かるように，「場合の数と確率」「微積分」は重要分野である．

平成 30年 9月　編者

平成 27年 (2015年)から令和 6年 (2024年)までの 10年間の出題傾向をみると，数
学 IIIの微積分に関する問題は毎年出題された．10年間で「複素数平面」と「場合の
数と確率」の分野からともに 7回，「整数の性質」の分野から 6回，ベクトルについ
ては「空間のベクトル」が 5回，「平面上のベクトル」が 1回と偏りがあり，難易度
の高い分野からの出題が中心であった．2024年度入試では外積を利用すると計算が
簡単になり，発展的な学習を行った受験生に有利に働いたようである．

令和 6年 6月　編者
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2 第 1章 一般前期問題

出題分野

2015年度
難易度 科　目 分　野 出　題　内　容

1 標準 数学 II 微分法と積分法 放物線と直線で囲まれた部分の面積
2 標準 数学 III 積分法 定積分と不等式の証明
3 標準 数学 III 積分法の応用 半球の影の面積・体積
4 標準 数学A 場合の数と確率 袋の中の赤玉と青玉の個数の推移
5 やや難 数学A 整数の性質 合同式，ユークリッドの互除法

2016年度
難易度 科　目 分　野 出　題　内　容

1 標準 数学 III
極限 極限値
積分法 面積

2 標準 数学A 図形の性質 チェバの定理，メネラウスの定理
3 やや易 数学A 確率 マルコフ連鎖
4 標準 数学A 整数の性質 合同式
5 標準 数学C 複素数平面 ド・モアブルの定理

2017年度
難易度 科　目 分　野 出　題　内　容

1 標準 数学 III
微分法とその応用 接線の傾き
積分法の応用 2曲線で囲まれた部分の面積

2 標準 数学C 空間のベクトル 2つのベクトルのなす角

3 やや難
数学A 整数の性質 合同式
数学B 数列 等差数列 {an}の 7, 72の倍数の個数

4 標準 数学A 場合の数と確率 確率漸化式
5 標準 数学C 複素数平面 ド・モアブルの定理

2018年度
難易度 科　目 分　野 出　題　内　容

1 標準 数学 III 関数 双曲線の媒介変数表示
2 標準 数学 III 積分法の応用 面積，回転体の体積
3 標準 数学A 場合の数と確率 確率漸化式
4 標準 数学A 整数の性質 3次方程式の整数解・有理数解
5 標準 数学C 複素数平面 複素係数の方程式
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2019年度
難易度 科　目 分　野 出　題　内　容

1 標準 数学 III 極限 定積分・極限値
2 やや難 数学 II 式と証明 恒等式

3 標準
数学A 確率 サイコロの目と 2次方程式の係数
数学C 複素数平面 複素数平面上の 2次方程式の解

4 標準 数学 III 極限 数列の極限
5 やや難 数学C 複素数平面 1次分数式変換 (メビウス変換)

2020年度
難易度 科　目 分　野 出　題　内　容

1 標準 数学 III 微分法とその応用 曲線に接する直線

2 標準
数学 II 複素数と方程式 虚数を解にもつ実係数の方程式
数学A 整数の性質 合同式

3 やや難 数学C 空間のベクトル 等面四面体
4 標準 数学A 確率 サイコロの出た目の積
5 標準 数学 III 積分法の応用 回転体の体積

2021年度
難易度 科　目 分　野 出　題　内　容

1 標準 数学C 空間のベクトル 四面体に内接する球面
2 標準 数学C 複素数平面 3点を通る円

3 標準
数学 III 微分法とその応用 曲線と領域
数学 III 積分法の応用 回転体の体積

4 標準 数学C 複素数平面 平均値の定理
5 標準 数学 II 式と証明 2項係数

2022年度
難易度 科　目 分　野 出　題　内　容

1 標準 数学C 空間のベクトル 平面に関して対称な点
2 やや難 数学 III 極限 x = αを極とする整式の展開
3 やや難 数学A 整数の性質 法 3, 7について n2 + 1 6≡ 0

4 標準 数学 III 積分法 区分求積法に関する証明
5 やや難 数学 III 積分法の応用 ガウス・グリーンの定理
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2023年度
難易度 科　目 分　野 出　題　内　容

1 標準 数学C 複素数平面 複素数の図形への応用
2 やや難 数学 III 極限 数列の極限
3 標準 数学C 平面上のベクトル 基本ベクトル
4 難 数学 III 積分法 微分方程式
5 標準 数学 III 積分法の応用 ガウス・グリーンの定理

2024年度
難易度 科　目 分　野 出　題　内　容

1 標準 数学C 空間のベクトル 三角形の面積
2 標準 数学C 複素数平面 1の 8乗根
3 標準 数学 II 式と証明 不等式の証明
4 やや易 数学A 場合の数と確率 格子点を通る直線の本数
5 標準 数学 III 積分法 積分漸化式

2025年度
難易度 科　目 分　野 出　題　内　容

1 標準 数学C 空間のベクトル 直線の方程式
2 やや易 数学 III 積分法 置換積分法
3 やや易 数学A 整数の性質 合同式
4 やや易 数学 II 図形と方程式 直線の方程式
5 標準 数学A 場合の数と確率 方程式の解の個数
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出題分野 (2015-2025)

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

数と式
I 2次関数
図形と計量
データの分析
式と証明 2 5

複素数と方程式 2

II 図形と方程式 4

三角関数
指数関数と対数関数
微分法と積分法 1

関数
極限 1 1·4 2 2

III 微分法とその応用 1 1 3

積分法 2 4 4 5 2

積分法の応用 3 1 1 2 5 3 5 5

場合の数と確率 4 3 4 3 3 4 4 5

A 整数の性質 5 4 3 4 2 3 3 3

図形の性質 2

B 数列 3

確率分布と統計
平面上のベクトル 3

C 空間のベクトル 2 3 1 1 1 1

複素数平面 5 5 5 3·5 2·4 1 2

式と曲線 1

数字は問題番号
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1.1 2015年度
1 C1，C2をそれぞれ次式で与えられる放物線の一部分とする。

C1 : y = −x2 + 2x, 0 5 x 5 2

C2 : y = −x2 − 2x, −2 5 x 5 0

また，aを実数とし，直線 y = a(x+ 4)を `とする。

(1) 直線 `とC1が異なる 2つの共有点をもつための aの値の範囲を求めよ。

以下，aが (1)の条件を満たすとする。このとき，`とC1で囲まれた領域の面
積を S1，x軸とC2で囲まれた領域で `の下側にある部分の面積を S2とする。

(2) S1を aを用いて表せ。

(3) S1 = S2を満たす実数 aが 0 < a <
1

5
の範囲に存在することを示せ。

2 以下の問いに答えよ。

(1) 関数 y =
1

x(log x)2
は x > 1において単調に減少することを示せ。

(2) 不定積分
∫

1

x(log x)2
dxを求めよ。

(3) nを 3以上の整数とするとき，不等式

n∑
k=3

1

k(log k)2
<

1

log 2

が成り立つことを示せ。



1.1. 2015年度 7

3 座標空間内に，原点O(0, 0, 0)を中心とする半径 1の球がある。下の概略図の

ように，y軸の負の方向から仰角
π

6
で太陽光線が当っている。この太陽光線は

ベクトル (0,
√
3,−1)に平行である。球は光を通さないものとするとき，以下

の問いに答えよ。

(1) 球の z = 0の部分が xy平面上につくる影を考える。kを−1 < k < 1を満
たす実数とするとき，xy平面上の直線 x = kにおいて，球の外で光が当
らない部分の y座標を kを用いて表せ。

(2) xy平面上において，球の外で光が当らない部分の面積を求めよ。

(3) z = 0において，球の外で光が当らない部分の体積を求めよ。

z

x

y

π
6

O

4 袋の中に最初に赤玉 2個と青玉 1個が入っている。次の操作を繰り返し行う。

(操作) 袋から 1個の玉を取り出し，それが赤玉ならば代わりに青玉 1個
を袋に入れ，青玉ならば代わりに赤玉 1個を袋に入れる。袋に
入っている 3個の玉がすべて青玉になるとき，硬貨を 1枚もらう。

(1) 2回目の操作で硬貨をもらう確率を求めよ。

(2) 奇数回目の操作で硬貨をもらうことはないことを示せ。

(3) 8回目の操作ではじめて硬貨をもらう確率を求めよ。 研

(4) 8回の操作でもらう硬貨の総数がちょうど 1枚である確率を求めよ。

5 以下の問いに答えよ。

(1) nが正の偶数のとき，2n − 1は 3の倍数であることを示せ。

(2) nを自然数とする。2n + 1と 2n − 1は互いに素であることを示せ。 研

(3) p，qを異なる素数とする。2p−1 − 1 = pq2を満たす p，qの組をすべて求
めよ。
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1.2 2016年度
1 座標平面上の曲線C1，C2をそれぞれ

C1 : y = log x (x > 0)

C2 : y = (x− 1)(x− a)

とする。ただし，aは実数である。nを自然数とするとき，曲線C1，C2が 2点
P，Qで交わり，P，Qの x座標はそれぞれ 1，n + 1となっている。また，曲
線C1と直線PQで囲まれた領域の面積をSn，曲線C2と直線PQで囲まれた領
域を Tnとする。このとき，以下の問いに答えよ。

(1) aを nの式で表し，a > 1を示せ。

(2) Snと Tnをそれぞれ nの式で表せ。

(3) 極限値 lim
n→∞

Sn

n log Tn

を求めよ。

2 tを 0 < t < 1を満たす実数とする。面積が 1である三角形ABCにおいて，辺
AB，BC，CAをそれぞれ 2 : 1，t : 1− t，1 : 3に内分する点をD，E，Fとす
る。また，AEとBF，BFとCD，CDとAEの交点をそれぞれP，Q，Rとす
る。このとき，以下の問いに答えよ。

(1) 3直線AE，BF，CDが 1点で交わるときの tの値 t0を求めよ。

以下，tは 0 < t < t0を満たすものとする。

(2) AP = kAE，CR = `CDを満たす実数 k，` をそれぞれ求めよ。

(3) 三角形BCQの面積を求めよ。

(4) 三角形 PQRの面積を求めよ。 研
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3 座標平面上で円 x2 + y2 = 1に内接する正六角形で，点 P0(1, 0)を 1つの頂点
とするものを考える。この正六角形の頂点を P0から反時計まわりに順に P1，
P2，P3，P4，P5とする。ある頂点に置かれている 1枚のコインに対し，1つの
サイコロを 1回投げ，出た目に応じてコインを次の規則にしたがって頂点上を
動かす。 研

(規則) (i) 1から 5までの目が出た場合は，出た目の数だけコインを反時計まわ
りに動かす。例えば，コインが P4にあるときに 4の目が出た場合は
P2まで動かす。

(ii) 6の目が出た場合は，x軸に関して対称な位置にコインを動かす。た
だし，コインが x軸上にあるときは動かさない。例えば，コインがP5

にあるときに 6の目が出た場合は P1に動かす。

はじめにコインを 1枚だけ P0に置き，1つのサイコロを続けて何回か投げて，
1回投げるごとに上の規則にしたがってコインを動かしていくゲームを考える。
以下の問いに答えよ。

(1) 2回サイコロを投げた後に，コインが P0の位置ある確率を求めよ。

(2) 3回サイコロを投げた後に，コインが P0の位置ある確率を求めよ。

(3) nを自然数とする。n回サイコロを投げた後に，コインが P0 の位置ある
確率を求めよ。

4 自然数 nに対して，10nを 13で割った余りを anとおく。anは 0から 12までの
整数である。以下の問いに答えよ。

(1) an+1は 10anを 13で割った余りに等しいことを示せ。

(2) a1, a2, · · · , a6を求めよ。

(3) 以下の 3条件を満たす自然数N をすべて求めよ。

(i) N を十進数で表示したとき 6桁となる。

(ii) N を十進数で表示して，最初と最後の桁の数字を取り除くと 2016と
なる。

(iii) N は 13で割り切れる。
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5 以下の問いに答えよ。

(1) θを 0 5 θ < 2πを満たす実数，iを虚数単位とし，zを z = cos θ + i sin θ

で表される複素数とする。このとき，整数 nに対して次の式を証明せよ。

cosnθ =
1

2

(
zn +

1

zn

)
, sinnθ = − i

2

(
zn − 1

zn

)
(2) 次の方程式を満たす実数 x (0 5 x < 2π)を求めよ。

cos x+ cos 2x− cos 3x = 1

(3) 次の式を証明せよ。 研

sin2 20◦ + sin2 40◦ + sin2 60◦ + sin2 80◦ =
9

4



1.3. 2017年度 11

1.3 2017年度
1 定数 a > 0に対し，曲線 y = a tanxの 0 5 x <

π

2
の部分をC1，曲線 y = sin 2x

の 0 5 x <
π

2
の部分をC2とする。以下の問いに答えよ。

(1) C1とC2が原点以外に交点をもつための aの条件を求めよ。

(2) aが (1)の条件を満たすとき，原点以外のC1とC2の交点をPとし，Pの
x座標を pとする。PにおけるC1とC2のそれぞれの接線が直交するとき，
aおよび cos 2pの値を求めよ。

(3) aが (2)で求めた値のとき，C1とC2で囲まれた図形の面積を求めよ。

2 2つの定数 a > 0および b > 0に対し，座標空間内の 4点を

A(a, 0, 0)，B(0, b, 0)，C(0, 0, 1)，D(a, b, 1)

と定める。以下の問いに答えよ。

(1) 点Aから線分 CDにおろした垂線と CDの交点をGとする。Gの座標を
a，bを用いて表せ。

(2) さらに，点Bから線分CDにおろした垂線とCDの交点をHとする。
−→
AG

と
−→
BHがなす角を θとするとき，cos θを a，bを用いて表せ。

3 初項 a1 = 1，公差 4の等差数列 {an}を考える。以下の問いに答えよ。

(1) {an}の初項から第 600項のうち，7の倍数である項の個数を求めよ。

(2) {an}の初項から第 600項のうち，72の倍数である項の個数を求めよ。 研

(3) 初項から第 n項までの積 a1a2 · · · anが 745の倍数となる最小の自然数 nを
求めよ。
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4 赤玉 2個，青玉 1個，白玉 1個が入った袋が置かれた円形のテーブルの周りに
A，B，Cの 3人がこの順番で時計回りに着席している。3人のうち，ひとりが
袋から玉を 1個取り出し，色を確認したら袋にもどす操作を考える。1回目は
Aが玉を取り出し，次のルール (a)，(b)，(c)に従って勝者が決まるまで操作を
繰り返す。

(a) 赤玉を取り出したら，取り出した人を勝者とする。

(b) 青玉を取り出したら，次の回も同じ人が玉を取り出す。

(c) 白玉を取り出したら，取り出した人の左隣りの人が次の回に玉を取り出す。

A，B，Cの3人がn回目に玉を取り出す確率をそれぞれan，bn，cn (n = 1, 2, · · · )
とする。ただし，a1 = 1，b1 = c1 = 0である。以下の問いに答えよ。

(1) Aが 4回目に勝つ確率と 7回目に勝つ確率をそれぞれ求めよ。

(2) dn = an + bn + cn (n = 1, 2, · · · )とおくとき，dnを求めよ。

(3) 自然数 n = 3に対し，an+1を an−2と nを用いて表せ。

A

B C
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5 2つの複素数 α = 10000 + 10000iと w =

√
3

4
+

1

4
iを用いて，複素数平面上の

点Pn(zn)を zn = αwn (n = 1, 2, · · · )により定める。ただし，iは虚数単位を表
す。2と 3の常用対数を log10 2 = 0.301，log10 3 = 0.477として，以下の問いに
答えよ。

(1) znの絶対値 |zn|と偏角 arg znを求めよ。

(2) |zn| 5 1が成り立つ最小の自然数 nを求めよ。

(3) 下図のように，複素数平面上の4ABCは線分ABを斜辺とし，点C
(

i√
2

)
を一つの頂点とする直角二等辺三角形である。なおA，Bを表す複素数の
虚部は負であり，原点Oと 2点A，Bの距離はともに 1である。点Pnが
4ABCの内部に含まれる最小の自然数 nを求めよ。

O

y

x

π
4

π
4

π
6

π
6

A B

C

11
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1.4 2018年度
1 座標空間において，xy平面上にある双曲線 x2 − y2 = 1のうち x = 1を満たす
部分を C とする。また，z軸上の点A(0, 0, 1)を考える。点 Pが C 上を動く
とき，直線APと平面 x = dとの交点の軌跡を求めよ。ただし，dは正の定数
とする。 研

2 原点を中心とする半径 3の半円 C : x2 + y2 = 9 (y = 0)上の 2点 PとQに対
し，線分 PQを 2 : 1に内分する点をRとする。以下の問いに答えよ。 研

(1) 点Pの y座標とQの y座標が等しく，かつ Pの x座標はQの x座標より
小さくなるように PとQが動くものとする。このとき，線分 PRが通過
してできる図形 Sの面積を求めよ。

(2) 点Pを (−3, 0)に固定する。Qが半円C上を動くとき線分PRが通過して
できる図形 T の面積を求めよ。

(3) (1)の図形 Sから (2)の図形 T を除いた図形と第 1象限の共通部分をU と
する。U を y軸のまわりに 1回転させてできる回転体の体積を求めよ。

3 1から 4までの数字を 1つずつ書いた 4枚のカードが箱に入っている。箱の中
から 1枚カードを取り出してもとに戻す試行を n回続けて行う。k回目に取り
出したカードの数字をXkとし，積X1X2 · · ·Xnを 4で割った余りが 0, 1, 2, 3

である確率をそれぞれ pn, qn, rn, snとする。pn, qn, rn, snを求めよ。

4 整数 a, bは 3の倍数ではないとし，

f(x) = 2x3 + a2x2 + 2b2x+ 1

とおく。以下の問いに答えよ。

(1) f(1)と f(2)を 3で割った余りをそれぞれ求めよ。

(2) f(x) = 0を満たす整数 xは存在しないことを示せ。

(3) f(x) = 0を満たす有理数 xが存在するような組 (a, b)をすべて求めよ。

5 αを複素数とする。等式

α(|z|2 + 2) + i(2|α|2 + 1)z = 0

を満たす複素数 zをすべて求めよ。ただし，iは虚数単位である。
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1.5 2019年度
1 nを自然数とする。x，yがすべての実数を動くとき，定積分∫ 1

0

(sin(2nπt)− xt− y)2 dt

の最小値を Inとおく。極限値 lim
n→∞

In を求めよ。 研

2 0でない 2つの整式 f(x)，g(x)が以下の恒等式を満たすとする。

f(x2) = (x2 + 2)g(x) + 7

g(x3) = x4f(x)− 3x2g(x)− 6x2 − 2

以下の問いに答えよ。

(1) f(x)の次数と g(x)の次数はともに 2以下であることを示せ。

(2) f(x)と g(x)を求めよ。

3 1個のサイコロを 3回投げて出た目を順に a，b，cとする。2次方程式

ax2 + bx+ c = 0

の 2つの解 z1，z2を表す複素数平面上の点をそれぞれ P1(z1)，P2(z2)とする。
また，複素数平面上の原点をOとする。以下の問いに答えよ。

(1) P1と P2が一致する確率を求めよ。

(2) P1と P2がともに単位円の周上にある確率を求めよ。

(3) P1とOを通る直線を `1とし，P2とOを通る直線を `2とする。`1と `2の
なす鋭角が 60◦である確率を求めよ。

4 座標平面上の 3点O(0, 0)，A(2, 0)，B(1,
√
3)を考える。点P1は線分AB上

にあり，A，Bとは異なる点とする。

線分AB上の点 P2, P3, · · · · · · を以下のように順に定める。点 Pnが定まった
とき，点Pnから線分OBに下ろした垂線とOBとの交点をQnとし，点Qnか
ら線分OAに下ろした垂線とOAとの交点をRnとし，点Rnから線分ABに下
ろした垂線とABとの交点を Pn+1とする。

n → ∞のとき，Pnが限りなく近づく点の座標を求めよ。
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5 a，bを複素数，cを純虚数でない複素数とし，iを虚数単位とする。複素数平面
において，点 zが虚軸全体を動くとき 研

w =
az + b

cz + 1

で定まる点wの軌跡をCとする。次の 3条件が満たされているとする。

(ア) z = iのときにw = iとなり，z = −iのときにw = −iとなる。

(イ) Cは単位円の周に含まれる。

(ウ) 点−1はCに属さない。

このとき a，b，cの値を求めよ。さらにCを求め，複素数平面上に図示せよ。
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1.6 2020年度
1 点 (a, 0)を通り，曲線 y = e−x − e−2xに接する直線が存在するような定数 aの
値の範囲を求めよ。

2 a，b，c，dを整数とし，iを虚数単位とする。整式 f(x) = x4+ax3+bx2+cx+d

が f

(
1 +

√
3i

2

)
= 0をみたすとき，以下の問いに答えよ。

(1) c，dを a，bを用いて表せ。

(2) f(1)を 7で割ると 1余り，11で割ると 10余るとする。また，f(−1)を 7

で割ると 3余り，11で割ると 10余るとする。aの絶対値と bの絶対値が
ともに 40以下であるとき，方程式 f(x) = 0の解をすべて求めよ。

3 四面体OABCにおいて，辺OAの中点と辺 BCの中点を通る直線を `，辺OB

の中点と辺CAの中点を通る直線をm，辺OCの中点と辺ABの中点を通る直
線を nとする。`⊥m，m⊥n，n⊥`であり，AB =

√
5，BC =

√
3，CA = 2 の

とき，以下の問いに答えよ。 研

(1) 直線OBと直線CAのなす角 θ
(
0 5 θ 5 π

2

)
を求めよ。

(2) 四面体OABCの 4つの頂点をすべて通る球の半径を求めよ。

4 4個のサイコロを同時に投げるとき，出る目すべての積をXとする。以下の問
いに答えよ。

(1) Xが 25の倍数になる確率を求めよ。

(2) Xが 4の倍数になる確率を求めよ。

(3) Xが 100の倍数になる確率を求めよ。

5 座標空間において，中心 (0, 2, 0)，半径 1で xy平面内にある円をDとする。
Dを底面とし，z = 0の部分にある高さ 3の直円柱 (内部を含む)をEとする。
点 (0, 2, 2)と x軸を含む平面でEを 2つの立体に分け，Dを含む方を T とす
る。以下の問いに答えよ。

(1) −1 5 t 5 1とする。平面 x = tで T を切ったときの断面積 S(t)を求めよ。
また，T の体積を求めよ。

(2) T を x軸のまわりに 1回転させてできる立体の体積を求めよ。
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1.7 2021年度
1 座標空間内の 4点O(0, 0, 0)，A(1, 0, 0)，B(0, 1, 0)，C(0, 0, 2) を考える。
以下の問いに答えよ。

(1) 四面体OABCに内接する球の中心の座標を求めよ。

(2) 中心の x座標，y座標，z座標がすべて正の実数であり，xy平面，yz平面，
zx平面のすべてと接する球を考える。この球が平面ABCと交わるとき，
その交わりとしてできる円の面積の最大値を求めよ。

2 θを 0 < θ <
π

4
をみたす定数とし，xの 2次方程式

x2 − (4 cos θ)x+
1

tan θ
= 0 · · · (∗)

を考える。以下の問いに答えよ。

(1) 2次方程式 (∗)が実数解をもたないような θの値の範囲を求めよ。

(2) θが (1)で求めた範囲にあるとし，(∗)の 2つの虚数解を α，βとする。た
だし，αの虚部は βの虚部より大きいとする。複素数平面上の 3点A(α)，
B(β)，O(0)を通る円の中心をC(γ)とするとき，θを用いて γを表せ。

(3) 点O，A，Cを (2)のように定めるとき，三角形OACが直角三角形になる
ような θに対する tan θの値を求めよ。

3 座標平面上の点 (x, y)について，次の条件を考える。

条件：すべての実数 tに対して y 5 et − xtが成立する。 · · · (∗)

以下の問いに答えよ。必要ならば lim
x→+0

x log x = 0を使ってよい。

(1) 条件 (∗)をみたす点 (x, y)全体の集合を座標平面上に図示せよ。

(2) 条件 (∗)をみたす点 (x, y)のうち，x = 1かつ y = 0をみたすもの全体の
集合をSとする。Sを x軸の周りに 1回転させてできる立体の体積を求め
よ。 研



1.7. 2021年度 19

4 自然数 nと実数 a0, a1, a2, · · · , an (an 6= 0)に対して，2つの整式

f(x) =
n∑

k=0

akx
k = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0

f ′(x) =
n∑

k=1

kakx
k−1 = nanx

n−1 + (n− 1)an−1x
n−2 + · · ·+ a1

を考える。α, βを異なる複素数とする。複素数平面上の 2点 α, βを結ぶ線分
上にある点 γで，

f(β)− f(α)

β − α
= f ′(γ)

をみたすものが存在するとき，

α, β, f(x)は平均値の性質をもつ

ということにする。以下の問いに答えよ。ただし，iは虚数単位とする。

(1) n = 2のとき，どのような α, β, f(x)も平均値の性質をもつことを示せ。

(2) α = 1− i, β = 1 + i, f(x) = x3 + ax2 + bx + cが平均値の性質をもつた
めの，実数 a, b, cに関する必要十分条件を求めよ。

(3) α =
1− i√

2
, β =

1 + i√
2
, f(x) = x7 は，平均値の性質をもたないことを

示せ。

5 以下の問いに答えよ。

(1) 自然数 n, kが 2 5 k 5 n− 2をみたすとき，nCk > nであることを示せ。

(2) pを素数とする。k 5 nをみたす自然数の組 (n, k)で nCk = pとなるもの
をすべて求めよ。
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1.8 2022年度
1 座標空間内の 5点

O(0, 0, 0), A(1, 1, 0), B(2, 1, 2), P(4, 0,−1), Q(4, 0, 5)

を考える。3点O，A，Bを通る平面を αとし，~a =
−→
OA，~b =

−→
OBとおく。以

下の問いに答えよ。

(1) ベクトル~a，~bの両方に垂直であり，x成分が正であるような，大きさが 1

のベクトル ~nを求めよ。

(2) 平面 αに関して点 Pと対称な点 P′の座標を求めよ。

(3) 点Rが平面α上を動くとき，|
−→
PR|+ |

−→
RQ|が最小となるような点Rの座標

を求めよ。

2 nを 3以上の自然数，α，βを相異なる実数とするとき，以下の問いに答えよ。

(1) 次をみたす実数A，B，Cと整式Q(x)が存在することを示せ。

xn = (x− α)(x− β)2Q(x) + A(x− α)(x− β) +B(x− α) + C

(2) (1)のA，B，Cを n，α，βを用いて表せ。

(3) (2)のAについて，nとαを固定して，βをαに近づけたときの極限 lim
β→α

A

を求めよ。

3 自然数m，nが
n4 = 1 + 210m2 · · · 1©

をみたすとき，以下の問いに答えよ。

(1)
n2 + 1

2
,
n2 − 1

2
は互いに素な整数であることを示せ。

(2) n2 − 1は 168の倍数であることを示せ。

(3) 1©をみたす自然数の組 (m, n)を 1つ求めよ。
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4 定積分について述べた次の文章を読んで，後の問いに答えよ。

区間 a 5 x 5 bで連続な関数 f(x)に対して，F ′(x) = f(x)となる関数
F (x)を 1つ選び，f(x)の aから bまでの定積分を∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) · · · 1©

で定義する。定積分の値は F (x)の選び方によらずに定まる。定積分は次
の性質 (A)，(B)，(C)をもつ。

(A)

∫ b

a

{kf(x) + lg(x)} dx = k

∫ b

a

f(x) dx+ l

∫ b

a

g(x) dx

(B) a 5 c 5 bのとき，
∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx

(C) 区間 a 5 x 5 bにおいて g(x) = h(x)ならば，∫ b

a

g(x) dx =
∫ b

a

h(x) dx

ただし，f(x)，g(x)，h(x)は区間 a 5 x 5 bで連続な関数，k，lは定数で
ある。
以下，f(x)を区間 0 5 x 5 1で連続な増加関数とし，nを自然数とする。

定積分の性質 ア を用い，定数関数に対する定積分の計算を行うと，

1

n
f

(
i− 1

n

)
5
∫ i

n

i−1
n

f(x) dx 5 1

n
f

(
i

n

)
(i = 1, 2, · · · , n) · · · 2©

が成り立つことがわかる。Sn =
1

n

n∑
i=1

f

(
i− 1

n

)
とおくと，不等式 2©と

定積分の性質 イ より次の不等式が成り立つ。

0 5
∫ 1

0

f(x) dx− Sn 5 f(1)− f(0)

n
· · · 3©

よって，はさみうちの原理より lim
n→∞

Sn =

∫ 1

0

f(x) dxが成り立つ。
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(1) 関数 F (x)，G(x)が微分可能であるとき，

{F (x) +G(x)}′ = F ′(x) +G′(x)

が成り立つことを，導関数の定義に従って示せ。また，この等式と定積分
の定義 1©を用いて，定積分の性質 (A)で k = l = 1とした場合の等式∫ b

a

{f(x) + g(x)} dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx

を示せ。

(2) 定積分の定義 1©と平均値の定理を用いて，次を示せ。

a < bのとき，区間 a 5 x 5 bにおいて g(x) > 0ならば，
∫ b

a

g(x) dx > 0

(3) (A)，(B)，(C)のうち，空欄 ア に入る記号として最もふさわしいもの
を 1つ選び答えよ。また文章中の下線部の内容を詳しく説明することで，
不等式 2©を示せ。

(4) (A)，(B)，(C)のうち，空欄 イ に入る記号として最もふさわしいもの
を 1つ選び答えよ。また，不等式 3©を示せ。

5 xy平面上の曲線Cを，媒介変数 tを用いて次のように定める。

x = 5 cos t+ cos 5t, y = 5 sin t− sin 5t (−π 5 t < π)

以下の問いに答えよ。

(1) 区間 0 < t <
π

6
において，

dx

dt
< 0，

dy

dx
< 0であることを示せ。

(2) 曲線Cの 0 5 t 5 π

6
の部分，x軸，直線 y =

1√
3
xで囲まれた図形の面積

を求めよ。 研

(3) 曲線 Cは x軸に関して対称であることを示せ。また，C上の点を原点を
中心として反時計回りに

π

3
だけ回転させた点はC上にあることを示せ。

(4) 曲線Cの概形を図示せよ。
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1.9 2023年度
1 以下の問いに答えよ。

(1) 4次方程式 x4 − 2x3 + 3x2 − 2x+ 1 = 0を解け。

(2) 複素数平面上の4ABCの頂点を表す複素数をそれぞれ α, β, γとする。

(α− β)4 + (β − γ)4 + (γ − α)4 = 0

が成り立つとき，4ABCはどのような三角形になるか答えよ。

2 αを実数とする。数列 {an}が

a1 = α, an+1 = |an − 1|+ an − 1 (n = 1, 2, 3, · · · )

で定められるとき，以下の問いに答えよ。

(1) α 5 1のとき，数列 {an}の収束，発散を調べよ。

(2) α > 2のとき，数列 {an}の収束，発散を調べよ。

(3) 1 < α <
3

2
のとき，数列 {an}の収束，発散を調べよ。

(4)
3

2
5 α < 2のとき，数列 {an}の収束，発散を調べよ。
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3 点Oを原点とする座標平面上の
−→
0 でない 2つのベクトル

−→m = (a, c), −→n = (b, d)

に対して，D = ad− bcとおく。座標平面上のベクトル−→q に対して，次の条件
を考える。

条件 I r−→m + s−→n = −→q を満たす実数 r，sが存在する。

条件 II r−→m + s−→n = −→q を満たす整数 r，sが存在する。

以下の問いに答えよ。

(1) 条件 Iがすべての−→q に対して成り立つとする。D 6= 0であることを示せ。

以下，D 6= 0とする。

(2) 座標平面上のベクトル−→v，−→w で

−→m·−→v = −→n ·−→w = 1, −→m·−→w = −→n ·−→v = 0

を満たすものを求めよ。

(3) さらに a, b, c, dが整数であるとし，x成分と y成分がともに整数である
すべてのベクトル−→q に対して条件 IIが成り立つとする。Dのとりうる値
をすべて求めよ。
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4 以下の文章を読んで後の問いに答えよ。 研

三角関数 cosx, sinxについては加法定理が成立するが，逆に加法定理
を満たす関数はどのようなものがあるだろうか。実数全体を定義域とする
実数値関数 f(x)，g(x)が以下の条件を満たすとする。

(A) すべての x，yについて f(x+ y) = f(x)f(y)− g(x)g(y)

(B) すべての x，yについて g(x+ y) = f(x)g(y) + g(x)f(y)

(C) f(0) 6= 0

(D) f(x)，g(x)は x = 0で微分可能で f ′(0) = 0，g′(0) = 1

1©条件 (A), (B), (C)から f(0) = 1, g(0) = 0がわかる。以上のことから

2©f(x), g(x)はすべての xの値で微分可能で, f ′(x) = −g(x)，g′(x) = f(x)

が成立することが示される。

3©上のことから {f(x) + ig(x)}(cosx− i sinx) = 1であることが，実部と
虚部を調べることによりわかる。ただし iは虚数単位である。よって条件
(A)，(B)，(C)，(D)を満たす関数は三角関数 f(x) = cosx，g(x) = sin x

であることが示される。
さらに，a，bを実数で b 6= 0とする。このとき条件 (D)をより一般的な

(D)′ f(x)，g(x)は x = 0で微分可能で f ′(0) = a，g′(0) = b

におきかえて，条件 (A)，(B)，(C)，(D)′を満たす f(x)，g(x)はどのよ
うな関数になるか考えてみる。この場合でも，条件 (A)，(B)，(C)から
f(0) = 1，g(0) = 0が上と同様にわかる。ここで

p(x) = e−
a
b
xf
(x
b

)
, q(x) = e−

a
b
xg
(x
b

)
とおくと，4©条件 (A)，(B)，(C)，(D)において，f(x)を p(x)に，g(x)を
q(x)におきかえた条件が満たされる。すると前半の議論により，p(x)，

q(x)がまず求まり，このことを用いると f(x) = ア ，g(x) = イ が
得られる。
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(1) 下線部 1©について，f(0) = 1，g(0) = 0となることを示せ。

(2) 下線部 2© について，f(x) がすべての x の値で微分可能な関数であり，
f ′(x) = −g(x)となることを示せ。

(3) 下線部 3©について，下線部 1©，下線部 2©の事実を用いることにより，
{f(x) + ig(x)}(cosx− i sinx) = 1となることを示せ。

(4) 下線部 4©について，条件 (B)，(D)において，f(x)を p(x)に，g(x)を q(x)

におきかえた条件が満たされることを示せ。つまり p(x)と q(x)が，

(B) すべての x, yについて q(x+ y) = p(x)q(y) + q(x)p(y)

(D) p(x)，q(x)は x = 0で微分可能で p′(0) = 0，q′(0) = 1

を満たすことを示せ。空欄 ア , イ に入る関数を求めよ。 研

5 xy平面上の曲線Cを，媒介変数 tを用いて次のように定める。

x = t+ 2 sin2 t, y = t+ sin t (0 < t < π)

以下の問いに答えよ。

(1) 曲線Cに接する直線のうち y軸と平行なものがいくつあるか求めよ。

(2) 曲線 Cのうち y 5 xの領域にある部分と直線 y = xで囲まれた図形の面
積を求めよ。



1.10. 2024年度 27

1.10 2024年度
1 aを実数とし，座標空間内の 3点 P(−1, 1,−1)，Q(1, 1, 1)，R(a, a2, a3) を
考える。以下の問いに答えよ。

(1) a 6= −1, a 6= 1のとき，3点 P，Q，Rは一直線上にないことを示せ。

(2) aが−1 < a < 1の範囲を動くとき，三角形PQRの面積の最大値を求めよ。

2 整式
f(z) = z6 + z4 + z2 + 1

について，以下の問いに答えよ。

(1) f(z) = 0をみたすすべての複素数 zに対して，|z| = 1が成り立つことを
示せ。

(2) 次の条件をみたす複素数wをすべて求めよ。

条件： f(z) = 0をみたすすべての複素数 zに対して
f(wz) = 0が成り立つ。

3 以下の問いに答えよ。

(1) 自然数 a, bが a < bをみたすとき，
b!

a!
= bが成り立つことを示せ。

(2) 2·a! = b!をみたす自然数の組 (a, b)をすべて求めよ。

(3) a! + b! = 2·c!をみたす自然数の組 (a, b, c)をすべて求めよ。

4 nを 3以上の整数とする。座標平面上の点のうち，x座標と y座標がともに 1以
上 n以下の整数であるものを考える。これら n2個の点のうち 3点以上を通る
直線の個数を L(n)とする。以下の問いに答えよ。

(1) L(3)を求めよ。

(2) L(4)を求めよ。

(3) L(5)を求めよ。
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5 自然数m, nに対して

I(m, n) =

∫ e

1

xmex(log x)n dx

とする。以下の問いに答えよ。

(1) I(m+ 1, n+ 1)を I(m, n+ 1)，I(m, n)，m，nを用いて表せ。

(2) すべての自然数mに対して， lim
n→∞

I(m, n) = 0 が成り立つことを示せ。
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1.11 2025年度
1 座標空間内の 3点A(1, 1,−5)，B(−1,−1, 7)，C(1,−1, 3)を通る平面を αと
する。点 P(a, b, t)を通り αに垂直な直線と xy平面との交点をQとする。

(1) 点Qの座標を求めよ。

(2) tがすべての実数値をとって変化するときのOQの最小値が 1以下となる
ような a，bの条件を求めよ。ただし，Oは原点である。

2 以下の問いに答えよ。

(1) y = tanxとするとき，
dy

dx
を yの整式で表せ。

(2) 次の定積分を求めよ。 ∫ π
4

0

tan4 x− tan2 x− 2

tan2 x− 4
dx

3 以下の問いに答えよ。

(1) nを自然数とするとき，n2を 8で割った余りは 0，1，4のいずれかである
ことを示せ。

(2) 2m = n2 + 3をみたす 0以上の整数の組 (m, n)をすべて求めよ。

4 半径 1の円周上に反時計回りにA，B，C，Dを順にとり，線分ADは直径で，
AC = CD，AB = BCが成り立つとする。

(1) ∠ACBを求めよ。
(2) BCを求めよ。

(3) 線分ACと線分BDの交点をEとするとき，三角形BCEの面積を求めよ。

5 1個のさいころを 3回投げ，出る目を順に a, b, cとする。整式

f(x) = (x2 − ax+ b)(x− c)

について，以下の問いに答えよ。

(1) f(x) = 0をみたす実数 xの個数が 1個である確率を求めよ。

(2) f(x) = 0をみたす自然数 xの個数が 3個である確率を求めよ。
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問題冊子 (A4で 12ページ)は，見開きで問題が偶数ページ，下書き (計算スペース)

が奇数ページに配置されており，問題ページの下側の余白を含め十分な計算スペー
スがある．解答用紙は，26～30の番号が書かれた 5枚のA3用紙がはさみ込まれて
おり，問題 1 ～ 5 を順次指定された解答用紙に答えるようになっている．
設問ごとに解答欄が仕切られているため，十分な解答スペースではなく，途中の計
算などを書いていくスペースはない (解答用紙の裏面の使用は不可)．そのため，問
題用紙の下書き欄で計算した結果を整理して「理由と計算結果・結論」を明示する
必要がある．なお，問題冊子は，試験終了後に持ち帰ることができる．
出題者は受験生に簡潔な表現力を要求したものと考えられる．理学部数学科の採
点担当者からも，定積分の途中計算などを細かく書く必要はないと聞いた．

対策
1. 標準的な問題を中心に 3題とやや難の 2題が例年の出題傾向である．配点はすべ
て 50点ずつの計 250点であるので 150分で効率的に問題を解いていく必要がある．
なお，経済学部経済工学科は 300点満点に換算される．

2. 完答が難しい問題についても，前半の設問はどれも基本または標準的な問題が配
置されているので，確実に部分点を狙っていく必要がある．しかしながら，近年
の傾向として，2018年度は 1 ， 3 ， 5 ，2019年度は 1 ， 4 ， 5 が大問のみの
問題設定であったことに注意したい．

3. 九州大学では，完答できていない答案について，途中までの計算が正しいもの，ま
た論理的な展開が間違っていないものについては加点されるそうである．特に大
問中心の出題になった傾向を踏まえると，採点者が読みやすい簡潔な答案の作成
を普段から練習しておくが必要がある．

31
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2.1 2015年度
1 (1) y = −x2 + 2x (0 5 x 5 2)と y = a(x+ 4)から yを消去すると

−x2 + 2x = a(x+ 4) すなわち x2 + (a− 2)x+ 4a = 0 · · · (∗)

C1と `が接するとき，(∗)より

(a− 2)2 − 4·1·4a = 0, 0 < −a− 2

2·1
< 2

上の第 1式および第 2式から

a = 10± 4
√
6, −2 < a < 2 すなわち a = 10− 4

√
6

よって，求める aの値の範囲は 0 5 a < 10 − 4
√
6

(2) 方程式 (∗)の解をα，βとすると (α < β)

α + β = −(a− 2), αβ = 4a,

β − α =
√
(α + β)2 − 4αβ

=
√
a2 − 20a+ 4

　

O

y

xα β

C1C2 `

−4

S1

S2

2
−2

したがって S1 =

∫ β

α

{(−x2 + 2x)− a(x+ 4)} dx

= −
∫ β

α

{x2 + (a− 2)x+ 4a} dx

= −
∫ β

α

(x− α)(x− β) dx

=
1

6
(β − α)3 =

1

6
(a2 − 20a + 4)

3
2

(3) y = −x2 − 2x (−2 5 x 5 0)と y = a(x+ 4)から yを消去すると

−x2 − 2x = a(x+ 4) すなわち x2 + (a+ 2)x+ 4a = 0 · · · (∗∗)

方程式 (∗∗)の解を γ，δとすると (γ < δ)

γ + δ = −(a+ 2), γδ = 4a,

δ − γ =
√
(γ + δ)2 − 4γδ =

√
a2 − 12a+ 4
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したがって

S2 =

∫ 0

−2

{−x2 − 2x} dx+

∫ δ

γ

{−x2 − 2x− a(x+ 4)} dx

= −
∫ 0

−2

x(x+ 2) dx−
∫ δ

γ

(x− γ)(x− δ) dx

=
1

6
·23 − 1

6
(δ − γ)3 =

4

3
− 1

6
(a2 − 12a+ 4)

3
2

S1 = S2より
1

6
(a2 − 20a+ 4)

3
2 =

4

3
− 1

6
(a2 − 12a+ 4)

3
2

整理すると (a2 − 20a+ 4)
3
2 + (a2 − 12a+ 4)

3
2 − 8 = 0

ここで，f(a) = (a2 − 20a+ 4)
3
2 + (a2 − 12a+ 4)

3
2 − 8とおくと

f(0) = 8 > 0, f

(
1

5

)
=

41
√
41− 999

125
<

41·7− 999

125
< 0,

10− 4
√
6 = 2(5− 2

√
6) =

2

5 + 2
√
6
>

2

5 + 5
=

1

5

f(a)は連続であるから，中間値の定理により，f(a) = 0，すなわちS1 = S2

を満たす実数 aが 0 < a <
1

5
の範囲に存在する． �

2 (1) y =
1

x(log x)2
を微分すると y′ = − log x+ 2

x2(log x)3

したがって，x > 1において y′ < 0

よって，y =
1

x(log x)2
は x > 1において，単調減少．

(2)

∫
1

x(log x)2
dx =

∫
(log x)′

(log x)2
dx = −

1

log x
+ C (Cは積分定数)

別解 t = log x とおくと，
dt

dx
=

1

x
であるから∫

1

x(log x)2
dx =

∫
1

t2
dt = −1

t
+ C = − 1

log x
+ C

(3) (1)，(2)の結果から，nが 3以上の整数であるとき
n∑

k=3

1

k(log k)2
=

n∑
k=3

∫ k

k−1

1

k(log k)2
dx

<

n∑
k=3

∫ k

k−1

1

x(log x)2
dx =

∫ n

2

1

x(log x)2
dx

=

[
− 1

log x

]n
2

= − 1

log n
+

1

log 2
<

1

log 2

�
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3 (1) 球 x2 + y2 + z2 = 1の z = 0の部分の平面 x = k (−1 < k < 1)による断面
の表す図形は，中心Ok(k, 0, 0)，半径

√
1− k2の半円

y2 + z2 = 1− k2 (−1 < k < 1), z = 0

この半円をCkとし，Ck上の点を
Rk(k,

√
1− k2, 0)とする．方向ベ

クトルが (0,
√
3,−1)でCkに接す

る直線を `kとし，`kとCkの接点
をPk，`kと xy平面との共有点を
Qkとすると

　

Ok Rk Qk

Pk

π
6

`k

Ck

OkRk = OkPk =
√
1− k2

OkQk = 2OkPk = 2
√
1− k2

よって
√
1 − k2 5 y 5 2

√
1 − k2

(2) (1)の結果から RkQk = OkQk −OkRk =
√
1− k2

よって
∫ 1

−1

√
1− k2 dk =

π

2

(3) 右の図の斜線部分の面積は

1

2
OkPk·PkQk −

1

2
OkRk

2·π
3

=

√
3

2
(1− k2)− π

6
(1− k2)

=
3
√
3− π

6
(1− k2)

　

Ok Rk Qk

Pk

π
3

`k

Ck

よって，求める体積を V とすると

V =
3
√
3− π

6

∫ 1

−1

(1− k2) dk =
6
√
3 − 2π

9

�
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4 (1) 求める確率は，2回連続して赤玉を取り出す確率であるから

2

3
× 1

3
=

2

9

(2) 1回の操作で青玉の個数は 1個だけ増減する．最初に青玉が 1個 (奇数個)

であるから，奇数回目の操作で青玉は偶数個となる．したがって，奇数回
目の操作で青玉が 3個 (奇数個)にならない．よって，奇数回目の操作で
硬貨をもらうことはない．

(3) 偶数回目の操作で青玉の個数は 1個または 3個である．青玉 1個の状態か
らその後の 2回目の操作で青玉が 1個となる確率を pとすると 研

p =
2

3
·2
3
+

1

3
·1 =

7

9

8回目の操作ではじめて硬貨をもらう確率は

ppp(1− p) = p3(1− p) =

(
7

9

)3
2

9
=

686

6561

(4) 青玉 3個の状態から，2回連続して青玉を取り出す確率を qとすると

q = 1× 2

3
=

2

3

2回目の操作のときに限り，硬貨を 1枚もらう確率は

(1− p)qpp = p2(1− p)q

4回目の操作のときに限り，硬貨を 1枚もらう確率は

p(1− p)qp = p2(1− p)q

6回目の操作のときに限り，硬貨を 1枚もらう確率は

pp(1− p)q = p2(1− p)q

上式および (3)の結果から

3× p2(1− p)q + p3(1− p) = 2p2(1− p) + p3(1− p)

= p2(1− p)(2 + p)

=

(
7

9

)2

·2
9
·25
9

=
2450

6561

�
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5 (1) nが正の偶数のとき，
n

2
は自然数であるから

2n − 1 ≡ 4
n
2 − 1 ≡ 1

n
2 − 1 ≡ 0 (mod 3)

よって，2n − 1は 3の倍数である．

(2) nが自然数のとき，2n − 1は奇数である． 研

i) n = 1のとき，2n + 1と 2n − 1は互いに素である．

ii) n = 2のとき
2n + 1 = 1(2n − 1) + 2

上式より，2n + 1を 2n − 1で割った余りは 2．
2n − 1を 2で割った余りは 1であるから，ユークリッドの互除法によ
り，2n + 1と 2n − 1の最大公約数は 1である．

よって，2n + 1と 2n − 1は互いに素である．

(3) 2p−1 − 1 = pq2 (p, qは異なる素数) · · · (∗)
(∗)について，p = 2のとき 1 = 2q2

これを満たす素数 qは存在しない．

p 6= 2となり，pは奇素数であるから，
p− 1

2
は自然数である．

(1)の結果から，2p−1 − 1は 3の倍数であるから，pq2は 3を因数にもつ．

i) p = 3のとき，(∗)より 3 = 3q2

qは素数であるから，不適．

ii) q = 3のとき，(∗)より

2p−1 − 1 = 9p ゆえに (2
p−1
2 + 1)(2

p−1
2 − 1) = 9p

i)より，奇素数 pは p = 5であること，(2)の結果から，2
p−1
2 + 1と

2
p−1
2 − 1は互いに素であることに注意して

(A)

{
2

p−1
2 + 1 = 9

2
p−1
2 − 1 = p

または (B)

{
2

p−1
2 + 1 = p

2
p−1
2 − 1 = 9

(A)を解いて，p = 7． (B)の第 2式を満たす奇素数 pは存在しない．

よって (p, q) = (7, 3) �
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2.2 2016年度
1 (1) C1とC2の交点Qの x座標が n+1である

から

log(n+ 1) = (n+ 1− 1)(n+ 1− a)

n 6= 0 であるから

a = n + 1 −
log(n + 1)

n

　

O

y

x

C1

C2

P

Q

1 a n+1Tn

Sn

上式より a− 1 =
n2 − log(n+ 1)

n

ここで
∫ n

0

t

t+ 1
dt =

[
t− log(t+ 1)

]n
0

= n− log(n+ 1) > 0

上の 2式から a− 1 =
n2 − log(n+ 1)

n
>

n2 − n

n
= n− 1 = 0

よって a > 1

(2) Sn =

∫ n+1

1

log x dx− 1

2
{(n+ 1)− 1} log(n+ 1)

=

[
x log x− x

]n+1

1

− n

2
log(n+ 1) =

n + 2

2
log(n + 1) − n

C2の x2の係数および 2点 P，Qの x座標に注意して

Tn =
1

6
{(n+ 1)− 1}3 =

1

6
n3

(3) (2)の結果から

Sn

n log Tn

=
n+2
2

log(n+ 1)− n

n log n3

6

=

(
1
2
+ 1

n

)
log(n+ 1)− 1

3 log n− log 6

=

(
1
2
+ 1

n

) {
log n+ log

(
1 + 1

n

)}
− 1

3 log n− log 6

=

(
1

2
+

1

n

){
1 +

log
(
1 + 1

n

)
log n

}
− 1

log n

3− log 6

log n

よって lim
n→∞

Sn

n log Tn

=

(
1
2
+ 0
)
(1 + 0)− 0

3− 0
=

1

6
�
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2 (1) チェバの定理により

BE

EC
·CF
FA

·AD
DB

= 1 ゆえに
t0

1− t0
·1
3
·2
1
= 1

これを解いて t0 =
3

5

　

2

1

3

1

t0 1−t0

A

B CE

D
FQ

(2) 4AECおよび直線BFについて，メネラウスの
定理を適用すると

AP

PE
·EB
BC

·CF
FA

ゆえに
AP

PE
· t
1
·1
3
= 1

したがって
AP

PE
=

3

t

よって k =
AP

AE
=

3

3 + t

　

2

1

3

1

t 1−t

A

B CE

D
FQ

P

R

4BCDおよび直線AEについて，メネラウスの定理を適用すると

BE

EC
·CR
RD

·DA
AB

= 1 ゆえに
t

1− t
·CR
RD

·2
3
= 1

したがって
CR

RD
=

3(1− t)

2t

よって ` =
CR

CD
=

3(1− t)

3(1− t) + 2t
=

3(1 − t)

3 − t

(3) (2)の図について，4BCFおよび直線AEについて，メネラウスの定理を
適用すると

BE

EC
·CA
AF

·FP
PB

= 1 ゆえに
t

1− t
·4
3
·FP
PB

= 1

したがって
FP

PB
=

3(1− t)

4t
· · · 1©

t =
3

5
のとき，PはQに一致するので

FQ

QB
=

1

2
· · · 2©

よって 4BCQ =
2

3
4BCF =

2

3
·1
4
4ABC =

2

3
·1
4
·1 =

1

6
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(4) t =
3

5
のとき，RはQに一致するので，(2)の結果から 研

CQ

CD
=

3
(
1− 3

5

)
3− 3

5

=
1

2

したがって CQ : QR =
1

2
:
3(1− t)

3− t
− 1

2
= 3− t : 3− 5t

また， 1©， 2©から

BQ : PQ =
2

3
:

3(1− t)

3(1− t) + 4t
− 1

3
= 3 + t : 3− 5t

4BCQ : 4PQR = BQ·CQ : PQ·QR であるから

4BCQ : 4PQR = (3 + t)(3− t) : (3− 5t)2

(3)の結果から 4PQR =
1

6
× (3− 5t)2

(3 + t)(3− t)
=

(3 − 5t)2

6(3 + t)(3 − t)
�

3 (1) n回サイコロ投げた後に，コインがPi (i = 0, 1, · · · , 5)の位置にある確率
を Pi(n)とすると 研

P0(n+ 1) =
1

6
P0(n) +

1

6
P1(n) +

1

6
P2(n) +

1

6
P3(n) +

1

6
P4(n) +

1

6
P5(n)

=
1

6
{P0(n) + P1(n) + P2(n) + P3(n) + P4(n) + P5(n)}

自然数 nに対して P0(n) + P1(n) + P2(n) + P3(n) + P4(n) + P5(n) = 1

したがって P0(n) =
1

6
× 1 =

1

6
· · · (∗)

よって，求める確率は
1

6

(2) (∗)より，求める確率は
1

6

(3) (∗)より，求める確率は
1

6
�
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4 (1) 仮定から 10n ≡ an, 10n+1 ≡ an+1 (mod 13)

第 1式から 10n+1 ≡ 10an (mod 13)

したがって an+1 ≡ 10an (mod 13)

(2) 101 = 10 より a1 = 10

(1)の結果を用いると，法 13について

a2 ≡ 10a1 ≡ 100 ≡ 9

a3 ≡ 10a2 ≡ 90 ≡ 12

a4 ≡ 10a3 ≡ 120 ≡ 3

a5 ≡ 10a4 ≡ 30 ≡ 4

a6 ≡ 10a5 ≡ 40 ≡ 1

よって a2 = 9, a3 = 12, a4 = 3, a5 = 4, a6 = 1

(3) 整数 p，qを 1 5 p 5 9，0 5 q 5 9とし，求める自然数N を

N = p·105 + 2·104 + 102 + 6·10 + q

とおくと，法 13に関して

N ≡ p·105 + 2·104 + 102 + 6·10 + q

≡ p·4 + 2·3 + 9 + 6·10 + q = 4p+ q + 75

≡ 4p+ q − 3

このとき，N ≡ 0 (mod 13)を満たす整数 (p, q)の組は

(p, q) = (2, 8), (3, 4), (4, 0), (5, 9), (6, 5), (7, 1), (9, 6)

よって，求める自然数N は

220168, 320164, 420160, 520169, 620165, 720161, 920166

�
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5 (1) ド・モアブルの定理により

zn = cosnθ + i sinnθ,
1

zn
= cosnθ − i sinnθ · · · (∗)

(∗)の辺々を加えると

zn +
1

zn
= 2 cosnθ ゆえに cosnθ =

1

2

(
zn +

1

zn

)
(∗)の辺々を引くと

zn − 1

zn
= 2i sinnθ ゆえに sinnθ = − i

2

(
zn − 1

zn

)
(2) (1)の結果から

cos x =
1

2

(
z +

1

z

)
cos 2x =

1

2

(
z2 +

1

z2

)
=

1

2

(
z +

1

z

)2

− 1

cos 3x =
1

2

(
z3 +

1

z3

)
=

1

2

(
z +

1

z

)3

− 3

2

(
z +

1

z

)

t = z +
1

z
とおくと

cos x =
1

2
t, cos 2x =

1

2
t2 − 1, cos 3x =

1

2
t3 − 3

2
t

これらを cosx+ cos 2x− cos 3x = 1に代入すると

1

2
t+

1

2
t2 − 1−

(
1

2
t3 − 3

2
t

)
= 1

整理すると t3 − t2 − 4t+ 4 = 0 ゆえに (t− 1)(t+ 2)(t− 2) = 0

これを解いて t = 1,−2, 2 したがって cos x =
1

2
, − 1, 1

0 5 x < 2πであるから x = 0,
π

3
, π,

5

3
π
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(3) (1)の結果から 研

sin2 nθ =

{
− i

2

(
zn − 1

zn

)}2

=
1

2
− 1

4

(
z2n +

1

z2n

)
θ = 20◦とすると，z18 = 1 であるから

(z2 − 1)(z16 + z14 + · · ·+ z2 + 1) = 0

z2 6= 1 であるから z16 + z14 + · · ·+ z2 + 1 = 0

また，z 6= 0 であるから
4∑

n=1

(
z2n +

1

z2n

)
= −1

したがって
4∑

n=1

sin2 nθ =
4∑

n=1

{
1

2
− 1

4

(
z2n +

1

z2n

)}
= 4× 1

2
− 1

4

4∑
n=1

(
z2n +

1

z2n

)
= 2− 1

4
× (−1) =

9

4

よって sin2 20◦ + sin2 40◦ + sin2 60◦ + sin2 80◦ =
9

4

別解 sin2 θ =
1− cos 2θ

2
および sin 60◦ =

√
3

2
により

sin2 20◦ + sin2 40◦ + sin2 60◦ + sin2 80◦

=
9

4
− cos 40◦ + cos 80◦ + cos 160◦

2

方程式 cos 3θ +
1

2
= 0 (0◦ 5 θ 5 180◦)の解は θ = 40◦, 80◦, 160◦

ここで，cos 3θ = 4 cos3 θ − 3 cos θであるから，方程式

4 cos3 θ − 3 cos θ +
1

2
= 0 (0◦ 5 θ 5 180◦)

の解と係数の関係により cos 40◦ + cos 80◦ + cos 160◦ = 0

よって sin2 20◦ + sin2 40◦ + sin2 60◦ + sin2 80◦ =
9

4

補足 また，解と係数の関係により cos 40◦ cos 80◦ cos 160◦ = −1

8
�
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2.3 2017年度
1 (1) 0 < x <

π

2
のとき，y = a tanxと y = sin 2xから yを消去すると

a tanx = sin 2x ゆえに a =
sin 2x

tanx
= 2 cos2 x · · · 1©

このとき，0 < 2 cos2 x < 2より 0 < a < 2

(2) f(x) = a tan x，g(x) = sin 2xとおいて，これらを微分すると

f ′(x) =
a

cos2 x
, g′(x) = 2 cos 2x

交点 Pの x座標が pであるから， 1©より a = 2 cos2 p · · · 2©

f ′(p)g′(p) = −1であるから
a

cos2 p
× 2 cos 2p = −1

2©を上式に代入すると

2 cos2 p

cos2 p
× 2 cos 2p = −1 ゆえに cos 2p = −

1

4

したがって a = 2 cos2 p = cos 2p+ 1 = −1

4
+ 1 =

3

4

(3) 求める面積は右の図の斜線部分であるから，
その面積を Sとすると

S =

∫ p

0

(
sin 2x− 3

4
tanx

)
dx

=

[
−1

2
cos 2x+

3

4
log | cos x|

]p
0

= −1

2
cos 2p+

1

2
+

3

4
log | cos p|

　

O

y

xp

C1

C2

π
2

ここで，(2)の結果から log | cos p| = 1

2
log cos2 p =

1

2
log

3

8

よって S = −1

2
×
(
−1

4

)
+

1

2
+

3

4
× 1

2
log

3

8
=

5

8
+

3

8
log

3

8
�
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2 (1) A(a, 0, 0)，C(0, 0, 1)，D(a, b, 1)より

−→
CA = (a, 0,−1),

−→
CD = (a, b, 0)

したがって
−→
CG =

−→
CA·

−→
CD

|
−→
CD|2

−→
CD =

a2

a2 + b2
(a, b, 0)

ゆえに
−→
OG =

−→
OC+

−→
CG = (0, 0, 1) +

a2

a2 + b2
(a, b, 0)

=

(
a3

a2 + b2
,

a2b

a2 + b2
, 1

)

よって G

(
a3

a2 + b2
,

a2b

a2 + b2
, 1

)
補足

−→
CAと

−→
CDのなす角をαとし，単位ベクトル~eを

~e =

−→
CD

|
−→
CD|

· · · 1©

　

C

A

G D~e

α

とすると，AからCDに下ろした垂線とCDの交点Gについて

−→
CG = (|−→CA| cosα)~e · · · 2©

また，cosα =

−→
CA·

−→
CD

|
−→
CA||

−→
CD|

であるから |
−→
CA| cosα =

−→
CA·

−→
CD

|
−→
CD|

これと 1©を 2©に代入すると
−→
CG =

−→
CA·−→CD

|−→CD|2
−→
CD



2.3. 2017年度 45

(2) B(0, b, 0)から，
−→
CB = (0, b,−1)であるから，(1)と同様にして

−→
OH =

−→
OC+

−→
CH =

−→
OC+

−→
CB·

−→
CD

|
−→
CD|2

−→
CD

= (0, 0, 1) +
b2

a2 + b2
(a, b, 0) =

(
ab2

a2 + b2
,

b3

a2 + b2
, 1

)
上式および (1)の結果から

−→
AG =

−→
OG−

−→
OA =

(
a3

a2 + b2
,

a2b

a2 + b2
, 1

)
− (a, 0, 0)

=

(
− ab2

a2 + b2
,

a2b

a2 + b2
, 1

)
,

−→
BH =

−→
OH−

−→
OB =

(
ab2

a2 + b2
,

b3

a2 + b2
, 1

)
− (0, b, 0)

=

(
ab2

a2 + b2
, − a2b

a2 + b2
, 1

)
~u = (a2 + b2)

−→
AG，~v = (a2 + b2)

−→
BHとおくと

~u = (−ab2, a2b, a2 + b2), ~v = (ab2,−a2b, a2 + b2)

したがって ~u·~v = −a2b4 − a4b2 + (a2 + b2)2

= (a2 + b2)(a2 + b2 − a2b2),

|~u|2 = |~v|2 = a2b4 + a4b2 + (a2 + b2)2

= (a2 + b2)(a2 + b2 + a2b2)

~uと~vのなす角は θであるから

cos θ =
~u·~v
|~u||~v|

=
(a2 + b2)(a2 + b2 − a2b2)

(a2 + b2)(a2 + b2 + a2b2)
=

a2 + b2 − a2b2

a2 + b2 + a2b2

�
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3 (1) 初項 a1 = 1，公差 4の等差数列 {an}の一般項は

an = 1 + 4(n− 1) = 4n− 3 · · · 1©

anが 7の倍数であるとき，4n− 3 ≡ 0 (mod 7)であるから

8n ≡ 6 ゆえに n ≡ −1 (mod 7)

このとき，nは整数mを用いて

n = 7m− 1 · · · 2©

したがって，1 5 7m− 1 5 600を満たす整数mの個数は

2

7
5 m 5 601

7
すなわち 1 5 m 5 85

よって，求める個数は 85 (個)

(2) 2©を 1©に代入すると 研

an = 4(7m− 1)− 3 = 7(4m− 1)

anが 72の倍数であるとき，4m− 1 ≡ 0 (mod 7)であるから

8m ≡ 2 ゆえに m ≡ 2 (mod 7)

このとき，mは整数 lを用いて

m = 7l + 2

これを 2©に代入すると

n = 7(7l + 2)− 1 = 49l + 13 · · · 3©

したがって，1 5 49l + 13 5 600を満たす整数 lの個数は

−12

49
5 l 5 587

49
すなわち 0 5 l 5 11

よって，求める個数は 12 (個)
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(3) 3©を 1©に代入すると

an = 4(49l + 13)− 3 = 72(4l + 1)

anが 73の倍数であるとき，4l + 1 ≡ 0 (mod 7)であるから

8l ≡ −2 ゆえに l ≡ −2 (mod 7)

このとき，lは整数 kを用いて

l = 7k − 2

これを 3©に代入すると

n = 49(7k − 2) + 13 = 343k − 85 · · · 4©

1 5 343k − 85 5 600を満たす整数 kは 1で，このとき n = 258

4©を 1©に代入すると

an = 4(343k − 85)− 3 = 73(4k − 1)

これから，anが 74の倍数となることはない．

以上の結果および 2©， 3©より，1 5 n 5 600に対して

anが 7の倍数であるとき n ≡ −1 (mod 7)

anが 72の倍数であるとき n ≡ 13 (mod 49)

anが 73の倍数であるとき n = 258

数列 {an}のうち，7の倍数の項を次のように並べると

a6 a13 a20 a27 a34 a41 a48

a55 a62 a69 a76 a83 a90 a97
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

a202 a209 a216 a223 a230 a237 a244

a251 a258 a265

上の表で 2列目のみ 72を因数にもち，それ以外の列は 7を因数にもつ．

ただし，第 6行目第 2列の a258のみ 73を因数にもつ．

したがって，2列目以外の 32項 (7を因数にもつ)，2列目の第 1行から第
5行目までの 5項 (72を因数にもつ) および第 6行目第 2列の a258より

32× 1 + 2× 5 + 3 = 45

よって，求める nの最小値は n = 265 �
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4 (1) 定められたルールにより，次の確率漸化式が得られる．

(∗) an+1 =
1

4
(an + cn), bn+1 =

1

4
(an + bn), cn+1 =

1

4
(bn + cn)

dn = an + bn + cn (n = 1, 2, · · · )とすると

d1 = a1 + b1 + c1 = 1 + 0 + 0 = 1

(∗)の辺々を加えることにより

dn+1 =
1

2
dn ゆえに dn =

1

2n−1
· · · 1©

したがって，(∗)は

an+1 =
1

4

(
1

2n−1
− bn

)
=

1

2n+1
− 1

4
bn

bn+1 =
1

4

(
1

2n−1
− cn

)
=

1

2n+1
− 1

4
cn

cn+1 =
1

4

(
1

2n−1
− an

)
=

1

2n+1
− 1

4
an

上の 3式から，n = 3のとき

an+1 =
1

2n+1
− 1

4

(
1

2n
− 1

4
cn−1

)
=

1

2n+2
+

1

16
cn−1

=
1

2n+2
+

1

16

(
1

2n−1
− 1

4
an−2

)
=

3

2n+3
− 1

64
an−2 · · · 2©

2©に n = 3, 6を代入することにより

a4 =
3

26
− 1

64
a1 =

3

64
− 1

64
·1 =

1

32

a7 =
3

29
− 1

64
a4 =

3

512
− 1

64
· 1
32

=
11

2048

よって Aが 4回目に勝つ確率は a4 ×
2

4
=

1

32
× 1

2
=

1

64

Aが 7回目に勝つ確率は a7 ×
2

4
=

11

2048
× 1

2
=

11

4096

(2) 1©より dn =
1

2n−1

(3) 2©より an+1 =
3

2n+3
−

1

64
an−2 �



2.3. 2017年度 49

5 (1) α = 10000 + 10000i = 10000
√
2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
w =

√
3

4
+

1

4
i =

1

2

(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
ゆえに zn = αwn =

10000
√
2

2n

{
cos

(
n

6
+

1

4

)
π + i sin

(
n

6
+

1

4

)
π

}
よって |zn| =

10000

2n−1
2

, arg zn =

(
n

6
+

1

4

)
π

(2) (1)の結果から，|zn| 5 1のとき

10000

2n−
1
2

5 1 ゆえに 2n−
1
2 = 104

両辺の常用対数をとると(
n− 1

2

)
log10 2 = 4 ゆえに n = 4

log10 2
+

1

2

ここで
4

log10 2
+

1

2
=

4

0.301
+ 0.5 = 13.7 · · ·

よって，求める最小の自然数 nは n = 14

(3) (1),(2)の結果から

|z14| =
10000

214−
1
2

=
24·54

213
· 1√

2
=

54

29
· 1√

2
=

625

512
· 1√

2
>

1√
2

arg z14 =

(
14

6
+

1

4

)
π =

7

12
π + 2π

|z15| =
10000

215−
1
2

=
24·54

214
· 1√

2
=

54

210
· 1√

2
=

625

1024
· 1√

2

=
1

2
·125
128

· 5

4
√
2
=

1

2
·125
128

√
25

32
<

1

2

arg z15 =

(
15

6
+

1

4

)
π =

3

4
π + 2π

したがって，P14は4ABCの外部にあり，P15は4ABCの内部にある．

よって，求める最小の自然数 nは n = 15 �



50 第 2章 一般前期解答

2.4 2018年度

1 C上の点Pを
(

1

cos θ
, tan θ, 0

)
とおく

(
−π

2
< θ <

π

2

)
．直線APと平面x = d

との交点をQとすると，実数 kを用いて 研

−→
OQ =

−→
OA+ k

−→
AP

= (0, 0, 1) + k

(
1

cos θ
, tan θ,−1

)
=

(
k

cos θ
, k tan θ, 1− k

)
· · · 1©

点Qの x座標が dであるから

k

cos θ
= d ゆえに k = d cos θ

これを 1©に代入すると
−→
OQ = (d, d sin θ, 1− d cos θ)

= (d, 0, 1) + d(0, sin θ,− cos θ)

ここで sin θ = cos
(π
2
− θ
)
= cos

(
θ − π

2

)
− cos θ = − sin

(π
2
− θ
)
= sin

(
θ − π

2

)
したがって

−→
OQ = (d, 0, 1) + d

(
0, cos

(
θ − π

2

)
, sin

(
θ − π

2

))
このとき，−π < θ − π

2
< 0であるから，求める軌跡は，

平面 x = d上の点 (d, 0, 1)を中心とする半径 dの円周上で z < 1．

別解 軌跡の方程式を，次のように表してもよい．
x = d

y2 + (z − 1)2 = d2

z < 1

�



2.4. 2018年度 51

2 (1)

∫ 3

0

PQ dy =
1

2
π·32 = 9

2
π であるから，PR =

2

3
PQより 研

S =

∫ 3

0

PR dy =
2

3

∫ 3

0

PQ dy =
2

3
·9
2
π = 3π

(2) θ = ∠OPQ，r = PQとおくと (r = 6 cos θ)

1

2

∫ π
2

0

r2 dθ =
9

2
π

PR =
2

3
rより

　

θ
O

y

x

3

3−3
P

Q

r
C

R

T =
1

2

∫ π
2

0

(
2

3
r

)2

dθ =
4

9
·1
2

∫ π
2

0

r2 dθ =
4

9
·9
2
π = 2π

(3) C : x2 + y2 = 9 (y = 0)の第 1象限と y軸で囲まれた部分を y軸のまわり
に 1回転させてできる回転体の体積は，半径 3の半球の体積であるから

π

∫ 3

0

x2 dy =
1

2
·4
3
π·33 = 18π

P(−x, y)，Q(x, y)を 2 : 1に内分する点は
(x
3
, y
)

(x = 0, y = 0)

この点の軌跡は Cの第 1象限の部分を y軸を元に x軸方向に
1

3
だけ縮小

したものであるから，図形 Sと第 1象限の共通部分を y軸のまわりに 1回
転させてできる回転体の体積を V1とすると

V1 = π

∫ 3

0

(x
3

)2
dy =

1

9
π

∫ 3

0

x2 dy =
1

9
·18π = 2π

P(−3, 0)，Q(s, t)を 2 : 1に内分する点をR(x, y)とすると

x =
2s− 3

3
, y =

2t

3
ゆえに s =

3

2
(x+ 1), t =

3

2
y

QはC上の点であるから s2 + t2 = 9 (t = 0)

これに上の結果を代入することにより，Rの軌跡の方程式は

9

4
(x+ 1)2 +

9

4
y2 = 9 ゆえに (x+ 1)2 + y2 = 4 (y = 0) · · · (∗)



52 第 2章 一般前期解答

(∗)の y軸との交点の y座標は，(∗)に x = 0

を代入して
y =

√
3

右の図の領域Dを y軸のまわりに回転させて
できる回転体の体積を V2とすると

　

O

y

x31−1−3

3
√
3

D

2π
3

V2 = π

∫ √
3

0

x2 dy

= π

∫ √
3

0

{(x+ 1)2 − 1} dy − 2π

∫ √
3

0

x dy · · · (∗∗)

ここで
∫ √

3

0

{(x+ 1)2 − 1} dy =

∫ √
3

0

(3− y2) dy

=

[
3y − 1

3
y3
]√3

0

= 2
√
3

また，
∫ √

3

0

x dyは，Dの面積であるから

∫ √
3

0

x dy =
1

2
·22·π

3
− 1

2
·1·

√
3 =

2

3
π −

√
3

2

これらを (∗∗)に代入すると

V2 = 2
√
3π − 2π

(
2

3
π −

√
3

2

)
=

(
3
√
3− 4

3
π

)
π

Uの表す領域は右の図の斜線部分で，これを
y軸のまわりに 1回転させた回転体の体積は

V1 − V2 = 2π −
(
3
√
3− 4

3
π

)
π

=

(
2 − 3

√
3 +

4

3
π

)
π

　

O

y

x31−1−3

3
√
3

2π
3

U

注意 (∗∗)の π

∫ √
3

0

{(x+ 1)2 − 1} dyは，Dを直線 x = −1のまわりに 1回転さ

せた回転体の体積を表す． �



2.4. 2018年度 53

3 法 4に関する 0, 1, 2, 3の積は，右のようになる．
したがって，次の確率漸化式が成立する．

p1 = q1 = r1 = s1 =
1

4

pn+1 = pn +
1

4
qn +

1

2
rn +

1

4
sn · · · 1©

qn+1 =
1

4
qn +

1

4
sn · · · 2©

rn+1 =
1

4
qn +

1

2
rn +

1

4
sn · · · 3©

sn+1 =
1

4
qn +

1

4
sn · · · 4©

　

0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 0 1 2 3

2 0 2 0 2

3 0 3 2 1

q1 = s1 =
1

4
および 2©， 4©より，qn = snであるから

q1 =
1

4
, qn+1 =

1

2
qn ゆえに qn = q1

(
1

2

)n−1

=
1

4
· 1

2n−1
=

1

2n+1

したがって qn = sn =
1

2n+1
これを 3©に代入すると

rn+1 =
1

2
rn +

1

2n+2
ゆえに 2n+1rn+1 = 2nrn +

1

2

数列 {2nrn}は初項 2r1 =
1

2
，公差

1

2
の等差数列であるから

2nrn =
1

2
+

1

2
(n− 1) =

n

2
ゆえに rn =

n

2n+1

pn + qn + rn + sn = 1であるから

pn = 1− qn − rn − sn

= 1− 1

2n+1
− n

2n+1
− 1

2n+1
= 1 −

n + 2

2n+1

�



54 第 2章 一般前期解答

4 (1) 整数 a, bは 3の倍数ではないから

a ≡ ±1, b ≡ ±1 ゆえに a2 ≡ 1, b2 ≡ 1 (mod 3) · · · (∗)

f(x) = 2x3 + a2x2 + 2b2x+ 1より，法 3に関して

f(1) = a2 + 2b2 + 3 ≡ 1 + 2·1 + 3 ≡ 0 (mod 3)

f(2) = 4a2 + 4b2 + 17 ≡ 4·1 + 4·1 + 17 ≡ 1 (mod 3)

よって，f(1)と f(2)を 3で割った余りはそれぞれ 0と 1

(2) f(x) = 0を満たす整数 xがmであるとき

2m3 + a2m2 + 2b2m+ 1 = 0

したがって m(2m2 + a2m+ 2b2) = −1

上式より，次の (i), (ii)の場合分けができる．

(i) m = 1, 2m2 + a2m+ 2b2 = −1のとき，

第 1式を第 2式を代入すると

2 + a2 + 2b2 = −1 ゆえに a2 + 2b2 = −3

a2 + 2b2 = 0であるから，不適．

(ii) m = −1, 2m2 + a2m+ 2b2 = 1のとき，

第 1式を第 2式を代入すると

2− a2 + 2b2 = 1 ゆえに − a2 + 2b2 = −1

(∗)より，−a2 + 2b2 ≡ 1 (mod 3)であるから，不適．

(i), (ii)より，f(x) = 0を満たす整数 xは存在しない．

補足 xを整数とするとき x+ 3 ≡ x (mod 3)

nを自然数とするとき (x+ 3)n ≡ xn (mod 3)

ゆえに f(x+ 3) ≡ f(x) (mod 3)

これと (1)の結果および f(0) = 1から，x ≡ 1 (mod 3)が f(x) = 0を満
たす xであるための必要条件である．したがって，(2)は，(ii)のm = 1

の場合についてのみ調べればよい．



2.4. 2018年度 55

(3) f(x) = 0を満たす xは負である．(2)の結果に注意すると，f(x) = 0を満
たす有理数 xは整数ではないから，xを

p

q
とすると (p, qは互いに素であ

る整数, p < 0, q > 1)

2

(
p

q

)3

+ a2
(
p

q

)2

+ 2b2·p
q
+ 1 = 0

2p3 + a2p2q + 2b2pq2 + q3 = 0

2p3

q
+ a2p2 + 2b2pq + q2 = 0 · · · 1©

上式の a2p2+2b2pq+ q2が整数であるから，
2p3

q
は整数である．このとき，

pと qは互いに素であるから (q > 1)，q = 2．これを 1©に代入すると

p3 + a2p2 + 4b2p+ 4 = 0 ゆえに p(p2 + a2p+ 4b2) = −4 · · · 2©

負の整数 pは−4の約数で，q (= 2)と互いに素であるから p = −1

p = −1を 2©に代入すると

−(1− a2 + 4b2) = −4 ゆえに |a|2 − 4|b|2 = −3

したがって (|a|+ 2|b|)(|a| − 2|b|) = −3

条件より a, bは 0でない整数であるから，|a|+ 2|b| = 3に注意すると{
|a|+ 2|b| = 3

|a| − 2|b| = −1
ゆえに |a| = |b| = 1

a, bは，3の倍数でないことに注意して

(a, b) = (1, 1), (1,−1), (−1, 1), (−1,−1)

�



56 第 2章 一般前期解答

5 α(|z|2 + 2) + i(2|α|2 + 1)z = 0より

α

2|α|2 + 1
+

zi

|z|2 + 2
= 0 ゆえに

z

|z2|+ 2
=

αi

2|α|2 + 1

上の第 2式の共役複素数は
z

|z|2 + 2
=

−αi

2|α|2 + 1
· · · (∗)

(i) α = 0のとき，(∗)より z = 0

(ii) α 6= 0のとき，(∗)より， z

−αi
=

|z|2 + 2

2|α|2 + 1
= k とおくと (k > 0)

|z| = k|α|であるから，これを |z|2 + 2

2|α|2 + 1
= kに代入すると

k2|α|2 + 2

2|α|2 + 1
= k ゆえに |α|2k2 − (2|α|2 + 1)k + 2 = 0

したがって (k − 2)(|α|2k − 1) = 0 これを解いて k = 2,
1

|α|2

z

−αi
= kであるから z = −2αi, − αi

|α|2

(i), (ii)より α = 0 のとき z = 0

α 6= 0 のとき z = −2αi, −
αi

|α|2
�



2.5. 2019年度 57

2.5 2019年度
1 まず，次の定積分を計算する． 研∫ 1

0

sin2 2nπt dt =
1

2

∫ 1

0

(1− cos 4nπt) dt =
1

2

[
t− 1

4nπ
sin 4nπt

]1
0

=
1

2
,∫ 1

0

t sin 2nπt dt =

[
− t

2nπ
cos 2nπt+

1

4n2π2
sin 2nπt

]1
0

= − 1

2nπ
,∫ 1

0

sin 2nπt dt = − 1

2nπ

[
cos 2nπt

]1
0

= 0,∫ 1

0

t2 dt =
1

3
,

∫ 1

0

t dt =
1

2
,

∫ 1

0

dt = 1

上の結果により∫ 1

0

(sin(2nπt)− xt− y)2 dt

=

∫ 1

0

sin2 2nπt dt+ x2

∫ 1

0

t2 dt+ y2
∫ 1

0

dt

− 2x

∫ 1

0

t sin 2nπt dt− 2y

∫ 1

0

sin 2nπt dt+ 2xy

∫ 1

0

t dt

=
1

2
+

1

3
x2 + y2 − 2x

(
− 1

2nπ

)
− 2y·0 + 2xy·1

2

=
1

2
+

1

3
x2 + y2 +

x

nπ
+ xy

=
(
y +

x

2

)2
+

x2

12
+

x

nπ
+

1

2

=
(
y +

x

2

)2
+

1

12

(
x+

6

nπ

)2

+
1

2
− 3

n2π2
· · · (∗)

したがって x = − 6

nπ
，y =

3

nπ
のとき，(∗)は最小値 In =

1

2
− 3

n2π2
をとる．

よって lim
n→∞

In =
1

2



58 第 2章 一般前期解答

別解
∫ 1

0

dt = 1，
∫ 1

0

t dt =
1

2
より，f(t) = t− 1

2
とおくと

∫ 1

0

f(t) dt = 0,

∫ 1

0

f(t)2 dt =
1

3

[ (
t− 1

2

)3 ]1
0

=
1

12∫ 1

0

sin 2nπt dt = 0，
∫ 1

0

t sin 2nπt dt = − 1

2nπ
より

∫ 1

0

f(t) sin 2nπt dt = − 1

2nπ
= − 6

nπ
· 1
12

= − 6

nπ

∫ 1

0

f(t)2 dt

したがって
∫ 1

0

f(t)

{
sin 2nπt+

6

nπ
f(t)

}
dt = 0

g(t) = sin 2nπt+
6

nπ
f(t)とおくと

∫ 1

0

f(t)g(t) dt = 0

∫ 1

0

g(t) dt =

∫ 1

0

sin 2nπt dt+
6

nπ

∫ 1

0

f(t) dt = 0,∫ 1

0

g(t)2 dt =

∫ 1

0

sin2 2nπt dt+
12

nπ

∫ 1

0

f(t) sin 2nπt dt+
36

n2π2

∫ 1

0

f(t)2 dt

=
1

2
+

12

nπ

(
− 1

2nπ

)
+

36

n2π2
· 1
12

=
1

2
− 3

n2π2

sin 2nπt = − 6

nπ
f(t) + g(t)，t = f(t) +

1

2
であるから

sin 2nπt− xt− y = − 6

nπ
f(t) + g(t)− x

(
f(t) +

1

2

)
− y

= −
(
x+

6

nπ

)
f(t) + g(t)−

(x
2
+ y
)

∫ 1

0

(sin 2nπt− xt− y)2 dt =

(
x+

6

nπ

)2 ∫ 1

0

f(t)2 dt+

∫ 1

0

g(t)2 dt+
(x
2
+ y
)2

=
1

12

(
x+

6

nπ

)2

+
1

2
− 3

n2π2
+
(x
2
+ y
)2

= 1

2
− 3

n2π2
= In

よって lim
n→∞

In =
1

2
�



2.5. 2019年度 59

2 (1) 2つの整式 f(x)，g(x)が満たす恒等式

(∗)

{
f(x2) = (x2 + 2)g(x) + 7

g(x3) = x4f(x)− 3x2g(x)− 6x2 − 2

により，f(x)，g(x)の次数をそれぞれm，nとする．(∗)の第 1式から，
f(x)と g(x)の最高次の係数が等しいことに注意して{

2m = 2 + n · · · 1©
3n = max(4 +m, 2 + n) · · · 2©

(i) 4 +m = 2 + nのとき， 2©より 3n = 4 +m ゆえに m = 3n− 4

これと 1©を条件に注意して解くと m = n = 2

(ii) 4 +m < 2 + nのとき， 2©より 3n = 2 + n ゆえに n = 1

これを 1©に代入すると，m =
3

2
となり，不適．

f(x)と g(x)の次数はともに 2であるから，題意は成立する．

(2) (∗)の第 1式において，xを−xに置き換えることにより

f(x2) = (x2 + 2)g(−x) + 7

これと (∗)の第 1式により g(−x) = g(x) · · · 3©
また，(∗)の第 2式の xを−xに置き換えると

g(−x3) = x4f(−x)− 3x2g(−x)− 6x2 − 2

3©より，g(x)は偶関数であるから

g(x3) = x4f(−x)− 3x2g(x)− 6x2 − 2

これと (∗)の第 2式より f(−x) = f(x)

また，(∗)に x = 0を代入すると

f(0) = 2g(0) + 7, g(0) = −2 ゆえに f(0) = 3

以上の結果から，f(x) = ax2 + 3，g(x) = ax2 − 2とおくと，(∗)は{
ax4 + 3 = (x2 + 2)(ax2 − 2) + 7

ax6 − 2 = x4(ax2 + 3)− 3x2(ax2 − 2)− 6x2 − 2

整理すると

{
2(a− 1)x2 = 0

−3(a− 1)x4 = 0
ゆえに a = 1

よって f(x) = x2 + 3, g(x) = x2 − 2 �



60 第 2章 一般前期解答

3 (1) 2次方程式 ax2 + bx+ c = 0 · · · (∗)の解 z1，z2が z1 = z2，すなわち，2次
方程式 (∗)が重解をもつ確率である．係数について，b2 − 4ac = 0である
から，b2 = 4acより

b = 2のとき，ac = 1より (a, c) = (1, 1)

b = 4のとき，ac = 4より (a, c) = (1, 4), (2, 2), (4, 1)

b = 6のとき，ac = 9より (a, c) = (3, 3)

よって，求める確率は
1 + 3 + 1

63
=

5

216

(2) (i) 2次方程式 (∗)が単位円周上に実数解をもつとき，その解は 1ではな
いから，(∗)は−1を重解にもち，その方程式は

a(x+ 1)2 = 0 ゆえに b = 2a, c = a

これを満たす (a, b, c)の組は，次の 3組である．

(a, b, c) = (1, 2, 1), (2, 4, 2), (3, 6, 3)

(ii) 2次方程式 (∗)が単位円周上に虚数解をもつとき b2−4ac < 0 · · · 1©
(∗)の解と係数の関係および z2 = z1，|z1| = 1に注意して

z1z2 =
c

a
ゆえに |z1|2 =

c

a
すなわち c = a · · · 2©

2©を 1©に代入して b2 − 4a2 < 0 ゆえに
b

2
< a = c

b = 1のとき a = c = 1, 2, 3, 4, 5, 6

b = 2, 3のとき a = c = 2, 3, 4, 5, 6

b = 4, 5のとき a = c = 3, 4, 5, 6

b = 6のとき a = c = 4, 5, 6

これらの (a, b, c)の組の総数は 6 + 2·5 + 2·4 + 3 = 27 組

よって，求める確率は
3 + 27

63
=

5

36
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(3) 条件を満たす z1，z2は虚数であるから

z1 =
−b+

√
4ac− b2 i

2a
, z2 =

−b−
√
4ac− b2 i

2a

`2の偏角を θとすると tan θ =

√
4ac− b2

b

O

y

x
θ

`1

`2

(i) tan θ =
1√
3

O

y

x

`2`1

θ

(ii) tan θ =
√
3

(i) tan θ =
1√
3
のとき，

√
4ac− b2

b
=

1√
3
より

√
3(4ac− b2) = b すなわち b2 = 3ac

b = 3のとき，ac = 3より (a, c) = (1, 3), (3, 1)

b = 6のとき，ac = 12より (a, c) = (2, 6), (3, 4), (4, 3), (6, 2)

これらの (a, b, c)の組の総数は 2 + 4 = 6 組

(ii) tan θ =
1√
3
のとき，

√
4ac− b2

b
=

√
3より

√
4ac− b2 =

√
3b すなわち b2 = ac

b = 1のとき，ac = 1より (a, c) = (1, 1)

b = 2のとき，ac = 4より (a, c) = (1, 4), (2, 2), (4, 1)

b = 3のとき，ac = 9より (a, c) = (3, 3)

b = 4のとき，ac = 16より (a, c) = (4, 4)

b = 5のとき，ac = 25より (a, c) = (5, 5)

b = 6のとき，ac = 36より (a, c) = (6, 6)

これらの (a, b, c)の組の総数は 5·1 + 3 = 8 組

よって，求める確率は
6 + 8

63
=

7

108
�
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4 点Pn(xn, yn)を通り，直線OBに垂直な直線は

y = − 1√
3
(x− xn) + yn

これと直線OB : y =
√
3xの交点の x座標は

√
3x = − 1√

3
(x− xn) + yn

　

Pn

Pn+1

O

y

x
A

B(1,
√
3)

2

Qn

Rn

これを解くことにより，点Qnの x座標は x =
xn +

√
3yn

4

次に，点 Pn+1(xn+1, yn+1)を通り，直線ABに垂直な直線の方程式は

y =
1√
3
(x− xn+1) + yn+1

この直線と x軸との交点の x座標は

0 =
1√
3
(x− xn+1) + yn+1

これを解くことにより，点Rnの x座標は x = xn+1 −
√
3yn+1

点Qnと点Rnの x座標は等しいから

xn+1 −
√
3yn+1 =

xn +
√
3yn

4

2点 Pn，Pn+1は直線AB : y = −
√
3x+ 2

√
3上の点であるから

xn+1 −
√
3(−

√
3xn+1 + 2

√
3) =

xn +
√
3(−

√
3xn + 2

√
3)

4

整理すると xn+1 = −1

8
xn +

15

8
ゆえに xn+1 −

5

3
= −1

8

(
xn −

5

3

)

数列
{
xn −

5

3

}
は初項 x1 −

5

3
，公比−1

8
の等比数列であるから

xn −
5

3
=

(
x1 −

5

3

)(
−1

8

)n−1

ゆえに lim
n→∞

xn =
5

3

また lim
n→∞

yn = lim
n→∞

(−
√
3xn + 2

√
3) = −

√
3·5
3
+ 2

√
3 =

√
3

3

よって，求める点の座標は

(
5

3
,

√
3

3

)
�
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5 C : w =
az + b

cz + 1
· · · (∗) 研

条件 (ア)により i =
ai+ b

ci+ 1
, −i =

a(−i) + b

c(−i) + 1

ゆえに b+ c+ (a− 1)i = 0, b+ c− (a− 1)i = 0

上の 2式から a = 1, b = −c

これを (∗)に代入すると w =
z − c

cz + 1
· · · 1© ゆえに z = − w + c

cw − 1

点 zは虚軸全体を動くから，z + z = 0より − w + c

cw − 1
− w + c

cw − 1
= 0

整理すると (c+ c)|w|2 + (|c|2 − 1)(w + w)− (c+ c) = 0 · · · 2©

条件 (イ)に注意すると， 1©により c 6= 0

さらに，cは純虚数ではないから c+ c 6= 0

k =
|c|2 − 1

c+ c
· · · 3©とおいて (kは実数)， 2©に適用すると

|w|2 + k(w + w)− 1 = 0 ゆえに |w + k|2 = k2 + 1

条件 (イ)により k2 + 1 = 1 ゆえに k = 0 よって |w| = 1 · · · (∗∗)

また， 3©により |c|2 − 1 = 0 ゆえに c = ±1

(i) c = 1のとき， 1©により

w =
z − 1

z + 1
ゆえに w + 1 =

2z

z + 1

z = 0のとき，w = −1となり，条件 (ウ)に反する．

(ii) c = −1のとき， 1©により

w =
z + 1

−z + 1
ゆえに w + 1 =

2

−z + 1
6= 0

これは，条件 (ウ)を満たす．

よって a = 1, b = 1, c = −1

(∗∗)およびw 6= −1により，Cの概形は右
の図のようになる．

　

O

Im

Re
1−1

1

−1

C

�
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2.6 2020年度
1 y = e−x − e−2xより y′ = −e−x + 2e−2x

曲線 y = e−x − e−2x上の点 (t, e−t − e−2t)における接線の方程式は

y − (e−t − e−2t) = (−e−t + 2e−2t)(x− t)

この直線が点 (a, 0)を通るから

−(e−t − e−2t) = (−e−t + 2e−2t)(a− t)

したがって (et − 2)(a− t) = (et − 1) · · · (∗)

et − 2 = 0，すなわち，t = log 2は，(∗)は満たさない．

t 6= log 2のとき，(∗)から

a− t =
et − 1

et − 2
ゆえに a = t+ 1 +

1

et − 2

f(t) = t+ 1 +
1

et − 2
とおくと

f ′(t) = 1− et

(et − 2)2
=

(et − 2)2 − et

(et − 2)2
=

(et − 1)(et − 4)

(et − 2)2

t · · · 0 · · · (log 2) · · · 2 log 2 · · ·
f ′(t) + 0 − − 0 +

f(t) ↗ 0 ↘ ↘ 3
2
+ 2 log 2 ↗

このとき lim
t→−∞

f(t) = −∞, lim
t→∞

f(t) = ∞

lim
t→log 2−0

f(t) = −∞, lim
t→log 2+0

f(t) = ∞,

したがって，f(t)のとり得る値の範囲は f(t) 5 0,
3

2
+ 2 log 2 5 f(t)

よって，求める aの値の範囲は a 5 0,
3

2
+ 2 log 2 5 a �
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2 (1) w =
1 +

√
3i

2
が実数を係数とする整式 f(x) = 0の解であるから，

f(x)は，(x− w)(x− w)，すなわち，x2 − x+ 1を因数にもつ．

f(x) = x4 + ax2 + bx2 + cx+ d

= (x2 − x+ 1){x2 + (a+ 1)x+ a+ b}
+ (b+ c− 1)x− a− b+ d

したがって b+ c− 1 = 0, − a− b+ d = 0

よって c = 1 − b, d = a + b

(2) (1)の結果から f(x) = x4 + ax3 + bx2 + (1− b)x+ a+ b

ゆえに f(1) = 2a+ b+ 2, f(−1) = 3b

f(1)，f(−1)を 7で割った余りが，それぞれ 1，3であるから

2a+ b+ 2 ≡ 1, 3b ≡ 3 (mod 7)

上の第 2式から b ≡ 1 (mod 7) これを第 1式に代入すると

2a+ 1 + 2 ≡ 1 ゆえに a ≡ −1 (mod 7)

f(1)，f(−1)を 11で割った余りが，ともに 10であるから

2a+ b+ 2 ≡ 10, 3b ≡ 10 (mod 11)

上の第 2式から b ≡ 7 (mod 11) これを第 1式に代入すると

2a+ 7 + 2 ≡ 10 ゆえに 2a ≡ 1 (mod 11)

さらに 6·2a ≡ 6·1 ゆえに a ≡ 6 (mod 11)

ゆえに (∗)

{
a ≡ −1 (mod 7)

a ≡ 6 (mod 11)
(∗∗)

{
b ≡ 1 (mod 7)

b ≡ 7 (mod 11)

(∗)の第 1式から，a = −1 + 7kとおき (kは整数)，これを (∗)の第 2式に
代入すると

−1 + 7k ≡ 6 ゆえに k ≡ 1 (mod 11)

k = 1 + 11`とおくと (`は整数)

a = −1 + 7(1 + 11`) = 6 + 77`

aの絶対値が 40以下であるから，` = 0より a = 6 · · · 1©
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(∗∗)の第 2式から，b = 7+11mとおき (mは整数)，これを (∗∗)の第 1式
に代入すると

7 + 11m ≡ 1 ゆえに 4m ≡ 1 したがって m ≡ 2 (mod 7)

m = 2 + 7nとおくと (nは整数)

b = 7 + 11(2 + 7n) = 29 + 77n

bの絶対値が 40以下であるから，n = 0より b = 29 · · · 2©

(1)の結果から

f(x) = (x2 − x+ 1){x2 + (a+ 1)x+ a+ b}

1©， 2©をこれに代入して

f(x) = (x2 − x+ 1)(x2 + 7x+ 35)

f(x) = 0の解は，x2 − x+ 1 = 0，x2 + 7x+ 35 = 0を解いて

x =
1 ±

√
3i

2
,
−7 ±

√
91i

2

補足 (∗)

{
a ≡ −1 (mod 7)

a ≡ 6 (mod 11)
(∗∗)

{
b ≡ 1 (mod 7)

b ≡ 7 (mod 11)
より

{
a− 6 ≡ 0 (mod 7)

a− 6 ≡ 0 (mod 11)

{
b− 29 ≡ 0 (mod 7)

b− 29 ≡ 0 (mod 11)

したがって a− 6 ≡ 0, b− 29 ≡ 0 (mod 77)

a, bの絶対値がともに 40以下であるから a = 6，b = 29 �
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3 (1) 点Oを始点とし，3点A，B，Cの位置
ベクトルをそれぞれ~a，~b，~cとする．線
分OA，OB，OCの中点をそれぞれL1，
M1，N1とし，線分BC，CA，ABの中
点をそれぞれL2，M2，N2とすると 研

2
−−→
L1L2 = ~b+~c− ~a,

2
−−−→
M1M2 = ~c+ ~a−~b,

2
−−−→
N1N2 = ~a+~b−~c

　 O

A(~a)

B(~b)

C(~c)

L2

L1

P M1

M2

N1

N2

直線 L1L2，M1M2，N1N2はそれぞれ直線 `，m，nであるから，`⊥mよ
り，

−−→
L1L2⊥

−−−→
M1M2であるから

(2
−−→
L1L2)·(2

−−−→
M1M2) = (~b+~c− ~a)·(~c+ ~a−~b)

= |~c|2 − |~b− ~a|2 = 0 · · · 1©

m⊥n，n⊥`であるから，同様にして

(2
−−−→
M1M2)·(2

−−−→
N1N2) = (~c+ ~a−~b)·(~a+~b−~c)

= |~a|2 − |~c−~b|2 = 0 · · · 2©

(2
−−−→
N1N2)·(2

−−→
L1L2) = (~a+~b−~c)·(~b+~c− ~a)

= |~b|2 − |~a−~c|2 = 0 · · · 3©

1©～ 3©より |~c| = |~b− ~a| = |
−→
AB| = AB =

√
5

|~a| = |~c−~b| = |
−→
BC| = BC =

√
3

|~b| = |~a−~c| = |
−→
CA| = CA = 2

1©～ 3©をそれぞれ整理すると

2~a·~b = |~a|2 + |~b|2 − |~c|2 = 3 + 4− 5 = 2 ゆえに ~a·~b = 1

2~b·~c = |~b|2 + |~c|2 − |~a|2 = 4 + 5− 3 = 6 ゆえに ~b·~c = 3

2~c·~a = |~c|2 + |~a|2 − |~b|2 = 5 + 3− 4 = 4 ゆえに ~c·~a = 2

−→
OB = ~bと

−→
CA = ~a−~cのなす角を ϕとすると (0 5 ϕ 5 π)

cosϕ =
~b·(~a−~c)

|~b||~a−~c|
=

~a·~b−~b·~c
|~b|2

=
1− 3

22
= −1

2
ゆえに ϕ =

2π

3

よって，直線OBと直線CAのなす角 θ
(
0 5 θ 5 π

2

)
は

θ = π − ϕ = π − 2π

3
=

π

3
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(2)
−→
OA·(2

−−→
L1L2) = ~a·(~b+~c− ~a) = ~a·~b+~c·~a− |~a|2 = 1 + 2− 3 = 0

−→
BC·(2

−−→
L1L2) = (~c−~b)·(~b+~c− ~a) = |~c|2 − |~b|2 + ~a·~b−~c·~a

= 5− 4 + 1− 2 = 0

したがって OA⊥L1L2，BC⊥L1L2

2点 L1，L2の中点を Pとすると PO = PA = PB = PC

点 Pは，四面体OABCの 4頂点を通る球面の中心である．したがって

−→
OP =

1

2

(−−→
OL1 +

−−→
OL2

)
=

1

2

{
1

2
~a+

1

2
(~b+~c)

}
=

1

4
(~a+~b+~c)

このとき |~a+~b+~c|2 = |~a|2 + |~b|2 + |~c|2 + 2~a·~b+ 2~b·~c+ 2~c·~a
= 3 + 4 + 5 + 2·1 + 2·3 + 2·2 = 24

よって，求める半径は
1

4
|~a+~b+~c| = 1

4

√
24 =

√
6

2

補足 四面体OABCのすべての面が合同
である四面体を等面四面体という．
a = OA，b = OB，c = OCとする
と，直方体の縦，横，高さがそれぞ
れ x，y，zで

y2 + z2 = a2

z2 + x2 = b2

x2 + y2 = c2

を満たすものが唯一存在する．

　

O

A

B

C

a b

c

b

c

a

y

x

z

x2 =
b2 + c2 − a2

2
, y2 =

c2 + a2 − b2

2
, z2 =

a2 + b2 − c2

2

したがって，等面四面体はこの直方体に埋め込まれ，求める球面の半径は
この長方形に外接する球面の半径Rに等しい．

R =
1

2

√
x2 + y2 + z2 =

√
2

4

√
a2 + b2 + c2

�
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4 (1) X が 5で割り切れない，すなわち，4回とも 5以外の目が出る確率を p0，
X が 5で割り切れるが 25で割り切れない，すなわち，4回のうち 5の目
が丁度 1回出る確率を p1とすると

p0 =

(
5

6

)4

=
625

1296
, p1 = 4C1

(
1

6

)(
5

6

)3

=
500

1296

求める確率は，これらの余事象の確率であるから

1− (p0 + p1) = 1−
(

625

1296
+

500

1296

)
=

19

144

(2) Xが 2で割り切れない，すなわち，4回とも奇数の目が出る確率を q0，X

が 2で割り切れるが 4で割り切れない，すなわち，4回のうち 2または 6

の目が 1回と奇数の目が 3回出る確率を q1とすると

q0 =

(
3

6

)4

=
1

16
, q1 = 4C1

(
2

6

)(
3

6

)3

=
1

6

求める確率は，これらの余事象の確率であるから

1− (q0 + q1) = 1−
(

1

16
+

1

6

)
=

37

48

(3) Xが 100の倍数となるは，出る目の組合せが次の (i)～(iv)の場合である．

(i) {A, A, 5, 5}のとき (A = 2, 6)

4!

2!2!

(
2

6

)2(
1

6

)2

=
24

1296

(ii) {4, 5, 5, B}のとき (B = 1, 2, 3, 6)

4!

2!
·1
6

(
1

6

)2
4

6
=

48

1296

(iii) {4, 4, 5, 5}のとき

4!

2!2!

(
1

6

)2(
1

6

)2

=
6

1296

(iv) {4, 5, 5, 5}のとき
4!

3!
·1
6

(
1

6

)3

=
4

1296

(i)～(iv)より，求める確率は
24 + 48 + 6 + 4

1296
=

82

1296
=

41

648
�
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5 (1) T の表す領域は
x2 + (y − 2)2 5 1, 0 5 z 5 y

T を平面 x = t (−1 5 t 5 1)で切ったときの断面を表す領域は

x = t, 2−
√
1− t2 5 y 5 2 +

√
1− t2, 0 5 z 5 y

右下の図で中央の z座標が 2であることに注意して

S(t) = 2{(2 +
√
1− t2)− (2−

√
1− t2)} = 4

√
1 − t2

3

2

1 3O

x

y

T

z

2

z

y2

2

2+
√
1−t22−

√
1−t2

2−
√
1−t2

2+
√
1−t2

S(t)

O

1

(x = t)

A

B

右の図の斜線部分の面積は∫ 1

0

√
1− t2 dt =

π

4

よって，求める T の体積を V1とすると

　

O

y

t1−1

1

V1 =

∫ 1

−1

S(t) dt =

∫ 1

−1

4
√
1− t2 dt = 8

∫ 1

0

√
1− t2 = 8·π

4
= 2π

(2) 2点A，Bを (1)の図のようにとると

OA = 2−
√
1− t2, OB =

√
2(2 +

√
1− t2)

求める立体の体積を V2とすると，T が yz平面に関して対称であるから

V2

2π
=

∫ 1

0

(OB2 −OA2) dt =

∫ 1

0

{2(2 +
√
1− t2)2 − (2−

√
1− t2)2} dt

=

∫ 1

0

(5− t2) dt+ 12

∫ 1

0

√
1− t2 dt =

[
5t− t3

3

]1
0

+ 12·π
4
=

14

3
+ 3π

よって V2 = 2π

(
14

3
+ 3π

)
�
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2.7 2021年度
1 (1) 四面体OABCに内接する球の中心を I，半径を d

とすると，Iから xy平面, yz平面，zx平面，平面
ABCまでの距離はともにdであり，I(d, d, d)とお
ける (d > 0)．4OAB，4OBC，4OCA，4ABC

の面積は

4OAB =
1

2
·1·1 =

1

2
,

4OBC = 4OCA =
1

2
·1·2 = 1

−→
AB = (−1, 1, 0)，

−→
AC = (−1, 0, 2)より

　

I

A

O

1

B
1

C2

x

y

z

4ABC =
1

2

√
|
−→
AB|2|

−→
AC|2 − (

−→
AB·

−→
AC)2 =

1

2

√
2·5− 12 =

3

2

したがって，四面体OABCの表面積を S，体積を V とすると

S =
1

2
+ 1 + 1 +

3

2
= 4, V =

1

3
4OAB·OC =

1

3
·1
2
·2 =

1

3

上の結果を V =
1

3
Sdに代入すると

1

3
=

1

3
·4d ゆえに d =

1

4
よって I

(
1

4
,
1

4
,
1

4

)
(2) 条件を満たす球を S ′ とし，S ′ の中心を

I′(r, r, r)，半径を rとする (r > 0)．
−→
AB，

−→
ACに垂直なベクトルの 1つを

~n = (2, 2, 1)

とおき，I′から平面ABCに垂線 I′Hを引くと

−→
CI′ = (r, r, r − 2)

　

~n

I′
C

H

S ′

平面ABC

r

したがって ~n·
−→
CI′ = 2r + 2r + r − 2 = 5r − 2

−→
CI′ =

−→
CH+

−→
HI′，~n⊥

−→
CHであるから ~n·

−→
HI′ = 5r − 2

~n//
−→
HI′であるから |~n||

−→
HI′| = |5r − 2|

|
−→
HI′| = |5r − 2|

|~n|
=

|5r − 2|
3
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S ′が平面ABCと共有点をもつとき，|HI′| 5 rであるから

|5r − 2|
3

5 r ゆえに − 3r 5 5r − 2 5 3r

これを解いて
1

4
5 r 5 1 · · · 1©

S ′と平面ABCが交わってできる円の半径をRとすると

R2 = r2 − |
−→
HI′|2 = r2 −

(
|5r − 2|

3

)2

= −1

9
(16r2 − 20r + 4)

= −16

9

(
r − 5

8

)2

+
1

4

1©に注意すると，r =
5

8
のとき，R2の最大値は

1

4

よって，求める円の面積の最大値は
π

4

補足
−→
AB = (−1, 1, 0),

−→
AC = (−1, 0, 2)の外積 (ベクトル積)は 1

−→
AB×

−→
AC = (1·2− 0·0, 0·(−1)− (−1)·2, − 1·0− 1·(−1))

= (2, 2, 1)

は
−→
ABおよび

−→
ACに直交する．

3点A(1, 0, 0)，B(0, 1, 0)，C(0, 0, 2)を通る平面の方程式は

x

1
+

y

1
+

z

2
= 1 すなわち 2x+ 2y + z − 2 = 0

この平面の法ベクトルは 2 ~n = (2, 2, 1)

点 I′(r, r, r)から平面 2x+ 2y + z − 2 = 0までの距離は

|2r + 2r + r − 2|√
22 + 22 + 12

=
|5r − 2|

3

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai kiseki ri.pdf (p.179 (物理ページ p.184))
2http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai kiseki ri.pdf (p.171 (物理ページ p.176))

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_kiseki_ri.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_kiseki_ri.pdf
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2 (1) xの 2次方程式

x2 − (4 cos θ)x+
1

tan θ
= 0 · · · (∗)

が実数解をもたないから，係数について

D/4 = (2 cos θ)2 − 1

tan θ
=

1

tan θ
(4 sin θ cos θ − 1) =

2 sin 2θ − 1

tan θ
< 0

0 < θ <
π

4
に注意して解くと 0 < 2θ <

π

6
よって 0 < θ <

π

12

(2) 2次方程式 (∗)の解と係数の関係により

α + β = 4 cos θ, αβ =
1

tan θ

α, βは互いに共役で，中心C(γ)はA，B

の垂直二等分線上，すなわち，実軸上の点
であるから，γは実数である．
OC = ACより |γ| = |γ − α|

　

O

Im

Re

A(α)

B(β)

C(γ)

γ2 = (γ − α)(γ − α) = (γ − α)(γ − β)

整理すると (α + β)γ = αβ

よって γ =
αβ

α + β
=

1

4 cos θ tan θ
=

1

4 sin θ

(3) OC = ACより，4OACが直角三角形であ
るとき，∠OCA =

π

2
，すなわち，CはAB

の中点であるから，
α + β

2
= γより，(2)

の結果から

4 cos θ

2
=

1

4 sin θ
ゆえに sin 2θ =

1

4

sin 2θ =
2 tan θ

1 + tan2 θ
であるから

　

O

Im

Re

A(α)

B(β)

C(γ)

2 tan θ

1 + tan2 θ
=

1

4
ゆえに tan2 θ − 8 tan θ + 1 = 0

0 < θ <
π

4
より，0 < tan θ < 1に注意して tan θ = 4 −

√
15
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3 (1) f(t) = et−xt−yとおく．条件 (∗)をみたすとき，すべての実数 tに対して

f(t) = 0 (A)

をみたす点 (x, y)の集合を求めればよい．

(i) x < 0のとき

lim
t→−∞

f(t) = lim
t→−∞

(et − xt− y) = −∞

このとき，(A)をみたさない．

(ii) x = 0のとき，f(t) = et − yは，単調増加であるから

lim
t→−∞

f(t) = lim
t→−∞

(et − y) = −y = 0 すなわち y 5 0

(iii) x > 0のとき，f ′(t) = et − xより

t · · · log x · · ·
f ′(t) − 0 +

f(t) ↘ 極小 ↗

極小値 f(log x) = x− x log x− yであるから，(A)をみたすとき

x− x log x− y = 0 すなわち y 5 x− x log x

(i)～(iii)より

g(x) =

{
0 (x = 0)

x− x log x (x > 0)

とおくと，条件 (∗)をみたす点 (x, y)は

x = 0 かつ y 5 g(x)

x > 0のとき g′(x) = − log x, g′′(x) = −1

x
< 0

したがって，x = 0における g(x)の増減表は

x 0 · · · 1 · · ·
g′(x) + 0 −
g′′(x) − − −
g(x) 0 1

lim
x→+0

g(x) = 0, lim
x→∞

g(x) = −∞

　

O

y

x1

1

e

よって，点 (x, y)全体の集合は，右上の図の斜線部分で境界線を含む．
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(2) 求める立体の体積を V とすると 研

V

π
=

∫ e

1

x2(1− log x)2 dx

x = etとおくと
dx

dt
= et

x 1 −→ e

t 0 −→ 1

V

π
=

∫ 1

0

(et)2(1− t)2·et dt =
∫ 1

0

e3t(t− 1)2 dt

=
1

3

[
e3t
{
(t− 1)2 − {(t− 1)2}′

3
+

{(t− 1)2}′′

32

} ]1
0

=
1

3

[
e3t
{
(t− 1)2 − 2(t− 1)

3
+

2

9

} ]1
0

=
2e3

27
− 17

27

よって V =
π(2e3 − 17)

27

補足 対数型から指数型の積分に置換すると，次の積分公式が利用できる 3．∫
epx+qf(x) dx =

epx+q

p

{
f(x)− f ′(x)

p
+

f ′′(x)

p2
− f ′′′(x)

p3
+ · · ·

}
+ C

補足 まず，0 < x 5 1のとき，− 2√
x
< log x を示す．

h(x) = log x+
2√
x
(0 < x 5 1)とおくと

0 < x < 1 のとき h′(x) =
1

x
− 1

x
√
x
=

√
x− 1

x
√
x

< 0

h(x)は単調減少で，h(1) = 2であるから

h(x) > 0 ゆえに log x+
2√
x
> 0

よって 0 < x < 1 のとき − 2√
x
< log x < 0

したがって 0 < x < 1のとき −2
√
x < x log x < 0

lim
x→+0

(−2
√
x ) = 0であるから，はさみうちの原理により

lim
x→+0

x log x = 0

3http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai math 2015 kouki.pdf (p.7)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_math_2015_kouki.pdf
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4 (1) n = 2のとき，f(x) = a2x
2 + a1x+ a0，f ′(x) = 2a2x+ a1

f(β)− f(α)

β − α
=

a2(β
2 − α2) + a1(β − α)

β − α
= a2(α + β) + a1

f ′(γ) = 2a2γ + a1

γを複素数平面上の 2点 α, βの中点，すなわち，γ =
α + β

2
とすると

f(β)− f(α)

β − α
= f ′(γ)

よって，どのような α, β, f(x)も平均値の性質をもつ．

(2) α = 1− i, β = 1 + i, f(x) = x3 + ax2 + bx+ c, f ′(x) = 3x2 + 2ax+ b

f(β)− f(α)

β − α
=

β3 − α3 + a(β2 − α2) + b(β − α)

β − α

= (α + β)2 − αβ + a(α + β) + b

= 2 + 2a+ b

γは，複素数平面上の線分 α, β上の点であるから

γ = 1 + ti (−1 5 t 5 1)

とおくと

f ′(γ) = 3(1 + ti)2 + 2a(1 + ti) + b

= 3− 3t2 + 2a+ b+ 2t(3 + a)i

平均値の性質をもつとき

2 + 2a+ b = 3− 3t2 + 2a+ b+ 2t(3 + a)i

整理すると 1− 3t2 = 0 かつ 2t(3 + a) = 0

−1 5 t 5 1に注意して t = ± 1√
3
, a = −3

このとき，平均値の性質をもつ．

よって，実数 a, b, c,に関する必要十分条件は

a = −3, 2数 b, cは任意の実数
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(3) α =
1− i√

2
= cos

π

4
− i sin

π

4
，β =

1 + i√
2

= cos
π

4
+ i sin

π

4
より

α7 =
(
cos

π

4
− i sin

π

4

)7
= cos

7

4
π − i sin

7

4
π = cos

π

4
+ i sin

π

4
= β

β7 =
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)7
= cos

7

4
π + i sin

7

4
π = cos

π

4
− i sin

π

4
= α

f(x) = x7, f ′(x) = 7x6について

f(β)− f(α)

β − α
=

β7 − α7

β − α
=

α− β

β − α
= −1, f ′(γ) = 7γ6 (∗)

argα = −π

4
, arg β =

π

4
であるから −π

4
5 arg γ 5 π

4

平均値の性質をもつと仮定すると，arg(7γ6) = arg(−1)であるから

6 arg γ = ±π ゆえに arg γ = ±π

6

これをみたす 2点 α, βを結ぶ線分上の点 γについて

|γ| = 1√
2 cos π

6

=

√
2

3
,

|7γ6| = 7

(√
2

3

)6

=
56

27
6= | − 1|

上の第 2式から，7γ6 6= −1となり，平均値の性質に反する．

よって，α =
1− i√

2
, β =

1 + i√
2
, f(x) = x7は，平均値の性質をもたない．

O

Im

Re

α

β

1

1

π
6

−π
6

√
2
3

√
2
3

1√
2

γ

γ
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5 (1) (i) 2 5 k 5 n−k 5 n−2のとき，
n− j

j
= 1であるから (j = 1, 2, · · · , k)

nCk =
n(n− 1)(n− 2) · · · (n+ 1− k)

1·2·3 · · · k
> n·n− 2

2
·n− 3

3
· · · n− k

k

= n·1·1 · · · 1 = n

(ii) 2 5 n− k 5 k 5 n− 2のとき，k′ = n− kとおくと

2 5 k′ 5 n− k′ 5 n− 2

(i)の結果から nCk′ > n ゆえに nCk > n

(i),(ii)より，自然数 n, kが 2 5 k 5 n− 2をみたすとき

nCk > n

(2) 2 5 k 5 n− 2について

nCk =
n(n− 1)(n− 2) · · · (n+ 1− k)

1·2·3 · · · k
= p (∗)

が成立するとき，素数 pは n, n− 1, · · · , n− k + 1のいずれかの因数で

nCk = p 5 n

これは，(1)の結論に反する．

k = 0, nのとき，(∗)は成立しないから，k = 1, n− 1より

nC1 = nCn−1 = p

よって (n, k) = (p, 1), (p, p − 1)
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2.8 2022年度
1 (1) ~a =

−→
OA = (1, 1, 0)，~b =

−→
OB = (2, 1, 2)

~n = (x, y, z)とおくと，~a·~n = 0，~b·~n = 0であるから

x+ y = 0, 2x+ y + 2z = 0 ゆえに y = −x, z = −1

2
x

~n =

(
x,−x,−1

2
x

)
，|~n|2 = 1であるから

x2 + x2 +
1

4
x2 = 1 ゆえに 9x2 = 4

x > 0に注意して x =
2

3
よって ~n =

(
2

3
,−

2

3
,−

1

3

)
(2)

−→
ON = ~nとし，Pから平面 αおよび直線ONに引いた垂線の交点をそれぞ
れH，Tとすると

−→
OP =

−→
OH+

−→
OT,

−→
OT = (

−→
OP·~n)~n (∗)

−→
OP = (4, 0,−1)より，

−→
OP·~n = 3であるから

−→
OT = (2,−2,−1)

これと (∗)の第 1式により，
−→
OH = (2, 2, 0)であるから

−−→
OP′ =

−→
OH+

−−→
HP′ =

−→
OH+ (−

−→
OT) = (0, 4, 1) よって P′(0, 4, 1)

α
~n

T P

P′

H
O

N

(3)
−→
OP·~n = 3 > 0，Q(4, 0, 5)より，

−→
OQ·~n = 1 > 0であるから，P，Qは平

面αに関して同じ側にある．このとき，PR : RQ = P′R : RQ = 3 : 1であ
るから，Rは線分 P′Qを 3 : 1に内分する点である．(

1·0 + 3·4
3 + 1

,
1·4 + 3·0
3 + 1

,
1·1 + 3·5
3 + 1

)
すなわち R(3, 1, 4)
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別解
−→
OP·~n = 3 > 0，Q(4, 0, 5)より，

−→
OQ·~n = 1 > 0であるから，P，Qは平面

αに関して同じ側にある．このとき点Rは，2点P′(0, 4, 1)，Q(4, 0, 5)

を通る直線上にある．

−→
OR =

−−→
OP′ + t

−−→
P′Q (tは実数)

= (0, 4, 1) + t(4,−4, 4)

= (4t, 4− 4t, 1 + 4t)

点Rは平面 α上にあるから，
−→
OR·~n = 0より

2

3
·4t− 2

3
(4− 4t)− 1

3
(1 + 4t) = 0 これを解いて t =

3

4

したがって
−→
OR = (3, 1, 4) よって R(3, 1, 4)

2 (1) xnを x− αで割った商をQ1(x)，余りをCとすると

xn = (x− α)Q1(x) + C

Q1(x)を x− βで割った商をQ2(x)，余りをBとすると

Q1(x) = (x− β)Q2(x) +B

Q2(x)を x− βで割った商をQ(x)，余りをAとすると

Q2(x) = (x− β)Q(x) + A

したがって

xn = (x− α)Q1(x) + C

= (x− α){(x− β)Q2(x) +B}+ C

= (x− α)(x− β)Q2(x) +B(x− α) + C

= (x− α)(x− β){(x− β)Q(x) + A}+B(x− α) + C

= (x− α)(x− β)2Q(x) + A(x− α)(x− β) +B(x− α) + C (∗)
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(2) x = αを (∗)に代入すると C = αn

xn − αn = (x− α)(x− β)2Q(x) + A(x− α)(x− β) + B(x− α)

xn − αn

x− α
= (x− β)2Q(x) + A(x− β) +B

f(x) =
xn − αn

x− α
とおくと f ′(x) =

nxn−1(x− α)− (xn − αn)

(x− α)2

f(x) = (x− β)2Q(x) + A(x− β) +B,

f ′(x) = 2(x− β)Q(x) + (x− β)2Q′(x) + A

これから，B = f(β)，A = f ′(β)より

B =
βn − αn

β − α
, A =

nβn−1(β − α) − (βn − αn)

(β − α)2

(3) g(β) = nβn−1(β − α)− (βn − αn)とおくと

g′(β) = n(n− 1)βn−2(β − α)

g′′(β) = n(n− 1){(n− 2)βn−3(β − α) + βn−2}

g(α) = 0，g′(α) = 0，g′′(α) = n(n− 1)αn−2より，g(β)は (β − α)2 を因
数にもつから，g(β) = (β − α)2H(β)とおくと (A = H(β))

g′(β) = 2(β − α)H(β) + (β − α)2H ′(β)

g′′(β) = 2H(β) + 4(β − α)H ′(β) + (β − α)2H ′′(β)

g′′(α) = 2H(α) = n(n− 1)αn−2, A = H(β)より

lim
β→α

A = lim
β→α

H(β) = H(α) =
1

2
n(n − 1)αn−2

補足 n次式 g(β)を αを極としてテイラー展開すると 4

g(β) = g(α) + g′(α)(β − α) +
g′′(α)

2!
(β − α)2 +

n∑
k=3

g(k)(α)

k!
(β − α)k

このとき A =
g(β)

(β − α)2
=

g′′(α)

2!
+

n∑
k=3

g(k)(α)

k!
(β − α)k−2

よって lim
β→α

A =
g′′(α)

2!
=

1

2
n(n− 1)αn−2

4http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2001.pdf (p.7)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2001.pdf
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3 (1) n4 = 1 + 210m2 · · · 1©の右辺は奇数であるから，nは奇数．

n2 + 1, n2 − 1は偶数であるから，
n2 + 1

2
,
n2 − 1

2
は整数．

n2 + 1

2
− n2 − 1

2
= 1より，

n2 + 1

2
,
n2 − 1

2
は互いに素である．

補足 ユークリッドの互除法により
n2 + 1

2
=

n2 − 1

2
·1 + 1

n2 + 1

2
,
n2 − 1

2
の最大公約数が 1であるから，これらの 2数は互いに素．

(2) nが奇数であるから，n+ 1, n− 1はともに偶数で，一方は 4で割り切れ
るから，次式から n2 − 1は，8の倍数である．

n2 − 1 = (n+ 1)(n− 1)

1©より (n2 + 1)(n2 − 1) = 2·3·5·7m2 · · · 1©′

ここで n2 ≡ 0, 1 (mod 3)より n2 + 1 6≡ 0 (mod 3) · · · 2©
n2 ≡ 0, 1, 4, 2 (mod 7)より n2 + 1 6≡ 0 (mod 7) · · · 3©

1©′， 2©， 3©より，n2 − 1は 3·7の倍数である．
よって，n2 − 1は，8× 3·7，すなわち，168の倍数である．

(3) (2)の結論から，n2 − 1 = 168N (N は整数)とおくと， 1©′より

(168N + 2)·168N = 2·3·5·7m2 ゆえに m = 2

√
2N(84N + 1)

5

2N は偶数，84N + 1は奇数であるから，N = 2k (kは整数)とおくと

m = 4

√
k(168k + 1)

5
, n =

√
336k + 1 (∗)

(∗)の第 1式から，整数 kの必要条件は

k ≡ 0 または　 168k + 1 ≡ 0 すなわち k ≡ 0, 3 (mod 5)

k = 3のとき m = 4
√
3·101，n =

√
1009より，不適

k = 5のとき m = 4
√
841 = 4·29 = 116, n =

√
1681 = 41

よって (m, n) = (116, 41)
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4 (1) F (x), G(x)が微分可能であるから

F ′(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
, G′(x) = lim

h→0

G(x+ h)−G(x)

h

H(x) = F (x) +G(x)とおくと

H ′(x) = lim
h→0

H(x+ h)−H(x)

h
=

F (x+ h) +G(x+ h)− F (x)−G(x)

h

= lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
+ lim

h→0

G(x+ h)−G(x)

h
= F ′(x) +G′(x)

よって {F (x) +G(x)}′ = F ′(x) +G′(x)

次に，F ′(x) = f(x)，G′(x) = g(x)を満たす F (x)，G(x)をとり，

H(x) = F (x) +G(x), h(x) = H ′(x)

とすると，次式が成立する．

h(x) = H ′(x) = {F (x) +G(x)}′ = F ′(x) +G′(x) = f(x) + g(x)

上式および定積分の定義 1©により∫ b

a

{f(x) + g(x)} dx =

∫ b

a

h(x) dx =

[
H(x)

]b
a

= H(b)−H(a)

= F (b) +G(b)− {F (a) +G(a)}
= F (b)− F (a) +G(b)−G(a)

=

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx

(2) G′(x) = g(x)を満たすG(x)をとると，定積分の定義により∫ b

a

g(x) dx = G(b)−G(a)

上式の右辺は平均値の定理により

G(b)−G(a)

b− a
= G′(c) (a < c < b)

G′(c) = g(c) > 0であるから，以上の結果から∫ b

a

g(x) dx = (b− a)g(c) > 0
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(3) 答 (C)

(2)と同様に
∫ i

n

i−1
n

f(x) dxに平均値の定理を適用すると (i = 1, 2, · · · , n)

∫ i
n

i−1
n

f(x) dx =

(
i

n
− i− 1

n

)
f(ci) =

1

n
f(ci)

(
i− 1

n
< ci <

i

n

)
f(x)は，区間 0 5 x 5 1で連続な増加関数であるから

f

(
i− 1

n

)
5 f(ci) 5 f

(
i

n

)
以上の結果から，次式を得る．

1

n
f

(
i− 1

n

)
5
∫ i

n

i−1
n

f(x) dx 5 1

n
f

(
i

n

)
(i = 1, 2, · · · , n)

(4) 答 (B)

Snの定義により

1

n

n∑
i=1

f

(
i

n

)
=

1

n

n+1∑
i=2

f

(
i− 1

n

)
=

1

n

n∑
i=1

f

(
i− 1

n

)
+

1

n
f(1)− 1

n
f(0)

= Sn +
f(1)− f(0)

n

上式に注意すると， 2©より

1

n

n∑
i=1

f

(
i− 1

n

)
5

n∑
i=1

∫ i
n

i−1
n

f(x) dx 5 1

n

n∑
i=1

f

(
i

n

)
Sn 5

∫ 1

0

f(x) dx 5 Sn +
f(1)− f(0)

n

よって 0 5
∫ 1

0

f(x) dx− Sn 5 f(1)− f(0)

n
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5 (1) x = 5 cos t+ cos 5t, y = 5 sin t− sin 5t (−π 5 t < π)より

dx

dt
= −5(sin t+ sin 5t) = −10 sin 3t cos 2t,

dy

dt
= 5(cos t− cos 5t) = 10 sin 3t sin 2t,

dy

dx
=

dy

dt

/
dx

dt
= − tan 2t

0 < t <
π

6
のとき，0 < 2t < 3t <

π

2
であるから

dx

dt
< 0,

dy

dx
< 0

(2) (1)の結果および
dy

dt
> 0より

t 0 · · · π
6

dx
dt

−
dy
dt

+

(dx
dt
, dy
dt
) ↖

(x, y) (6, 0) · · · (2
√
3, 2)

　

O

y

x62
√
3

2
C t = 0

t = π
6

右上の図の斜線部分が求める面積で，その面積を Sとすると 研

S =
1

2
·2
√
3·2 +

∫ 6

2
√
3

y dx = 2
√
3 +

∫ 0

π
6

y
dx

dt
dt

= 2
√
3 +

∫ 0

π
6

(5 sin t− sin 5t)(−5 sin t− 5 sin 5t) dt

= 2
√
3 + 5

∫ π
6

0

(5 sin2 t− sin2 5t+ 4 sin 5t sin t) dt

= 2
√
3 + 5

∫ π
6

0

{
5·1− cos 2t

2
− 1− cos 10t

2
− 2(cos 6t− cos 4t)

}
dt

= 2
√
3 + 5

[
2t− 5

4
sin 2t+

1

20
sin 10t− 1

3
sin 6t+

1

2
sin 4t

]π
6

0

= 2
√
3 + 5

(
π

3
− 2

√
3

5

)
=

5

3
π
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(3) f(t) = 5 cos t+ cos 5t, g(t) = 5 sin t− sin 5tとおくと

f(−t) = f(t), g(−t) = −g(t)

よって，C上の 2点 (f(t), g(t))と (f(−t), g(−t))は x軸に関して対称．

xy直交座標系の原点Oを中心に反時計回りに
π

3
だけ回転させた直交座標

系をXY 系とすると

x

(
1

0

)
+ y

(
0

1

)
= X

(
cos π

3

sin π
3

)
+ Y

(
cos
(
π
3
+ π

2

)
sin
(
π
3
+ π

2

) )(
x

y

)
= X

(
cos π

3

sin π
3

)
+ Y

(
− sin π

3

cos π
3

)

X = f(t)，Y = g(t)とすると

x = (5 cos t+ cos 5t) cos
π

3
− (5 sin t− sin 5t) sin

π

3

= 5
(
cos t cos

π

3
− sin t sin

π

3

)
+ cos 5t cos

π

3
+ sin 5t sin

π

3

= 5 cos
(
t+

π

3

)
+ cos

(
5t− π

3

)
= 5 cos

(
t+

π

3

)
+ cos 5

(
t+

π

3

)
= f

(
t+

π

3

)
,

y = (5 cos t+ cos 5t) sin
π

3
+ (5 sin t− sin 5t) cos

π

3

= 5
(
cos t sin

π

3
+ sin t cos

π

3

)
+ cos 5t sin

π

3
− sin 5t cos

π

3

= 5 sin
(
t+

π

3

)
− sin

(
5t− π

3

)
= 5 sin

(
t+

π

3

)
− sin 5

(
t+

π

3

)
= g

(
t+

π

3

)
XY 系における点 (f(t), g(t))は，xy系における点

(
f
(
t+

π

3

)
, g
(
t+

π

3

))
であるから，C上の点を原点を中心として反時計回りに

π

3
だけ回転させ

た点はC上にある．
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(4)
dy

dx
= − tan 2tおよび

dx

dt
< 0

(
0 < t <

π

6

)
により，0 < t <

π

6
において

d2y

dx2
=

d

dt

(
dy

dx

)/
dx

dt
=

d

dt
(− tan 2t)

/
dx

dt
= − 2

cos2 2t

/
dx

dt
> 0

(3)の結果から，Cの 0 5 t 5 π

6
の部分と−π

6
5 t 5 0の部分は x軸に関

して対称であるから，Cの−π

6
5 t 5 π

6
の概形は次のようになる．

O

y

x62
√
3

2
C t = 0

t = π
6

t = −π
6

−2

さらに，これを原点を中心に反時計回りに
π

3
だけ回転させた部分もC上

にある．よって，Cの−π 5 t < πの概形は，次のようになる．

O

y

x6−6

4

−4

3−3

3
√
3

−3
√
3

C
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補足 C上の点 (x, y) = (f(t), g(t))における接ベクトルは (f ′(t), g′(t))より

dy

dx
=

g′(t)

f ′(t)
ゆえに

d2y

dx2
=

d

dt

{
g′(t)

f ′(t)

}
· dt
dx

逆関数定理により，
dt

dx
=

1

dx
dt

=
1

f ′(t)
であるから

d2y

dx2
=

g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t)

f ′(t)2
· 1

f ′(t)
=

g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t)

f ′(t)3

本題において

f(t) = 5 cos t+ cos 5t, g(t) = 5 sin t− sin 5t (−π 5 t < π)

したがって

f ′(t) = −5(sin t+ sin 5t), g′(t) = 5(cos t− cos 5t)

f ′′(t) = −5(cos t+ 5 cos 5t), g′′(t) = −5(sin t− 5 sin 5t)

これから

g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t) = 25(sin t− 5 sin 5t)(sin t+ sin 5t)

+ 25(cos t− cos 5t)(cos t+ 5 cos 5t)

= −100 + 100(cos 5t cos t− sin 4t sin t)

= −100(1− cos 6t)

0 < t <
π

6
において f ′(t) < 0, g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t) < 0

よって
d2y

dx2
=

g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t)

f ′(t)3
> 0
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2.9 2023年度
1 (1) (∗) x4 − 2x3 + 3x2 − 2x+ 1 = 0

x = 0は方程式 (∗)の解ではないから，(∗)の両辺を x2で割ると

x2 − 2x+ 3− 2

x
+

1

x2
= 0 ゆえに

(
x+

1

x

)2

− 2

(
x+

1

x

)
+ 1 = 0

したがって
(
x+

1

x
− 1

)2

= 0 すなわち (x2 − x+ 1)2 = 0

これを解いて x =
1 ±

√
3 i

2

(2) (∗∗) (α− β)4 + (β − γ)4 + (γ − α)4 = 0

α 6= βであるから，(∗∗)の両辺を (β − α)4で割ると

1 +

{
(β − α)− (γ − α)

β − α

}4

+

(
γ − α

β − α

)4

= 0

z =
γ − α

β − α
とおくと 1 + (1− z)4 + z4 = 0

整理すると z4 − 2z3 + 3z2 − 2z + 1 = 0

(1)の結果から，これを解くと z =
1±

√
3ı

2

したがって
γ − α

β − α
= cos

(
±π

3

)
+ i sin

(
±π

3

)
(複号同順)

AB = AC，∠CAB =
π

3
より 4ABCは正三角形 �
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2 a1 = α, an+1 = |an − 1|+ an − 1より (n = 1, 2, 3, · · · )

an+1 = max(an − 1,−an + 1) + an − 1

= max(2(an − 1), 0)

kを自然数とすると，上の漸化式から

(i) ak 5 1のとき，2(ak − 1) 5 0より，ak+1 = 0

(ii) ak > 2のとき，2(ak − 1) > 2より，ak+1 = 2(ak − 1) > 2

(iii) 1 < ak <
3

2
のとき，0 < 2(ak − 1) < 1より，0 < ak+1 < 1

(iv)
3

2
5 ak < 2のとき，1 < 2(ak − 1) < 2より，ak+1 = 2(ak − 1)

このとき，ak+1 − ak = ak − 2 < 0より ak+1 < ak

が成立する．

(1) α 5 1のとき，(i)より a2 = 0

順次，(i)を適用すると a3 = 0, a4 = 0, · · ·
よって {an}は収束し，lim

n→∞
an = 0

(2) α > 2のとき，(ii)より an+1 = 2(an − 1)

ゆえに an+1 − 2 = 2(an − 2) すなわち an = 2 + (α− 2)·2n−1

よって {an}は発散し，lim
n→∞

an = ∞

(3) 1 < α <
3

2
のとき，(iii)より 0 < a2 < 1

さらに，(i)を順次適用すると a3 = 0, a4 = 0, · · ·
よって {an}は収束し，lim

n→∞
an = 0

(4)
3

2
5 α < 2のとき，すべての自然数 nについて

3

2
5 an < 2

であると仮定すると，(iv)より an+1 = 2(an − 1)

an = 2 + (α− 2)·2n−1

このとき，十分大きな kに対して，ak <
3

2
となり，仮定に反する．

よって，ak <
3

2
となる整数 kが存在するので，(i)，(iii)より

{an}は収束し，lim
n→∞

an = 0 �
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3 (1) −→m = (a, c)，−→n = (b, d)より (−→m 6= −→
0 , −→n 6= −→

0 )

(∗)

{
d−→m − c−→n = (ad− bc, 0) = (D, 0)

−b−→m + a−→n = (0, ad− bc) = (0, D)

D = 0のとき d−→m = c−→n , b−→m = a−→n ゆえに −→m//−→n
このとき，−→m, −→n は 1次従属であるから，−→q がこれらのベクトルと平行
でないならば，条件 I

r−→m + s−→n = −→q

を満たす実数 r, sは存在しない．

D 6= 0のとき，基本ベクトル−→e1 = (1, 0), −→e2 = (0, 1)は，(∗)より

−→e1 = (1, 0) =
d−→m − c−→n

D
, −→e2 = (0, 1) =

−b−→m + a−→n
D

(∗∗)

のように，これらの基本ベクトルは−→m, −→n の線形結合で表される．
したがって，任意のベクトル−→q = (x, y)を

(x, y) = x(1, 0) + y(0, 1) = x−→e1 + y−→e2 (∗ ∗ ∗)

とすると，−→q は−→m, −→n の線形結合で表される．
よって，D 6= 0のとき，条件 Iを満たす実数 r, sが存在する． ［証終］

(2) (∗∗)の基本ベクトルと−→v の内積をとると

−→e1 ·−→v =
(d−→m − c−→n )·−→v

D
=

d−→m·−→v − c−→n ·−→v
D

=
d

D

−→e2 ·−→v =
(−b−→m + a−→n )·−→v

D
=

−b−→m·−→v + a−→n ·−→v
D

= − b

D

よって −→v = (−→v ·−→e1 )−→e1 + (−→v ·−→e2 )−→e2 =
1

D
(d,−b)

同様に，(∗∗)の基本ベクトルと−→w の内積をとると

−→e1 ·−→w =
(d−→m − c−→n )·−→w

D
=

d−→m·−→w − c−→n ·−→w
D

= − c

D

−→e2 ·−→w =
(−b−→m + a−→n )·−→w

D
=

−b−→m·−→w + a−→n ·−→w
D

=
a

D

よって −→w = (−→w ·−→e1 )−→e1 + (−→w ·−→e2 )−→e2 =
1

D
(−c, a)



92 第 2章 一般前期解答

(3) (∗∗)を (∗ ∗ ∗)に代入すると

−→q = x

(
d−→m − c−→n

D

)
+ y

(
−b−→m + a−→n

D

)
=

dx− by

D
−→m +

−cx+ ay

D
−→n (A)

条件 IIを満たすとき，
dx− by

D
,
−cx+ ay

D
が整数である．とくに

−→q = (1, 0)のとき −→q =
d

D
−→m − c

D
−→n

−→q = (0, 1)のとき −→q = − b

D
−→m +

a

D
−→n

上の 2式から，
a

D
,

b

D
,

c

D
,

d

D
は整数である．

a

D
· d
D

− b

D
· c
D

=
ad− bc

D2
=

1

D

は整数であるから D = ±1

逆に，D = ±1のとき，(A)より，条件 IIを満たす．

したがって D = ±1
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4 (1) 条件式 (A)，(B)に x = y = 0を代入すると 研

f(0) = f(0)2 − g(0)2, g(0) = 2f(0)g(0) (∗)

上の第 2式から {2f(0)− 1}g(0) = 0

したがって f(0) =
1

2
または g(0) = 0

• f(0) =
1

2
のとき，(∗)の第 1式に代入して整理すると g(0)2 = −1

4

g(0)は実数値であるから，f(0) =
1

2
は不適．

• g(0) = 0のとき，これを (∗)の第 1式に代入して整理すると

f(0){f(0)− 1} = 0 f(0) 6= 0に注意して f(0) = 1

よって，題意は成立する．

(2) (1)の結論および条件 (A)，(D)より

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

f(x)f(h)− g(x)g(h)− f(x)

h

= lim
h→0

{
f(x)·f(h)− f(0)

h
− g(x)·g(h)− g(0)

h

}
= f(x)f ′(0)− g(x)g′(0) (∗∗)
= f(x)·0− g(x)·1 = −g(x)

(3) (2)と同様に，(1)の結論および条件 (B)，(D)より

g′(x) = lim
h→0

g(x+ h)− g(x)

h
= lim

h→0

f(x)g(h) + g(x)f(h)− g(x)

h

= lim
h→0

{
f(x)·g(h)− g(0)

h
+ g(x)·f(h)− f(0)

h

}
= f(x)g′(0) + g(x)f ′(0) (∗ ∗ ∗)
= f(x)·1 + g(x)·0 = f(x)

π(x) = {f(x) + ig(x)}(cosx− i sinx)とおくと，(2)および上式から

π′(x) = {f(x) + ig(x)}′(cosx− i sinx) + {f(x) + ig(x)}(cosx− i sin x)′

= {f ′(x) + ig′(x)}(cosx− i sin x) + {f(x) + ig(x)}(− sin x− i cosx)

= {−g(x) + if(x)}(cosx− i sin x)− i{f(x) + ig(x)}(cosx− i sin x)

= i{f(x) + ig(x)}(cosx− i sinx)− i{f(x) + ig(x)}(cosx− i sinx) = 0

π(x)は定数関数であるから π(x) = π(0) = {f(0) + ig(0)}·1 = 1

よって {f(x) + ig(x)}(cosx− i sinx) = 1
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(4) (3)の結論から f(x) + ig(x) = cosx+ i sinx

f(x), g(x)は実関数 (実数値関数)であるから

f(x) = cosx, g(x) = sin x

ここで，ϕ(x) = f(x) + ig(x)とおくと

ϕ′(x) = f ′(x) + ig′(x) = −g(x) + if(x) = i{f(x) + ig(x)} = iϕ(x)

ϕ(0) = cos 0 + i sin 0 = 1および上式を満たす ϕ(x)を求める．

ϕ′(x)e−ix − iϕ(x)e−ix = 0 ゆえに {ϕ(x)e−ix}′ = 0

したがって ϕ(x)e−ix = C (Cは積分定数) ゆえに ϕ(x) = Ceix

ϕ(0) = 1より C = 1 すなわち ϕ(x) = eix

ϕ(x) = f(x) + ig(x) = cos x+ i sin xであるから

eix = cos x+ i sinx (#)

(#)により，条件 (A)，(B)，(C)，(D′)を満たす関数 f(x), g(x)を求める．

(D′)を (∗∗)，(∗ ∗ ∗)に代入すると

f ′(x) = af(x)− bg(x), g′(x) = bf(x) + ag(x)

φ(x) = f(x) + ig(x)とおくと

φ′(x) = f ′(x) + ig′(x) = {af(x)− bg(x)}+ i{bf(x) + ag(x)}
= (a+ bi){f(x) + ig(x)} = (a+ bi)φ(x)

φ(0) = f(0) + ig(0) = 1 + i·0 = 1および上式を満たす φ(x)を求める．

φ′(x)e−(a+bi)x − (a+ bi)e−(a+bi)x = 0 ゆえに {φ(x)e−(a+bi)x}′ = 0

したがって

φ(x)e−(a+bi)x = C0 (C0は積分定数) ゆえに φ(x) = C0e
(a+bi)x

φ(0) = 1より C0 = 1 すなわち φ(x) = e(a+bi)x

(#)より φ(x) = eaxeibx = eax(cos bx+ i sin bx)

φ(x) = f(x) + ig(x)であるから (f(x), g(x)は実関数)

f(x) = eax cos bx, g(x) = eax sin bx
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これから f
(x
b

)
= e

a
b
x cosx, g

(x
b

)
= e

a
b
x sin x

これらを p(x) = e−
a
b
xf
(x
b

)
, q(x) = e−

a
b
xg
(x
b

)
に代入すると

p(x) = cos x, q(x) = sin x

［Bの証明］ このとき，加法定理を用いて

q(x+ y) = sin(x+ y) = sinx cos y + cos x sin y

= q(x)p(y) + p(x)q(y) = p(x)q(y) + q(x)p(y)

［Dの証明］ p′(x) = − sinx, q′(x) = cos xより

p′(0) = 0, q′(0) = 1 ［証終］

補足 本題の線形の連立微分方程式

f(0) = 1, g(0) = 0, f ′(0) = a, g′(0) = b,

f ′(x) = af(x)− bg(x), g′(x) = bf(x) + ag(x)

から g(x), g′(x)を消去して，2階の微分方程式

f(0) = 1, f ′(0) = a, f ′′(x)− 2af ′(x) + (a2 + b2)f(x) = 0

を解いてもよい．特性方程式X2 − 2aX + a2 + b2 = 0の解を

α = a+ bi, β = a− bi

とおくと f(x) = C1e
αx + C2e

βx (C1, C2は積分定数)

このとき，f(0) = 1, f ′(0) = aより

C1 + C2 = 1, αC1 + βC2 = a

上の第 2式について
α + β

2
(C1 + C2) +

α− β

2
(C1 − C2) = a

α + β

2
= a,

α− β

2
= biを代入すると a(C1 + C2) + bi(C1 − C2) = a

C1 + C2 = 1, b 6= 0より C1 = C2 =
1

2
よって f(x) = eax cos bx

同様に，2階の微分方程式

g(0) = 0, g′(0) = b, g′′(x)− 2ag′(x) + (a2 + b2)g(x) = 0

を解くと，g(x) = eax sin bxを得る．
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5 (1) C : (x, y) = (f(t), g(t)) = (t+ 2 sin2 t, t+ sin t)とおくと (0 < t < π)

f ′(t) = 0とすると 1 + 4 sin t cos t = 0

1 + 2 sin 2t = 0 (0 < t < π) ゆえに t =
7

12
π,

11

12
π

このとき f

(
7π

12

)
=

7π

12
+ 1− cos

7π

6
=

7π

12
+ 1 +

√
3

2

f

(
11π

12

)
=

11π

12
+ 1− cos

11π

6
=

11π

12
+ 1−

√
3

2

したがって，Cの t =
7π

12
,
11π

12
における 2接線

x = f

(
7π

12

)
, x = f

(
11π

12

)
が異なるから，求める接線の本数は 2本

(2) 求める面積を右の図の斜線部分である．
この面積をSとすると，ガウス・グリーン
の定理により

S =
1

2

∫ 5π
6

π
6

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)} dt

このとき

　

O

y

x

C

(t = π
6
)

(t = 5π
6
)

y = x

f(t)g′(t)− f ′(t)g(t) = (t+ 2 sin2 t)(1 + cos t)− (1 + 4 sin t cos t)(t+ sin t)

= t(cos t− 4 sin t cos t) + 2 sin2 t− sin t− 2 sin2 t cos t

= t(sin t− 2 sin2 t)′ + 2 sin2 t− sin t− 2 sin2 t cos t

= {t(sin t− 2 sin2 t)}′ + 2(2 sin2 t− sin t)− 2

3
(sin3 t)′

よって 5

S =
1

2

[
t(sin t− 2 sin2 t)

] 5π
6

π
6

+

∫ 5π
6

π
6

(2 sin2 t− sin t) dt− 1

3

[
sin3 t

] 5π
6

π
6

=

∫ 5π
6

π
6

(1− cos 2t− sin t) dt =

[
t− 1

2
sin 2t+ cos t

] 5π
6

π
6

=
2

3
π −

√
3

2

5http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2022.pdf 5

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2022.pdf
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別解
π

6
5 t 5 5π

6
で y = g(t)は単調増加であることに注意して

S =

∫ g( 5π
6
)

g(π
6
)

(x− y) dy =

∫ 5π
6

π
6

f(t)g′(t) dt−
[
y2

2

]g( 5π
6
)

g(π
6
)

=

∫ 5π
6

π
6

f(t)g′(t) dt− 1

2

{
g

(
5π

6

)2

− g
(π
6

)2}
· · · 1©

f
(π
6

)
= g

(π
6

)
，f

(
5

6
π

)
= g

(
5

6
π

)
に注意して変形すると

S =

[
f(t)g(t)

] 5π
6

π
6

−
∫ 5π

6

π
6

f ′(t)g(t) dt− 1

2

{
g

(
5π

6

)2

− g
(π
6

)2}

= −
∫ 5π

6

π
6

f ′(t)g(t) dt+
1

2

{
g

(
5π

6

)2

− g
(π
6

)2}
· · · 2©

1©， 2©の辺々を加えることにより，次式を得る．

S =
1

2

∫ 5π
6

π
6

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)} dt

g
(π
6

)
=

π

6
+

1

2
，g

(
5π

6

)
=

5π

6
+

1

2
であるから， 1©より

S =

∫ 5π
6

π
6

(t+ 2 sin2 t)(1 + cos t) dt− 1

2

{
g

(
5π

6

)2

− g
(π
6

)2}

=

∫ 5π
6

π
6

(t+ t cos t+ 2 sin2 t+ 2 sin2 t cos t) dt− π

3
(π + 1)

=

[
t2

2
+ t sin t+ cos t+ t− 1

2
sin 2t+

2

3
sin3 t

] 5π
6

π
6

− π

3
(π + 1)

=
2

3
π −

√
3

2
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2.10 2024年度
1 (1) 3点 P(−1, 1,−1)，Q(1, 1, 1)，R(a, a2, a3)より

−→
PQ = (2, 0, 2),

−→
PR = (a+ 1, a2 − 1, a3 + 1)

3点 P，Q，Rが一直線上にあると仮定すると，
−→
PQ,

−→
PRの y成分から

a2 − 1 = 0 ゆえに a = ±1

これは，a 6= −1, a 6= 1に反する．

よって，3点 P，Q，Rは一直線上にない．

(2) |
−→
PQ|2 = 8，

−→
PQ·

−→
PR = 2(a3 + a+ 2)

点Rから直線 PQに垂線RHを引くと

−→
PH =

−→
PQ·

−→
PR

|
−→
PQ|2

−→
PQ =

2(a3 + a+ 2)

8
(2, 0, 2)

=

(
a3

2
+

a

2
+ 1, 0,

a3

2
+

a

2
+ 1

)
,

−→
RH =

−→
PH−

−→
PR =

(
−a

2
+

a3

2
, 1− a2,

a

2
− a3

2

)
= (1− a2)

(
−a

2
, 1,

a

2

)
−1 < a < 1 より，1− a2 > 0であるから

|
−→
RH| = (1− a2)

√(
−a

2

)2
+ 12 +

(a
2

)2
=

1√
2
(1− a2)

√
2 + a2

4PQR =
1

2
|
−→
PQ||

−→
RH| = 1

2
·2
√
2· 1√

2
(1− a2)

√
2 + a2

= (1− a2)
√
2 + a2

ここで，t = 1− a2とおくと 0 < t 5 1

4PQR = t
√
3− t =

√
3t2 − t3

f(t) = 3t2 − t3とおくと f ′(t) = 6t− 3t2 = 3t(2− t) > 0

f(t)は単調増加であるから，t = 1，すなわち，a = 0のとき，4PQRの
面積は，最大値

√
2をとる．
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補足 (外積を用いる解法)

−→
PQ×

−→
PR = (2(1− a2), 2a(1− a2),−2(1− a2))

= 2(1− a2)(1, a,−1)

−1 < a < 1に注意して

4PQR =
1

2
|
−→
PQ×

−→
PR| = (1− a2)

√
2 + a2

(面積公式を用いる解法)

|
−→
PQ|2 = 22 + 02 + 22 = 8,

|
−→
PR|2 = (a+ 1)2 + (a2 − 1)2 + (a3 + 1)2

= (a+ 1)2{1 + (a− 1)2 + (a2 − a+ 1)2}
= (a+ 1)2(a4 − 2a3 + 4a2 − 4a+ 3),

−→
PQ·

−→
PR = 2(a+ 1) + 0 + 2(a3 + 1)

= 2(a+ 1)(a2 − a+ 2)

−1 < a < 1に注意して

4PQR =
1

2

√
|
−→
PQ|2|

−→
PR|2 − (

−→
PQ·

−→
PR)2

=
1

2

√
8·(a+ 1)2(a4 − 2a3 + 4a2 − 4a+ 3)− {2(a+ 1)(a2 − a+ 2)}2

= (a+ 1)
√

2(a4 − 2a3 + 4a2 − 4a+ 3)− (a2 − a+ 2)2

= (a+ 1)
√
a4 − 2a3 + 3a2 − 4a+ 2

= (a+ 1)
√

(a− 1)2(a2 + 2)

= (a+ 1)(1− a)
√
a2 + 2

= (1− a2)
√
2 + a2
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2 (1) f(z) = z6 + z4 + z2 + 1 = (z2 + 1)(z4 + 1)

f(z) = 0をみたすとき z2 = −1, z4 = −1 · · · (∗)

|z2| = |z|2 = 1, |z4| = |z|4 = 1 よって |z| = 1

補足 z8−1 = (z2−1)(z2+1)(z4+1)，f(z) = z6+z4+z2+1 = (z2+1)(z4+1)

より，z8−1 = (z2−1)f(z)であるから，zは実数以外の 1の 8乗根である．

(2) (∗)より z2 = −1, ± i

f(z) = (z2 + 1)(z2 + i)(z2 − i)より

f(wz) = (w2z2 + 1)(w2z2 + i)(w2z2 − i)

(i) z2 = −1のとき

f(wz) = (−w2 + 1)(−w2 + i)(−w2 − i) = 0

したがって w2 = 1, ± i · · · 1©
(ii) z2 = iのとき

f(wz) = (iw2 + 1)(iw2 + i)(iw2 − i)

= −i(w2 − i)(w2 + 1)(w2 − 1) = 0

したがって w2 = ±1, i · · · 2©
(iii) z2 = −iのとき

f(wz) = (−iw2 + 1)(−iw2 + i)(−iw2 − i)

= i(w2 + i)(w2 − 1)(w2 + 1) = 0

したがって w2 = ±1,−i · · · 3©

1©～ 3©を同時にみたすとき w2 = 1 よって w = ±1
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3 (1) b > aのとき，b− 1 = aであるから (b− 1)! = a!

b! = b·(b− 1)! = b·a! よって b!

a!
= b

(2) 2·a! = b!より
b!

a!
= 2 > 1であるから

a! < b! すなわち a < b

a < bより，(1)の結論を用いると

2 =
b!

a!
= b > a よって (a, b) = (1, 2)

(3) (i) a 5 c, b 5 cのとき

a!

c!
+

b!

c!
= 2,

a!

c!
5 1,

b!

c!
5 1

このとき
a!

c!
= 1,

b!

c!
= 1 すなわち a = c, b = c · · · (∗)

(ii) a > c または b > cのとき，一般性を失うことなく，b > cとし，
(1)の結論を用いると

2 =
a!

c!
+

b!

c!
= a!

c!
+ b > b > c = 1

これをみたす b, cは存在しない．

(i)，(ii)より (a, b, c) = (n, n, n) (nは自然数)
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4 (1) 条件を満たす直線は，次の 8本より L(3) = 8

y = x, y = −x+ 4, x = k, y = k (k = 1, 2, 3)

(2) 条件を満たす直線は，次の 14本より L(4) = 14

y = x− 1, y = x, y = x+ 1,

y = −x+ 4, y = −x+ 5, y = −x+ 6,

x = k, y = k (k = 1, 2, 3, 4)

(3) 条件を満たす直線で傾きが 0以上の直線は，(i)～(iv)の 16本ある．

(i) 条件を満たす x軸に平行な直線は y = k (k = 1, 2, 3, 4, 5)

(ii) 条件を満たす傾き
1

2
の直線は y − k =

x− 1

2
(k = 1, 2, 3)

(iii) 条件を満たす傾き 1の直線は y = x+ k (k = 0,±1,±2)

(iv) 条件を満たす傾き 2の直線は y − 1 = 2(x− k) (k = 1, 2, 3)

(i)～(iv)の直線を点 (3, 3)を中心に 90◦回転させた直線も条件を満たす．

よって L(5) = 16× 2 = 32
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5 (1) I(m, n) =

∫ e

1

xmex(log x)n dxより (m, nは自然数)

I(m+ 1, n+ 1)

=

∫ e

1

(ex)′xm+1(log x)n+1 dx

=

[
exxm+1(log x)n+1

]e
1

−
∫ e

1

ex
{
ex(m+ 1)xm(log x)n+1 + xm+1(n+ 1)(log x)n

1

x

}
dx

= em+e+1

− (m+ 1)

∫ e

1

xmex(log x)n+1 dx− (n+ 1)

∫ e

1

xmex(log x)n dx

= em+e+1 − (m + 1)I(m, n + 1) − (n + 1)I(m, n)

(2) 1 5 x 5 eにおいて，xmex(log x)n = 0であるから (m, nは自然数)

I(m, n) =

∫ e

1

xmex(log x)n dx = 0

上式および (1)の結果から

0 5 (n+ 1)I(m, n) 5 em+e+1 − (m+ 1)I(m, n+ 1) 5 em+e+1

したがって 0 5 I(m, n) 5 em+e+1

n+ 1

lim
n→∞

em+e+1

n+ 1
= 0であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

I(m, n) = 0
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別解 1 5 x 5 eにおいて，0 5 xmex(log x)n 5 em+e(log x)nであるから

0 5 I(m, n) 5 em+e

∫ e

1

(log x)n dx

x = etとおくと
dx

dt
= et

x 1 −→ e

t 0 −→ 1

0 5
∫ e

1

(log x)n dx =

∫ 1

0

tnet dt =

∫ 1− 1
n

0

tnet dt+

∫ 1

1− 1
n

tnet dt

5 e

∫ 1− 1
n

0

tn dt+ e

∫ 1

1− 1
n

dt

=
e

n+ 1

(
1− 1

n

)n+1

+
e

n

ここで lim
n→∞

(
1− 1

n

)n+1

= lim
n→∞

(
1− 1

n

){(
1− 1

n

)−n
}−1

=
1

e

lim
n→∞

{
e

n+ 1

(
1− 1

n

)n+1

+
e

n

}
= 0であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

∫ e

1

(log x)n dx = 0 よって lim
n→∞

I(m, n) = 0
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2.11 2025年度
1 (1)

−→
AB = (−2,−2, 12) = 2(−1,−1, 6)，

−→
AC = (0, − 2, 8) = 2(0,−1, 4)よ

り，αの法線ベクトルを

~n =
1

4

−→
AB×

−→
AC = (2, 4, 1)

とすると，点P(a, b, t)を通り，方向ベクトルが ~nである直線の方程式は

x− a

2
=

y − b

4
= z − t

であり，この直線と xy平面の交点は，上式に z = 0を代入して

x = −2t+ a, y = −4t+ b

よって Q(−2t + a,−4t + b, 0)

(2) (1)の結果から

|
−→
OQ|2 = (−2t+ a)2 + (−4t+ b)2

= 20t2 − 4(a+ 2b)t+ a2 + b2

= 20

{
t2 − 1

5
(a+ 2b)t

}
+ a2 + b2

= 20

{
t− 1

10
(a+ 2b)

}2

+
1

5
(2a− b)2

したがって，OQの最小値は
|2a− b|√

5

OQの最小値が 1以下となる a, bの条件は

|2a− b|√
5

5 1 すなわち |2a − b| 5
√
5
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2 (1) y = tanxを微分すると

dy

dx
=

1

cos2 x
= 1 + tan2 x = 1 + y2

(2) (1)の結果を利用すると
x 0 −→ π

4

y 0 −→ 1∫ π
4

0

tan4 x− tan2 x− 2

tan2 x− 4
dx =

∫ 1

0

y4 − y2 − 2

y2 − 4
· dy

1 + y2

=

∫ 1

0

y2 − 2

y2 − 4
dy =

∫ 1

0

(
1 +

2

y2 − 4

)
dy

=

[
y +

1

2
log

∣∣∣∣y − 2

y + 2

∣∣∣∣ ]1
0

= 1 −
1

2
log 3
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3 (1) 法 8について
n ≡ 0のとき n2 ≡ 0 (mod 8)

n ≡ ±1のとき n2 ≡ 1 (mod 8)

n ≡ ±2のとき n2 ≡ 4 (mod 8)

n ≡ ±3のとき n2 ≡ 1 (mod 8)

n ≡ 4のとき n2 ≡ 0 (mod 8)

よって，n2を 8で割った余りは (nは自然数) 0，1，4のいずれかである．

(2) (∗) 2m = n2 + 3について (m, nは 0以上の整数)

21 < n2 + 3であるから，m = 2

(i) m = 2のとき，(∗)は 22 = n2 + 3

n2 = 1 nは 0以上の整数であるから n = 1

(ii) m = 3のとき 2m ≡ 0 (mod 8)であるから

n2 + 3 ≡ 0 ゆえに n2 ≡ 5 (mod 8)

(1)の結論から，上の第 2式を満たす nは存在しない．

(i)，(ii)から (m, n) = (2, 1)
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4 (1) ADは半径1の円の直径であるから，Oを原点とする座標平面上にA(1, 0)，

D(−1, 0)をとると，OB，OCの偏角はそれぞれ
π

4
，

π

2
である．

円周角と中心角の定理により

∠ACB = ∠ADB =
1

2
∠AOB =

1

2
·π
4
=

π

8

A

C

D

B

E

O

y

x1−1

1

(2) B
(
cos

π

4
, sin

π

4

)
，C
(
cos

π

2
, sin

π

2

)
より B

(
1√
2
,

1√
2

)
，C(0, 1)

よって BC =

√(
0− 1√

2

)2

+

(
1− 1√

2

)2

=
√

2 −
√
2

(3) 直線ACの方程式は x+ y = 1

直線BDの方程式は

y =

1√
2

1√
2
+ 1

(x+ 1) すなわち y = (
√
2− 1)(x+ 1)

直線ACとBDの方程式から xを消去すると，点 Eの y座標は

y = (
√
2− 1)(2− y) これを解いて y = 2−

√
2

したがって 4ADE =
1

2
·2·(2−

√
2) = 2−

√
2

4BCE 4ADEであるから

4BCE =

(
BC

AD

)2

4ADE =

(√
2−

√
2

2

)2

(2−
√
2) =

3 − 2
√
2

2
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5 (1) (i) x2 − ax+ b = 0が実数解をもたないとき (c = 1, 2, 3, 4, 5, 6)

a2 − 4b < 0 ゆえに
a2

4
< b 5 6

このとき，a 5 4に注意して

a = 1のとき b = 1, 2, 3, 4, 5, 6

a = 2のとき b = 2, 3, 4, 5, 6

a = 3のとき b = 3, 4, 5, 6

a = 4のとき b = 5, 6

(ii) x = cが f(x) = 0の 3重解であるとき

f(x) = (x− c)3 = (x2 − 2cx+ c2)(x− c)

a = 2c, b = c2であるから，このとき

(a, b, c) = (2, 1, 1), (4, 4, 2)

(i)，(ii)より，求める確率は

(6 + 5 + 4 + 2)× 6 + 2

63
=

13

27

(2) a2 − 4bが平方数であることは，x2 − ax+ b = 0が自然数を解にもつため
の必要条件である．a = 2に注意して

a = 2のとき b = 1

a = 3のとき b = 2

a = 4のとき b = 3, 4

a = 5のとき b = 4, 6

a = 6のとき b = 5

これらを係数とする 2次方程式 x2 − ax + b = 0で異なる 2つの実数解を
もつのは，次の 5通りである．

x2 − 3x+ 2 = 0, x2 − 4x+ 3 = 0, x2 − 5x+ 4 = 0,

x2 − 5x+ 6 = 0, x2 − 6x+ 5 = 0

それぞれの場合について，cのとり方は 4通りあるから

5× 4

63
=

5

54
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九州大学の入試問題 (数学)の特徴として，毎年出題される「確率」「微積分」があ
る．旧課程の数学Aの分野に期待値 (確率変数の平均)があり，これをテーマとする
九大 (経済工学部)らしい問題が多岐にわたり出題されていた．現行課程では，期待
値が数学 Bの「確率分布と統計」の分野で扱うことになり，同分野が九州大学の出
題の範囲外であるため，「確率」の出題内容がかなり限られてきた印象を持つ．
近年の確率の出題内容を見ると，大学で扱う確率論で扱う反射壁・吸収壁，破産問
題 1 などの分野から入試問題として整えた変数の推移 (2015年)をテーマとする問題
が出題された．2015年の問題で簡単に説明すると，青玉の個数を変数X を縦軸に，
横軸を試行回数とすると，X = 0, 1, 2, 3の値で推移し，X = 0，X = 3を反射壁
としている．仮に本題がX = 0またはX = 3になった時点で試行が終了するとき，
X = 0，X = 3はその吸収壁という．また，青玉 1個を 1万円としてゲームに参加
し，3万円または 0円になったときにゲームが終了するといった破産問題でもある．
折れ線グラフを用いる問題は，2002年 (1次元ランダムウォーク)にも出題され，九
大らしい工夫がなされた良問である．
確率分野からの出題内容が狭くなったため，2016年から 2018年はマルコフ連鎖・
確率漸化式を中心とする出題になってしまった．
最後に「微積分」の求積問題は，受験生にとって明暗を分けることが多い．確か
に，時間が掛かっても膨大な計算の末，正解に至る受験生もいるが，試験時間は限
られている．問題の核心を捉え，簡潔な解答を目指す必要がある．そのための学習
が何よりも重要であり，本書はこれに対する編者の解答である．

1http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou jou 2014.pdf 4
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3.1 2015年度

3.1.1 4番 (3) 研究

操作を n回繰り返す中で袋の中の玉が 3個とも青玉になることなしに，青玉の個
数が 1個である確率を pnとする． 問 解

(i) nが奇数のとき

(2)で示したように奇数回目に青玉が 1個になることはないから pn = 0

(ii) nが偶数のとき p0 = 1

pn+2 = pn ×
(
2

3
·2
3
+

1

3
·1
)

=
7

9
pn

ゆえに pn =

(
7

9

)n
2

n回目の操作ではじめて硬貨をもらう確率は

pn−2 ×
2

3
·1
3
=

2

9

(
7

9

)n−2
2

　

O

青

回数n n+1 n+2

(nは偶数)

1

2

3

2
3

1
3

2
3

1
3

pn pn+2

1

東大理科 2008年� �
白黒 2種類のカードがたくさんある．そのうち k枚のカードを手もとにもってい
るとき，次の操作 (A)を考える．

(A) 手持ちの k枚の中から 1枚を，等確率
1

k
で選び出し，それを違う色のカー

ドにとりかえる．

以下の問 (1)，(2)に答えよ．

(1) 最初に白 2枚，黒 2枚，合計 4枚のカードをもっているとき，操作 (A)を n

回繰り返した後に初めて，4枚とも同じ色のカードになる確率を求めよ．

(2) 最初に白 3枚，黒 3枚，合計 6枚のカードをもっているとき，操作 (A)を n

回繰り返した後に初めて，6枚とも同じ色のカードになる確率を求めよ．� �
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解答 (1) 操作 (A)を n回繰り返す中で 4枚とも同じ色になることなしに，白と黒の
カードが 2枚づつである確率を pnとする．

(i) nが奇数のとき
奇数回目に 4枚とも同じ色になることはないので，求める確率は 0

(ii) nが偶数のとき p0 = 1

pn+2 = pn ×
1

2
·3
4
× 2 =

3

4
pn

ゆえに pn =

(
3

4

)n
2

求める確率は

pn−2 ×
1

2
·1
4
× 2 =

1

4

(
3

4

)n−2
2

　

O

白

n n+1 n+2 回数

1

2

3

4

pn+2
pn

1
2

1
2

1
4

1
4

3
4

3
4

(nは偶数)

(2) 操作 (A)を n回繰り返す中で 6枚とも同じ色になることなしに，白のカー
ドが 2枚である確率を qnとすると，対称性により白のカードが 4枚であ
る確率も qnである．

(i) nが奇数のとき q1 =
1

2

qn+2 = qn ×
1

3
·5
6
+ qn

(
2

3
+

2

3

)
·1
2

=
17

18
qn

ゆえに qn =
1

2

(
17

18

)n−1
2

求める確率は，3以上の奇数のとき

qn−2 ×
1

3
·1
6
× 2 =

1

18

(
17

18

)n−3
2

　

O

白

n n+1 n+2 回数

2

3

4

5

qn 1
2
1
2

1
3

1
3

(nは奇数)

6

1

qn

1
3

1
3

2
3
2
3

5
6

5
6

qn+2

qn+2

1
6

1
6

(ii) nが 1または偶数のとき
6枚とも同じ色になることはないので，求める確率は 0
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3.1.2 5番 (2) ユークリッドの互除法

nがmで割り切れること (mが nの約数)をm |nと表記し，整数 x，yの最大公約
数を (x, y)と表記すると 問 解

(x, y) | x, (x, y) | y

が成り立つ．

ユークリッドの互除法� �
2整数 a，bについて (a > b > 0)，aを bで割ったときの商を q，余りを cとすると

c 6= 0のとき (a, b) = (b, c)

c = 0のとき (a, b) = b� �
証明 c 6= 0のとき，a = bq + cより (b, c) | a また，(b, c) | bであるから，(b, c)は

aと bの公約数，したがって

(b, c) | (a, b) · · · 1©

同様に，c = a − bqより (a, b) | c また，(a, b) | bであるから，(a, b)は bと c

の公約数，したがって
(a, b) | (b, c) · · · 2©

1©， 2©より (a, b) = (b, c)

c = 0のとき，自明． 証終

補足 さらに，bを cで割った余りが dであるとき (b, c) = (c, d)

すなわち (a, b) = (b, c) = (c, d)

2つの整数 a1, a2について (a1 > a2 > 0)，a1を a2で割った余りを a3，さらに，
a2を a3で割った余りを a4，順次，akを ak+1で割った余りを ak+2とすると

(a1, a2) = (a2, a3) = (a3, a4) = · · · = (ak, ak+1) = (ak+1, ak+2) = · · ·

数列 {an}は下に有界な単調減少列であるから，互除法を繰り返すことにより，
a1と a2の最小公倍数を求めることができる．
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3.2 2016年度

3.2.1 2番 (4) 外積 (ベクトル積)

~b =
−→
AB，~c =

−→
ACとおくと 問 解

−→
AQ =

−→
AB + 2

−→
AF

2 + 1
=

~b+ 2·3
4
~c

3
=

1

3
~b+

1

2
~c

−→
AP = k

−→
AE =

3

3 + t
{(1− t)~b+ t~c}

CR : RD = 3(1− t) : 2t であるから

−→
AR =

2t
−→
AC+ 3(1− t)

−→
AD

3(1− t) + 2t
=

1

3− t
{2(1− t)~b+ 2t~c}

したがって
−→
QP =

3− 5t

6(3 + t)
(4~b− 3~c)，

−→
QR =

3− 5t

6(3− t)
(2~b− 3~c)

これらを空間ベクトルと考え，外積の性質を用いると 2

−→
QP×

−→
QR = − (3− 5t)2

6(3 + t)(3− t)
~b×~c

よって 4PQR : 4ABC =
(3− 5t)2

6(3 + t)(3− t)
: 1

外積は高校数学の範囲外であるから，2次試験では使えないが，センター試験では，
非常に有効な計算法である．なお，外積 (ベクトル積)の演算について，次式が成り
立つことに注意したい．

~b×~c = −~c×~b

また，これに~c = ~bを代入すると ~b×~b = ~0

2http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2004.pdf

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2004.pdf
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3.2.2 3番 マルコフ連鎖

Pi(n+ 1)は Pj(n)によって決定する確率過程 (マルコフ連鎖)である． 問 解

P0(n+ 1) =
1

6
{P0(n) + P1(n) + P2(n) + P3(n) + P4(n) + P5(n)}

P1(n+ 1) =
1

6
{P0(n) + P2(n) + P3(n) + P4(n) + 2P5(n)}

P2(n+ 1) =
1

6
{P0(n) + P1(n) + P3(n) + 2P4(n) + P5(n)}

P3(n+ 1) =
1

6
{P0(n) + P1(n) + P2(n) + P3(n) + P4(n) + P5(n)}

P4(n+ 1) =
1

6
{P0(n) + P1(n) + 2P2(n) + P3(n) + P5(n)}

P5(n+ 1) =
1

6
{P0(n) + 2P1(n) + P2(n) + P3(n) + P4(n)}

したがって P0(n) = P3(n) =
1

6
，

P1(n+ 1)− P5(n+ 1) = −1

3
{P1(n)− P5(n)}，

P2(n+ 1)− P4(n+ 1) = −1

3
{P2(n)− P4(n)}

P1(1) = P2(1) = P4(1) = P5(1) =
1

6
より P1(n) = P5(n)，P2(n) = P4(n)

これらの結果から P1(n+ 1) = P2(n+ 1) =
1

3

{
P1(n) + P2(n) +

1

6

}
ゆえに P1(n+ 1) =

2

3
P1(n) +

1

18

P1(1) =
1

6
であるから P1(n) =

1

6
よって Pi(n) =

1

6
(i = 0, 1, · · · 5)
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3.2.3 5番 (3) 発展

θ =
π

n
，α = cos 2θ + i sin 2θとおくと 問 解

zn − 1 = (z − 1)
n−1∏
k=1

(z − αk)

また zn − 1 = (z − 1)
n∑

k=1

zn−k ゆえに
n−1∏
k=1

(z − αk) =
n∑

k=1

zn−k · · · (∗)

(∗)は，zに関する恒等式であるから，z = 1を代入すると

(左辺) =
n−1∏
k=1

(1− cos 2kθ − i sin 2kθ) =
n−1∏
k=1

(2 sin2 kθ − 2i sin kθ cos kθ)

= 2n−1

n−1∏
k=1

sin kθ
n−1∏
k=1

(sin kθ − i cos kθ)

= 2n−1

n−1∏
k=1

sin kθ
n−1∏
k=1

{
cos
(π
2
− kθ

)
− i sin

(π
2
− kθ

)}
= 2n−1

n−1∏
k=1

sin kθ × (cos 0− i sin 0) = 2n−1

n−1∏
k=1

sin kθ

(右辺) = n

よって
n−1∏
k=1

sin
kπ

n
=

n

2n−1

たとえば，n = 9のとき
8∏

k=1

sin
kπ

9
=

9

256

したがって sin 20◦ sin 40◦ sin 60◦ sin 80◦ =
3

16
· · · 1©

同様に，n = 18のとき
17∏
k=1

sin
kπ

18
=

9

216

したがって sin 10◦ sin 20◦ sin 30◦ · · · sin 80◦ = 3

256
· · · 2©

さらに， 1©， 2©から sin 10◦ sin 30◦ sin 50◦ sin 70◦ =
1

16
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3.3 2017年度

3.3.1 3番 (2)(3) 別解

(2) an = 4n− 3より，anが 72の倍数であるとき 問 解

4n− 3 ≡ 0 ゆえに 12(4n− 3) ≡ 0 すなわち n ≡ 13 (mod 72)

nは整数 lを用いて n = 49l + 13

したがって，1 5 49l + 13 5 600を満たす整数 lの個数は

−12

49
5 l 5 587

49
すなわち 0 5 l 5 11

よって，求める個数は 12 (個)

(3) an = 4n− 3より，anが 73の倍数であるとき

4n− 3 ≡ 0 ゆえに 86(4n− 3) ≡ 0 すなわち n ≡ 258 (mod 73)

nは整数mを用いて n = 343m+ 258

したがって，1 5 343m+ 258 5 600を満たす整数mはm = 0の 1個で

a258 = 4·258− 3 = 1029 = 3·73

また，{an}の初項から第 600項のうち，74で割り切れる項はない．

(1),(2)の結果から，数列 {an}のうち，7の倍数の項を次のように並べると

a6 a13 a20 a27 a34 a41 a48

a55 a62 a69 a76 a83 a90 a97
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

a202 a209 a216 a223 a230 a237 a244

a251 a258 a265

これら 38個の項をそれぞれ 7で割ると，さらに 7で割り切れる項が第 2列に 6個
あり，これらをまた 7で割ると，最後に残った a258だけが 7で 1回割れる．

したがって，これら 38個の積は 7で 38 + 6 + 1，すなわち，45回割り切れる．

よって，求める nの最小値は n = 265
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3.4 2018年度

3.4.1 1番 双曲線の媒介変数表示

双曲線
x2

a2
− y2

b2
= 1は，

1

cos2 θ
− tan2 θ = 1により， 問 解

x

a
=

1

cos θ
,

y

b
= tan θ

とおくと，双曲線上の点 P(x, y)は，次のように媒介変数表示ができる．{
x =

a

cos θ
y = b tan θ

とくに，a = bのとき，直角双曲線となる．

直角双曲線C : x2−y2 = a2上の点をP(x, y)，2頂点をA(−a, 0)，A′(a, 0)とおく．

O

y

x

P

A
−a

A′

a

C

θ
2

ϕ

直線APの傾きをm，直線A′Pの傾きをm′とすると

m =
y

x+ a
, m′ =

y

x− a
ゆえに mm′ =

y2

x2 − a2
= 1

Pは 2直線AP : y = m(x+ a)，A′P : y =
1

m
(x− a)の交点であるから

x =
1 +m2

1−m2
a, y =

2m

1−m2
a

ここで，m = tanϕとおくと x =
a

cos 2ϕ
，y = a tan 2ϕ

さらに，θ = 2ϕとおくことにより x =
a

cos θ
, y = a tan θ

直角双曲線の漸近線が y = xと y = −xであるから，0 5 θ < 2π，すなわち，
0 5 ϕ < πにおいて，ϕ 6= π

4
, 3

4
πである．ϕ = π

4
− 0のときPは第 1象限の無限遠点，

ϕ = π
4
+ 0のとき Pは第 3象限の無限遠点，ϕ = 3

4
π − 0のとき Pは第 2象限の無限

遠点，ϕ = 3
4
π + 0のとき Pは第 4象限の無限遠点にある．
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3.4.2 2番 (3) 研究

k > 0とする．曲線 y = f(x)と直線 y = kが，
区間 a 5 x 5 bにおいて，f(x) = kであるとき，
この区間において，曲線 y = f(x)と直線 y = kで
囲まれた領域Dを直線 y = kのまわりに 1回転さ
せた回転体の体積を V とすると 問 解

V = π

∫ b

a

(y − k)2 dy

= π

∫ b

a

(y2 − k2) dx− 2πk

∫ b

a

(y − k) dx

　

O

y

x

D

a b

k

y = f(x)

Dを x軸のまわりに 1回転させた回転体の体積を Vx，Dの面積を Sとすると

V = Vx − 2πkS

半円C : x2+ y2 = a2+ b2 (y = 0)と直線 ` : y = b

(b = 0)で囲まれた領域をDとする．Dを `のま
わりに 1回転させた回転体の体積を V，Dを x軸
のまわりに 1回転させた回転体の体積をVx，Dの
面積を Sとすると

　

O

y

xa−a

b

D

C

`

θ

P Q

Vx = π

∫ a

−a

(y2 − b2) dx = π

∫ a

−a

(a2 − x2) dx =
4

3
πa3

とくに，VxはCの半径 rに関係なく aの値により決定する．

Cと `の 2つの交点 P，Qに対し，∠POQ = 2θ，OP = OQ = rとおくと

S =
1

2
r2·2θ − 1

2
·2a·b = r2θ − ab,

V = Vx − 2πbS =
4

3
πa3 − 2πb(r2θ − ab)

= 2π

(
2

3
a3 + ab2 − br2θ

)
例えば，C : x2 + y2 = 4，` : y = 1のとき，a =

√
3，b = 1，r = 2，θ =

π

3
より

V = 2

(
3
√
3− 4

3
π

)
π

これは，52ページで求めた V2の 2倍に等しい．
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前ページで示したように，領域Dを回転させた回転体の体積は，Dの面積 Sを利
用すると，簡単に求めることができる．

例題 次の領域D1およびD2をそれぞれ x軸の周りに 1回転してできる立体の体積
を求めよ．

D1 :

{
x2 + (y − 1)2 5 4

y = 2
D2 :

{
x2 + (y − 1)2 5 4

0 5 y 5 2

解答 D1，D2の面積をそれぞれ S1，S2とする．

右図において，∠ACB =
2π

3
であるから

S1 =
1

2
·22
(
2π

3
− sin

2π

3

)
=

4π

3
−
√
3

S2 = π·22 − 2S1 =
4π

3
+ 2

√
3

y = 1 +
√
4− x2 (−2 5 x 5 2) · · · (∗)とすると∫ √

3

−
√
3

(y − 2) dx = S1 =
4π

3
−

√
3

　

O

y

x2−2

3

−1

√
3

1

A B

C

2

−
√
3

D1およびD2を x軸の周りに 1回転してできる立体の体積をそれぞれ V1，V2

とする．(∗)より，x2 + (y − 1)2 = 4であるから

V1 = π

∫ √
3

−
√
3

(y2 − 22) dx = 2π

∫ √
3

−
√
3

(y − 2) dx+ π

∫ √
3

−
√
3

(3− x2) dx

= 2πS1 + π

∫ √
3

−
√
3

(
√
3 + x)(

√
3− x) dx

= 2π

(
4π

3
−

√
3

)
+

π

6
(2
√
3)3 = 2π

(
4π

3
+
√
3

)
D2の境界を表す 2曲線C1 : y = f(x)，C2 : y = g(x)を

f(x) =

{
1 +

√
4− x2 (

√
3 5 |x| 5 2)

2 (|x| 5
√
3)

g(x) =

{
1−

√
4− x2 (

√
3 5 |x| 5 2)

0 (|x| 5
√
3)

とすると

f(x) + g(x) = 2,

∫ 2

−2

{f(x)− g(x)} dx = S2
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したがって

V2 = π

∫ 2

−2

{f(x)2 − g(x)2} dx

= π

∫ 2

−2

{f(x) + g(x)}{f(x)− g(x)} dx

= π

∫ 2

−2

2{f(x)− g(x)} dx = 2π

∫ 2

−2

{f(x)− g(x)} dx

= 2πS2 = 2π

(
4π

3
+ 2

√
3

)
補足 D2の重心は (0, 1)であるから，パップス・ギュルダンの定理 3 により

V2 = 2πS2·1 = 2π

(
4π

3
+ 2

√
3

)

九大理系 2012年� �
円 x2 + (y − 1)2 = 4 で囲まれた図形を x軸のまわりに 1回転してできる立体の
体積を求めよ。� �
解答 求める体積は V1 + V2 = 2π

(
8π

3
+ 3

√
3

)

3http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2012.pdf (p.6参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2012.pdf
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九大理系 2013年� �
原点Oを中心とし，点A(0, 1)を通る円をSとする。点B

(
1

2
,

√
3

2

)
で円Sに内

接する円 T が，点Cで y軸に接しているとき，以下の問いに答えよ。

(1) 円 T の中心Dの座標と半径を求めよ。

(2) 点Dを通り x軸に平行な直線を lとする。円 Sの短い方の弧

(

AB，円 T の短

い方の弧

(

BC，および線分ACで囲まれた図形を lのまわりに 1回転してでき
る立体の体積を求めよ。� �

解答 (1) OB の x 軸の正の方向となす角は π
3
である

から，T の半径を r とすると，D の座標は

(r,
√
3r)，OD = 2rである．

右の図より，OD+DB = 1 であるから

2r + r = 1 ゆえに r =
1

3

よって D

(
1

3
,

√
3

3

)
，半径

1

3

　

O

y

x

D

B(1
2
,
√
3
2
)

A

C

r

√
3r

1

1

−1

−1

S
T

π
3

(2) y =
√
1− x2とすると，Sと y軸，l，直線 x =

1

2
で囲まれた領域D1の面

積は，左下の図から∫ 1
2

0

(
y −

√
3

3

)
dx =

1

2
·12·π

6
−4OCD+4BDH

=
π

12
− 1

2
·1
3
·
√
3

3
+

1

2
·1
6
·
√
3

6

=
π

12
−

√
3

24
· · · (∗)

O

y

x O

y

x

A A
BB

DD

S S

TT

1
2

1
2

1 1

√
3
3

√
3
3

ll

1

C
H

π
6

1
3

1√
3
2

D1 D2
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D1を lの周りに 1回転してできる立体の体積を V1とすると，x2 + y2 = 1

および (∗)に注意して

V1

π
=

∫ 1
2

0

(
y −

√
3

3

)2

dx =

∫ 1
2

0

(
y2 − 2

√
3

3
y +

1

3

)
dx

=

∫ 1
2

0

(
2

3
− x2

)
dx− 2

√
3

3

∫ 1
2

0

(
y −

√
3

3

)
dx

=

∫ 1
2

0

(
2

3
− x2

)
dx− 2

√
3

3

(
π

12
−

√
3

24

)

D2を lの周りに 1回転してできる立体の体積を V2とすると，(
x− 1

3

)2

+

(
y −

√
3

3

)2

=
1

9

に注意して

V2

π
=

∫ 1
2

0

(
y −

√
3

3

)2

dx =

∫ 1
2

0

(
2

3
x− x2

)
dx

求める体積 V は

V

π
=

V1

π
− V2

π
=

2

3

∫ 1
2

0

(1− x) dx− 2
√
3

3

(
π

12
−

√
3

24

)

=
2

3

[
x− x2

2

] 1
2

0

−
√
3

18
π +

1

12
=

1

3
−

√
3

18
π

よって V = π

(
1

3
−

√
3

18
π

)



3.5. 2019年度 125

3.5 2019年度

3.5.1 1番 関数の内積

原点O，A(~a)，B(~b)とし (~a⊥~b)，平面OAB上にない点P(~p)をとる．m, nを実数
とするとき 問 解

|~p−m~a− n~b|2 = |~p|2 +m2|~a|2 + n2|~b|2 − 2m~a·~p− 2n~b·~p

= |~a|2
(
m−

~a·~p
|a|2

)2

+ |~b|2
(
n−

~b·~p
|b|2

)2

+ |~p|2 − (~a·~p)2

|~a|2
− (~b·~p)2

|~b|2

= |~p|2 − (~a·~p)2

|~a|2
− (~b·~p)2

|~b|2
· · · (∗)

ここで，2つの関数 f(t)と g(t)の内積

〈f(t), g(t)〉 =
∫ 1

0

f(t)g(t) dt

を定義すると，ベクトルの内積と同様に

〈f(t), g(t)〉 = 〈g(t), f(t)〉
k 〈f(t), g(t)〉 = 〈kf(t), g(t)〉 = 〈f(t), kg(t)〉 (kは定数)

〈f(t), g(t) + h(t)〉 = 〈f(t), g(t)〉+ 〈f(t), h(t)〉
|f(t)|2 = 〈f(t), f(t)〉

が成立する．例えば，〈
1, t− 1

2

〉
=

∫ 1

0

1

(
t− 1

2

)
dt =

[
t2

2
− t

2

]1
0

= 0,∣∣∣∣t− 1

2

∣∣∣∣2 = ∫ 1

0

(
t− 1

2

)2

=

[
1

3

(
t− 1

2

)3 ]1
0

=
1

12
,

〈1, sin 2nπt〉 =
∫ 1

0

sin 2nπt dt = − 1

2nπ

[
cos 2nπt

]1
0

= 0,〈
t− 1

2
, sin 2nπt

〉
= 〈t, sin 2nπt〉 − 1

2
〈1, sin 2nπt〉 = 〈t, sin 2nπt〉

=

∫ 1

0

t sin 2nπt dt =

[
− t

2nπ
cos 2nπt+

1

4n2π2
sin 2nπt

]1
0

= − 1

2nπ
,

| sin 2nπt|2 =
∫ 1

0

sin2 2nπt dt =
1

2

∫ 1

0

(1− cos 4nπt) dt

=
1

2

[
t− 1

4nπ
sin 4nπt

]1
0

=
1

2
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f(t)− 〈e(t), f(t)〉
|e(t)|2

e(t)は e(t)と直交するから，t− 1

2
は 1と直交することに注意して

∫ 1

0

(sin(2nπt)− xt− y)2 dt = | sin 2nπt− xt− y|2

=

∣∣∣∣sin 2nπt− x

(
t− 1

2

)
−
(x
2
+ y
)∣∣∣∣2

ここで，p(t) = sin 2nπt，f(t) = t− 1

2
，e(t) = 1とすると，(∗)により

∫ 1

0

(sin(2nπt)− xt− y)2 dt =
∣∣∣p(t)− xf(t)−

(x
2
+ y
)
e(t)
∣∣∣2

= |p(t)|2 − 〈f(t), p(t)〉2

|f(t)|2
− 〈e(t), p(t)〉2

|e(t)|2

(∗)および前ページの結果から

x =
〈f(t), p(t)〉
|f(t)|2

=
− 1

2nπ
1
12

,
x

2
+ y =

〈e(t), f(t)〉
|e(t)|2

= 0

すなわち，x = − 6

nπ
，y =

3

nπ
のとき，最小値

|p(t)|2 − 〈f(t), p(t)〉2

|f(t)|2
− 〈e(t), p(t)〉2

|e(t)|2
=

1

2
−
(
− 1

2nπ

)2
1
12

− 0 =
1

2
− 3

n2π2

をとる．

原点O，A(~a)，B(~b)とし (~a⊥~b)，平面OAB上にない点 P(~p)について，ベクトル

~h = ~p− (~a·~p)
|~a|2

~a− (~b·~p)
|~b|2

~b

が~aおよび~bと垂直で，|~p−m~a−n~b|2はm =
(~a·~p)
|~a|2

, n =
(~b·~p)
|~b|2

のとき，最小となる．

同様に，e(t)と f(t)が直交するから，関数 (直交関数)

h(t) = p(t)− 〈f(t), p(t)〉
|f(t)|2

f(t)− 〈e(t), p(t)〉
|e(t)|2

e(t)

は，e(t)および f(t)と直交する．このとき，|p(t)− xt− y|2の最小値を与える．
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3.5.2 5番 メビウス変換

補足 z = i tan θ
(
−π

2
< θ <

π

2

)
をw =

z + 1

−z + 1
に代入すると 問 解

w =
i tan θ + 1

−i tan θ + 1
=

cos θ + i sin θ

cos θ − i sin θ
= (cos θ + i sin θ)2 = cos 2θ + i sin 2θ

−π < 2θ < πより，wは点−1を除く原点Oを中心とする単位円周上にある．

解説 一般に，1次分数式変換 (メビウス変換)

f(z) =
az + b

cz + d
(a, b, c, dは複素数, ad− bc 6= 0)

は，拡縮 (回転)kz，平行移動 z + α，反転
1

z
の合成変換である．

特に反転に関して，次の性質がある 4．

• 原点を通らない円は，原点を通らない円に移る．
• 原点を通る円は，原点を通らない直線に移る．
• 原点を通らない直線は，原点を通る円から原点を除いた図形に移る．
• 原点を通る直線は，原点を通る直線から原点を除いた図形に移る．

次の変換 (平行移動，反転，拡縮，平行移動)

f1(z) = z − 1, f2(z) =
1

z
, f3(z) = −2z, f4(z) = z − 1

について，合成変換 f(z) = f4◦f3◦f2◦f1(z)は f(z) =
z + 1

−z + 1

z = i tan θ，z1 = f1(z)，z2 = f2(z1)，z3 = f3(z2)，w = f4(z3)とすると

z2 = f2◦f1(z) =
1

i tan θ − 1
=

− cos θ

cos θ − i sin θ

= − cos θ(cos θ + i sin θ) = −1

2
− 1

2
(cos 2θ + i sin 2θ)

O

Im

Re

zz1

z2

z3

21−1
θ

2θ

w
C

4http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Tdai/Tdai ri 2017.pdf 3 の解説を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Tdai/Tdai_ri_2017.pdf
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3.6 2020年度

3.6.1 3番 等面四面体の体積

等面四面体の体積を V とすると，V は直方体の体積から 4つの直角四面体を引い
たものであるから 問 解

V = xyz − 4·1
6
xyz =

1

3
xyz =

1

3

√
x2y2z2

=
1

3

√
b2 + c2 − a2

2
·c

2 + a2 − b2

2
·a

2 + b2 − c2

2

=

√
2

12

√
(b2 + c2 − a2)(c2 + a2 − b2)(a2 + b2 − c2)

O

A

B

C

a b

c

b

c

a

y

x

z

α = ∠BOC，β = ∠COA，γ = ∠AOB とすると，余弦定理により

cosα =
b2 + c2 − a2

2bc
, cos β =

c2 + a2 − b2

2ca
, cos γ =

a2 + b2 − c2

2ab

よって，等面四面体の体積 V は

V =
1

3
abc
√
cosα cos β cos γ

また，一般の四面体OABCにおいて，a = OA，b = OB，c = OC，α = ∠BOC，
β = ∠COA，γ = ∠AOBであるとき，その体積は 5

1

6
abc
√

1 + 2 cosα cos β cos γ − (cos2 α + cos2 β + cos2 γ)

5http://kumamoto.s12.xrea.com/N/THdai/THdai ri 2015.pdf (p.11)

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/THdai/THdai_ri_2015.pdf
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3.7 2021年度

3.7.1 3番 部分積分法の応用

本来，部分積分法 問 解∫
f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x) dx

は漸化式である．f(x)の第n次導関数を f (n)(x)と表すように (nは自然数)，ここで，
nを 0さらに負の整数まで拡張することにする．実際にはこのような定義はないが，
f (−n)(x)を f(x)の第 n次原始関数と定義する．上の積分について，部分積分法を繰
り返すと∫

f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)− f (1)(x)g(−1)(x) + f (2)(x)g(−2)(x)

· · ·+ (−1)nf (n)(x)g(−n)(x) + (−1)n+1

∫
f (n+1)(x)g(−n)(x) dx

が成立する．f(x)を n次多項式とし，p (p 6= 0)，qを定数とする．

g′(x) = epx+q, g(x) =
epx+q

p
, g(−1)(x) =

epx+q

p2
,

g(−2)(x) =
epx+q

p3
, g(−3)(x) =

epx+q

p4
, · · · , g(−n)(x) =

epx+q

pn+1

とおくと∫
epx+qf(x) dx =

epx+q

p

{
f(x)− f ′(x)

p
+

f ′′(x)

p2
− f ′′′(x)

p3
+ · · ·+ (−1)n

f (n)(x)

pn

}
+ C

同様に，整式 f(x)について次式が得られる．∫
ex+qf(x) dx = ex+q {f(x)− f ′(x) + f ′′(x)− f ′′′(x) + · · · }+ C∫

e−x+qf(x) dx = −e−x+q {f(x) + f ′(x) + f ′′(x) + f ′′′(x) + · · · }+ C∫
apx+qf(x) dx =

apx+q

p log a

{
f(x)− f ′(x)

p log a
+

f ′′(x)

(p log a)2
− f ′′′(x)

(p log a)3
+ · · ·

}
+ C∫

ax+qf(x) dx =
a−x+q

log a

{
f(x)− f ′(x)

log a
+

f ′′(x)

(log a)2
− f ′′′(x)

(log a)3
+ · · ·

}
+ C∫

a−x+qf(x) dx = −a−x+q

log a

{
f(x) +

f ′(x)

log a
+

f ′′(x)

(log a)2
+

f ′′′(x)

(log a)3
+ · · ·

}
+ C
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3.8 2022年度

3.8.1 5番 ガウス・グリーンの定理

ガウス・グリーンの定理� �
曲線 C : x = f(t), y = g(t) (α 5 t 5 β)

について，t = α, βに対応する点をそれ
ぞれA，Bとする．Cと直線OA，OBで
囲まれた部分の面積を Sとすると
(OBの偏角>OAの偏角)

S =
1

2

∫ β

α

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)}dt

　

O

y

x

A

B C

� �
本題 (2)は，ガウス・グリーンを用いて求めることもできる． 問 解

f(t)g′(t)− f ′(t)g(t) = (5 cos t+ cos 5t)·5(cos t− cos 5t)

+ 5(sin t+ sin 5t)·(5 sin t− sin 5t)

= 20− 20(cos 5t cos t− sin 5t sin t)

= 20(1− cos 6t)

したがって，求める面積 Sは

S =
1

2

∫ π
6

0

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)} dt

= 10

∫ π
6

0

(1− cos 6t) dt = 10

[
t− 1

6
sin 6t

]π
6

0

=
5

3
π

極方程式の面積の公式

S =
1

2

∫ β

α

r2 dθ

において，θは極方程式の偏角でなければならないが，ガウス・グリーンの定理

S =
1

2

∫ β

α

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)}dt

は，1変数関数の曲線の面積に関する定理で θが偏角でなくてもよいし，様々な曲線
について適用できる．
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阪大理系 2022年� �
座標平面において，tを媒介変数として

x = et cos t+ eπ, y = et sin t (0 5 t 5 π)

で表される曲線をCとする．曲線Cと x軸で囲まれた部分の面積を求めよ．� �
解答 Cを x軸方向に−eπだけ平行移動させた曲線

C ′ : x = et cos t, y = et sin t (0 5 t 5 π)

と x軸で囲まれた部分の面積を求めてもよい．

O

y

x

t = π
4

t = 0

t = 3π
4

t = π

C ′ t = π
2

−eπ 1

e
π
2

C ′はOを極とする極方程式 r = et (0 5 t 5 π)で表されるから，その面積は

S =
1

2

∫ π

0

r2 dt =
1

2

∫ π

0

e2t dt =
1

4

[
e2t
]π
0

=
1

4
(e2π − 1)

別解 Cの方程式をそのままガウス・グリーンに適用させてもよい．

f(t)g′(t)− f ′(t)g(t) = et cos t·et(sin t+ cos t)− et(cos t− sin t)·et sin t = e2t

したがって，求める面積 Sは

S =
1

2

∫ π

0

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)} dt = 1

2

∫ π

0

e2t dt =
1

4

[
e2t
]π
0

=
1

4
(e2π − 1)

補足 極座標 x = r cos t, y = r sin tについて xy′ − x′y = r2であるから，ガウス・グ
リーンの定理により，極方程式における面積公式が導かれる．
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3.9 2023年度

3.9.1 ライプニッツの公式

大分大学医 2020年� �
nを任意の正の整数とし，2つの関数 f(x)，g(x)はともに n回微分可能な関数と
する．このとき以下の問いに答えなさい．

(1) 積 f(x)g(x)の第 4次導関数
d4

dx4
{f(x)g(x)}を求めなさい．

(2) 積 f(x)g(x)の第 n次導関数
dn

dxn
{f(x)g(x)}における f (n−r)(x)g(r)(x)の係数

を類推し，その類推が正しいことを数学的帰納法を用いて証明しなさい．た
だし，rは負でないn以下の整数とし，f (0)(x) = f(x)，g(0)(x) = g(x)とする．

(3) 関数 h(x) = x3exの第 n次導関数 h(n)(x)を求めなさい．ただし，eは自然対
数の底であり，n = 4とする．� �
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解答 (1)
d

dx
{f(x)g(x)} = f (1)(x)g(0)(x) + f (0)(x)g(1)(x) · · · 1©

d2

dx2
{f(x)g(x)} =

d

dx
{f (1)(x)g(0)(x)}+ d

dx
{f (0)(x)g(1)(x)}

= f (2)(x)g(0)(x) + f (1)(x)g(1)(x)

+ f (1)(x)g(1)(x) + f (0)(x)g(2)(x)

= f (2)(x)g(0)(x) + 2f (1)(x)g(1)(x) + f (0)(x)g(2)(x)

d3

dx3
{f(x)g(x)} =

d

dx
{f (2)(x)g(0)(x)}+ 2

d

dx
{f (1)(x)g(1)(x)}+ d

dx
{f (0)(x)g(2)(x)}

= f (3)(x)g(0)(x) + f (2)(x)g(1)(x)

+ 2
{
f (2)(x)g(1)(x) + f (1)(x)g(2)(x)

}
+ f (1)(x)g(2)(x) + f (0)(x)g(3)(x)

= f (3)(x)g(0)(x) + 3f (2)(x)g(1)(x)

+ 3f (1)(x)g(2)(x) + f (0)(x)g(3)(x)

d4

dx4
{f(x)g(x)} =

d

dx
{f (3)(x)g(0)(x)}+ 3

d

dx
{f (2)(x)g(1)(x)}

+ 3
d

dx
{f (1)(x)g(2)(x)}+ d

dx
{f (0)(x)g(3)(x)}

= f (4)(x)g(0)(x) + f (3)(x)g(1)(x)

+ 3
{
f (3)(x)g(1)(x) + f (2)(x)g(2)(x)

}
+ 3

{
f (2)(x)g(2)(x) + f (1)(x)g(3)(x)

}
+ f (1)(x)g(3)(x) + f (0)(x)g(4)(x)

= f (4)(x)g(0)(x) + 4f (3)(x)g(1)(x) + 6f (2)(x)g(2)(x)

+4f (1)(x)g(3)(x) + f (0)(x)g(4)(x)

(2)
dn

dxn
{f(x)g(x)}におけるf (n−r)(x)g(r)(x)の係数を nCrであると推定すると

dn

dxn
{f(x)g(x)} =

n∑
r=0

nCrf
(n−r)(x)g(r)(x) · · · (∗)

［1］ 1©から d

dx
{f(x)g(x)} = 1C0f

(1)(x)g(0)(x) + 1C1f
(0)(x)g(1)(x)

したがって，n = 1のとき，(∗)は成立する．
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［2］n = kのとき，(∗)が成立すると仮定すると

dk

dxk
{f(x)g(x)} =

k∑
r=0

kCrf
(k−r)(x)g(r)(x)

これを微分すると

dk+1

dxk+1
{f(x)g(x)} =

k∑
r=0

kCr{f (k+1−r)(x)g(r)(x) + f (k−r)(x)g(r+1)(x)}

=
k∑

r=0

kCrf
(k+1−r)(x)g(r)(x)

+
k∑

r=0

kCrf
(k−r)(x)g(r+1)(x)

= f (k+1)(x)g(0)(x) +
k∑

r=1

kCrf
(k+1−r)(x)g(r)(x)

+
k−1∑
r=0

kCrf
(k−r)(x)g(r+1)(x) + f (0)(x)g(k+1)(x)

= f (k+1)(x)g(0)(x) +
k∑

r=1

kCrf
(k+1−r)(x)g(r)(x)

+
k∑

r=1

kCr−1f
(k+1−r)(x)g(r)(x) + f (0)(x)g(k+1)(x)

= k+1C0f
(k+1)(x)g(0)(x)

+
k∑

r=1

(kCr + kCr−1)f
(k+1−r)(x)g(r)(x)

+ k+1Ck+1f
(0)(x)g(k+1)(x)

= k+1C0f
(k+1)(x)g(0)(x)

+
k∑

r=1

k+1Crf
(k+1−r)(x)g(r)(x)

+ k+1Ck+1f
(0)(x)g(k+1)(x)

=
k+1∑
r=0

k+1Crf
(k+1−r)(x)g(r)(x)

したがって，n = k + 1のときも (∗)が成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて (∗)が成立する．
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(3) h(x) = x3ex = exx3について，(2)の結果を適用すると (n = 4)

h(n)(x) =
n∑

r=0

nCr(e
x)(n−r)(x3)(r)

=
3∑

r=0

nCr(e
x)(n−r)(x3)(r) +

n∑
r=4

nCr(e
x)(n−r)(x3)(r)

=
3∑

r=0

nCr(e
x)(n−r)(x3)(r)

= nC0e
x·x3 + nC1e

x·3x2 + nC2e
x·6x+ nC3e

x·6
= ex{x3 + 3nx2 + 3n(n − 1)x + n(n − 1)(n − 2)}

補足 (2)の結果は，ライプニッツ (Leibniz)の公式と呼ばれている．
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3.9.2 第n階微分方程式 (線形微分方程式)

大分大学医 2010年� �
微分可能な関数 y = f(x)が次の方程式を満たすとする． 問 解

anf
(n)(x) + an−1f

(n−1)(x) + · · ·+ a1f
(1)(x) + a0f(x) = 0 (A)

ここに nは自然数，ai (i = 0, 1, 2, · · · , n)は実数の定数で，an 6= 0である．また，
y(k) = f (n)(x)は f(x)の k次導関数で y(0) = f (0)(x) = f(x)とする．(A)のよう
な方程式を第 n階微分方程式といい，(A)に対して tの n次方程式

ant
n + an−1t

n−1 + · · ·+ a1t+ a0 = 0 (B)

を (A)の特性方程式という．このとき次の問いに答えよ．

(1) 特性方程式 (B)の解が実数 rであるとき，関数 y = erxが方程式 (A)を満た
すことを証明せよ．

(2) n次方程式 (B)が実数 rを k重解(注)にもつとき，次の tに関する方程式は r

を k − 1重解にもつことを証明せよ．ただし，k = 2, 3, · · · とする．

nant
n−1 + (n− 1)an−1t

n−2 + · · ·+ 2a2t+ a1 = 0

(注) tのm次方程式が適当な多項式Q(t)を用いて (t− r)kQ(t) = 0となると
き，t = rをこの方程式の k重解と定義する．ただし，k = 1, 2, · · · と
する．

(3) 実数の定数 rに対して xの関数を yi = xierx (i = 0, 1, 2 · · · )とする．
このとき，yj

(n)を x，yj−1
(n−1)および yj−1

(n) を用いて表せ．ただし，
j = 1, 2, 3, · · · とする．

(4) 実数 rが n次方程式 (B)の k重解であるとき yi = xierx

(i = 0, 1, 2, · · · , k − 1)が微分方程式 (A)を満たすことを証明せよ．ただし，
kは自然数とする．� �
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解答 (1) 実数 rは特性方程式 (B)の解であるから

anr
n + an−1r

n−1 + · · ·+ a1r + a0 = 0

両辺に erxを掛けると

anr
nerx + an−1r

n−1erx + · · ·+ a1re
rx + a0e

rx = 0

an(e
rx)(n) + an−1(e

rx)(n−1) + · · ·+ a1(e
rx)(1) + a0e

rx = 0

よって，関数 y = erxは方程式 (A)を満たす．

(2) n次方程式 (B)が実数 rを k重解にもつから，n−k次多項式Q(t)を用いて

ant
n + an−1t

n−1 + · · ·+ a1t+ a0 = (t− r)kQ(t) · · · (∗)

とおける．この両辺を tで微分すると

nant
n−1 + (n− 1)an−1t

n−2+ · · ·+ 2a2t+ a1

= k(t− r)k−1Q(t) + (t− r)kQ′(t)

= (t− r)k−1{kQ(t) + (t− r)Q′(t)}

よって，次の方程式は，rを k − 1重解にもつ．

nant
n−1 + (n− 1)an−1t

n−2 + · · ·+ 2a2t+ a1 = 0

(3) yj = xjerxより，yj = xyj−1であるから，ライプニッツの公式を用いて微
分すると

y
(n)
j = (xyj)

(n) =
n∑

k=0

nCkx
(n−k)yj−1

(k)

=
n∑

k=n−1

nCkx
(n−k)yj−1

(k) = nyj−1
(n−1) + xyj−1

(n)
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(4) (∗)のQ(t)を，定数 bi(i = 0, 1, 2, · · · , n− k)を用いて (bn−k = an)

Q(t) =
n−k∑
i=0

bit
i

とおくと，(∗)から

ant
n + an−1t

n−1 + · · ·+ a1t+ a0 =(t− r)kQ(t)

=
k∑

j=0

kCjt
k−j(−r)j

n−k∑
i=0

bit
i

=
n−k∑
i=0

bi

k∑
j=0

kCj(−r)jtk+i−j

上式から

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y =

n−k∑
i=0

bi

k∑
j=0

kCj(−r)jy(k+i−j)

ここで z =
k∑

j=0

kCj(−r)jy(k−j)とおくと

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y =

n−k∑
i=0

biz
(i)

このとき，微分方程式

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y = 0 · · · (∗∗)

は，次のようになる．

b0z + b1z
′ + b2z

′′ + · · ·+ bn−kz
(n−k) = 0

したがって，z = 0は微分方程式 (∗∗)の解の 1つであるから

k∑
j=0

kCj(−r)jy(k−j) = 0

e−rx

k∑
j=0

kCj(−r)jy(k−j) = 0

k∑
j=0

kCjy
(k−j)(e−rx)(j) = 0
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ゆえに，ライプニッツの公式により

(ye−rx)(k) = 0

上式の両辺を k回積分すると，右辺は xの k − 1次式になるので

ye−rx = c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ ck−1x

k−1

となる (cjは定数 (j = 0, 1, 2, · · · , k − 1))．

したがって，次式は微分方程式 (∗∗)の解の 1つである．

y = (c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ ck−1x

k−1)erx

よって，xjerx (j = 0, 1, 2, · · · , k − 1)は，(∗∗)をみたす．
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解説

例 1 微分方程式 y′ − αy = 0を解け
(
y′ =

dy

dx

)
．

解答 両辺に e−αxを掛けると

y′e−αx + y(e−αx)′ = 0 ゆえに (ye−αx)′ = 0

これを積分すると ye−αx = C よって y = Ceαx (Cは定数)

例 2 α 6= β，y′ =
dy

dx
, y′′ =

d2y

dx2
とするとき，次の微分方程式を解け．

y′′ − (α + β)y′ + αβy = 0

解答 与式から (y′ − βy)′ − α(y′ − βy) = 0

両辺に e−αxを掛けると

(y′ − βy)′e−αx + (y′ − β)(e−αx)′ = 0 ゆえに {(y′ − βy)e−αx}′ = 0

これを積分すると

(y′ − βy)e−αx = A1 ゆえに y′ − βy = A1e
αx (A1は定数)

となる．同様にして y′ − αy = A2e
βx (A2は定数)

よって，上の 2式から，y′を消去すると

y = C1e
αx + C2e

βx (C1, C2は定数)

例 3 例 2において，β = αとした，次の微分方程式を解け．

y′′ − 2αy′ + α2y = 0

解答 両辺に e−αxを掛けると

y′′e−αx + 2y′(e−αx)′ + y(e−α)′′ = 0 ゆえに (ye−αx)(2) = 0

これを 2回積分すると

ye−αx = C1x+ C2 よって y = (C1x+ C2)e
αx (C1, C2は定数)
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例 4 α 6= β，β 6= γ，γ 6= α，y′ =
dy

dx
，y′′ =

d2y

dx2
，y′′′ =

d3y

dx3
とするとき，

次の微分方程式を解け．

y′′′ − (α + β + γ)y′′ + (αβ + βγ + γα)y′ − αβγy = 0

解答 与式から

{y′′ − (β + γ)y′ + βγy}′ − α{y′′ − (β + γ)y′ + βγy} = 0

両辺に e−αxを掛けると

{y′′ − (β + γ)y′ + βγy}′e−αx + {y′′ − (β + γ)y′ + βγy}(e−αx)′ = 0

[{y′′ − (β + γ)y′ + βγy}e−αx]′ = 0

これを積分すると

{y′′ − (β + γ)y′ + βγy}e−αx = A1

y′′ − (β + γ)y′ + βγy = A1e
αx · · · 1©

同様にして

y′′ − (γ + α)y′ + γαy = A2e
βx · · · 2©

y′′ − (α + β)y′ + αβy = A3e
γx · · · 3©

1©− 2©より (α− β)(y′ − γy) = A1e
αx − A2e

βx

2©− 3©より (β − γ)(y′ − αy) = A2e
βx − A2e

γx

上の 2式から，y′を消去すると

y = C1e
αx + C2e

βx + C3e
γx (C1, C2, C3は定数)
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例 5 例 4において，γ = αとした，次の微分方程式を解け．

y′′′ − (2α + β)y′′ + (α2 + 2αβ)y′ − α2βy = 0

解答 与式から
(y′′ − 2αy′ + α2y)′ − β(y′′ − 2αy′ + α2y) = 0

両辺に e−βxを掛けると

(y′′ − 2αy′ + α2y)′e−βx + (y′′ − 2αy′ + α2y)(e−βx)′ = 0

{(y′′ − 2αy′ + α2y)e−βx}′ = 0

これを積分すると

(y′′ − 2αy′ + α2y)e−βx = A1

両辺に e(β−α)xを掛けると

(y′′ − 2αy′ + α2y)e−αx = A1e
(β−α)x

ここで，上式の左辺は

(y′′ − 2αy′ + α2y)e−αx = y′′e−αx + 2y′(e−αx)′ + y(e−α)′′

= (ye−αx)(2)

となる．したがって
(ye−αx)(2) = A1e

(β−α)x

これを，xについて 2回積分すると，改めて定数C1，C2，C3を用いて

ye−αx = C1x+ C2 + C3e
(β−α)x よって y = (C1x+ C2)e

αx + C3e
βx

例 6 例 4において，α = β = γとした，次の微分方程式を解け．

y′′′ − 3αy′′ + 3α2y′ − α3y = 0

解答 与式の両辺に e−αxを掛けると

y′′′e−αx + 3y′′(e−αx)′ + 3y′(e−αx)′′ + y(e−αx)′′′ = 0

(ye−αx)(3) = 0

これを xについて 3回積分すると ye−αx = C1x
2 + C2x+ C3

よって y = (C1x
2 + C2x+ C3)e

αx (C1, C2, C3は定数)
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例 7 放射性同位体の原子数は，時間の経過により (原子の崩壊)，その原子数は減少

する．原子数N は時刻 tの減少関数で，その変化率は
dN

dt
< 0で，N に比例し

dN

dt
= −λN · · · (∗)

であることが分かっている (崩壊定数 λは物質の種類による固有の定数)．

N ′ =
dN

dt
とおくと N ′ + λN = 0

例 1の結果を利用してこれを解くと N = Ce−λt

ここで，初期条件 t = 0のときN = N0とすると，C = N0より

N = N0e
−λt · · · 1©

さらに，t = T (T は半減期)のときN =
1

2
N0とすると

1

2
N0 = N0e

−λT ゆえに e−λ =

(
1

2

) 1
T

· · · 2©

1©， 2©から N = N0

(
1

2

) t
T

崩壊定数 λは，(∗)により個体数N と単位時間当たり (1秒間)の崩壊数を観測
することで求めることができる．したがって，半減期 T は 2©から

T =
log 2

λ
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例 8 ばね定数 k[N/m]のばねの一端が固定され，他端に質量m[kg]のおもりが付けら
れ，なめらかな水平面を運動している．自然長の位置を原点Oとし，ばねが伸
びる向きを変位 x[m]の正の向きとし，おもりの加速度を a[m/s2]とすると，次
式が成り立つ．

ma = −kx

このとき，a =
d2x

dt2
より，a = x′′とおくと

x′′ +
k

m
x = 0

となる，このとき特性方程式の解が±i

√
k

m
であるから，例 2の結果から

x = C1e
i
√

k
m
t + C2e

−i
√

k
m
t

を得る．初期条件を t = 0のとき，x = A，v =
dx

dt
= 0 とすると

C1 + C2 = A, C1 − C2 = 0 これを解いて C1 = C2 =
A

2

したがって x =
A

2

(
ei
√

k
m
t + e−i

√
k
m
t
)

上式にオイラーの公式 eix = cos x+ i sinxを代入すると 6

x = A cos

√
k

m
t

この単振動の周期を T [s]とすると√
k

m
T = 2π ゆえに T = 2π

√
m

k

を得る．具体的な線形微分方程式については，以下に紹介している．

http://kumamoto.s12.xrea.com/chie/diff eq.pdf

6証明は http://kumamoto.s12.xrea.com/chie/taylor.pdfを参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/chie/diff_eq.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/chie/taylor.pdf
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3.10 2024年度

3.10.1 回転体の体積

例題 0 < r < a とする．円 x2 + (y − a)2 = r2 が x軸の周りに 1回転してできる回
転体の体積 V を求めよ．

解答 x2 + (y − a)2 = r2 を yについて解くと

y = a±
√
r2 − x2

半円 y = a +
√
r2 − x2 と x軸および 2

直線 x = −r，x = r で囲まれた部分が
x軸の周りに 1回転してできる回転体の
体積を V1，半円 y = a−

√
r2 − x2 と x

軸および 2直線 x = −r，x = r で囲ま
れた部分が x軸の周りに 1回転してで
きる回転体の体積を V2とすると

　

O

y

x

y=a+
√
r2−x2

y=a−
√
r2−x2

a

r−r

V1 = π

∫ r

−r

(a+
√
r2 − x2)2 dx, V2 = π

∫ r

−r

(a−
√
r2 − x2)2 dx

よって V =V1 − V2 = 4πa

∫ r

−r

√
r2 − x2 dx = 4πa·1

2
πr2 = 2π2r2a

別解 C1 : y = a+
√
r2 − x2, C2 : y = a−

√
r2 − x2とする (−r 5 x 5 r)．

x2 + (y − a)2 = r2より y2 = r2 − x2 − a2 + 2ay∫
C1

y2 dx =

∫ r

−r

{(r2 − x2) + a2 + 2a(y − a)} dx

=

∫ r

−r

{(x+ r)(r − x) + a2} dx+ 2a

∫
C1

(y − a) dx

=
2

3
r3 + 2a2r + 2a·πr

2

2
=

2

3
r3 + 2a2r + πr2a∫

C2

y2 dx =

∫ r

−r

{(r2 − x2) + a2 − 2a(a− y)} dx

=

∫ r

−r

{(x+ r)(r − x) + a2} dx− 2a

∫
C2

(a− y) dx

=
2

3
r3 + 2a2r − 2a·πr

2

2
=

2

3
r3 + 2a2r − πr2a

ゆえに
V

π
=

∫
C1

y2 dx−
∫
C2

y2 dx = 2πr2a よって V = 2π2r2a
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阪大理系 2024年 4� �
a > 1とする．xy平面において，点 (a, 0)を中心とする半径 1の円をCとする．

(1) 円Cの x = aの部分と y軸および 2直線 y = 1，y = −1で囲まれた図形を y

軸のまわりに 1回転してできる回転体の体積 V1を求めよ．

(2) 円 C で囲まれた図形を y軸のまわりに 1回転してできる回転体の体積を V2

とする．(1)における V1について，V1 = 2V2となる aの値を求めよ．� �
解答 (1) 円C : (x− a)2 + y2 = 1より x2 = −(y + 1)(y − 1)− a2 + 2ax

V1

π
= −

∫ 1

−1

(y + 1)(y − 1) dy − a2
∫ 1

−1

dy + 2a

∫ 1

−1

x dy

=
1

6
·23 − 2a2 + 2a

(
2a+

π

2

)
(∗)

=
4

3
+ 2a2 + πa

よって V1 = π

(
4

3
+ 2a2 + πa

)

O

y

xa

1

−1

C

V1

O

y

xa

1

−1

C

V ′
1

別解

V1

π
=

∫ 1

−1

x2 dy =

∫ 1

−1

(a+
√

1− y2 ) dy

=

∫ 1

−1

(1− y2 + a2 + 2a
√
1− y2 ) dy

=
1

6
(1 + 1)3 + 2a2 + 2a·π

2
=

4

3
+ 2a2 + πa

よって V1 = π

(
4

3
+ 2a2 + πa

)
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(2) 右上の図の斜線部分を y軸のまわりに 1回転してできる回転体の体積をV ′
1

とすると，(∗)に注意して

V ′
1

π
=

1

6
·23 − 2a2 + 2a

(
2a− π

2

)
=

4

3
+ 2a2 − πa

V2 = V1 − V ′
1 であるから V2 = 2π2a

上式および (1)の結果を V1 = 2V2に代入すると

π

(
4

3
+ 2a2 + πa

)
= 2× 2π2a

整理すると 2a2 − 3πa+
4

3
= 0 · · · 1©

f(a) = 2a2 − 3πa+
4

3
とすると f(1) =

10

3
− 3π < 0

2次方程式 f(a) = 0は 1より大きい解と 1より小さい解をもつことに注意
して， 1©を解くと

a =
9π +

√
81π2 − 96

12
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九大理系 2012年 1� �
円 x2 + (y − 1)2 = 4 で囲まれた図形を x軸のまわりに 1回転してできる立体の
体積を求めよ。� �
解答 立体は，右の図の斜線部分を x軸のま

わりに 1回転してできる回転体である．

円の方程式 x2 + (y − 1)2 = 4を yにつ

いて解くと

y = 1±
√
4− x2

斜線部分は，y軸に関して対称であるか

ら，求める回転体の体積を V とすると

　

O

y

x2−2

3

−1

y=1+
√
4−x2

y=1−
√
4−x2

√
3

1

V = 2

{
π

∫ 2

0

(1 +
√
4− x2)2dx− π

∫ 2

√
3

(1−
√
4− x2)2dx

}
= 2π

{∫ 2

0

(5− x2 + 2
√
4− x2)dx−

∫ 2

√
3

(5− x2 − 2
√
4− x2)dx

}
= 2π

{∫ √
3

0

(5− x2)dx+ 2

∫ 2

0

√
4− x2dx+ 2

∫ 2

√
3

√
4− x2dx

}

ここで，I1 =

∫ 2

0

√
4− x2dx，I2 =

∫ 2

√
3

√
4− x2dxとおくと，これらはそれぞ

れ下の図の斜線部分の面積であるから

I1 =
1

4
·π·22 = π

I2 =
1

2
·22·π

6
− 1

2

√
3·1

=
π

3
−

√
3

2

　

O

y

x

I1
2

2

−2

−2

O

y

x

I2

2

2

−2

−2

1

√
3

π
6

よって

V = 2π

{[
5x− x3

3

]√3

0

+ 2·π + 2

(
π

3
−

√
3

2

)}

=
16

3
π2 + 6

√
3π
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別解 C1 : y = 1+
√
4− x2 (0 5 x 5 2)，C2 : y = 1−

√
4− x2 (

√
3 5 x 5 2)とする．

下の図から ∫
C1

y dx =
1

4
·π22 + 1·2 = π + 2∫

C2

y dx = 1·2− 1

2
·1·

√
3− 1

2
·22·π

6
= 2−

√
3

2
− π

3

O

y

x2−2

3

−1

C1:y=1+
√
4−x2

C2:y=1−
√
4−x2

√
3

1

π
6

x2 + (y − 1)2 = 4より，y2 = 3− x2 + 2yであるから∫
C1

y2 dx =

∫ 2

0

(3− x2) dx+ 2

∫
C1

y dx

=

[
3x− x3

3

]2
0

+ 2(π + 2) =
22

3
+ 2π∫

C2

y2 dx =

∫ 2

√
3

(3− x2) dx+ 2

∫
C2

y dx

=

[
3x− x3

3

]2
√
3

+ 2

(
2−

√
3

2
− π

3

)
=

22

3
− 3

√
3− 2

3
π

したがって

V

2π
=

∫
C1

y2 dx−
∫
C2

y2 dx

=

(
22

3
+ 2π

)
−
(
22

3
− 3

√
3− 2

3
π

)
=

8

3
π + 3

√
3

よって V = 2π

(
8

3
π + 3

√
3

)
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阪大理系 2002年 5� �
平面上に原点Oを中心とする半径 1の円C1と点P(0, sinα)を中心とする半径 1

の円C2がある．ただし 0 < α <
π

2
とする．円C2と x軸との交点をA，Bとし，

A，Bを通り y軸と平行なと直線をそれぞれ `A，`Bとする．2直線 `A，`Bでは
さまれた領域の部分で，円 C1の外部で円 C2の内部であるものをD1，円 C2の
外部で円C1の内部であるものをD2とする．いま，D1，D2をそれぞれ x軸のま
わりに 1回転させてできる回転体の体積を V1(α)，V2(α)とする．

(1) V1(α)，V1(α)− V2(α)をそれぞれ αを用いて表せ．

(2) αが 0 < α <
π

2
の範囲を動くとき，V1(α)− V2(α)の最大値を求めよ．� �

解答 (1) − cosα 5 x 5 cosαにおけるC1の x軸の上側の曲線を y = f(x)とすると∫ cosα

− cosα

f(x) dx = 2·1
2
cosα sinα +

1

2
·12(π − 2α)

=
1

2
(2 sinα cosα + π − 2α),

V1(α)

π
=

∫ cosα

− cosα

{(f(x) + sinα)2 − f(x)2}dx

= (2 sinα)

∫ cosα

− cosα

f(x) dx+ (sin2 α)

∫ cosα

− cosα

dx

= (2 sinα cosα + π − 2α) sinα + 2 sin2 α cosα

= (4 sinα cosα + π − 2α) sinα,

V2(α)

π
=

∫ cosα

− cosα

{| − f(x)|2 − | − f(x) + sinα|2}dx

= (2 sinα)

∫ cosα

− cosα

f(x) dx− (sin2 α)

∫ cosα

− cosα

dx,

V1(α)

π
− V2(α)

π
= (2 sin2 α)

∫ cosα

− cosα

dx = 4 sin2 α cosα

よって V1(α) = π(4 sinα cosα + π − 2α) sinα

V1(α) − V2(α) = 4π sin2 α cosα
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O

y

x

sinα

1

`A`B
1 + sinα

AB

y=f(x)

y=f(x) + sinα

α

C1

C2

cosα− cosα

P

y= −f(x) + sinα

y= −f(x)

(2) 0 < α <
π

2
より，t = cosα，V1(α)− V2(α) = g(t)とおくと

g(t) = 4π(1− t2)t = 4π(t− t3) (0 < t < 1)

したがって g′(t) = 4π(1− 3t2)

t (0) · · · 1√
3

· · · (1)

g′(t) + 0 −
g(t) ↗ 8π

3
√
3

↘

よって，cosα =
1√
3
のとき，最大値

8π

3
√
3
をとる．
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3.11 2025年度

3.11.1 直線の方程式・点と平面の距離

直線の方程式� �
点 P(x1, y1, z1)を通り，方向ベクトル~v = (a, b, c)の直線 `の方程式は

x− x1

a
=

y − y1
b

=
z − z1

c
= t (tは媒介変数)� �

証明 `上の任意の点Q(x, y, z)に対して，
−→
PQ = t~vであるから

(x− x1, y − y1, z − z1) = t(a, b, c)

ゆえに x− x1 = at, y − y1 = bt, z − z1 = ct

よって
x− x1

a
=

y − y1
b

=
z − z1

c
= t 証終

点と平面の距離� �
点 P(x1, y1, z1)と平面H : ax+ by + cz + d = 0の距離 hは

h =
|ax1 + by1 + cz1 + d|

√
a2 + b2 + c2� �

証明 平面Hの法ベクトルは ~n = (a, b, c)

点 Pを通り，方向ベクトルが ~nの直線の方程式が `であるから

x = at+ x1, y = bt+ y1, z = ct+ z1

`とHの交点をQ(x2, y2, z2)とし，そのときの tの値を t0とすると

x2 = at0 + x1, y2 = bt0 + y1, z2 = ct0 + z1 (∗)

QはH上の点であるから a(at0 + x1) + b(bt0 + y1) + c(ct0 + z1) + d = 0

これを t0について解くと t0 = −ax1 + by1 + cz1 + d

a2 + b2 + c2

(∗)より，
−→
PQ = (at0, bt0, ct0)であるから

|
−→
PQ| = |t0|

√
a2 + b2 + c2 =

∣∣∣∣−ax1 + by1 + cz1 + d

a2 + b2 + c2

∣∣∣∣√a2 + b2 + c2

=
|ax1 + by1 + cz1 + d|√

a2 + b2 + c2

証終
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九大理系 2011年 4� �
空間内の 4点

O(0, 0, 0)，A(0, 2, 3)，B(1, 0, 3)，C(1, 2, 0)

を考える。このとき，以下の問いに答えよ。

(1) 4点O，A，B，Cを通る球面の中心Dの座標を求めよ。

(2) 3点A，B，Cを通る平面に点Dから垂線を引き，交点をFとする。線分DF

の長さを求めよ。

(3) 四面体ABCDの体積を求めよ。� �
解答 (1) O(0, 0, 0)を通ることに注意して，球面の方程式を

x2 + y2 + z2 + lx+my + nz = 0

とおくと

点A(0, 2, 3)を通るから 2m+ 3n+ 13 = 0

点B(1, 0, 3)を通るから l + 3n+ 10 = 0

点C(1, 2, 0)を通るから l + 2m+ 5 = 0

これを解いて l = −1, m = −2, n = −3

したがって，球面の方程式は

x2 + y2 + z2 − x− 2y − 3z = 0

すなわち
(
x− 1

2

)2

+ (y − 1)2 +

(
z − 3

2

)2

=
7

2

よって，求める球面の中心Dの座標は
(
1

2
, 1,

3

2

)
(2)

−→
AB = (1,−2, 0)，

−→
AC = (1, 0,−3)より

−→
AB×

−→
AC = (6, 3, 2)

点A(0, 2, 3)を通り，法ベクトル ~n = (6, 3, 2)の平面上に点 P(x, y, z)

をとると，~n = (6, 3, 2)⊥
−→
AP = (x, y − 2, z − 3)より

6x+ 3(y − 2) + 2(z − 3) = 0 すなわち 6x+ 3y + 2z − 12 = 0

よって DF =
|6·1

2
+ 3·1 + 2·3

2
− 12|

√
62 + 32 + 22

=
3

7

(3) 4ABC =
1

2
|
−→
AB×

−→
AC| = 1

2

√
62 + 32 + 22 =

7

2

求める体積は
1

3
4ABC·DF =

1

3
·7
2
·3
7
=

1

2
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別解
−→
AB×

−→
AC = (6, 3, 2)

A(0, 2, 3)，D

(
1

2
, 1,

3

2

)
より

−→
AD =

(
1

2
,−1,−3

2

)
四面体ABCDの体積を V とすると

V =
1

6
|(
−→
AB×

−→
AC)·

−→
AD|

=
1

6

∣∣∣∣6·12 + 3·(−1) + 2·
(
−3

2

)∣∣∣∣ = 1

2

補足 3点A(a1, a2, a3)，B(b1, b2, b3)，C(c1, c2, c3)を通る平面の法ベクトルを

~n = (a, b, c) =
−→
AB×

−→
AC

とする．平面ABC上の任意の点をT(x, y, z)とすると，~n⊥
−→
ATより

a(x− a1) + b(y − b1) + c(z − c1) = 0

点D(d1, d2, d3)から平面ABCまでの距離 hは

h =
|a(d1 − a1) + b(d2 − a2) + c(d3 − a3)|√

a2 + b2 + c2

=
|~n·

−→
AD|
|~n|

=
|(
−→
AB×

−→
AC)·

−→
AD|

|
−→
AB×

−→
AC|

4ABCの面積は S =
1

2
|
−→
AB×

−→
AC|より 7，四面体ABCDの体積 V は

V =
1

3
Sh =

1

3
·1
2
|
−→
AB×

−→
AC|· |(

−→
AB×

−→
AC)·

−→
AD|

|
−→
AB×

−→
AC|

=
1

6
|(
−→
AB ×

−→
AC)·

−→
AD|

7http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2004.pdf (p.10)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2004.pdf
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