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第 1 章 九州大学
出題分野 (文系 理系)

文系 出題分野 (2011-2022) 120分

J 九州大学 文系 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式 2

I 2次関数
図形と計量 3

データの分析
式と証明 4

複素数と方程式 3 3

II 図形と方程式 2·4 1 2 1·2
三角関数 3

指数関数と対数関数
微分法と積分法 1 2 4 1 1 1 1 1 2 1 3 1·4
場合の数と確率 4 4 3 4* 3 3 3 4 1 4

A 整数の性質 3 2 4 4 4 2 3

図形の性質 3 2

平面上のベクトル 3 3

B 空間のベクトル 1 1 2 3 2 2

数列 2 4 4

確率分布と統計
数字は問題番号 (∗は旧課程の内容を含む)

1

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2014.pdf


2 第 1章 九州大学

1.1 2015年 (文系)

出題分野 1 2 3 4

1 座標平面上の 2つの放物線

C1 : y = x2

C2 : y = −x2 + ax+ b

を考える。ただし，a，bは実数とする。

(1) C1とC2が異なる 2点で交わるための a，bに関する条件を求めよ。

以下，a，bが (1)の条件を満たすとし，C1とC2で囲まれる面積が 9であると
する。

(2) bを aを用いて表せ。

(3) aがすべての実数値をとって変化するとき，放物線 C2の頂点が描く軌跡
を座標平面上に図示せよ。

2 1辺の長さが 1である正四面体OABCを考える。辺OAの中点をP，辺OBを
2 : 1に内分する点をQ，辺OCを 1 : 3に内分する点をRとする。以下の問い
に答えよ。

(1) 線分 PQの長さと線分 PRの長さを求めよ。

(2)
−→
PQと

−→
PRの内積

−→
PQ·

−→
PRを求めよ。

(3) 三角形 PQRの面積を求めよ。

3 袋の中に最初に赤玉 2個と青玉 1個が入っている。次の操作を考える。

(操作) 袋から 1個の玉を取り出し，それが赤玉ならば代わりに青玉 1個
を袋に入れ，青玉ならば代わりに赤玉 1個を袋に入れる。袋に
入っている 3個の玉がすべて青玉になるとき，硬貨を 1枚もらう。

この操作を 4回繰り返す。もらう硬貨の総数が 1枚である確率と，もらう硬貨
の総数が 2枚である確率をそれぞれ求めよ。

4 以下の問いに答えよ。

(1) nが正の偶数のとき，2n − 1は 3の倍数であることを示せ。

(2) pを素数とし，kを 0以上の整数とする。2p−1− 1 = pkを満たす p，kの組
をすべて求めよ。



1.1. 2015年 (文系) 3

解答例

1 (1) y = x2と y = −x2 + ax+ bから yを消去すると

x2 = −x2 + ax+ b すなわち 2x2 − ax− b = 0 · · · (∗)

C1とC2が異なる 2点で交わるとき，(∗)より

(−a)2 − 4·2·(−b) > 0 ゆえに a2 + 8b > 0

(2) 方程式 (∗)の解を α，βとすると (α < β)

α+ β =
a

2
， αβ = − b

2

β − α =
√

(α + β)2 − 4αβ =
1

2

√
a2 + 8b · · · 1©

C1とC2で囲まれる部分の面積は∫ β

α

{(−x2 + ax+ b)− x2} dx = −
∫ β

α

(2x2 − ax− b) dx

= −2

∫ β

α

(x− α)(x− β) dx

=
1

3
(β − α)3

したがって
1

3
(β − α)3 = 9 ゆえに β − α = 3 · · · 2©

1©， 2©より 1

2

√
a2 + 8b = 3 よって b = −

1

8
a2 +

9

2

(3) (2)の結果から，C2は

y = −x2 + ax− 1

8
a2 +

9

2
すなわち y = −

(
x− a

2

)2
+

1

8
a2 +

9

2

C2の頂点を (x, y)とすると

x =
a

2
, y =

1

2

(a
2

)2
+

9

2

よって，C2の頂点が描く軌跡の方程式は

y =
1

2
x2 +

9

2

その軌跡は，右の図のようになる．

　

O

y

x1−1

9
2

5

�



4 第 1章 九州大学

2 (1) ~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OCとおくと

|~a| = |~b| = |~c| = 1

~a·~b = ~b·~c = ~c·~a = 1·1 cos π
3
=

1

2
−→
OP =

1

2
~a,

−→
OQ =

2

3
~b,

−→
OR =

1

4
~c

−→
PQ =

−→
OQ−

−→
OP =

2

3
~b− 1

2
~a

−→
PR =

−→
OR−

−→
OP =

1

4
~c− 1

2
~a

　 O

A

B

C

P

Q

R

2

1

1

3

したがって |
−→
PQ|2 =

∣∣∣∣23~b− 1

2
~a

∣∣∣∣2 = 4

9
|~b|2 − 2

3
~a·~b+ 1

4
|~a|2

=
4

9
− 1

3
+

1

4
=

13

36

|
−→
PR|2 =

∣∣∣∣14~c− 1

2
~a

∣∣∣∣2 = 1

16
|~c|2 − 1

4
~c·~a+ 1

4
|~a|2

=
1

16
− 1

8
+

1

4
=

3

16

よって PQ =

√
13

6
，PR =

√
3

4

別解 4OPQおよび4OPRに余弦定理を適用すると

PQ2 = OP2 +OQ2 − 2OP·OQcos
π

3
=

(
1

2

)2

+

(
2

3

)2

− 2·1
2
·2
3
·1
2
=

13

36

PR2 = OP2 +OR2 − 2OP·ORcos
π

3
=

(
1

2

)2

+

(
1

4

)2

− 2·1
2
·1
4
·1
2
=

3

16

(2)
−→
PQ·

−→
PR =

(
2

3
~b− 1

2
~a

)
·
(
1

4
~c− 1

2
~a

)
=

1

6
~b·~c− 1

3
~a·~b− 1

8
~c·~a+ 1

4
|~a|2

=
1

12
− 1

6
− 1

16
+

1

4
=

5

48

(3) 4PQR =
1

2

√
|
−→
PQ|2|

−→
PR|2 −

(−→
PQ·

−→
PR
)2

=
1

2

√
13

36
· 3
16

−
(

5

48

)2

=

√
131

96
�
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3 1，3回目の操作で青玉の個数は 2個または 0個．

2，4回目の操作で青玉の個数は 3個または 1個．

したがって，もらう硬貨の枚数は 0，1，2枚のいずれかである．

2回目の操作で青玉 3個である確率は

2

3
× 1

3
=

2

9

したがって，2回目の操作で青玉 1個である確率は

1− 2

9
=

7

9

2，4回目の操作で青玉 3個，すなわち，もらう硬貨の総数が 2枚である確率は

2

9
× 1× 1

3
=

2

27

2，4回目の操作で青玉 1個，すなわち，硬貨を 1枚ももらわない確率は

7

9
× 7

9
=

49

81

よって，もらう硬貨の総数が 1枚である確率は

1−
(

2

27
+

49

81

)
=

26

81

補足 x回目の操作で青玉が y 個である確率を
P (x, y)とすると

P (2, 3) =
2

3
·1
3
=

2

9

P (2, 1) =
2

3
·2
3
+

1

3
·1 =

7

9

4回の操作で硬貨を 2枚もらう (青玉が 2

回 3個になる)確率は

P (2, 3)× 1·1
3
=

2

9
× 1

3
=

2

27

　

O

y

x

1

2

3

2
3

1
3

2
3

1
3 1

1 2 3 4

11
3 回

青

2
3

1
3

2
3

1

4回の操作で硬貨を 1枚ももらわない確率は

{P (2, 1)}2 =
(
7

9

)2

=
49

81

�
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4 (1) nが正の偶数のとき，
n

2
は自然数であるから

2n − 1 ≡ 4
n
2 − 1 ≡ 1

n
2 − 1 ≡ 0 (mod 3)

よって，2n − 1は 3の倍数である．

(2) 2p−1 − 1 = pk (pは素数，kは 0以上の整数) · · · (∗)

(i) p = 2のとき，(∗)は

1 = 2k ゆえに k = 0

(ii) p 6= 2のとき，pは奇素数であるから，p− 1は偶数である．

(1)の結果から，2p−1 − 1は 3の倍数である．

(∗)より，pkは 3を因数にもつから

p = 3

これを (∗)に代入すると

3 = 3k ゆえに k = 1

よって (p, k) = (2, 0), (3, 1)

�
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1.2 2016年 (文系)

出題分野 1 2 3 4

1 座標平面において，x軸上に 3点 (0, 0)，(α, 0)，(β, 0) (0 < α < β)があり，
曲線C : y = x3 + ax2 + bxが x軸とこの 3点で交わっているものとする。ただ
し，a，bは実数である。このとき，以下の問いに答えよ。

(1) 曲線 C と x軸で囲まれた 2つの部分の面積の和を Sとする。Sを αと β

の式で表せ。

(2) βの値を固定して，0 < α < βの範囲で αを動かすとき，Sを最小とする
αを βの式で表せ。

2 tを 0 < t < 1を満たす実数とする。面積が 1である三角形ABCにおいて，辺
AB，BC，CAをそれぞれ 2 : 1，t : 1− t，1 : 3に内分する点をD，E，Fとす
る。また，AEとBF，BFとCD，CDとAEの交点をそれぞれP，Q，Rとす
る。このとき，以下の問いに答えよ。

(1) 3直線AE，BF，CDが 1点で交わるときの tの値 t0を求めよ。

以下，tは 0 < t < t0を満たすものとする。

(2) AP = kAE，CR = `CDを満たす実数 k，` をそれぞれ求めよ。

(3) 三角形BCQの面積を求めよ。

(4) 三角形 PQRの面積を求めよ。
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3 袋の中に，赤玉が 15個，青玉が 10個，白玉が 5個入っている。袋の中から玉
を 1個取り出し，取り出した玉の色に応じて，以下の操作で座標平面に置いた
コインを動かすことを考える。

(操作) コインが点 (x, y)にあるものとする。赤玉を取り出したときにはコイン
を点 (x + 1, y)に移動，青玉を取り出したときには点 (x, y + 1)に移動，
白玉を取り出したときには点 (x− 1, y − 1)に移動し，取り出した球は袋
に戻す。

最初に原点 (0, 0)にコインを置き，この操作を繰り返して行う。指定した回数
だけ操作を繰り返した後，コインが置かれている点を到達点と呼ぶことにする。
このとき，以下の問いに答えよ。

(1) 操作を n回繰り返したとき，白玉を 1度だけ取り出したとする。このと
き，到達点となり得る点をすべて求めよ。

(2) 操作を n回繰り返したとき，到達点となり得る点の個数を求めよ。

(3) 座標平面上の 4点 (1, 1)，(−1, 1)，(−1,−1)，(1,−1)を頂点とする正方
形Dを考える。操作を n回繰り返したとき，到達点がDの内部または辺
上にある確率を Pnとする。P3を求めよ。

(4) 自然数N に対して P3N を求めよ。

4 自然数 nに対して，10nを 13で割った余りを anとおく。anは 0から 12までの
整数である。以下の問いに答えよ。

(1) an+1は 10anを 13で割った余りに等しいことを示せ。

(2) a1, a2, · · · , a6を求めよ。

(3) 以下の 3条件を満たす自然数N をすべて求めよ。

(i) N を十進数で表示したとき 6桁となる。

(ii) N を十進数で表示して，最初と最後の桁の数字を取り除くと 2016と
なる。

(iii) N は 13で割り切れる。
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解答例

1 (1) Cは x軸との共有点の x座標が x = 0, α, β で
あるから，C : y = f(x)の方程式は x3の係数に
注意して (0 < α < β)

f(x) = x(x− α)(x− β)

= x3 − (α + β)x2 + αβx

関数 f(x)の原始関数の 1つを

F (x) =
1

4
x4 − 1

3
(α + β)x3 +

1

2
αβx2

とおくと

　

O

y

x

C

α
β

F (0) = 0, F (α) = − 1

12
α4 +

1

6
α3β, F (β) = − 1

12
β4 +

1

6
αβ3

したがって

S =

∫ α

0

f(x) dx−
∫ β

α

f(x) dx =

[
F (x)

]α
0

−
[
F (x)

]β
α

= 2F (α)− F (β)− F (0)

= 2

(
− 1

12
α4 +

1

6
α3β

)
−
(
− 1

12
β4 +

1

6
αβ3

)
= −

1

6
α4 +

1

3
α3β −

1

6
αβ3 +

1

12
β4

(2) (1)の結果から

dS

dα
= −2

3
α3 + α2β − 1

6
β3

=
1

6
(2α− β){2α(β − α) + β2}

0 < α < β であるから 2α(β − α) + β2 > 0

したがって
α (0) · · · β

2
· · · (β)

dS
dα

− 0 +

S ↘ 極小 ↗

よって，Sを最小にする αは α =
β

2
�
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2 (1) チェバの定理により

BE

EC
·CF
FA

·AD
DB

= 1 ゆえに
t0

1− t0
·1
3
·2
1
= 1

これを解いて t0 =
3

5

　

2

1

3

1

t0 1−t0

A

B CE

D
FQ

(2) 4AECおよび直線BFについて，メネラウスの
定理を適用すると

AP

PE
·EB
BC

·CF
FA

ゆえに
AP

PE
· t
1
·1
3
= 1

したがって
AP

PE
=

3

t

よって k =
AP

AE
=

3

3 + t

　

2

1

3

1

t 1−t

A

B CE

D
FQ

P

R

4BCDおよび直線AEについて，メネラウスの定理を適用すると

BE

EC
·CR
RD

·DA
AB

= 1 ゆえに
t

1− t
·CR
RD

·2
3
= 1

したがって
CR

RD
=

3(1− t)

2t

よって ` =
CR

CD
=

3(1− t)

3(1− t) + 2t
=

3(1 − t)

3 − t

(3) (2)の図について，4BCFおよび直線AEについて，メネラウスの定理を
適用すると

BE

EC
·CA
AF

·FP
PB

= 1 ゆえに
t

1− t
·4
3
·FP
PB

= 1

したがって
FP

PB
=

3(1− t)

4t
· · · 1©

t =
3

5
のとき，PはQに一致するので

FQ

QB
=

1

2
· · · 2©

よって 4BCQ =
2

3
4BCF =

2

3
·1
4
4ABC =

2

3
·1
4
·1 =

1

6
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(4) t =
3

5
のとき，RはQに一致するので，(2)の結果から

CQ

CD
=

3
(
1− 3

5

)
3− 3

5

=
1

2

したがって CQ : QR =
1

2
:
3(1− t)

3− t
− 1

2
= 3− t : 3− 5t

また， 1©， 2©から

BQ : PQ =
2

3
:

3(1− t)

3(1− t) + 4t
− 1

3
= 3 + t : 3− 5t

4BCQ : 4PQR = BQ·CQ : PQ·QR であるから

4BCQ : 4PQR = (3 + t)(3− t) : (3− 5t)2

(3)の結果から 4PQR =
1

6
× (3− 5t)2

(3 + t)(3− t)
=

(3 − 5t)2

6(3 + t)(3 − t)

解説 ~b =
−→
AB，~c =

−→
ACとおくと

−→
AQ =

−→
AB + 2

−→
AF

2 + 1
=

~b+ 2·3
4
~c

3
=

1

3
~b+

1

2
~c

−→
AP = k

−→
AE =

3

3 + t
{(1− t)~b+ t~c}

CR : RD = 3(1− t) : 2t であるから

−→
AR =

2t
−→
AC+ 3(1− t)

−→
AD

3(1− t) + 2t
=

1

3− t
{2(1− t)~b+ 2t~c}

したがって
−→
QP =

3− 5t

6(3 + t)
(4~b− 3~c)，

−→
QR =

3− 5t

6(3− t)
(2~b− 3~c)

これらを空間ベクトルと考え，外積の性質を用いると 1

−→
QP×

−→
QR = − (3− 5t)2

6(3 + t)(3− t)
~b×~c

よって 4PQR : 4ABC =
(3− 5t)2

6(3 + t)(3− t)
: 1

外積は高校数学の範囲外であるから，2次試験では使えないが，センター
試験では，非常に有効な計算法である．なお，外積 (ベクトル積)の演算
について，次式が成り立つことに注意したい．

~b×~c = −~c×~b

また，これに~c = ~bを代入すると ~b×~b = ~0 �
1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2004.pdf

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2004.pdf
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3 (1) 白玉を 1度だけ取り出すので，赤玉をm回 (m = 0, 1, · · · , n− 1)取り出す
とすると，青玉を取り出す回数は n−m− 1であるから，到達点 (x, y)は

x = m− 1, y = (n−m− 1)− 1 = n−m− 2

よって，到達点は (m − 1, n − m − 2) (m = 0, 1, · · · , n − 1)

(2) 赤玉，青玉，白玉を取り出す回数を，それぞれ i，j，kとすると，到達点
(x, y)は (i+ j + k = n)

x = i− k, y = j − k

このとき，k = n− i− jであるから

(∗)

{
x = i− (n− i− j) = 2i+ j − n

y = j − (n− i− j) = i+ 2j − n

ここで

2i+ j − n = 2i′ + j′ − n, i+ 2j − n = i′ + 2j′ − n

とすると

2(i− i′) + (j − j′) = 0, (i− i′) + 2(j − j′) = 0

これを解くと (i, j) = (i′, j′)

したがって，(i, j) 6= (i′, j′)のとき

(2i+ j − n, i+ 2j − n) 6= (2i′ + j′ − n, i′ + 2j′ − n)

このことから，(i, j, k)の組合せの個数とその到達点の個数は一致する．

よって，求める到達点の個数は，赤玉，青玉，白玉の 3種類の玉から n個
取り出す重複組合せの総数に一致するので

3Hn = 3+n−1Cn = n+2Cn = n+2C2 =
(n + 2)(n + 1)

2
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(3) (∗)から

i =
2x− y

3
+

n

3
, j =

2x− y

3
− x+ y +

n

3
· · · (∗∗)

n = 3のとき，上式より

i =
2x− y

3
+ 1, j =

2x− y

3
− x+ y + 1

(x, y)がD内にあるとき (k = 3− i− j)

(x, y, i, j, k) = (−1, 1, 0, 2, 1), (0, 0, 1, 1, 1), (1,−1, 2, 0, 1)

よって，求める確率は

P3 =
3!

2!1!

(
1

3

)2
1

6
+

3!

1!1!1!
·1
2
·1
3
·1
6
+

3!

2!1!

(
1

2

)2
1

6
=

25

72

(4) n = 3N のとき，(∗∗)より

i =
2x− y

3
+N, j =

2x− y

3
− x+ y +N

(x, y)がD内にあるとき (k = 3N − i− j)

(x, y, i, j, k) = (−1, 1, N − 1, N + 1, N), (0, 0, N, N, N),

(1,−1, N + 1, N − 1, N)

よって，求める確率は

P3N =
(3N)!

(N − 1)!(N + 1)!N !

(
1

2

)N−1(
1

3

)N+1(
1

6

)N

+
(3N)!

N !N !N !

(
1

2

)N (
1

3

)N (
1

6

)N

+
(3N)!

(N + 1)!(N − 1)!N !

(
1

2

)N+1(
1

3

)N−1(
1

6

)N

=
(19N + 6)(3N)!

62N+1(N !)2(N + 1)!

�
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4 (1) 仮定から 10n ≡ an, 10n+1 ≡ an+1 (mod 13)

第 1式から 10n+1 ≡ 10an (mod 13)

したがって an+1 ≡ 10an (mod 13)

(2) 101 = 10 より a1 = 10

(1)の結果を用いると，法 13について

a2 ≡ 10a1 ≡ 100 ≡ 9

a3 ≡ 10a2 ≡ 90 ≡ 12

a4 ≡ 10a3 ≡ 120 ≡ 3

a5 ≡ 10a4 ≡ 30 ≡ 4

a6 ≡ 10a5 ≡ 40 ≡ 1

よって a2 = 9, a3 = 12, a4 = 3, a5 = 4, a6 = 1

(3) 整数 p，qを 1 5 p 5 9，0 5 q 5 9とし，求める自然数N を

N = p·105 + 2·104 + 102 + 6·10 + q

とおくと，法 13に関して

N ≡ p·105 + 2·104 + 102 + 6·10 + q

≡ p·4 + 2·3 + 9 + 6·10 + q = 4p+ q + 75

≡ 4p+ q − 3

このとき，N ≡ 0 (mod 13)を満たす整数 (p, q)の組は

(p, q) = (2, 8), (3, 4), (4, 0), (5, 9), (6, 5), (7, 1), (9, 6)

よって，求める自然数N は

220168, 320164, 420160, 520169, 620165, 720161, 920166

�
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1.3 2017年 (文系)

出題分野 1 2 3 4

1 定数 a < 1に対し，放物線C1 : y = 2x2 + 1，C2 : y = −x2 + aを考える。以下
の問いに答えよ。

(1) 放物線C1，C2の両方に接する 2つの直線の方程式をそれぞれ aを用いて
表せ。

(2) C1と (1)で求めた 2つの直線で囲まれた図形の面積を S1，C2と (1)で求

めた 2つの直線で囲まれた図形の面積を S2とするとき，
S2

S1

を求めよ。

2 座標平面上に原点O，点A(1, a)，点B(s, t)がある。以下の問いに答えよ。

(1) a = 1のとき，4OABが正三角形となるような (s, t)をすべて求めよ。

(2)
√
3は無理数であることを証明せよ。

(3) 4OABが正三角形であり，aが有理数であるとき，sと tのうち少なくと
も 1つは無理数であることを示せ。

3 AとBの 2人がA，B，A，B，· · · の順にさいころを投げ，先に 3以上の目を
出した人を勝者として勝敗を決め，さいころ投げを終える。以下では，さいこ
ろを投げた回数とはAとBが投げた回数の和のこととする。2と 3の常用対数
を log10 2 = 0.301，log10 3 = 0.477として，以下の問いに答えよ。

(1) さいころを投げた回数が n 回以下では勝敗が決まらない確率 pn (n =

1, 2, · · · )を求めよ。さらに，pnが 0.005より小さくなる最小のnを求めよ。

(2) さいころを投げた回数が 3回以下でAが勝つ確率を求めよ。

(3) 自然数 kに対し，さいころを投げた回数が 2k + 1回以下でAが勝つ確率
を求めよ。

4 以下の問いに答えよ。

(1) 2017と 225の最大公約数を求めよ。

(2) 225との最大公約数が 15となる 2017以下の自然数の個数を求めよ。

(3) 225との最大公約数が 15であり，かつ 1998との最大公約数が 111となる
2017以下の自然数をすべて求めよ。
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解答例

1 (1) 求める直線を l : y = px+ qとおく．C1と lの方程式から yを消去すると

2x2 + 1 = px+ q ゆえに 2x2 − px− q + 1 = 0 · · · (∗)

C1と lは接するので，方程式 (∗)の係数について

(−p)2 − 4·2(−q + 1) = 0 整理すると p2 + 8q − 8 = 0 · · · 1©

同様に，C2と lの方程式から yを消去すると

−x2 + a = px+ q ゆえに x2 + px+ q − a = 0 · · · (∗∗)

C2と lは接するので，上の方程式の係数について

p2 − 4·1(q − a) = 0 整理すると p2 − 4q + 4a = 0 · · · 2©

1©， 2©から p2 =
8

3
(1− a)，q =

1

3
(a+ 2)

よって，求める 2直線の方程式は

y = ±2

√
2

3
(1 − a)x +

1

3
(a + 2)

(2) (1)の結果から，次の 2式は平方式になることに注意して

2x2 + 1− (px+ q) = 2
(
x− p

4

)2
px+ q − (−x2 + a) =

(
x+

p

2

)2
p = 2

√
2

3
(1− a)のとき，k =

p

4
とおく．

C1，C2および 2接線は y軸に関して対
称であることに注意して

S1

2
=

∫ k

0

2(x− k)2 dx

=

[
2

3
(x− k)3

]k
0

=
2k3

3
,

S2

2
=

∫ 0

−2k

(x+ 2k)2 dx

=

[
1

3
(x+ 2k)3

]0
−2k

=
8k3

3

　

O

y

xk−k
2k−2k

C1

C2

S1

2

S2

2

よって
S2

S1

=
16k3

3
× 3

4k3
= 4
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解説 y = kx2 · · · 1©は y = x2 · · · 2©を x軸を元に y軸方向に k倍だけ拡大したもの
であるが， 1©上の点P(t, kt2)に対して

−→
OQ = k

−→
OP となる点Q(x, y)をとると

(x, y) = k(t, kt2) ゆえに x = kt, y = (kt)2

これから，点Qの描く軌跡は，y = x2である．

したがって， 1©と 2©は相似であり，その相似比は 1 : |k|である．

一般に，放物線は相似であり，2つの放物線

C1 : y = a1x
2 + b1x+ c1, C2 : y = a2x

2 + b2x+ c2

の相似比は
1

|a1|
:

1

|a2|
である．

右の図のように，C1，C2と 2本の共通接線
との接点を B，C，D，Eとすると，点 Aは
線分BDおよび線分CEを

1

|a1|
:

1

|a2|

に内分するである．また，2つの斜線部分の
面積を S1，S2とすると，面積比は相似比の
2乗に比例するから

S1 : S2 =
1

a12
:

1

a22

　 C1

C2

l1

l2

A
S1

S2

B

C

E

D

特に，S1 =
1

3
4ABC，S2 =

1

3
4ADEである 2．

本題の点AはC1の頂点 (0, 1)とC2の頂点 (0, a)を 1 : 2に内分する点で

A

(
0,

2 + a

3

)
また，C1上の点 Pについて，

−→
AQ = −2

−→
APをみたす点Qの軌跡がC2である．

点Aを通り，傾きmの直線 y = mx+
2 + a

3
がC1 : y = 2x2 + 1と接するとき，

2次方程式 2x2 −mx+
1− a

3
= 0の係数により

(−m)2 − 4·2·1− a

3
= 0 ゆえに m = ±2

√
2

3
(1− a)

�
2http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai bun 2009.pdf 4 の補足を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2009.pdf
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2 (1) 3点O(0, 0)，A(1, 1)，B(s, t)について，4OABが正三角形であるから，
OA2 = OB2 = AB2より

12 + 12 = s2 + t2 = (s− 1)2 + (t− 1)2

整理すると s2 + t2 = 2， s+ t = 1

これを解いて (s, t) =

(
1 ±

√
3

2
,
1 ∓

√
3

2

)
(複号同順)

(2)
√
3が有理数であると仮定すると，自然数 p，qを用いて

√
3 =

p

q
(p, qは互いに素)

とおける．これから，p =
√
3qの両辺を平方すると

p2 = 3q2 · · · 1©

p2は 3の倍数であるから，pは 3の倍数である．

したがって，p = 3k (kは自然数)とおけ，これを 1©に代入すると

(3k)2 = 3q2 ゆえに q2 = 3k2

q2は 3の倍数であるから，qも 3の倍数である．このことは，pと qが互
いに素であることに反する．よって，

√
3は無理数である．

(3)
−→
OA = (1, a)，

−→
OB = (s, t)であるから，4OABの面積により

1

2
|
−→
OA||

−→
OB| sin 60◦ = 1

2
|t− as|

このとき，|
−→
OA| = |

−→
OB|であることに注意して

1

2
(a2 + 1)

√
3

2
=

1

2
|t− as| ゆえに

√
3 =

2|t− as|
a2 + 1

· · · (∗)

aが有理数であるとき，2数 s，tがともに有理数であるとすると，(∗) の
右辺は有理数となり，(2)の結果に矛盾する．

よって，sと tのうち少なくとも 1つは無理数である． �
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3 (1) サイコロを 1回投げるとき，勝敗が決まらない，すなわち，1または 2の
目が出る確率は

2

6
=

1

3

n回以下では勝敗が決まらないのは，n回とも 1または 2の目が出ること
であるから，よって，求める確率 pnは

pn =

(
1

3

)n

=
1

3n

pnが 0.005より小さいとき

1

3n
< 0.005 =

1

200
ゆえに 3n > 200

34 = 81，35 = 243であるから，求める最小の nは n = 5

(2) サイコロを 1回投げるとき，勝者が決まる，すなわち，3，4，5，6の目が
出る確率は

4

6
=

2

3

さいころを投げた回数が 3回以下でAが勝つのは，1回目または 3回目で
Aが勝つことであるから，求める確率は

2

3
+ p2 ×

2

3
=

2

3
+

1

32
× 2

3
=

20

27

(3) 求める確率は

2

3
+

k∑
i=1

p2i ×
2

3
=

2

3
+

2

3

k∑
i=1

1

32i
=

2

3

k∑
i=0

(
1

9

)i

=
2

3
×

1−
(
1
9

)k+1

1− 1
9

=
3

4

(
1 −

1

9k+1

)
�
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4 (1) ユークリッドの互除法を用いて

2017 = 225× 8 + 217,

225 = 217× 1 + 8,

217 = 8× 27 + 1

よって，求める最大公約数は 1

(2) 225 = 32 × 52，2017 = 15× 134 + 7

全体集合を U = {1, 2, 3, · · · , 134}とし，その部分集合を

A = {3·1, 3·2, 3·3, · · · , 3·44},
B = {5·1, 5·2, 5·3, · · · , 5·26}

とすると
A ∩B = {15·1, 15·2, 15·3, · · · , 15·8}

したがって，求める個数は

n(A ∩B) = n(A ∪B) = n(U)− n(A ∪B)

= n(U)− {n(A) + n(B)− n(A ∩B)}
= 134− (44 + 26− 8) = 72

(3) 225 = 32 × 52，15 = 3× 5，1998 = 2× 33 × 37，111 = 3× 37

求める数は 2017以下で，3× 5× 37の倍数は

{555n |n = 1, 2, 3}

ただし，nは 2，3，5と互いに素であるから，求める数は 555 �
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1.4 2018年 (文系)

出題分野 1 2 3 4

1 座標平面内の曲線 y = x3 + ax2 + bx+ cが点 (c, 0)において x軸に接している
とする。ただし，a，bは実数，c > 0である。以下の問いに答えよ。

(1) a，bをそれぞれ cを用いて表せ。

(2) この曲線と x軸で囲まれた部分の面積を Sとする。Sを最小にする cの値
を求めよ。

2 以下の問いに答えよ。

(1) nを自然数とするとき，2nを 7で割った余りを求めよ。

(2) 自然数mは，2進法で 101が 6回連続する表示

101101101101101101(2)

をもつとする。mを 7で割った余りを求めよ。

3 平面上に三角形ABCと点Oが与えられている。この平面上の動点 Pに対し，

L = PA2 + PB2 + PC2

とおく。以下の問いに答えよ。

(1) ~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OC および~x =

−→
OPとおくとき，次の等式を示せ。

L = 3|~x|2 − 2(~a+~b+~c)·~x+ |~a|2 + |~b|2 + |~c|2

(2) Lを最小にする点Pは三角形ABCの重心であることを示せ。また，Lの
最小値は

1

3
(AB2 + BC2 + CA2)

であることを示せ。
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4 3つの部品 a，b，cからなる製品が多数入った箱がある。製品を 1つ取り出し
たとき，部品 a，b，cが不良品である確率について次のことがわかっている。

• 部品 aが不良品である確率は pである。

• 部品 aが不良品でないとき，部品 bが不良品である確率は qである。

• 部品 aが不良品であるとき，部品 bも不良品である確率は 3qである。

• 部品 bが不良品でないとき，部品 cが不良品である確率は rである。

• 部品 bが不良品であるとき，部品 cも不良品である確率は 5rである。

ただし，0 < p < 1，0 < q <
1

3
，0 < r <

1

5
である。以下の問いに答えよ。

(1) 製品を 1つ取り出したとき，部品 a，bの少なくとも一方が不良品である
確率を p，qを用いて表せ。

(2) 製品を 1つ取り出したとき，部品 cが不良品である確率を p，q，r を用い
て表せ。

(3) 製品を 1つ取り出したところ部品 cが不良品であった。このとき，部品 b

も不良品である確率を p，qを用いて表せ。
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解答例

1 (1) 曲線 y = x3 + ax2 + bx+ cが点 (c, 0)において x軸に接するから，曲線の
方程式の x3の係数および定数項に注意して

y = (x− c)2
(
x+

1

c

)
· · · (∗)

とおける．これを展開すると

y = x3 +

(
1

c
− 2c

)
x2 + (c2 − 2)x+ c

与えられた曲線の方程式と上式の同じ次数の項の係数を比較すると

a =
1

c
− 2c, b = c2 − 2

(2) (∗)により (c > 0)

S =

∫ c

− 1
c

(
x+

1

c

)
(c− x)2 dx

=
1

12

(
c+

1

c

)4

　

O

y

xc

c

−1
c

S

c > 0,
1

c
> 0であるから，相加平均・相乗平均の関係により

c+
1

c
= 2

√
c·1
c
= 2

上式において，等号が成立するのは

c =
1

c
すなわち c = 1

のときで，このとき Sは最小となる．よって c = 1

補足 定積分の公式∫ β

α

(x − α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m + n + 1)!
(β − α)m+n+1

が利用できる 3 ． �
3http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2010 kouki.pdf 1

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_tech_2010_kouki.pdf
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2 (1) 21 = 2, 22 = 4, 23 = 8 ≡ 1 (mod 7)であるから

2nを 7で割った余りは


n ≡ 0 (mod 3)のとき 1

n ≡ 1 (mod 3)のとき 2

n ≡ 2 (mod 3)のとき 4

(2) m = 101101101101101101(2)

これに (1)の結果を用いると，法 7に関して

m =
5∑

k=0

(22 + 1)23k ≡
5∑

k=0

5·1 = 30 ≡ 2 (mod 7)

よって，求める余りは 2 �

3 (1) L = PA2 + PB2 + PC2，~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OC，~x =

−→
OPより

L = |
−→
PA|2 + |

−→
PB|2 + |

−→
PC|2

= |~a− ~x|2 + |~b− ~x|2 + |~c− ~x|2

= |~a|2 − 2~a·~x+ |~x|2 + |~b|2 − 2~b·~x+ |~x|2 + |~c|2 − 2~c·~x+ |~x|2

= 3|~x|2 − 2(~a+~b+~c)·~x+ |~a|2 + |~b|2 + |~c|2

(2) 4ABCの重心をGとし，~g =
−→
OGとおくと

~g =
1

3
(~a+~b+~c) ゆえに ~a+~b+~c = 3~g

これを (1)に代入すると

L = 3|~x|2 − 6~g·~x+ |~a|2 + |~b|2 + |~c|2

= 3(|~x|2 − 2~g·~x+ |~g|2) + |~a|2 + |~b|2 + |~c|2 − 3|~g|2

= 3|~x− ~g|2 + 1

3
{3|~a|2 + 3|~b|2 + 3|~c|2 − |3~g|2}

ここで 3|~a|2 + 3|~b|2 + 3|~c|2 − |~a+~b+~c|2

= 2|~a|2 + 2|~b|2 + 2|~c|2 − 2~a·~b− 2~b·~c− 2~c·~a
= |~a|2 − 2~a·~b+ |~b|2 + |~b|2 − 2~b·~c+ |~c|2 + |~c|2 − 2~c·~a+ |~a|2

= |~b− ~a|2 + |~c−~b|2 + |~a−~c|2 = (AB2 + BC2 + CA2)

したがって L = 3|~x− ~g|2 + 1

3
(AB2 + BC2 + CA2)

よって，~x = ~g，すなわち，Pが4ABCの重心であるとき，

Lは最小値
1

3
(AB2 + BC2 + CA2)をとる． �



1.4. 2018年 (文系) 25

4 a，b，cがそれぞれ不良品である事象をそれぞれA，B，Cとすると

P (A) = p, PA(B) = q, PA(B) = 3q, PB(C) = r, PB(C) = 5r

(1) PA(B) =
P (A ∩B)

P (A)
=

P (A ∩B)

1− P (A)
，PA(B) =

P (A ∩B)

P (A)
より

P (A ∩B) = {1− P (A)}PA(B) = (1− p)q

P (A ∩B) = P (A)PA(B) = p·3q = 3pq

ゆえに P (B) = P (A ∩B) + P (A ∩B)

= 3pq + (1− p)q = (1 + 2p)q

よって，求める確率は

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

= p+ (1 + 2p)q − 3pq = p + q − pq

(2) PB(C) =
P (B ∩ C)

P (B)
=

P (B ∩ C)

1− P (B)
，PB(C) =

P (B ∩ C)

P (B)
より

P (B ∩ C) = {1− P (B)}PB(C) = {1− (1 + 2p)q}r
P (B ∩ C) = P (B)PB(C) = (1 + 2p)q·5r = 5(1 + 2p)qr

よって，求める確率は

P (C) = P (B ∩ C) + P (B ∩ C)

= {1− (1 + 2p)q}r + 5(1 + 2p)qr

= {1 + 4(1 + 2p)q}r = (1 + 4q + 8pq)r

(3) (2)の結果から，求める確率は

PC(B) =
P (B ∩ C)

P (C)
=

5(1 + 2p)qr

(1 + 4q + 8pq)r
=

5(1 + 2p)q

1 + 4q + 8pq

�
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1.5 2019年 (文系)

出題分野 1 2 3 4

1 表に3，裏に8が書かれた硬貨がある。この硬貨を10回投げるとき，出た数字10

個の積が 8桁になる確率を求めよ。ただし，log10 2 = 0.3010，log10 3 = 0.4771

とする。

2 kを実数とする。3次関数 y = x3 − kx2 + kx+ 1が極大値と極小値をもち，極
大値から極小値を引いた値が 4|k|3になるとする。このとき，kの値を求めよ。

3 座標空間内の 3点A(1, 2, 3)，B(3, 2, 3)，C(4, 5, 6)を通る平面をα とし，平
面 α上にない点 P(6, p, q)を考える。以下の問いに答えよ。

(1) 点 Pから平面 αに下ろした垂線と αとの交点をHとする。線分 PHの長
さを p，qを用いて表せ。

(2) 点Pが (p− 9)2 + (q− 7)2 = 1を満たしながら動くとき，四面体ABCPの
体積の最大値と最小値を求めよ。

4 0でない 2つの整式 f(x)，g(x)が以下の恒等式を満たすとする。

f(x2) = (x2 + 2)g(x) + 7

g(x3) = x4f(x)− 3x2g(x)− 6x2 − 2

以下の問いに答えよ。

(1) f(x)の次数と g(x)の次数はともに 2以下であることを示せ。

(2) f(x)と g(x)を求めよ。
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解答例

1 硬貨を 10回投げて，裏が出た回数を nとすると，出た数字 10個の積は

8n·310−n

これが 8桁の数であるから 107 5 8n·310−n < 108

辺々の常用対数をとると 7 5 n log10 8 + (10− n) log10 3 < 8

log10 8 = 3 log10 2 = 3× 0.3010 = 0.9030，log10 3 = 0.4771より

7 5 0.9030n+ 0.4771(10− n) < 8

整理すると 22290 5 4259n < 32290 ゆえに 5 +
995

4259
5 n < 7 +

2477

4259

nは整数 (0 5 n 5 10)であるから n = 6, 7

よって，求める確率は

10C6

(
1

2

)10

+ 10C7

(
1

2

)10

= (210 + 120)× 1

1024
=

165

512

�

2 f(x) = x3 − kx2 + kx+ 1とおくと f ′(x) = 3x2 − 2kx+ k

f(x)は極大値と極小値をもつから，f ′(x) = 0の解を α, βとすると (α < β)

β − α =
k +

√
k2 − 3k

3
− k −

√
k2 − 3k

3
=

2

3

√
k(k − 3) · · · 1©

f ′(x) = 3(x− α)(x− β)

極大値，極小値は，それぞれ f(α)，f(β)であるから

f(α)− f(β) =

∫ α

β

f ′(x) dx = 3

∫ α

β

(x− α)(x− β) dx

= −3

∫ β

α

(x− α)(x− β) dx =
1

2
(β − α)3

条件により，f(α)− f(β) = 4|k|3であるから
1

2
(β − α)3 = 4|k|3 ゆえに β − α = 2|k| · · · 2©

1©， 2©より 2|k| = 2

3

√
k(k − 3) ゆえに k(8k + 3) = 0

k(k − 3) > 0に注意して，これを解くと k = −
3

8
�
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3 (1) A(1, 2, 3)，B(3, 2, 3)，C(4, 5, 6)，P(6, p, q) より

−→
AB = (2, 0, 0),

−→
AC = (3, 3, 3),

−→
AP = (5, p− 2, q − 3)

−→
AB，

−→
ACの両方に垂直なベクトル，すなわち，

αの法線ベクトルの 1つを

~n = (0, 1,−1)

とおき，
−→
APと ~nのなす角を θとすると

PH = |
−→
AP|| cos θ|, cos θ =

−→
AP·~n
|
−→
AP||~n|

　 P

H
A

θ
~n

α

よって PH =
|−→AP·~n|
|~n|

=
|0·5 + 1·(p− 2)− 1·(q − 3)|√

02 + 12 + (−1)2
=

|p − q + 1|
√
2

(2) |
−→
AB| = 2，

−→
AC =

√
32 + 32 + 32 = 3

√
3，

−→
AB·

−→
AC = 6

−→
AB，

−→
ACの張る平行四辺形の面積を Sとすると

S =

√
|
−→
AB|2|

−→
AC|2 − (

−→
AB·

−→
AC)2 =

√
22(3

√
3)2 − 62 = 6

√
2

四面体ABCPの体積を V とすると 4

V =
1

6
S·PH =

1

6
·6
√
2· |p− q + 1|√

2
= |p− q + 1|

(p− 9)2 + (q − 7)2 = 1 より，p− 9 = cos θ，q − 7 = sin θとおくと

p = cos θ + 9, q = sin θ + 7

したがって V = |p− q + 1| = |(cos θ + 9)− (sin θ + 7) + 1|
= |3− (sin θ − cos θ)| = 3−

√
2 sin(θ − 45◦)

ゆえに 3−
√
2 5 V 5 3 +

√
2

よって 最大値 3 +
√
2，最小値 3 −

√
2 �

4http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Hdai/Hdai bun 2016.pdf 3 の解説を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Hdai/Hdai_bun_2016.pdf
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4 (1) 2つの整式 f(x)，g(x)が満たす恒等式

(∗)

{
f(x2) = (x2 + 2)g(x) + 7

g(x3) = x4f(x)− 3x2g(x)− 6x2 − 2

により，f(x)，g(x)の次数をそれぞれm，nとすると{
2m = 2 + n · · · 1©
3n = max(4 +m, 2 + n) · · · 2©

(i) 4 +m = 2 + nのとき， 2©より 3n = 4 +m ゆえに m = 3n− 4

これと 1©を条件に注意して解くと m = n = 2

(ii) 4 +m < 2 + nのとき， 2©より 3n = 2 + n ゆえに n = 1

これを 1©に代入すると，m =
3

2
となり，不適．

f(x)と g(x)の次数はともに 2であるから，題意は成立する．

(2) (∗)の第 1式において，xを−xに置き換えることにより

f(x2) = (x2 + 2)g(−x) + 7

これと (∗)の第 1式により g(−x) = g(x) · · · 3©
また，(∗)の第 2式の xを−xに置き換えると

g(−x3) = x4f(−x)− 3x2g(−x)− 6x2 − 2

3©より，g(x)は偶関数であるから

g(x3) = x4f(−x)− 3x2g(x)− 6x2 − 2

これと (∗)の第 2式より f(−x) = f(x)

また，(∗)に x = 0を代入すると

f(0) = 2g(0) + 7, g(0) = −2 ゆえに f(0) = 3

以上の結果から，f(x) = ax2 + 3，g(x) = px2 − 2とおくと，(∗)は{
ax4 + 3 = (x2 + 2)(px2 − 2) + 7

px6 − 2 = x4(ax2 + 3)− 3x2(px2 − 2)− 6x2 − 2

整理すると

{
ax4 = px4 + 2(p− 1)x2

px6 = ax6 − 3(p− 1)x4

上の 2式の両辺の同じ次数の項の係数を比較すると

a = p, p− 1 = 0 これを解いて a = p = 1

よって f(x) = x2 + 3, g(x) = x2 − 2 �
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1.6 2020年 (文系)

出題分野 1 2 3 4

1 a = 0とする。2つの放物線 C1 : y = x2，C2 : y = 3(x − a)2 + a3 − 40を考え
る。以下の問いに答えよ。

(1) C1とC2が異なる 2点で交わるような定数 aの値の範囲を求めよ。

(2) aが (1)で求めた範囲を動くとき，C1とC2で囲まれた図形の面積 Sの最
大値を求めよ。

2 座標空間内の 4点O(0, 0, 0)，A(1, 1, 0)，B(1, 0, p)，C(q, r, s)を頂点とす
る四面体が正四面体であるとする。ただし，p > 0，s > 0とする。以下の問い
に答えよ。

(1) p，q，r，sの値を求めよ。

(2) z軸に垂直な平面で正四面体OABCを切ったときの断面積の最大値を求
めよ。

3 a，b，cを整数とし，iを虚数単位とする。整式 f(x) = x3 + ax2 + bx + cが

f

(
1 +

√
3i

2

)
= 0をみたすとき，以下の問いに答えよ。

(1) a，bを cを用いて表せ。

(2) f(1)を 7で割ると 4余り，f(−1)を 11で割ると 2余るとする。cの絶対値
が 40以下であるとき，方程式 f(x) = 0の解をすべて求めよ。

4 4個のサイコロを同時に投げるとき，出る目すべての積をXとする。以下の問
いに答えよ。

(1) Xが 25の倍数になる確率を求めよ。

(2) Xが 4の倍数になる確率を求めよ。

(3) Xが 100の倍数になる確率を求めよ。
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解答例

1 (1) f(x) = x2，g(x) = 3(x− a)2 + a3 − 40とおくと

f(x)− g(x) = x2 − {3(x− a)2 + a3 − 40}
= −(2x2 − 6ax+ a3 + 3a2 − 40) · · · (∗)

2次方程式
2x2 − 6ax+ a3 + 3a2 − 40 = 0 · · · (∗∗)

の判別式をDとすると

D/4 = (−3a)2 − 2(a3 + 3a2 − 40)

= −2a3 + 3a2 + 80 = (4− a)(2a2 + 5a+ 20)

= (4− a)

{
2

(
a+

5

4

)2

+
135

8

}

方程式 (∗∗)が異なる 2つの実数解をもつから，D > 0より

a = 0に注意して，4− a > 0を解くと 0 5 a < 4

(2) 2次方程式 (∗∗)の解を α, βとおくと (α < β)

β − α =
3a+

√
D/4

2
−

3a−
√
D/4

2
=
√
D/4

f(x)− g(x) = −2(x− α)(x− β)

α 5 x 5 βにおいて，f(x)− g(x) = 0 であるから

S =

∫ β

α

{f(x)− g(x)} dx = −2

∫ β

α

(x− α)(x− β) dx

=
1

3
(β − α)3 =

1

3
{D/4}

3
2

h(a) = D/4とおくと S =
1

3
{h(a)} 3

2

h(a) = −2a3 + 3a2 + 80より h′(a) = −6a2 + 6a = −6a(a− 1)

a 0 · · · 1 · · · (4)

h′(a) + 0 −
h(a) ↗ 81 ↘

よって，求める Sの最大値は
1

3
{h(1)} 3

2 =
1

3
·81 3

2 = 243 �
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2 (1) 4点O(0, 0, 0)，A(1, 1, 0)，B(1, 0, p)，C(q, r, s)について，

OA =
√
12 + 12 =

√
2，OB = OAであるから√

12 + p2 =
√
2 条件 p > 0により p = 1

OC2 = AC2 = BC2 = 2であるから

(∗)


q2 + r2 + s2 = 2

(q − 1)2 + (r − 1)2 + s2 = 2

(q − 1)2 + r2 + (s− 1)2 = 2

(∗)の第 2式，第 3式をそれぞれ整理すると

(q2 + r2 + s2 − 2)− 2(q + r − 1) = 0,

(q2 + r2 + s2 − 2)− 2(q + s− 1) = 0

(∗)の第 1式を上の 2式に代入することにより{
q + r − 1 = 0

q + s− 1 = 0
ゆえに (∗∗)

{
q = 1− s

r = s

(∗∗)を (∗)の第 1式に代入すると

(1− s)2 + s2 + s2 = 2 ゆえに (s− 1)(3s+ 1) = 0

s > 0に注意して s = 1 (∗∗)より q = 0, r = 1

よって p = 1, q = 0, r = 1, s = 1

(2) 2点O，Aのz座標が0で，2点B，Cの
z座標が 1であるから，四面体OABC

の平面 z = tによる断面は，線分AB，
AC，OC，OBを t : 1 − tに内分する
点を頂点とする四角形である．これら
の頂点を順にD，E，F，Gとおくと

−→
DE =

−→
GF = t

−→
BC

−→
GD =

−→
FE = (1− t)

−→
OA

−→
BC = (−1, 1, 0)，

−→
OA = (1, 1, 0)よ

り
−→
BC⊥

−→
OA，この断面積をSとすると

　

A

B C

x y

z

O

D E

FG

1 1

1

S = t(1− t)|
−→
BC||

−→
OA| = 2t(1− t) = −2

(
t− 1

2

)2

+
1

2

0 5 t 5 1より，断面積は，t =
1

2
のとき，最大値

1

2
をとる． �
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3 (1) w =
1 +

√
3i

2
が実数を係数とする整式 f(x) = 0の解であるから，

f(x)は，(x− w)(x− w)，すなわち，x2 − x+ 1を因数にもつ．

f(x) = x3 + ax2 + bx+ c

= (x2 − x+ 1)(x+ a+ 1)

+ (a+ b)x− a+ c− 1

したがって a+ b = 0, − a+ c− 1 = 0

よって a = c − 1, b = 1 − c

(2) (1)の結果から f(x) = x3 + (c− 1)x2 + (1− c)x+ c

ゆえに f(1) = c+ 1，f(−1) = 3c− 3

f(1)を 7で割ると 4余るから

c+ 1 ≡ 4 ゆえに c ≡ 3 (mod 7)

したがって，整数 kを用いて c = 7k + 3 · · · 1©
f(−1)を 11で割ると 2余るから

3c− 3 ≡ 2 ゆえに 4·3c = 4·5 すなわち c ≡ 9 (mod 11)

1©を上式に代入すると

7k + 3 ≡ 9 ゆえに 3·7k ≡ 3·6 すなわち k ≡ 4 (mod 11)

したがって，整数 `を用いて k = 11`+ 4

これを 1©に代入すると c = 7(11`+ 4) + 3 = 77`+ 31

cの絶対値が 40以下であるから

c = 31 ゆえに a = 30, b = −30 · · · (∗)

(1)の結果から
f(x) = (x2 − x+ 1)(x+ a+ 1)

(∗)をこれに代入して

f(x) = (x2 − x+ 1)(x+ 31)

f(x) = 0の解は x =
1 ±

√
3i

2
, − 31 �
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4 (1) X が 5で割り切れない，すなわち，4回とも 5以外の目が出る確率を p0，
X が 5で割り切れるが 25で割り切れない，すなわち，4回のうち 5の目
が丁度 1回出る確率を p1とすると

p0 =

(
5

6

)4

=
625

1296
, p1 = 4C1

(
1

6

)(
5

6

)3

=
500

1296

求める確率は，これらの余事象の確率であるから

1− (p0 + p1) = 1−
(

625

1296
+

500

1296

)
=

19

144

(2) Xが 2で割り切れない，すなわち，4回とも奇数の目が出る確率を q0，X

が 2で割り切れるが 4で割り切れない，すなわち，4回のうち 2または 6

の目が 1回と奇数の目が 3回出る確率を q1とすると

q0 =

(
3

6

)4

=
1

16
, q1 = 4C1

(
2

6

)(
3

6

)3

=
1

6

求める確率は，これらの余事象の確率であるから

1− (q0 + q1) = 1−
(

1

16
+

1

6

)
=

37

48

(3) Xが 100の倍数となるは，出る目の組合せが次の (i)～(iv)の場合である．

(i) {A, A, 5, 5}のとき (A = 2, 6)

4!

2!2!

(
2

6

)2(
1

6

)2

=
24

1296

(ii) {4, 5, 5, B}のとき (B = 1, 2, 3, 6)

4!

2!
·1
6

(
1

6

)2
4

6
=

48

1296

(iii) {4, 4, 5, 5}のとき

4!

2!2!

(
1

6

)2(
1

6

)2

=
6

1296

(iv) {4, 5, 5, 5}のとき
4!

3!
·1
6

(
1

6

)3

=
4

1296

(i)～(iv)より，求める確率は
24 + 48 + 6 + 4

1296
=

82

1296
=

41

648
�
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1.7 2021年 (文系)

出題分野 1 2 3 4

1 座標平面上の 3点O(0, 0)，A(1, 0)，B(0, 2)を考える。以下の問いに答えよ。

(1) 三角形OABに内接する円の中心の座標を求めよ。

(2) 中心が第 1象限にあり，x軸と y軸の両方に接し，直線ABと異なる 2つ
の交点をもつような円を考える。この 2つの交点をP，Qとするとき，線
分 PQの長さの最大値を求めよ。

2 以下の問いに答えよ。

(1) 次の条件Aをみたす座標平面上の点 (x, y)全体の集合を図示せよ。

条件A：すべての実数 tに対して y = xt− 2t2が成立する。

(2) 次の条件Bをみたす座標平面上の点 (x, y)全体の集合を図示せよ。

条件B：|t| 5 1をみたすすべての実数 tに対して

y = xt− 2t2が成立する。

3 aを正の実数とし，放物線

C : y = −x2 − 2ax− a3 + 10a

を考える。以下の問いに答えよ。

(1) 放物線Cと直線 ` : y = 8x+ 6が接するような aの値を求めよ。

(2) aが (1)で求めた値のとき，放物線C，直線 `，y軸で囲まれた図形の面積
を求めよ。

4 以下の問いに答えよ。

(1) nを自然数とするとき，
n∑

k=1

k2k−1

を求めよ。

(2) 次のように定義される数列 {an}の一般項を求めよ。

a1 = 2, an+1 = 1 +
1

2

n∑
k=1

(n+ 1− k)ak (n = 1, 2, 3, · · · )
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解答例

1 (1) 4OABの内心を I(h, h)とし (h > 0)，4OAB

の周の長さを `とすると

` = 1 + 2 +
√
12 + 22 = 3 +

√
5

4OAB =
1

2
`hであるから

1

2
·1·2 =

1

2
(3 +

√
5)h

　

O

y

x
A

B

1

2

I

h

h

これを解いて h =
3−

√
5

2
よって I

(
3 −

√
5

2
,
3 −

√
5

2

)
(2) 2点A(1, 0)，B(0, 2)を通る直線は

x

1
+

y

2
= 1 すなわち 2x+ y − 2 = 0

中心が第 1象限で，x軸と y軸の両方に接する
円の半径を r，中心を C(r, r)，Cから直線AB

までの距離を dとすると

d =
|2r + r − 2|√

22 + 12
=

|3r − 2|√
5

　

O

y

x
P

Q

1

2
C

d

r

r

この円と直線ABが 2つの交点 P，Qをもつとき，d < rであるから

|3r − 2|√
5

< r 整理すると r2 − 3r + 1 < 0

これを解いて
3−

√
5

2
< r <

3 +
√
5

2
· · · 1©

したがって
(
PQ

2

)2

= r2 − d2 = r2 −
(
|3r − 2|√

5

)2

= −4

5
r2 +

12

5
r − 4

5

= −4

5

(
r − 3

2

)2

+ 1

1©および上式より
(
PQ

2

)2

5 1 ゆえに PQ 5 2

よって，線分 PQの長さの最大値は 2 �
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2 (1) y = xt− 2t2より 2t2 − xt+ y = 0

f(t) = 2t2 − xt+ yとおくと

(∗) f(t) = 2
(
t− x

4

)2
− x2

8
+ y

すべての実数 tに対して，f(t) = 0より

−x2

8
+ y = 0 すなわち y = x2

8

　

O

y

x

2

4−4

よって，求める領域は右上の図の斜線部分で境界線を含む．

(2) (1)と同様に，|t| 5 1に対して f(t) = 0

(∗)より，次をみたせばよい．

(i)
x

4
< −1，すなわち，x < −4のとき f(−1) = 0

f(−1) = 2 + x+ y = 0 ゆえに y = −x− 2

(ii) −1 5 x

4
5 1のとき f

(x
4

)
= 0

f
(x
4

)
= −x2

8
+ y = 0 ゆえに y = x2

8

(iii) 1 <
x

4
，すなわち，4 < xのとき f(1) = 0

f(1) = 2− x+ y = 0 ゆえに y = x− 2

(i)～(iii)より，求める領域は，下の図の斜線部分で境界線を含む．

O

y

x

2

4−4 −2

y=x−2y=−x−2

y=x2

8

�
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3 (1) 放物線C : y = −x2 − 2ax− a3 +10aと直線 ` : y = 8x+6の方程式から y

を消去して整理すると

x2 + 2(a+ 4)x+ a3 − 10a+ 6 = 0 (∗)

Cと `が接するから，上の 2次方程式の係数について

D/4 = (a+ 4)2 − (a3 − 10a+ 6)

= −a3 + a2 + 18a+ 10

= −(a− 5)(a2 + 4a+ 2) = 0

a > 0より，a2 + 4a+ 2 > 0に注意して a = 5

(2) a = 5のとき，2次方程式 (∗)は

x2 + 18x+ 81 = 0 すなわち (x+ 9)2 = 0

したがって，Cと `の接点の x座標は

x = −9

(8x+ 6)− (−x2 − 2ax− a3 + 10a) = (x+ 9)2

であるから，求める面積を Sとすると

S =

∫ 0

−9

(x+ 9)2 dx

=
1

3

[
(x+ 9)3

]0
−9

= 243

　

O

y

x

−75

−9
6

C`

−5

−50

�
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4 (1) xn =
n∑

k=1

k2k−1とおくと，xn =
n+1∑
k=2

(k − 1)2k−2より

2xn =
n+1∑
k=2

(k − 1)2k−1 =
n+1∑
k=1

(k − 1)2k−1

=
n∑

k=1

(k − 1)2k−1 + n2n

=
n∑

k=1

k2k−1 −
n∑

k=1

2k−1 + n2n

= xn −
2n − 1

2− 1
+ n2n

よって xn = (n − 1)2n + 1

(2) a1 = 2, an+1 = 1 +
1

2

n∑
k=1

(n+ 1− k)ak (n = 1, 2, 3, · · · )

a2 = 1 +
1

2
a1 = 1 +

1

2
·2 = 2

an+2 − an+1 =
1

2

n+1∑
k=1

(n+ 2− k)ak −
1

2

n∑
k=1

(n+ 1− k)ak

=
1

2
an+1 +

1

2

n∑
k=1

ak

整理すると 2an+2 − 3an+1 =
n∑

k=1

ak

Sn =
n∑

k=1

akとすると S1 = a1 = 2, S2 = a1 + a2 = 4

2(Sn+2 − Sn+1)− 3(Sn+1 − Sn) = Sn

Sn+2 − 2Sn+1 =
1

2
(Sn+1 − 2Sn)

S2 − 2S1 = 4− 2·2 = 0より

Sn+1 − 2Sn = 0 ゆえに Sn = S12
n−1 = 2n

したがって

an =

{
S1 (n = 1)

Sn − Sn−1 (n = 2)
よって an =

{
2 (n = 1)

2n−1 (n = 2)



40 第 1章 九州大学

補足 S1 = 2, S2 = 4, 2Sn+2 − 5Sn+1 + 2Sn = 0

漸化式の特性方程式は

2x2 − 5x+ 2 = 0 これを解いて x = 2,
1

2

したがって，{Sn}は定数 p, qを用いて

Sn = p2n + q

(
1

2

)n

とおける．このとき

2p+
q

2
= 2, 4p+

q

4
= 4 これを解いて p = 1, q = 0

したがって Sn = 2n (以下同様)

別解 a1 = 2, an+1 = 1 +
1

2

n∑
k=1

(n+ 1− k)ak (n = 1, 2, 3, · · · )

a2 = 1 +
1

2
a1 = 1 +

1

2
·2 = 2

a3 = 1 +
1

2
(2a1 + a2) = 1 +

1

2
(2·2 + 2) = 4

a4 = 1 +
1

2
(3a1 + 2a2 + a3) = 1 +

1

2
(3·2 + 2·2 + 4) = 8

これから，{an}を次のように推測する．

n = 2 のとき an = 2n−1 · · · (∗)

［1］n = 2のとき，(∗)は成立する．
［2］2 5 n 5 jのとき，(∗)が成立すると仮定すると

aj+1 = 1 +
1

2

j∑
k=1

(j + 1− k)ak

= 1 +
1

2
(j + 1)

j∑
k=1

ak −
1

2

j∑
k=1

kak

a1 = 2より，
j∑

k=1

ak = 2j,

j∑
k=1

kak = (j − 1)2j + 2であるから

aj+1 = 1 +
1

2
(j + 1)2j − 1

2
{(j − 1)2j + 2} = 2j

よって，2 5 n 5 j + 1のときも，(∗)が成立する．
［1］,［2］より，(∗)が成立する．よって，a1 = 2, an = 2n−1 (n = 2)

�
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1.8 2022年 (文系)

出題分野 1 2 3 4

1 aを−3 < a < 13をみたす実数とし，次の曲線Cと直線 `が接しているとする。

C : y = |x2 + (3− a)x− 3a|, ` : y = −x+ 13

以下の問いに答えよ。

(1) aの値を求めよ。

(2) 曲線 C と直線 `で囲まれた 2つの図形のうち，点 (a, 0)が境界線上にあ
る図形の面積を求めよ。

2 座標空間内の 4点

O(0, 0, 0), A(1, 1, 0), B(2, 1, 2), P(4, 0,−1)

を考える。3点O，A，Bを通る平面を αとし，~a =
−→
OA，~b =

−→
OBとおく。以

下の問いに答えよ。

(1) ベクトル~a，~bの両方に垂直であり，x成分が正であるような，大きさが 1

のベクトル ~nを求めよ。

(2) 点 Pから平面 αに垂線を下ろし，その交点をQとおく。線分 PQの長さ
を求めよ。

(3) 平面 αに関して点 Pと対称な点 P′の座標を求めよ。

3 kを実数とし，整式 f(x)を

f(x) = x4 + 6x3 − kx2 + 2kx− 64

で定める。方程式 f(x) = 0が虚数解をもつとき，以下の問いに答えよ。

(1) f(x)は x− 2で割り切れることを示せ。

(2) 方程式 f(x) = 0は負の実数解をもつことを示せ。

(3) 方程式 f(x) = 0のすべての実数解が整数であり，すべての虚数解の実部
と虚部がともに整数であるとする。このような kをすべて求めよ。
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4 定積分について述べた次の文章を読んで，後の問いに答えよ。

f(x)を整式とする。F ′(x) = f(x)となる関数F (x)を 1つ選び，f(x)の
aから bまでの定積分を∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) · · · 1©

で定義する。定積分の値は F (x)の選び方によらずに定まる。定積分は次
の性質 (A)，(B)，(C)をもつ。

(A)

∫ b

a

{kf(x) + lg(x)} dx = k

∫ b

a

f(x) dx+ l

∫ b

a

g(x) dx

(B) a 5 c 5 bのとき，
∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx

(C) 区間 a 5 x 5 bにおいて g(x) = h(x)ならば，∫ b

a

g(x) dx =
∫ b

a

h(x) dx

ただし，f(x)，g(x)，h(x)は整式，k，lは定数である。
以下，f(x)が区間 0 5 x 5 1上で増加関数になる場合を考える。nを自

然数とする。定積分の性質 ア を用い，定数関数に対する定積分の計

算を行うと，

1

n
f

(
i− 1

n

)
5
∫ i

n

i−1
n

f(x) dx 5 1

n
f

(
i

n

)
(i = 1, 2, · · · , n) · · · 2©

が成り立つことがわかる。Sn =
1

n

n∑
i=1

f

(
i− 1

n

)
とおくと，不等式 2©と

定積分の性質 イ より次の不等式が成り立つ。

0 5
∫ 1

0

f(x) dx− Sn 5 f(1)− f(0)

n
· · · 3©

よって，nを限りなく大きくすると，Snは
∫ 1

0

f(x) dxに限りなく近づく。
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(1) 関数 F (x)，G(x)が微分可能であるとき，

{F (x) +G(x)}′ = F ′(x) +G′(x)

が成り立つことと定積分の定義 1©を用いて，性質 (A)で k = l = 1とし
た場合の等式∫ b

a

{f(x) + g(x)} dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx

を示せ。

(2) 定積分の定義 1©と，関数の増減と導関数の関係を用いて，次を示せ。

a < bのとき，区間 a 5 x 5 bにおいて g(x) > 0ならば，
∫ b

a

g(x) dx > 0

(3) (A)，(B)，(C)のうち，空欄 ア に入る記号として最もふさわしいもの
を 1つ選び答えよ。また文章中の下線部の内容を詳しく説明することで，
不等式 2©を示せ。

(4) (A)，(B)，(C)のうち，空欄 イ に入る記号として最もふさわしいもの
を 1つ選び答えよ。また，不等式 3©を示せ。
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解答例

1 (1) 曲線C : y = |x2 + (3− a)x− 3a| = |(x+ 3)(x− a)| (−3 < a < 13)および
直線 ` : y = −x + 13が接するとき，Cと `の x軸との交点の x座標に注
目すると，Cと `の接点の x座標は区間−3 < a < 13にあるから

−{x2 + (3− a)x− 3a} = −x+ 13

したがって x2 + (2− a)x+ 13− 3a = 0 · · · (∗)
このとき，係数について

D = (2− a)2 − 4·1(13− 3a) = 0, −3 < −2− a

2
< a

それぞれ整理すると (a+ 12)(a− 4) = 0, −2 < a

−3 < a < 13に注意して，これを解くと a = 4

O

y

x13−3 a

C

`

13

(2) 接点の x座標は，(1)の結果から −2− a

2
= −2− 4

2
= 1

x > 4におけるCと `の共有点の x座標は

x2 − x− 12 = −x+ 13 xの範囲に注意して解くと x = 5

求める面積を Sとすると

S =

∫ 5

1

{(−x+ 13)− |(x+ 3)(x− 4)|} dx

=

∫ 4

1

(x− 1)2 dx+

∫ 5

4

(−x2 + 25) dx

=

[
1

3
(x− 1)3

]4
1

+

[
−1

3
x3 + 25x

]5
4

=
41

3

�
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2 (1) ~a =
−→
OA = (1, 1, 0)，~b =

−→
OB = (2, 1, 2)

~n = (x, y, z)とおくと，~a·~n = 0，~b·~n = 0であるから

x+ y = 0, 2x+ y + 2z = 0 ゆえに y = −x, z = −1

2
x

~n =

(
x,−x,−1

2
x

)
，|~n|2 = 1であるから

x2 + x2 +
1

4
x2 = 1 ゆえに 9x2 = 4

x > 0に注意して x =
2

3
よって ~n =

(
2

3
,−

2

3
,−

1

3

)
(2)

−→
ON = ~nとし，Pから直線ONに引いた垂線の交点をTとすると

−→
OP =

−→
OQ+

−→
OT,

−→
OT = (

−→
OP·~n)~n (∗)

−→
OP = (4, 0,−1)より，

−→
OP·~n = 3であるから

−→
OT = (2,−2,−1), |

−→
OT| = 3 (∗∗)

PQ = |
−→
OT|であるから PQ = 3

(3) (∗)の第 1式と (∗∗)の第 1式により，

(4, 0,−1) =
−→
OQ+ (2,−2,−1) ゆえに

−→
OQ = (2, 2, 0)

したがって

−−→
OP′ =

−→
OQ+

−−→
QP′ =

−→
OQ+ (−

−→
OT) = (0, 4, 1) よって P′(0, 4, 1)

α
~n

T P

P′

Q
O

N

�
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3 (1) f(x) = x4 + 6x3 − kx2 + 2kx− 64について

f(2) = 24 + 6·23 − k·22 + 2k·2− 64 = 0

因数定理により，f(x)は x− 2を因数にもつ，すなわち，f(x)は x− 2で
割り切れる．

(2) (1)の結果から

f(x) = (x− 2){x3 + 8x2 + (16− k)x+ 32}

条件から，3次方程式 x3 + 8x2 + (16− k)x + 32 = 0の解を α, α, rとお
くと，解と係数の関係から

ααr = −32 ゆえに |α|2r = −32

したがって，rは負の実数．よって，f(x) = 0は負の実数解をもつ．

(3) α = p + qi, α = p− qiとおく (q > 0)．条件から，p, q, rは整数であり，
解と係数の関係から

(p+ qi) + (p− qi) + r = −8,

(p+ qi)(p− qi) + (p+ qi)r + (p− qi)r = 16− k,

(p+ qi)(p− qi)r = −32

これらをそれぞれ整理すると

2p+ r = −8, p2 + q2 + 2pr = 16− k, (p2 + q2)r = −32 (∗)

(∗)の第 1式から，r = −2p− 8 · · · 1©．これを (∗)の第 3式に代入すると

(p2 + q2)(p+ 4) = 16

上式において p+ 4 = 1 (p+ 4は 16の約数)，p2 < p2 + q2 5 16より

p = −3,−2, 0

p = −3のとき，9 + q2 = 16より，q2 = 7となり，不適

p = −2のとき，(4 + q2)·2 = 16より，q = 2

p = 0のとき，4q2 = 16より，q = 2

1©より (p, q, r) = (−2, 2,−4), (0, 2,−8)

(∗)の第 2式より，k = 16− (p2 + q2 + 2pr)であるから k = −8, 12 �
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4 (1) F ′(x) = f(x)，G′(x) = g(x)を満たす F (x)，G(x)をとり，

H(x) = F (x) +G(x), h(x) = H ′(x)

とすると，次式が成立する．

h(x) = H ′(x) = {F (x) +G(x)}′ = F ′(x) +G′(x) = f(x) + g(x)

上式および定積分の定義 1©により∫ b

a

{f(x) + g(x)} dx =

∫ b

a

h(x) dx =

[
H(x)

]b
a

= H(b)−H(a)

= F (b) +G(b)− {F (a) +G(a)}
= F (b)− F (a) +G(b)−G(a)

=

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx

(2) G′(x) = g(x)を満たすG(x)をとると，定積分の定義により∫ b

a

g(x) dx = G(b)−G(a)

区間 a 5 x 5 bにおいてG′(x) = g(x) > 0より，関数G(x)はこの区間で
増加するから

G(a) < G(b) ゆえに G(b)−G(a) > 0

以上の結果から ∫ b

a

g(x) dx > 0
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(3) 答 (C)

f(x)は，区間
i− 1

n
5 x 5 i

n
で連続な増加関数であるから (i = 1, 2, · · · , n)

f

(
i− 1

n

)
5 f(x) 5 f

(
i

n

)
性質 (C)により∫ i

n

i−1
n

f

(
i− 1

n

)
dx 5

∫ i
n

i−1
n

f(x) dx 5
∫ i

n

i−1
n

f

(
i

n

)
dx (i = 1, 2, · · · , n)

したがって

1

n
f

(
i− 1

n

)
5
∫ i

n

i−1
n

f(x) dx 5 1

n
f

(
i

n

)
(i = 1, 2, · · · , n)

(4) 答 (B)

Snの定義により

1

n

n∑
i=1

f

(
i

n

)
=

1

n

n+1∑
i=2

f

(
i− 1

n

)
=

1

n

n∑
i=1

f

(
i− 1

n

)
+

1

n
f(1)− 1

n
f(0)

= Sn +
f(1)− f(0)

n

上式に注意すると， 2©より

1

n

n∑
i=1

f

(
i− 1

n

)
5

n∑
i=1

∫ i
n

i−1
n

f(x) dx 5 1

n

n∑
i=1

f

(
i

n

)
Sn 5

∫ 1

0

f(x) dx 5 Sn +
f(1)− f(0)

n

よって 0 5
∫ 1

0

f(x) dx− Sn 5 f(1)− f(0)

n
�
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理系 出題分野 (2011-2022) 150分

J 九州大学 理系 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式
I 2次関数 3

図形と計量
データの分析
式と証明 2 5

複素数と方程式 2

II 図形と方程式 3

三角関数
指数関数と対数関数
微分法と積分法 1

式と曲線 3 1

複素数平面 5 5 5 3·5 2·4
関数

III 極限 3·4 1 1 1·4 2

微分法とその応用 2 1 1 1 3

積分法 2 4

積分法の応用 1 1 1·4 1 3 1 1 2 5 3 5

場合の数と確率 5 5 3 4* 4 3 4 3 3 4

A 整数の性質 2 5 4 3 4 2 3

図形の性質 2

平面上のベクトル
B 空間のベクトル 4 2 2 3 1 1

数列 3 5 3

確率分布と統計
C 行列 (旧課程) 2 5

l 数字は問題番号 (∗は旧課程の内容を含む)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2014.pdf
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1.9 2015年 (理系)

出題分野 1 2 3 4 5

1 C1，C2をそれぞれ次式で与えられる放物線の一部分とする。

C1 : y = −x2 + 2x, 0 5 x 5 2

C2 : y = −x2 − 2x, −2 5 x 5 0

また，aを実数とし，直線 y = a(x+ 4)を `とする。

(1) 直線 `とC1が異なる 2つの共有点をもつための aの値の範囲を求めよ。

以下，aが (1)の条件を満たすとする。このとき，`とC1で囲まれた領域の面
積を S1，x軸とC2で囲まれた領域で `の下側にある部分の面積を S2とする。

(2) S1を aを用いて表せ。

(3) S1 = S2を満たす実数 aが 0 < a <
1

5
の範囲に存在することを示せ。

2 以下の問いに答えよ。

(1) 関数 y =
1

x(log x)2
は x > 1において単調に減少することを示せ。

(2) 不定積分
∫

1

x(log x)2
dxを求めよ。

(3) nを 3以上の整数とするとき，不等式

n∑
k=3

1

k(log k)2
<

1

log 2

が成り立つことを示せ。



1.9. 2015年 (理系) 51

3 座標空間内に，原点O(0, 0, 0)を中心とする半径 1の球がある。下の概略図の

ように，y軸の負の方向から仰角
π

6
で太陽光線が当っている。この太陽光線は

ベクトル (0,
√
3,−1)に平行である。球は光を通さないものとするとき，以下

の問いに答えよ。

(1) 球の z = 0の部分が xy平面上につくる影を考える。kを−1 < k < 1を満
たす実数とするとき，xy平面上の直線 x = kにおいて，球の外で光が当
らない部分の y座標を kを用いて表せ。

(2) xy平面上において，球の外で光が当らない部分の面積を求めよ。

(3) z = 0において，球の外で光が当らない部分の体積を求めよ。

z

x

y

π
6

O

4 袋の中に最初に赤玉 2個と青玉 1個が入っている。次の操作を繰り返し行う。

(操作) 袋から 1個の玉を取り出し，それが赤玉ならば代わりに青玉 1個
を袋に入れ，青玉ならば代わりに赤玉 1個を袋に入れる。袋に
入っている 3個の玉がすべて青玉になるとき，硬貨を 1枚もらう。

(1) 2回目の操作で硬貨をもらう確率を求めよ。

(2) 奇数回目の操作で硬貨をもらうことはないことを示せ。

(3) 8回目の操作ではじめて硬貨をもらう確率を求めよ。

(4) 8回の操作でもらう硬貨の総数がちょうど 1枚である確率を求めよ。

5 以下の問いに答えよ。

(1) nが正の偶数のとき，2n − 1は 3の倍数であることを示せ。

(2) nを自然数とする。2n + 1と 2n − 1は互いに素であることを示せ。

(3) p，qを異なる素数とする。2p−1 − 1 = pq2を満たす p，qの組をすべて求
めよ。
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解答例

1 (1) y = −x2 + 2x (0 5 x 5 2)と y = a(x+ 4)から yを消去すると

−x2 + 2x = a(x+ 4) すなわち x2 + (a− 2)x+ 4a = 0 · · · (∗)

C1と `が接するとき，(∗)より

(a− 2)2 − 4·1·4a = 0, 0 < −a− 2

2·1
< 2

上の第 1式および第 2式から

a = 10± 4
√
6, −2 < a < 2 すなわち a = 10− 4

√
6

よって，求める aの値の範囲は 0 5 a < 10 − 4
√
6

(2) 方程式 (∗)の解をα，βとすると (α < β)

α + β = −(a− 2), αβ = 4a,

β − α =
√
(α + β)2 − 4αβ

=
√
a2 − 20a+ 4

　

O

y

xα β

C1C2 `

−4

S1

S2

2
−2

したがって S1 =

∫ β

α

{(−x2 + 2x)− a(x+ 4)} dx

= −
∫ β

α

{x2 + (a− 2)x+ 4a} dx

= −
∫ β

α

(x− α)(x− β) dx

=
1

6
(β − α)3 =

1

6
(a2 − 20a + 4)

3
2

(3) y = −x2 − 2x (−2 5 x 5 0)と y = a(x+ 4)から yを消去すると

−x2 − 2x = a(x+ 4) すなわち x2 + (a+ 2)x+ 4a = 0 · · · (∗∗)

方程式 (∗∗)の解を γ，δとすると (γ < δ)

γ + δ = −(a+ 2), γδ = 4a,

δ − γ =
√
(γ + δ)2 − 4γδ =

√
a2 − 12a+ 4

したがって

S2 =

∫ 0

−2

{−x2 − 2x} dx+

∫ δ

γ

{−x2 − 2x− a(x+ 4)} dx

= −
∫ 0

−2

x(x+ 2) dx−
∫ δ

γ

(x− γ)(x− δ) dx

=
1

6
·23 − 1

6
(δ − γ)3 =

4

3
− 1

6
(a2 − 12a+ 4)

3
2
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S1 = S2より
1

6
(a2 − 20a+ 4)

3
2 =

4

3
− 1

6
(a2 − 12a+ 4)

3
2

整理すると (a2 − 20a+ 4)
3
2 + (a2 − 12a+ 4)

3
2 − 8 = 0

ここで，f(a) = (a2 − 20a+ 4)
3
2 + (a2 − 12a+ 4)

3
2 − 8とおくと

f(0) = 8 > 0, f

(
1

5

)
=

41
√
41− 999

125
<

41·7− 999

125
< 0,

10− 4
√
6 = 2(5− 2

√
6) =

2

5 + 2
√
6
>

2

5 + 5
=

1

5

f(a)は連続であるから，中間値の定理により，f(a) = 0，すなわちS1 = S2

を満たす実数 aが 0 < a <
1

5
の範囲に存在する． �

2 (1) y =
1

x(log x)2
を微分すると y′ = − log x+ 2

x2(log x)3

したがって，x > 1において y′ < 0

よって，y =
1

x(log x)2
は x > 1において，単調減少．

(2)

∫
1

x(log x)2
dx =

∫
(log x)′

(log x)2
dx = −

1

log x
+ C (Cは積分定数)

別解 t = log x とおくと，
dt

dx
=

1

x
であるから∫

1

x(log x)2
dx =

∫
1

t2
dt = −1

t
+ C = − 1

log x
+ C

(3) (1)，(2)の結果から，nが 3以上の整数であるとき

n∑
k=3

1

k(log k)2
=

n∑
k=3

∫ k

k−1

1

k(log k)2
dx

<

n∑
k=3

∫ k

k−1

1

x(log x)2
dx =

∫ n

2

1

x(log x)2
dx

=

[
− 1

log x

]n
2

= − 1

log n
+

1

log 2
<

1

log 2

�
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3 (1) 球 x2 + y2 + z2 = 1の z = 0の部分の平面 x = k (−1 < k < 1)による断面
の表す図形は，中心Ok(k, 0, 0)，半径

√
1− k2の半円

y2 + z2 = 1− k2 (−1 < k < 1), z = 0

この半円をCkとし，Ck上の点を
Rk(k,

√
1− k2, 0)とする．方向ベ

クトルが (0,
√
3,−1)でCkに接す

る直線を `kとし，`kとCkの接点
をPk，`kと xy平面との共有点を
Qkとすると

　

Ok Rk Qk

Pk

π
6

`k

Ck

OkRk = OkPk =
√
1− k2

OkQk = 2OkPk = 2
√
1− k2

よって
√
1 − k2 5 y 5 2

√
1 − k2

(2) (1)の結果から RkQk = OkQk −OkRk =
√
1− k2

よって
∫ 1

−1

√
1− k2 dk =

π

2

(3) 右の図の斜線部分の面積は

1

2
OkPk·PkQk −

1

2
OkRk

2·π
3

=

√
3

2
(1− k2)− π

6
(1− k2)

=
3
√
3− π

6
(1− k2)

　

Ok Rk Qk

Pk

π
3

`k

Ck

よって，求める体積を V とすると

V =
3
√
3− π

6

∫ 1

−1

(1− k2) dk =
6
√
3 − 2π

9

�
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4 (1) 求める確率は，2回連続して赤玉を取り出す確率であるから

2

3
× 1

3
=

2

9

(2) 1回の操作で青玉の個数は 1個だけ増減する．最初に青玉が 1個 (奇数個)

であるから，奇数回目の操作で青玉は偶数個となる．したがって，奇数回
目の操作で青玉が 3個 (奇数個)にならない．よって，奇数回目の操作で
硬貨をもらうことはない．

(3) 偶数回目の操作で青玉の個数は 1個または 3個である．青玉 1個の状態か
らその後の 2回目の操作で青玉が 1個となる確率を pとすると

p =
2

3
·2
3
+

1

3
·1 =

7

9

8回目の操作ではじめて硬貨をもらう確率は

ppp(1− p) = p3(1− p) =

(
7

9

)3
2

9
=

686

6561

(4) 青玉 3個の状態から，2回連続して青玉を取り出す確率を qとすると

q = 1× 2

3
=

2

3

2回目の操作のときに限り，硬貨を 1枚もらう確率は

(1− p)qpp = p2(1− p)q

4回目の操作のときに限り，硬貨を 1枚もらう確率は

p(1− p)qp = p2(1− p)q

6回目の操作のときに限り，硬貨を 1枚もらう確率は

pp(1− p)q = p2(1− p)q

上式および (3)の結果から

3× p2(1− p)q + p3(1− p) = 2p2(1− p) + p3(1− p)

= p2(1− p)(2 + p)

=

(
7

9

)2

·2
9
·25
9

=
2450

6561
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研究

操作を n回繰り返す中で袋の中の玉が 3個とも青玉になることなしに，青玉の個
数が 1個である確率を pnとする．

(i) nが奇数のとき

(2)で示したように奇数回目に青玉が 1個になることはないから pn = 0

(ii) nが偶数のとき p0 = 1

pn+2 = pn ×
(
2

3
·2
3
+

1

3
·1
)

=
7

9
pn

ゆえに pn =

(
7

9

)n
2

n回目の操作ではじめて硬貨をもらう確率は

pn−2 ×
2

3
·1
3
=

2

9

(
7

9

)n−2
2

　

O

青

回数n n+1 n+2

(nは偶数)

1

2

3

2
3

1
3

2
3

1
3

pn pn+2

1

東大理科 2008年� �
白黒 2種類のカードがたくさんある．そのうち k枚のカードを手もとにもってい
るとき，次の操作 (A)を考える．

(A) 手持ちの k枚の中から 1枚を，等確率
1

k
で選び出し，それを違う色のカー

ドにとりかえる．

以下の問 (1)，(2)に答えよ．

(1) 最初に白 2枚，黒 2枚，合計 4枚のカードをもっているとき，操作 (A)を n

回繰り返した後に初めて，4枚とも同じ色のカードになる確率を求めよ．

(2) 最初に白 3枚，黒 3枚，合計 6枚のカードをもっているとき，操作 (A)を n

回繰り返した後に初めて，6枚とも同じ色のカードになる確率を求めよ．� �
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解答 (1) 操作 (A)を n回繰り返す中で 4枚とも同じ色になることなしに，白と黒の
カードが 2枚づつである確率を pnとする．

(i) nが奇数のとき
奇数回目に 4枚とも同じ色になることはないので，求める確率は 0

(ii) nが偶数のとき p0 = 1

pn+2 = pn ×
1

2
·3
4
× 2 =

3

4
pn

ゆえに pn =

(
3

4

)n
2

求める確率は

pn−2 ×
1

2
·1
4
× 2 =

1

4

(
3

4

)n−2
2

　

O

白

n n+1 n+2 回数

1

2

3

4

pn+2
pn

1
2

1
2

1
4

1
4

3
4

3
4

(nは偶数)

(2) 操作 (A)を n回繰り返す中で 6枚とも同じ色になることなしに，白のカー
ドが 2枚である確率を qnとすると，対称性により白のカードが 4枚であ
る確率も qnである．

(i) nが奇数のとき q1 =
1

2

qn+2 = qn ×
1

3
·5
6
+ qn

(
2

3
+

2

3

)
·1
2

=
17

18
qn

ゆえに qn =
1

2

(
17

18

)n−1
2

求める確率は，3以上の奇数のとき

qn−2 ×
1

3
·1
6
× 2 =

1

18

(
17

18

)n−3
2

　

O

白

n n+1 n+2 回数

2

3

4

5

qn 1
2
1
2

1
3

1
3

(nは奇数)

6

1

qn

1
3

1
3

2
3
2
3

5
6

5
6

qn+2

qn+2

1
6

1
6

(ii) nが 1または偶数のとき
6枚とも同じ色になることはないので，求める確率は 0

�
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5 (1) nが正の偶数のとき，
n

2
は自然数であるから

2n − 1 ≡ 4
n
2 − 1 ≡ 1

n
2 − 1 ≡ 0 (mod 3)

よって，2n − 1は 3の倍数である．

(2) nが自然数のとき，2n − 1は奇数である．

i) n = 1のとき，2n + 1と 2n − 1は互いに素である．

ii) n = 2のとき
2n + 1 = 1(2n − 1) + 2

上式より，2n + 1を 2n − 1で割った余りは 2．
2n − 1を 2で割った余りは 1であるから，ユークリッドの互除法によ
り，2n + 1と 2n − 1の最大公約数は 1である．

よって，2n + 1と 2n − 1は互いに素である．

(3) 2p−1 − 1 = pq2 (p, qは異なる素数) · · · (∗)
(∗)について，p = 2のとき 1 = 2q2

これを満たす素数 qは存在しない．

p 6= 2となり，pは奇素数であるから，
p− 1

2
は自然数である．

(1)の結果から，2p−1 − 1は 3の倍数であるから，pq2は 3を因数にもつ．

i) p = 3のとき，(∗)より 3 = 3q2

qは素数であるから，不適．

ii) q = 3のとき，(∗)より

2p−1 − 1 = 9p ゆえに (2
p−1
2 + 1)(2

p−1
2 − 1) = 9p

i)より，奇素数 pは p = 5であること，(2)の結果から，2
p−1
2 + 1と

2
p−1
2 − 1は互いに素であることに注意して

(A)

{
2

p−1
2 + 1 = 9

2
p−1
2 − 1 = p

または (B)

{
2

p−1
2 + 1 = p

2
p−1
2 − 1 = 9

(A)を解いて，p = 7． (B)の第 2式を満たす奇素数 pは存在しない．

よって (p, q) = (7, 3) �
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1.10 2016年 (理系)

出題分野 1 2 3 4 5

1 座標平面上の曲線C1，C2をそれぞれ

C1 : y = log x (x > 0)

C2 : y = (x− 1)(x− a)

とする。ただし，aは実数である。nを自然数とするとき，曲線C1，C2が 2点
P，Qで交わり，P，Qの x座標はそれぞれ 1，n + 1となっている。また，曲
線C1と直線PQで囲まれた領域の面積をSn，曲線C2と直線PQで囲まれた領
域を Tnとする。このとき，以下の問いに答えよ。

(1) aを nの式で表し，a > 1を示せ。

(2) Snと Tnをそれぞれ nの式で表せ。

(3) 極限値 lim
n→∞

Sn

n log Tn

を求めよ。

2 tを 0 < t < 1を満たす実数とする。面積が 1である三角形ABCにおいて，辺
AB，BC，CAをそれぞれ 2 : 1，t : 1− t，1 : 3に内分する点をD，E，Fとす
る。また，AEとBF，BFとCD，CDとAEの交点をそれぞれP，Q，Rとす
る。このとき，以下の問いに答えよ。

(1) 3直線AE，BF，CDが 1点で交わるときの tの値 t0を求めよ。

以下，tは 0 < t < t0を満たすものとする。

(2) AP = kAE，CR = `CDを満たす実数 k，` をそれぞれ求めよ。

(3) 三角形BCQの面積を求めよ。

(4) 三角形 PQRの面積を求めよ。
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3 座標平面上で円 x2 + y2 = 1に内接する正六角形で，点 P0(1, 0)を 1つの頂点
とするものを考える。この正六角形の頂点を P0から反時計まわりに順に P1，
P2，P3，P4，P5とする。ある頂点に置かれている 1枚のコインに対し，1つの
サイコロを 1回投げ，出た目に応じてコインを次の規則にしたがって頂点上を
動かす。

(規則) (i) 1から 5までの目が出た場合は，出た目の数だけコインを反時計まわ
りに動かす。例えば，コインが P4にあるときに 4の目が出た場合は
P2まで動かす。

(ii) 6の目が出た場合は，x軸に関して対称な位置にコインを動かす。た
だし，コインが x軸上にあるときは動かさない。例えば，コインがP5

にあるときに 6の目が出た場合は P1に動かす。

はじめにコインを 1枚だけ P0に置き，1つのサイコロを続けて何回か投げて，
1回投げるごとに上の規則にしたがってコインを動かしていくゲームを考える。
以下の問いに答えよ。

(1) 2回サイコロを投げた後に，コインが P0の位置ある確率を求めよ。

(2) 3回サイコロを投げた後に，コインが P0の位置ある確率を求めよ。

(3) nを自然数とする。n回サイコロを投げた後に，コインが P0 の位置ある
確率を求めよ。

4 自然数 nに対して，10nを 13で割った余りを anとおく。anは 0から 12までの
整数である。以下の問いに答えよ。

(1) an+1は 10anを 13で割った余りに等しいことを示せ。

(2) a1, a2, · · · , a6を求めよ。

(3) 以下の 3条件を満たす自然数N をすべて求めよ。

(i) N を十進数で表示したとき 6桁となる。

(ii) N を十進数で表示して，最初と最後の桁の数字を取り除くと 2016と
なる。

(iii) N は 13で割り切れる。
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5 以下の問いに答えよ。

(1) θを 0 5 θ < 2πを満たす実数，iを虚数単位とし，zを z = cos θ + i sin θ

で表される複素数とする。このとき，整数 nに対して次の式を証明せよ。

cosnθ =
1

2

(
zn +

1

zn

)
, sinnθ = − i

2

(
zn − 1

zn

)
(2) 次の方程式を満たす実数 x (0 5 x < 2π)を求めよ。

cos x+ cos 2x− cos 3x = 1

(3) 次の式を証明せよ。

sin2 20◦ + sin2 40◦ + sin2 60◦ + sin2 80◦ =
9

4
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解答例

1 (1) C1とC2の交点Qの x座標が n+1である
から

log(n+ 1) = (n+ 1− 1)(n+ 1− a)

n 6= 0 であるから

a = n + 1 −
log(n + 1)

n

　

O

y

x

C1

C2

P

Q

1 a n+1
TnTn

Sn

上式より a− 1 =
n2 − log(n+ 1)

n

ここで
∫ n

0

t

t+ 1
dt =

[
t− log(t+ 1)

]n
0

= n− log(n+ 1) > 0

上の 2式から a− 1 =
n2 − log(n+ 1)

n
>

n2 − n

n
= n− 1 = 0

よって a > 1

(2) Sn =

∫ n+1

1

log x dx− 1

2
{(n+ 1)− 1} log(n+ 1)

=

[
x log x− x

]n+1

1

− n

2
log(n+ 1) =

n + 2

2
log(n + 1) − n

C2の x2の係数および 2点 P，Qの x座標に注意して

Tn =
1

6
{(n+ 1)− 1}3 =

1

6
n3

(3) (2)の結果から

Sn

n log Tn

=
n+2
2

log(n+ 1)− n

n log n3

6

=

(
1
2
+ 1

n

)
log(n+ 1)− 1

3 log n− log 6

=

(
1
2
+ 1

n

) {
log n+ log

(
1 + 1

n

)}
− 1

3 log n− log 6

=

(
1

2
+

1

n

){
1 +

log
(
1 + 1

n

)
log n

}
− 1

log n

3− log 6

log n

よって lim
n→∞

Sn

n log Tn

=

(
1
2
+ 0
)
(1 + 0)− 0

3− 0
=

1

6
�
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2 (1) チェバの定理により

BE

EC
·CF
FA

·AD
DB

= 1 ゆえに
t0

1− t0
·1
3
·2
1
= 1

これを解いて t0 =
3

5

　

2

1

3

1

t0 1−t0

A

B CE

D
FQ

(2) 4AECおよび直線BFについて，メネラウスの
定理を適用すると

AP

PE
·EB
BC

·CF
FA

ゆえに
AP

PE
· t
1
·1
3
= 1

したがって
AP

PE
=

3

t

よって k =
AP

AE
=

3

3 + t

　

2

1

3

1

t 1−t

A

B CE

D
FQ

P

R

4BCDおよび直線AEについて，メネラウスの定理を適用すると

BE

EC
·CR
RD

·DA
AB

= 1 ゆえに
t

1− t
·CR
RD

·2
3
= 1

したがって
CR

RD
=

3(1− t)

2t

よって ` =
CR

CD
=

3(1− t)

3(1− t) + 2t
=

3(1 − t)

3 − t

(3) (2)の図について，4BCFおよび直線AEについて，メネラウスの定理を
適用すると

BE

EC
·CA
AF

·FP
PB

= 1 ゆえに
t

1− t
·4
3
·FP
PB

= 1

したがって
FP

PB
=

3(1− t)

4t
· · · 1©

t =
3

5
のとき，PはQに一致するので

FQ

QB
=

1

2
· · · 2©

よって 4BCQ =
2

3
4BCF =

2

3
·1
4
4ABC =

2

3
·1
4
·1 =

1

6
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(4) t =
3

5
のとき，RはQに一致するので，(2)の結果から

CQ

CD
=

3
(
1− 3

5

)
3− 3

5

=
1

2

したがって CQ : QR =
1

2
:
3(1− t)

3− t
− 1

2
= 3− t : 3− 5t

また， 1©， 2©から

BQ : PQ =
2

3
:

3(1− t)

3(1− t) + 4t
− 1

3
= 3 + t : 3− 5t

4BCQ : 4PQR = BQ·CQ : PQ·QR であるから

4BCQ : 4PQR = (3 + t)(3− t) : (3− 5t)2

(3)の結果から 4PQR =
1

6
× (3− 5t)2

(3 + t)(3− t)
=

(3 − 5t)2

6(3 + t)(3 − t)

解説 ~b =
−→
AB，~c =

−→
ACとおくと

−→
AQ =

−→
AB + 2

−→
AF

2 + 1
=

~b+ 2·3
4
~c

3
=

1

3
~b+

1

2
~c

−→
AP = k

−→
AE =

3

3 + t
{(1− t)~b+ t~c}

CR : RD = 3(1− t) : 2t であるから

−→
AR =

2t
−→
AC+ 3(1− t)

−→
AD

3(1− t) + 2t
=

1

3− t
{2(1− t)~b+ 2t~c}

したがって
−→
QP =

3− 5t

6(3 + t)
(4~b− 3~c)，

−→
QR =

3− 5t

6(3− t)
(2~b− 3~c)

これらを空間ベクトルと考え，外積の性質を用いると 5

−→
QP×

−→
QR = − (3− 5t)2

6(3 + t)(3− t)
~b×~c

よって 4PQR : 4ABC =
(3− 5t)2

6(3 + t)(3− t)
: 1

外積は高校数学の範囲外であるから，2次試験では使えないが，センター
試験では，非常に有効な計算法である．なお，外積 (ベクトル積)の演算
について，次式が成り立つことに注意したい．

~b×~c = −~c×~b

また，これに~c = ~bを代入すると ~b×~b = ~0 �
5http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2004.pdf

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2004.pdf


1.10. 2016年 (理系) 65

3 (1) n回サイコロ投げた後に，コインがPi (i = 0, 1, · · · , 5)の位置にある確率
を Pi(n)とすると

P0(n+ 1) =
1

6
P0(n) +

1

6
P1(n) +

1

6
P2(n) +

1

6
P3(n) +

1

6
P4(n) +

1

6
P5(n)

=
1

6
{P0(n) + P1(n) + P2(n) + P3(n) + P4(n) + P5(n)}

自然数 nに対して P0(n) + P1(n) + P2(n) + P3(n) + P4(n) + P5(n) = 1

したがって P0(n) =
1

6
× 1 =

1

6
· · · (∗)

よって，求める確率は
1

6

(2) (∗)より，求める確率は
1

6

(3) (∗)より，求める確率は
1

6
解説 Pi(n+ 1)は Pj(n)によって決定する確率過程 (マルコフ連鎖)である．

P0(n+ 1) =
1

6
{P0(n) + P1(n) + P2(n) + P3(n) + P4(n) + P5(n)}

P1(n+ 1) =
1

6
{P0(n) + P2(n) + P3(n) + P4(n) + 2P5(n)}

P2(n+ 1) =
1

6
{P0(n) + P1(n) + P3(n) + 2P4(n) + P5(n)}

P3(n+ 1) =
1

6
{P0(n) + P1(n) + P2(n) + P3(n) + P4(n) + P5(n)}

P4(n+ 1) =
1

6
{P0(n) + P1(n) + 2P2(n) + P3(n) + P5(n)}

P5(n+ 1) =
1

6
{P0(n) + 2P1(n) + P2(n) + P3(n) + P4(n)}

したがって P0(n) = P3(n) =
1

6
，

P1(n+ 1)− P5(n+ 1) = −1

3
{P1(n)− P5(n)}，

P2(n+ 1)− P4(n+ 1) = −1

3
{P2(n)− P4(n)}

P1(1) = P2(1) = P4(1) = P5(1) =
1

6
より P1(n) = P5(n)，P2(n) = P4(n)

これらの結果から P1(n+ 1) = P2(n+ 1) =
1

3

{
P1(n) + P2(n) +

1

6

}
ゆえに P1(n+ 1) =

2

3
P1(n) +

1

18

P1(1) =
1

6
であるから P1(n) =

1

6
よって Pi(n) =

1

6
(i = 0, 1, · · · 5)

�
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4 (1) 仮定から 10n ≡ an, 10n+1 ≡ an+1 (mod 13)

第 1式から 10n+1 ≡ 10an (mod 13)

したがって an+1 ≡ 10an (mod 13)

(2) 101 = 10 より a1 = 10

(1)の結果を用いると，法 13について

a2 ≡ 10a1 ≡ 100 ≡ 9

a3 ≡ 10a2 ≡ 90 ≡ 12

a4 ≡ 10a3 ≡ 120 ≡ 3

a5 ≡ 10a4 ≡ 30 ≡ 4

a6 ≡ 10a5 ≡ 40 ≡ 1

よって a2 = 9, a3 = 12, a4 = 3, a5 = 4, a6 = 1

(3) 整数 p，qを 1 5 p 5 9，0 5 q 5 9とし，求める自然数N を

N = p·105 + 2·104 + 102 + 6·10 + q

とおくと，法 13に関して

N ≡ p·105 + 2·104 + 102 + 6·10 + q

≡ p·4 + 2·3 + 9 + 6·10 + q = 4p+ q + 75

≡ 4p+ q − 3

このとき，N ≡ 0 (mod 13)を満たす整数 (p, q)の組は

(p, q) = (2, 8), (3, 4), (4, 0), (5, 9), (6, 5), (7, 1), (9, 6)

よって，求める自然数N は

220168, 320164, 420160, 520169, 620165, 720161, 920166

�
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5 (1) ド・モアブルの定理により

zn = cosnθ + i sinnθ,
1

zn
= cosnθ − i sinnθ · · · (∗)

(∗)の辺々を加えると

zn +
1

zn
= 2 cosnθ ゆえに cosnθ =

1

2

(
zn +

1

zn

)
(∗)の辺々を引くと

zn − 1

zn
= 2i sinnθ ゆえに sinnθ = − i

2

(
zn − 1

zn

)
(2) (1)の結果から

cos x =
1

2

(
z +

1

z

)
cos 2x =

1

2

(
z2 +

1

z2

)
=

1

2

(
z +

1

z

)2

− 1

cos 3x =
1

2

(
z3 +

1

z3

)
=

1

2

(
z +

1

z

)3

− 3

2

(
z +

1

z

)

t = z +
1

z
とおくと

cos x =
1

2
t, cos 2x =

1

2
t2 − 1, cos 3x =

1

2
t3 − 3

2
t

これらを cosx+ cos 2x− cos 3x = 1に代入すると

1

2
t+

1

2
t2 − 1−

(
1

2
t3 − 3

2
t

)
= 1

整理すると t3 − t2 − 4t+ 4 = 0 ゆえに (t− 1)(t+ 2)(t− 2) = 0

これを解いて t = 1,−2, 2 したがって cos x =
1

2
, − 1, 1

0 5 x < 2πであるから x = 0,
π

3
, π,

5

3
π
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(3) (1)の結果から

sin2 nθ =

{
− i

2

(
zn − 1

zn

)}2

=
1

2
− 1

4

(
z2n +

1

z2n

)
θ = 20◦とすると，z18 = 1 であるから

(z2 − 1)(z16 + z14 + · · ·+ z2 + 1) = 0

z2 6= 1 であるから z16 + z14 + · · ·+ z2 + 1 = 0

また，z 6= 0 であるから
4∑

n=1

(
z2n +

1

z2n

)
= −1

したがって
4∑

n=1

sin2 nθ =
4∑

n=1

{
1

2
− 1

4

(
z2n +

1

z2n

)}
= 4× 1

2
− 1

4

4∑
n=1

(
z2n +

1

z2n

)
= 2− 1

4
× (−1) =

9

4

よって sin2 20◦ + sin2 40◦ + sin2 60◦ + sin2 80◦ =
9

4

別解 sin2 θ =
1− cos 2θ

2
および sin 60◦ =

√
3

2
により

sin2 20◦ + sin2 40◦ + sin2 60◦ + sin2 80◦

=
9

4
− cos 40◦ + cos 80◦ + cos 160◦

2

方程式 cos 3θ +
1

2
= 0 (0◦ 5 θ 5 180◦)の解は θ = 40◦, 80◦, 160◦

ここで，cos 3θ = 4 cos3 θ − 3 cos θであるから，方程式

4 cos3 θ − 3 cos θ +
1

2
= 0 (0◦ 5 θ 5 180◦)

の解と係数の関係により cos 40◦ + cos 80◦ + cos 160◦ = 0

よって sin2 20◦ + sin2 40◦ + sin2 60◦ + sin2 80◦ =
9

4

補足 また，解と係数の関係により cos 40◦ cos 80◦ cos 160◦ = −1

8
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参考 θ =
π

n
，α = cos 2θ + i sin 2θとおくと

zn − 1 = (z − 1)
n−1∏
k=1

(z − αk)

また zn−1 = (z−1)
n∑

k=1

zn−k ゆえに
n−1∏
k=1

(z−αk) =
n∑

k=1

zn−k · · · (∗)

(∗)は，zに関する恒等式であるから，z = 1を代入すると

(左辺) =
n−1∏
k=1

(1− cos 2kθ − i sin 2kθ) =
n−1∏
k=1

(2 sin2 kθ − 2i sin kθ cos kθ)

= 2n−1

n−1∏
k=1

sin kθ
n−1∏
k=1

(sin kθ − i cos kθ)

= 2n−1

n−1∏
k=1

sin kθ
n−1∏
k=1

{
cos
(π
2
− kθ

)
− i sin

(π
2
− kθ

)}
= 2n−1

n−1∏
k=1

sin kθ × (cos 0− i sin 0) = 2n−1

n−1∏
k=1

sin kθ

(右辺) = n

よって
n−1∏
k=1

sin
kπ

n
=

n

2n−1

たとえば，n = 9のとき
8∏

k=1

sin
kπ

9
=

9

256

したがって sin 20◦ sin 40◦ sin 60◦ sin 80◦ =
3

16
· · · 1©

同様に，n = 18のとき
17∏
k=1

sin
kπ

18
=

9

216

したがって sin 10◦ sin 20◦ sin 30◦ · · · sin 80◦ = 3

256
· · · 2©

さらに， 1©， 2©から sin 10◦ sin 30◦ sin 50◦ sin 70◦ =
1

16
�
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1.11 2017年 (理系)

出題分野 1 2 3 4 5

1 定数 a > 0に対し，曲線 y = a tanxの 0 5 x <
π

2
の部分をC1，曲線 y = sin 2x

の 0 5 x <
π

2
の部分をC2とする。以下の問いに答えよ。

(1) C1とC2が原点以外に交点をもつための aの条件を求めよ。

(2) aが (1)の条件を満たすとき，原点以外のC1とC2の交点をPとし，Pの
x座標を pとする。PにおけるC1とC2のそれぞれの接線が直交するとき，
aおよび cos 2pの値を求めよ。

(3) aが (2)で求めた値のとき，C1とC2で囲まれた図形の面積を求めよ。

2 2つの定数 a > 0および b > 0に対し，座標空間内の 4点を

A(a, 0, 0)，B(0, b, 0)，C(0, 0, 1)，D(a, b, 1)

と定める。以下の問いに答えよ。

(1) 点Aから線分 CDにおろした垂線と CDの交点をGとする。Gの座標を
a，bを用いて表せ。

(2) さらに，点Bから線分CDにおろした垂線とCDの交点をHとする。
−→
AG

と
−→
BHがなす角を θとするとき，cos θを a，bを用いて表せ。

3 初項 a1 = 1，公差 4の等差数列 {an}を考える。以下の問いに答えよ。

(1) {an}の初項から第 600項のうち，7の倍数である項の個数を求めよ。

(2) {an}の初項から第 600項のうち，72の倍数である項の個数を求めよ。

(3) 初項から第 n項までの積 a1a2 · · · anが 745の倍数となる最小の自然数 nを
求めよ。



1.11. 2017年 (理系) 71

4 赤玉 2個，青玉 1個，白玉 1個が入った袋が置かれた円形のテーブルの周りに
A，B，Cの 3人がこの順番で時計回りに着席している。3人のうち，ひとりが
袋から玉を 1個取り出し，色を確認したら袋にもどす操作を考える。1回目は
Aが玉を取り出し，次のルール (a)，(b)，(c)に従って勝者が決まるまで操作を
繰り返す。

(a) 赤玉を取り出したら，取り出した人を勝者とする。

(b) 青玉を取り出したら，次の回も同じ人が玉を取り出す。

(c) 白玉を取り出したら，取り出した人の左隣りの人が次の回に玉を取り出す。

A，B，Cの3人がn回目に玉を取り出す確率をそれぞれan，bn，cn (n = 1, 2, · · · )
とする。ただし，a1 = 1，b1 = c1 = 0である。以下の問いに答えよ。

(1) Aが 4回目に勝つ確率と 7回目に勝つ確率をそれぞれ求めよ。

(2) dn = an + bn + cn (n = 1, 2, · · · )とおくとき，dnを求めよ。

(3) 自然数 n = 3に対し，an+1を an−2と nを用いて表せ。

A

B C
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5 2つの複素数 α = 10000 + 10000iと w =

√
3

4
+

1

4
iを用いて，複素数平面上の

点Pn(zn)を zn = αwn (n = 1, 2, · · · )により定める。ただし，iは虚数単位を表
す。2と 3の常用対数を log10 2 = 0.301，log10 3 = 0.477として，以下の問いに
答えよ。

(1) znの絶対値 |zn|と偏角 arg znを求めよ。

(2) |zn| 5 1が成り立つ最小の自然数 nを求めよ。

(3) 下図のように，複素数平面上の4ABCは線分ABを斜辺とし，点C
(

i√
2

)
を一つの頂点とする直角二等辺三角形である。なおA，Bを表す複素数の
虚部は負であり，原点Oと 2点A，Bの距離はともに 1である。点Pnが
4ABCの内部に含まれる最小の自然数 nを求めよ。

O

y

x

π
4

π
4

π
6

π
6

A B

C

11
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解答例

1 (1) 0 < x <
π

2
のとき，y = a tanxと y = sin 2xから yを消去すると

a tanx = sin 2x ゆえに a =
sin 2x

tanx
= 2 cos2 x · · · 1©

このとき，0 < 2 cos2 x < 2より 0 < a < 2

(2) f(x) = a tan x，g(x) = sin 2xとおいて，これらを微分すると

f ′(x) =
a

cos2 x
, g′(x) = 2 cos 2x

交点 Pの x座標が pであるから， 1©より a = 2 cos2 p · · · 2©

f ′(p)g′(p) = −1であるから
a

cos2 p
× 2 cos 2p = −1

2©を上式に代入すると

2 cos2 p

cos2 p
× 2 cos 2p = −1 ゆえに cos 2p = −

1

4

したがって a = 2 cos2 p = cos 2p+ 1 = −1

4
+ 1 =

3

4

(3) 求める面積は右の図の斜線部分であるから，
その面積を Sとすると

S =

∫ p

0

(
sin 2x− 3

4
tanx

)
dx

=

[
−1

2
cos 2x+

3

4
log | cos x|

]p
0

= −1

2
cos 2p+

1

2
+

3

4
log | cos p|

　

O

y

xp

C1

C2

π
2

ここで，(2)の結果から log | cos p| = 1

2
log cos2 p =

1

2
log

3

8

よって S = −1

2
×
(
−1

4

)
+

1

2
+

3

4
× 1

2
log

3

8
=

5

8
+

3

8
log

3

8
�
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2 (1) A(a, 0, 0)，C(0, 0, 1)，D(a, b, 1)より

−→
CA = (a, 0,−1),

−→
CD = (a, b, 0)

したがって
−→
CG =

−→
CA·

−→
CD

|
−→
CD|2

−→
CD =

a2

a2 + b2
(a, b, 0)

ゆえに
−→
OG =

−→
OC+

−→
CG = (0, 0, 1) +

a2

a2 + b2
(a, b, 0)

=

(
a3

a2 + b2
,

a2b

a2 + b2
, 1

)

よって G

(
a3

a2 + b2
,

a2b

a2 + b2
, 1

)
補足

−→
CAと

−→
CDのなす角をαとし，単位ベクトル~eを

~e =

−→
CD

|
−→
CD|

· · · 1©

　

C

A

G D~e

α

とすると，AからCDに下ろした垂線とCDの交点Gについて

−→
CG = (|−→CA| cosα)~e · · · 2©

また，cosα =

−→
CA·

−→
CD

|
−→
CA||

−→
CD|

であるから |
−→
CA| cosα =

−→
CA·

−→
CD

|
−→
CD|

これと 1©を 2©に代入すると
−→
CG =

−→
CA·−→CD

|−→CD|2
−→
CD
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(2) B(0, b, 0)から，
−→
CB = (0, b,−1)であるから，(1)と同様にして

−→
OH =

−→
OC+

−→
CH =

−→
OC+

−→
CB·

−→
CD

|
−→
CD|2

−→
CD

= (0, 0, 1) +
b2

a2 + b2
(a, b, 0) =

(
ab2

a2 + b2
,

b3

a2 + b2
, 1

)
上式および (1)の結果から

−→
AG =

−→
OG−

−→
OA =

(
a3

a2 + b2
,

a2b

a2 + b2
, 1

)
− (a, 0, 0)

=

(
− ab2

a2 + b2
,

a2b

a2 + b2
, 1

)
,

−→
BH =

−→
OH−

−→
OB =

(
ab2

a2 + b2
,

b3

a2 + b2
, 1

)
− (0, b, 0)

=

(
ab2

a2 + b2
, − a2b

a2 + b2
, 1

)
~u = (a2 + b2)

−→
AG，~v = (a2 + b2)

−→
BHとおくと

~u = (−ab2, a2b, a2 + b2), ~v = (ab2,−a2b, a2 + b2)

したがって ~u·~v = −a2b4 − a4b2 + (a2 + b2)2

= (a2 + b2)(a2 + b2 − a2b2),

|~u|2 = |~v|2 = a2b4 + a4b2 + (a2 + b2)2

= (a2 + b2)(a2 + b2 + a2b2)

~uと~vのなす角は θであるから

cos θ =
~u·~v
|~u||~v|

=
(a2 + b2)(a2 + b2 − a2b2)

(a2 + b2)(a2 + b2 + a2b2)
=

a2 + b2 − a2b2

a2 + b2 + a2b2

�
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3 (1) 初項 a1 = 1，公差 4の等差数列 {an}の一般項は

an = 1 + 4(n− 1) = 4n− 3 · · · 1©

anが 7の倍数であるとき，4n− 3 ≡ 0 (mod 7)であるから

8n ≡ 6 ゆえに n ≡ −1 (mod 7)

このとき，nは整数mを用いて

n = 7m− 1 · · · 2©

したがって，1 5 7m− 1 5 600を満たす整数mの個数は

2

7
5 m 5 601

7
すなわち 1 5 m 5 85

よって，求める個数は 85 (個)

(2) 2©を 1©に代入すると

an = 4(7m− 1)− 3 = 7(4m− 1)

anが 72の倍数であるとき，4m− 1 ≡ 0 (mod 7)であるから

8m ≡ 2 ゆえに m ≡ 2 (mod 7)

このとき，mは整数 lを用いて

m = 7l + 2

これを 2©に代入すると

n = 7(7l + 2)− 1 = 49l + 13 · · · 3©

したがって，1 5 49l + 13 5 600を満たす整数 lの個数は

−12

49
5 l 5 587

49
すなわち 0 5 l 5 11

よって，求める個数は 12 (個)
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(3) 3©を 1©に代入すると

an = 4(49l + 13)− 3 = 72(4l + 1)

anが 73の倍数であるとき，4l + 1 ≡ 0 (mod 7)であるから

8l ≡ −2 ゆえに l ≡ −2 (mod 7)

このとき，lは整数 kを用いて

l = 7k − 2

これを 3©に代入すると

n = 49(7k − 2) + 13 = 343k − 85 · · · 4©

1 5 343k − 85 5 600を満たす整数 kは 1で，このとき n = 258

4©を 1©に代入すると

an = 4(343k − 85)− 3 = 73(4k − 1)

これから，anが 74の倍数となることはない．

以上の結果および 2©， 3©より，1 5 n 5 600に対して

anが 7の倍数であるとき n ≡ −1 (mod 7)

anが 72の倍数であるとき n ≡ 13 (mod 49)

anが 73の倍数であるとき n = 258

数列 {an}のうち，7の倍数の項を次のように並べると

a6 a13 a20 a27 a34 a41 a48

a55 a62 a69 a76 a83 a90 a97
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

a202 a209 a216 a223 a230 a237 a244

a251 a258 a265

上の表で 2列目のみ 72を因数にもち，それ以外の列は 7を因数にもつ．

ただし，第 6行目第 2列の a258のみ 73を因数にもつ．

したがって，2列目以外の 32項 (7を因数にもつ)，2列目の第 1行から第
5行目までの 5項 (72を因数にもつ) および第 6行目第 2列の a258より

32× 1 + 2× 5 + 3 = 45

よって，求める nの最小値は n = 265
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別解 (2) an = 4n− 3より，anが 72の倍数であるとき

4n− 3 ≡ 0 ゆえに 12(4n− 3) ≡ 0 すなわち n ≡ 13 (mod 72)

nは整数 lを用いて n = 49l + 13

したがって，1 5 49l + 13 5 600を満たす整数 lの個数は

−12

49
5 l 5 587

49
すなわち 0 5 l 5 11

よって，求める個数は 12 (個)

(3) an = 4n− 3より，anが 73の倍数であるとき

4n− 3 ≡ 0 ゆえに 86(4n− 3) ≡ 0 すなわち n ≡ 258 (mod 73)

nは整数mを用いて n = 343m+ 258

したがって，1 5 343m+ 258 5 600を満たす整数mはm = 0の 1個で

a258 = 4·258− 3 = 1029 = 3·73

また，{an}の初項から第 600項のうち，74で割り切れる項はない．

(1),(2)の結果から，数列 {an}のうち，7の倍数の項を次のように並べると

a6 a13 a20 a27 a34 a41 a48

a55 a62 a69 a76 a83 a90 a97
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

a202 a209 a216 a223 a230 a237 a244

a251 a258 a265

これら 38個の項をそれぞれ 7で割ると，さらに 7で割り切れる項が第 2

列に 6個あり，これらをまた 7で割ると，最後に残った a258だけが 7で 1

回割れる．

したがって，これら 38個の積は 7で 38 + 6 + 1，すなわち，45回割り切
れる．

よって，求める nの最小値は n = 265 �



1.11. 2017年 (理系) 79

4 (1) 定められたルールにより，次の確率漸化式が得られる．

(∗) an+1 =
1

4
(an + cn), bn+1 =

1

4
(an + bn), cn+1 =

1

4
(bn + cn)

dn = an + bn + cn (n = 1, 2, · · · )とすると

d1 = a1 + b1 + c1 = 1 + 0 + 0 = 1

(∗)の辺々を加えることにより

dn+1 =
1

2
dn ゆえに dn =

1

2n−1
· · · 1©

したがって，(∗)は

an+1 =
1

4

(
1

2n−1
− bn

)
=

1

2n+1
− 1

4
bn

bn+1 =
1

4

(
1

2n−1
− cn

)
=

1

2n+1
− 1

4
cn

cn+1 =
1

4

(
1

2n−1
− an

)
=

1

2n+1
− 1

4
an

上の 3式から，n = 3のとき

an+1 =
1

2n+1
− 1

4

(
1

2n
− 1

4
cn−1

)
=

1

2n+2
+

1

16
cn−1

=
1

2n+2
+

1

16

(
1

2n−1
− 1

4
an−2

)
=

3

2n+3
− 1

64
an−2 · · · 2©

2©に n = 3, 6を代入することにより

a4 =
3

26
− 1

64
a1 =

3

64
− 1

64
·1 =

1

32

a7 =
3

29
− 1

64
a4 =

3

512
− 1

64
· 1
32

=
11

2048

よって Aが 4回目に勝つ確率は a4 ×
2

4
=

1

32
× 1

2
=

1

64

Aが 7回目に勝つ確率は a7 ×
2

4
=

11

2048
× 1

2
=

11

4096

(2) 1©より dn =
1

2n−1

(3) 2©より an+1 =
3

2n+3
−

1

64
an−2 �
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5 (1) α = 10000 + 10000i = 10000
√
2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
w =

√
3

4
+

1

4
i =

1

2

(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
ゆえに zn = αwn =

10000
√
2

2n

{
cos

(
n

6
+

1

4

)
π + i sin

(
n

6
+

1

4

)
π

}
よって |zn| =

10000

2n−1
2

, arg zn =

(
n

6
+

1

4

)
π

(2) (1)の結果から，|zn| 5 1のとき

10000

2n−
1
2

5 1 ゆえに 2n−
1
2 = 104

両辺の常用対数をとると(
n− 1

2

)
log10 2 = 4 ゆえに n = 4

log10 2
+

1

2

ここで
4

log10 2
+

1

2
=

4

0.301
+ 0.5 = 13.7 · · ·

よって，求める最小の自然数 nは n = 14

(3) (1),(2)の結果から

|z14| =
10000

214−
1
2

=
24·54

213
· 1√

2
=

54

29
· 1√

2
=

625

512
· 1√

2
>

1√
2

arg z14 =

(
14

6
+

1

4

)
π =

7

12
π + 2π

|z15| =
10000

215−
1
2

=
24·54

214
· 1√

2
=

54

210
· 1√

2
=

625

1024
· 1√

2

=
1

2
·125
128

· 5

4
√
2
=

1

2
·125
128

√
25

32
<

1

2

arg z15 =

(
15

6
+

1

4

)
π =

3

4
π + 2π

したがって，P14は4ABCの外部にあり，P15は4ABCの内部にある．

よって，求める最小の自然数 nは n = 15 �
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1.12 2018年 (理系)

出題分野 1 2 3 4 5

1 座標空間において，xy平面上にある双曲線 x2 − y2 = 1のうち x = 1を満たす
部分を C とする。また，z軸上の点A(0, 0, 1)を考える。点 Pが C 上を動く
とき，直線APと平面 x = dとの交点の軌跡を求めよ。ただし，dは正の定数
とする。

2 原点を中心とする半径 3の半円 C : x2 + y2 = 9 (y = 0)上の 2点 PとQに対
し，線分 PQを 2 : 1に内分する点をRとする。以下の問いに答えよ。

(1) 点Pの y座標とQの y座標が等しく，かつ Pの x座標はQの x座標より
小さくなるように PとQが動くものとする。このとき，線分 PRが通過
してできる図形 Sの面積を求めよ。

(2) 点Pを (−3, 0)に固定する。Qが半円C上を動くとき線分PRが通過して
できる図形 T の面積を求めよ。

(3) (1)の図形 Sから (2)の図形 T を除いた図形と第 1象限の共通部分をU と
する。U を y軸のまわりに 1回転させてできる回転体の体積を求めよ。

3 1から 4までの数字を 1つずつ書いた 4枚のカードが箱に入っている。箱の中
から 1枚カードを取り出してもとに戻す試行を n回続けて行う。k回目に取り
出したカードの数字をXkとし，積X1X2 · · ·Xnを 4で割った余りが 0, 1, 2, 3

である確率をそれぞれ pn, qn, rn, snとする。pn, qn, rn, snを求めよ。

4 整数 a, bは 3の倍数ではないとし，

f(x) = 2x3 + a2x2 + 2b2x+ 1

とおく。以下の問いに答えよ。

(1) f(1)と f(2)を 3で割った余りをそれぞれ求めよ。

(2) f(x) = 0を満たす整数 xは存在しないことを示せ。

(3) f(x) = 0を満たす有理数 xが存在するような組 (a, b)をすべて求めよ。

5 αを複素数とする。等式

α(|z|2 + 2) + i(2|α|2 + 1)z = 0

を満たす複素数 zをすべて求めよ。ただし，iは虚数単位である。
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解答例

1 C上の点Pを
(

1

cos θ
, tan θ, 0

)
とおく

(
−π

2
< θ <

π

2

)
．直線APと平面x = d

との交点をQとすると，実数 kを用いて

−→
OQ =

−→
OA+ k

−→
AP

= (0, 0, 1) + k

(
1

cos θ
, tan θ,−1

)
=

(
k

cos θ
, k tan θ, 1− k

)
· · · 1©

点Qの x座標が dであるから

k

cos θ
= d ゆえに k = d cos θ

これを 1©に代入すると
−→
OQ = (d, d sin θ, 1− d cos θ)

= (d, 0, 1) + d(0, sin θ,− cos θ)

ここで sin θ = cos
(π
2
− θ
)
= cos

(
θ − π

2

)
− cos θ = − sin

(π
2
− θ
)
= sin

(
θ − π

2

)
したがって

−→
OQ = (d, 0, 1) + d

(
0, cos

(
θ − π

2

)
, sin

(
θ − π

2

))
このとき，−π < θ − π

2
< 0であるから，求める軌跡は，

平面 x = d上の点 (d, 0, 1)を中心とする半径 dの円周上で z < 1．

別解 軌跡の方程式を，次のように表してもよい．
x = d

y2 + (z − 1)2 = d2

z < 1
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双曲線の媒介変数表示

双曲線
x2

a2
− y2

b2
= 1は，

1

cos2 θ
− tan2 θ = 1により，

x

a
=

1

cos θ
,

y

b
= tan θ

とおくと，双曲線上の点 P(x, y)は，次のように媒介変数表示ができる．{
x =

a

cos θ
y = b tan θ

とくに，a = bのとき，直角双曲線となる．

直角双曲線C : x2−y2 = a2上の点をP(x, y)，2頂点をA(−a, 0)，A′(a, 0)とおく．

O

y

x

P

A
−a

A′

a

C

θ
2

ϕ

直線APの傾きをm，直線A′Pの傾きをm′とすると

m =
y

x+ a
, m′ =

y

x− a
ゆえに mm′ =

y2

x2 − a2
= 1

Pは 2直線AP : y = m(x+ a)，A′P : y =
1

m
(x− a)の交点であるから

x =
1 +m2

1−m2
a, y =

2m

1−m2
a

ここで，m = tanϕとおくと x =
a

cos 2ϕ
，y = a tan 2ϕ

さらに，θ = 2ϕとおくことにより x =
a

cos θ
, y = a tan θ

直角双曲線の漸近線が y = xと y = −xであるから，0 5 θ < 2π，すなわち，
0 5 ϕ < πにおいて，ϕ 6= π

4
, 3

4
πである．ϕ = π

4
− 0のときPは第 1象限の無限遠点，

ϕ = π
4
+ 0のとき Pは第 3象限の無限遠点，ϕ = 3

4
π − 0のとき Pは第 2象限の無限

遠点，ϕ = 3
4
π + 0のとき Pは第 4象限の無限遠点にある． �
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2 (1)

∫ 3

0

PQ dy =
1

2
π·32 = 9

2
π であるから，PR =

2

3
PQより

S =

∫ 3

0

PR dy =
2

3

∫ 3

0

PQ dy =
2

3
·9
2
π = 3π

(2) θ = ∠OPQ，r = PQとおくと (r = 6 cos θ)

1

2

∫ π
2

0

r2 dθ =
9

2
π

PR =
2

3
rより

　

θ
O

y

x

3

3−3
P

Q

r
C

R

T =
1

2

∫ π
2

0

(
2

3
r

)2

dθ =
4

9
·1
2

∫ π
2

0

r2 dθ =
4

9
·9
2
π = 2π

(3) C : x2 + y2 = 9 (y = 0)の第 1象限と y軸で囲まれた部分を y軸のまわり
に 1回転させてできる回転体の体積は，半径 3の半球の体積であるから

π

∫ 3

0

x2 dy =
1

2
·4
3
π·33 = 18π

P(−x, y)，Q(x, y)を 2 : 1に内分する点は
(x
3
, y
)

(x = 0, y = 0)

この点の軌跡は Cの第 1象限の部分を y軸を元に x軸方向に
1

3
だけ縮小

したものであるから，図形 Sと第 1象限の共通部分を y軸のまわりに 1回
転させてできる回転体の体積を V1とすると

V1 = π

∫ 3

0

(x
3

)2
dy =

1

9
π

∫ 3

0

x2 dy =
1

9
·18π = 2π

P(−3, 0)，Q(s, t)を 2 : 1に内分する点をR(x, y)とすると

x =
2s− 3

3
, y =

2t

3
ゆえに s =

3

2
(x+ 1), t =

3

2
y

QはC上の点であるから s2 + t2 = 9 (t = 0)

これに上の結果を代入することにより，Rの軌跡の方程式は

9

4
(x+ 1)2 +

9

4
y2 = 9 ゆえに (x+ 1)2 + y2 = 4 (y = 0) · · · (∗)
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(∗)の y軸との交点の y座標は，(∗)に x = 0

を代入して
y =

√
3

右の図の領域Dを y軸のまわりに回転させて
できる回転体の体積を V2とすると

　

O

y

x31−1−3

3
√
3

D

2π
3

V2 = π

∫ √
3

0

x2 dy

= π

∫ √
3

0

{(x+ 1)2 − 1} dy − 2π

∫ √
3

0

x dy · · · (∗∗)

ここで
∫ √

3

0

{(x+ 1)2 − 1} dy =

∫ √
3

0

(3− y2) dy

=

[
3y − 1

3
y3
]√3

0

= 2
√
3

また，
∫ √

3

0

x dyは，Dの面積であるから

∫ √
3

0

x dy =
1

2
·22·π

3
− 1

2
·1·

√
3 =

2

3
π −

√
3

2

これらを (∗∗)に代入すると

V2 = 2
√
3π − 2π

(
2

3
π −

√
3

2

)
=

(
3
√
3− 4

3
π

)
π

Uの表す領域は右の図の斜線部分で，これを
y軸のまわりに 1回転させた回転体の体積は

V1 − V2 = 2π −
(
3
√
3− 4

3
π

)
π

=

(
2 − 3

√
3 +

4

3
π

)
π

　

O

y

x31−1−3

3
√
3

2π
3

U

注意 (∗∗)の π

∫ √
3

0

{(x+ 1)2 − 1} dyは，Dを直線 x = −1のまわりに 1回転さ

せた回転体の体積を表す．
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解説

k > 0とする．曲線 y = f(x)と直線 y = kが，
区間 a 5 x 5 bにおいて，f(x) = kであるとき，
この区間において，曲線 y = f(x)と直線 y = k

で囲まれた領域Dを直線 y = kのまわりに 1回
転させた回転体の体積を V とすると

V = π

∫ b

a

(y − k)2 dy

= π

∫ b

a

(y2 − k2) dx− 2πk

∫ b

a

(y − k) dx

　

O

y

x

D

a b

k

y = f(x)

Dを x軸のまわりに 1回転させた回転体の体積を Vx，Dの面積を Sとすると

V = Vx − 2πkS

半円C : x2+ y2 = a2+ b2 (y = 0)と直線 ` : y = b

(b = 0)で囲まれた領域をDとする．Dを `のま
わりに 1回転させた回転体の体積を V，Dを x軸
のまわりに 1回転させた回転体の体積をVx，Dの
面積を Sとすると

　

O

y

xa−a

b

D

C

`

θ

P Q

Vx = π

∫ a

−a

(y2 − b2) dx = π

∫ a

−a

(a2 − x2) dx =
4

3
πa3

とくに，VxはCの半径 rに関係なく aの値により決定する．

Cと `の 2つの交点 P，Qに対し，∠POQ = 2θ，OP = OQ = rとおくと

S =
1

2
r2·2θ − 1

2
·2a·b = r2θ − ab,

V = Vx − 2πbS =
4

3
πa3 − 2πb(r2θ − ab)

= 2π

(
2

3
a3 + ab2 − br2θ

)
例えば，C : x2 + y2 = 4，` : y = 1のとき，a =

√
3，b = 1，r = 2，θ =

π

3
より

V = 2

(
3
√
3− 4

3
π

)
π

これは，前ページで求めた V2の 2倍に等しい．
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このように，領域Dを回転させた回転体の体積 V は，Dの面積 Sを利用すると，
簡単に求めることができる．

例題 次の領域D1およびD2をそれぞれ x軸の周りに 1回転してできる立体の体積
を求めよ．

D1 :

{
x2 + (y − 1)2 5 4

y = 2
D2 :

{
x2 + (y − 1)2 5 4

0 5 y 5 2

解答 D1，D2の面積をそれぞれ S1，S2とする．

右図において，∠ACB =
2π

3
であるから

S1 =
1

2
·22
(
2π

3
− sin

2π

3

)
=

4π

3
−
√
3

S2 = π·22 − 2S1 =
4π

3
+ 2

√
3

y = 1 +
√
4− x2 (−2 5 x 5 2) · · · (∗)とすると∫ √

3

−
√
3

(y − 2) dx = S1 =
4π

3
−

√
3

　

O

y

x2−2

3

−1

√
3

1

A B

C

2

−
√
3

D1およびD2を x軸の周りに 1回転してできる立体の体積をそれぞれ V1，V2

とする．(∗)より，x2 + (y − 1)2 = 4であるから

V1 = π

∫ √
3

−
√
3

(y2 − 22) dx

= 2π

∫ √
3

−
√
3

(y − 2) dx+ π

∫ √
3

−
√
3

(3− x2) dx

= 2πS1 + π

∫ √
3

−
√
3

(
√
3 + x)(

√
3− x) dx

= 2π

(
4π

3
−

√
3

)
+

π

6
(2
√
3)3

= 2π

(
4π

3
+
√
3

)
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D2の境界を表す 2曲線C1 : y = f(x)，C2 : y = g(x)を

f(x) =

{
1 +

√
4− x2 (

√
3 5 |x| 5 2)

2 (|x| 5
√
3)

g(x) =

{
1−

√
4− x2 (

√
3 5 |x| 5 2)

0 (|x| 5
√
3)

とすると

f(x) + g(x) = 2,

∫ 2

−2

{f(x)− g(x)} dx = S2

したがって

V2 = π

∫ 2

−2

{f(x)2 − g(x)2} dx

= π

∫ 2

−2

{f(x) + g(x)}{f(x)− g(x)} dx

= π

∫ 2

−2

2{f(x)− g(x)} dx = 2π

∫ 2

−2

{f(x)− g(x)} dx

= 2πS2 = 2π

(
4π

3
+ 2

√
3

)
補足 D2の重心は (0, 1)であるから，パップス・ギュルダンの定理 6 により

V2 = 2πS2·1 = 2π

(
4π

3
+ 2

√
3

)

九大理系 2012年� �
円 x2 + (y − 1)2 = 4 で囲まれた図形を x軸のまわりに 1回転してできる立体の
体積を求めよ。� �
解答 求める体積は V1 + V2 = 2π

(
8π

3
+ 3

√
3

)

6http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2012.pdf (p.6参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2012.pdf
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九大理系 2013年� �
原点Oを中心とし，点A(0, 1)を通る円をSとする。点B

(
1

2
,

√
3

2

)
で円Sに内

接する円 T が，点Cで y軸に接しているとき，以下の問いに答えよ。

(1) 円 T の中心Dの座標と半径を求めよ。

(2) 点Dを通り x軸に平行な直線を lとする。円 Sの短い方の弧

(

AB，円 T の短

い方の弧

(

BC，および線分ACで囲まれた図形を lのまわりに 1回転してでき
る立体の体積を求めよ。� �

解答 (1) OB の x 軸の正の方向となす角は π
3
である

から，T の半径を r とすると，D の座標は

(r,
√
3r)，OD = 2rである．

右の図より，OD+DB = 1 であるから

2r + r = 1 ゆえに r =
1

3

よって D

(
1

3
,

√
3

3

)
，半径

1

3

　

O

y

x

D

B(1
2
,
√
3
2
)

A

C

r

√
3r

1

1

−1

−1

S
T

π
3

(2) y =
√
1− x2とすると，Sと y軸，l，直線 x =

1

2
で囲まれた領域D1の面

積は，左下の図から∫ 1
2

0

(
y −

√
3

3

)
dx =

1

2
·12·π

6
−4OCD+4BDH

=
π

12
− 1

2
·1
3
·
√
3

3
+

1

2
·1
6
·
√
3

6

=
π

12
−

√
3

24
· · · (∗)

O

y

x O

y

x

A A
BB

DD

S S

TT

1
2

1
2

1 1

√
3
3

√
3
3

ll

1

C
H

π
6

1
3

1√
3
2

D1 D2
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D1を lの周りに 1回転してできる立体の体積を V1とすると，x2 + y2 = 1

および (∗)に注意して

V1

π
=

∫ 1
2

0

(
y −

√
3

3

)2

dx =

∫ 1
2

0

(
y2 − 2

√
3

3
y +

1

3

)
dx

=

∫ 1
2

0

(
2

3
− x2

)
dx− 2

√
3

3

∫ 1
2

0

(
y −

√
3

3

)
dx

=

∫ 1
2

0

(
2

3
− x2

)
dx− 2

√
3

3

(
π

12
−

√
3

24

)

D2を lの周りに 1回転してできる立体の体積を V2とすると，(
x− 1

3

)2

+

(
y −

√
3

3

)2

=
1

9

に注意して

V2

π
=

∫ 1
2

0

(
y −

√
3

3

)2

dx =

∫ 1
2

0

(
2

3
x− x2

)
dx

求める体積 V は

V

π
=

V1

π
− V2

π
=

2

3

∫ 1
2

0

(1− x) dx− 2
√
3

3

(
π

12
−

√
3

24

)

=
2

3

[
x− x2

2

] 1
2

0

−
√
3

18
π +

1

12
=

1

3
−

√
3

18
π

よって V = π

(
1

3
−

√
3

18
π

)
�
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3 法 4に関する 0, 1, 2, 3の積は，右のようになる．
したがって，次の確率漸化式が成立する．

p1 = q1 = r1 = s1 =
1

4

pn+1 = pn +
1

4
qn +

1

2
rn +

1

4
sn · · · 1©

qn+1 =
1

4
qn +

1

4
sn · · · 2©

rn+1 =
1

4
qn +

1

2
rn +

1

4
sn · · · 3©

sn+1 =
1

4
qn +

1

4
sn · · · 4©

　

0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 0 1 2 3

2 0 2 0 2

3 0 3 2 1

q1 = s1 =
1

4
および 2©， 4©より，qn = snであるから

q1 =
1

4
, qn+1 =

1

2
qn ゆえに qn = q1

(
1

2

)n−1

=
1

4
· 1

2n−1
=

1

2n+1

したがって qn = sn =
1

2n+1
これを 3©に代入すると

rn+1 =
1

2
rn +

1

2n+2
ゆえに 2n+1rn+1 = 2nrn +

1

2

数列 {2nrn}は初項 2r1 =
1

2
，公差

1

2
の等差数列であるから

2nrn =
1

2
+

1

2
(n− 1) =

n

2
ゆえに rn =

n

2n+1

pn + qn + rn + sn = 1であるから

pn = 1− qn − rn − sn

= 1− 1

2n+1
− n

2n+1
− 1

2n+1
= 1 −

n + 2

2n+1

�
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4 (1) 整数 a, bは 3の倍数ではないから

a ≡ ±1, b ≡ ±1 ゆえに a2 ≡ 1, b2 ≡ 1 (mod 3) · · · (∗)

f(x) = 2x3 + a2x2 + 2b2x+ 1より，法 3に関して

f(1) = a2 + 2b2 + 3 ≡ 1 + 2·1 + 3 ≡ 0 (mod 3)

f(2) = 4a2 + 4b2 + 17 ≡ 4·1 + 4·1 + 17 ≡ 1 (mod 3)

よって，f(1)と f(2)を 3で割った余りはそれぞれ 0と 1

(2) f(x) = 0を満たす整数 xがmであるとき

2m3 + a2m2 + 2b2m+ 1 = 0

したがって m(2m2 + a2m+ 2b2) = −1

上式より，次の (i), (ii)の場合分けができる．

(i) m = 1, 2m2 + a2m+ 2b2 = −1のとき，

第 1式を第 2式を代入すると

2 + a2 + 2b2 = −1 ゆえに a2 + 2b2 = −3

a2 + 2b2 = 0であるから，不適．

(ii) m = −1, 2m2 + a2m+ 2b2 = 1のとき，

第 1式を第 2式を代入すると

2− a2 + 2b2 = 1 ゆえに − a2 + 2b2 = −1

(∗)より，−a2 + 2b2 ≡ 1 (mod 3)であるから，不適．

(i), (ii)より，f(x) = 0を満たす整数 xは存在しない．

補足 xを整数とするとき x+ 3 ≡ x (mod 3)

nを自然数とするとき (x+ 3)n ≡ xn (mod 3)

ゆえに f(x+ 3) ≡ f(x) (mod 3)

これと (1)の結果および f(0) = 1から，x ≡ 1 (mod 3)が f(x) = 0を満
たす xであるための必要条件である．したがって，(2)は，(ii)のm = 1

の場合についてのみ調べればよい．
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(3) f(x) = 0を満たす xは負である．(2)の結果に注意すると，f(x) = 0を満
たす有理数 xは整数ではないから，xを

p

q
とすると (p, qは互いに素であ

る整数, p < 0, q > 1)

2

(
p

q

)3

+ a2
(
p

q

)2

+ 2b2·p
q
+ 1 = 0

2p3 + a2p2q + 2b2pq2 + q3 = 0

2p3

q
+ a2p2 + 2b2pq + q2 = 0 · · · 1©

上式の a2p2+2b2pq+ q2が整数であるから，
2p3

q
は整数である．このとき，

pと qは互いに素であるから (q > 1)，q = 2．これを 1©に代入すると

p3 + a2p2 + 4b2p+ 4 = 0 ゆえに p(p2 + a2p+ 4b2) = −4 · · · 2©

負の整数 pは−4の約数で，q (= 2)と互いに素であるから p = −1

p = −1を 2©に代入すると

−(1− a2 + 4b2) = −4 ゆえに |a|2 − 4|b|2 = −3

したがって (|a|+ 2|b|)(|a| − 2|b|) = −3

条件より a, bは 0でない整数であるから，|a|+ 2|b| = 3に注意すると{
|a|+ 2|b| = 3

|a| − 2|b| = −1
ゆえに |a| = |b| = 1

a, bは，3の倍数でないことに注意して

(a, b) = (1, 1), (1,−1), (−1, 1), (−1,−1)

�
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5 α(|z|2 + 2) + i(2|α|2 + 1)z = 0より

α

2|α|2 + 1
+

zi

|z|2 + 2
= 0 ゆえに

z

|z2|+ 2
=

αi

2|α|2 + 1

上の第 2式の共役複素数は
z

|z|2 + 2
=

−αi

2|α|2 + 1
· · · (∗)

(i) α = 0のとき，(∗)より z = 0

(ii) α 6= 0のとき，(∗)より， z

−αi
=

|z|2 + 2

2|α|2 + 1
= k とおくと (k > 0)

|z| = k|α|であるから，これを |z|2 + 2

2|α|2 + 1
= kに代入すると

k2|α|2 + 2

2|α|2 + 1
= k ゆえに |α|2k2 − (2|α|2 + 1)k + 2 = 0

したがって (k − 2)(|α|2k − 1) = 0 これを解いて k = 2,
1

|α|2

z

−αi
= kであるから z = −2αi, − αi

|α|2

(i), (ii)より α = 0 のとき z = 0

α 6= 0 のとき z = −2αi, −
αi

|α|2
�
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1.13 2019年 (理系)

出題分野 1 2 3 4 5

1 nを自然数とする。x，yがすべての実数を動くとき，定積分∫ 1

0

(sin(2nπt)− xt− y)2 dt

の最小値を Inとおく。極限値 lim
n→∞

In を求めよ。

2 0でない 2つの整式 f(x)，g(x)が以下の恒等式を満たすとする。

f(x2) = (x2 + 2)g(x) + 7

g(x3) = x4f(x)− 3x2g(x)− 6x2 − 2

以下の問いに答えよ。

(1) f(x)の次数と g(x)の次数はともに 2以下であることを示せ。

(2) f(x)と g(x)を求めよ。

3 1個のサイコロを 3回投げて出た目を順に a，b，cとする。2次方程式

ax2 + bx+ c = 0

の 2つの解 z1，z2を表す複素数平面上の点をそれぞれ P1(z1)，P2(z2)とする。
また，複素数平面上の原点をOとする。以下の問いに答えよ。

(1) P1と P2が一致する確率を求めよ。

(2) P1と P2がともに単位円の周上にある確率を求めよ。

(3) P1とOを通る直線を `1とし，P2とOを通る直線を `2とする。`1と `2の
なす鋭角が 60◦である確率を求めよ。

4 座標平面上の 3点O(0, 0)，A(2, 0)，B(1,
√
3)を考える。点P1は線分AB上

にあり，A，Bとは異なる点とする。

線分AB上の点 P2, P3, · · · · · · を以下のように順に定める。点 Pnが定まった
とき，点Pnから線分OBに下ろした垂線とOBとの交点をQnとし，点Qnか
ら線分OAに下ろした垂線とOAとの交点をRnとし，点Rnから線分ABに下
ろした垂線とABとの交点を Pn+1とする。

n → ∞のとき，Pnが限りなく近づく点の座標を求めよ。
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5 a，bを複素数，cを純虚数でない複素数とし，iを虚数単位とする。複素数平面
において，点 zが虚軸全体を動くとき

w =
az + b

cz + 1

で定まる点wの軌跡をCとする。次の 3条件が満たされているとする。

(ア) z = iのときにw = iとなり，z = −iのときにw = −iとなる。

(イ) Cは単位円の周に含まれる。

(ウ) 点−1はCに属さない。

このとき a，b，cの値を求めよ。さらにCを求め，複素数平面上に図示せよ。
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解答例

1 まず，次の定積分を計算する．∫ 1

0

sin2 2nπt dt =
1

2

∫ 1

0

(1− cos 4nπt) dt =
1

2

[
t− 1

4nπ
sin 4nπt

]1
0

=
1

2
,∫ 1

0

t sin 2nπt dt =

[
− t

2nπ
cos 2nπt+

1

4n2π2
sin 2nπt

]1
0

= − 1

2nπ
,∫ 1

0

sin 2nπt dt = − 1

2nπ

[
cos 2nπt

]1
0

= 0,∫ 1

0

t2 dt =
1

3
,

∫ 1

0

t dt =
1

2
,

∫ 1

0

dt = 1

上の結果により∫ 1

0

(sin(2nπt)− xt− y)2 dt

=

∫ 1

0

sin2 2nπt dt+ x2

∫ 1

0

t2 dt+ y2
∫ 1

0

dt

− 2x

∫ 1

0

t sin 2nπt dt− 2y

∫ 1

0

sin 2nπt dt+ 2xy

∫ 1

0

t dt

=
1

2
+

1

3
x2 + y2 − 2x

(
− 1

2nπ

)
− 2y·0 + 2xy·1

2

=
1

2
+

1

3
x2 + y2 +

x

nπ
+ xy

=
(
y +

x

2

)2
+

x2

12
+

x

nπ
+

1

2

=
(
y +

x

2

)2
+

1

12

(
x+

6

nπ

)2

+
1

2
− 3

n2π2
· · · (∗)

したがって x = − 6

nπ
，y =

3

nπ
のとき，(∗)は最小値 In =

1

2
− 3

n2π2
をとる．

よって lim
n→∞

In =
1

2
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別解
∫ 1

0

dt = 1，
∫ 1

0

t dt =
1

2
より，f(t) = t− 1

2
とおくと

∫ 1

0

f(t) dt = 0,

∫ 1

0

f(t)2 dt =
1

3

[ (
t− 1

2

)3 ]1
0

=
1

12∫ 1

0

sin 2nπt dt = 0，
∫ 1

0

t sin 2nπt dt = − 1

2nπ
より

∫ 1

0

f(t) sin 2nπt dt = − 1

2nπ
= − 6

nπ
· 1
12

= − 6

nπ

∫ 1

0

f(t)2 dt

したがって
∫ 1

0

f(t)

{
sin 2nπt+

6

nπ
f(t)

}
dt = 0

g(t) = sin 2nπt+
6

nπ
f(t)とおくと

∫ 1

0

f(t)g(t) dt = 0

∫ 1

0

g(t) dt =

∫ 1

0

sin 2nπt dt+
6

nπ

∫ 1

0

f(t) dt = 0,∫ 1

0

g(t)2 dt =

∫ 1

0

sin2 2nπt dt+
12

nπ

∫ 1

0

f(t) sin 2nπt dt+
36

n2π2

∫ 1

0

f(t)2 dt

=
1

2
+

12

nπ

(
− 1

2nπ

)
+

36

n2π2
· 1
12

=
1

2
− 3

n2π2

sin 2nπt = − 6

nπ
f(t) + g(t)，t = f(t) +

1

2
であるから

sin 2nπt− xt− y = − 6

nπ
f(t) + g(t)− x

(
f(t) +

1

2

)
− y

= −
(
x+

6

nπ

)
f(t) + g(t)−

(x
2
+ y
)

∫ 1

0

(sin 2nπt− xt− y)2 dt =

(
x+

6

nπ

)2 ∫ 1

0

f(t)2 dt+

∫ 1

0

g(t)2 dt+
(x
2
+ y
)2

=
1

12

(
x+

6

nπ

)2

+
1

2
− 3

n2π2
+
(x
2
+ y
)2

= 1

2
− 3

n2π2
= In

よって lim
n→∞

In =
1

2
�
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2 (1) 2つの整式 f(x)，g(x)が満たす恒等式

(∗)

{
f(x2) = (x2 + 2)g(x) + 7

g(x3) = x4f(x)− 3x2g(x)− 6x2 − 2

により，f(x)，g(x)の次数をそれぞれm，nとする．(∗)の第 1式から，
f(x)と g(x)の最高次の係数が等しいことに注意して{

2m = 2 + n · · · 1©
3n = max(4 +m, 2 + n) · · · 2©

(i) 4 +m = 2 + nのとき， 2©より 3n = 4 +m ゆえに m = 3n− 4

これと 1©を条件に注意して解くと m = n = 2

(ii) 4 +m < 2 + nのとき， 2©より 3n = 2 + n ゆえに n = 1

これを 1©に代入すると，m =
3

2
となり，不適．

f(x)と g(x)の次数はともに 2であるから，題意は成立する．

(2) (∗)の第 1式において，xを−xに置き換えることにより

f(x2) = (x2 + 2)g(−x) + 7

これと (∗)の第 1式により g(−x) = g(x) · · · 3©
また，(∗)の第 2式の xを−xに置き換えると

g(−x3) = x4f(−x)− 3x2g(−x)− 6x2 − 2

3©より，g(x)は偶関数であるから

g(x3) = x4f(−x)− 3x2g(x)− 6x2 − 2

これと (∗)の第 2式より f(−x) = f(x)

また，(∗)に x = 0を代入すると

f(0) = 2g(0) + 7, g(0) = −2 ゆえに f(0) = 3

以上の結果から，f(x) = ax2 + 3，g(x) = ax2 − 2とおくと，(∗)は{
ax4 + 3 = (x2 + 2)(ax2 − 2) + 7

ax6 − 2 = x4(ax2 + 3)− 3x2(ax2 − 2)− 6x2 − 2

整理すると

{
2(a− 1)x2 = 0

−3(a− 1)x4 = 0
ゆえに a = 1

よって f(x) = x2 + 3, g(x) = x2 − 2 �
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3 (1) 2次方程式 ax2 + bx+ c = 0 · · · (∗)の解 z1，z2が z1 = z2，すなわち，2次
方程式 (∗)が重解をもつ確率である．係数について，b2 − 4ac = 0である
から，b2 = 4acより

b = 2のとき，ac = 1より (a, c) = (1, 1)

b = 4のとき，ac = 4より (a, c) = (1, 4), (2, 2), (4, 1)

b = 6のとき，ac = 9より (a, c) = (3, 3)

よって，求める確率は
1 + 3 + 1

63
=

5

216

(2) (i) 2次方程式 (∗)が単位円周上に実数解をもつとき，その解は 1ではな
いから，(∗)は−1を重解にもち，その方程式は

a(x+ 1)2 = 0 ゆえに b = 2a, c = a

これを満たす (a, b, c)の組は，次の 3組である．

(a, b, c) = (1, 2, 1), (2, 4, 2), (3, 6, 3)

(ii) 2次方程式 (∗)が単位円周上に虚数解をもつとき b2−4ac < 0 · · · 1©
(∗)の解と係数の関係および z2 = z1，|z1| = 1に注意して

z1z2 =
c

a
ゆえに |z1|2 =

c

a
すなわち c = a · · · 2©

2©を 1©に代入して b2 − 4a2 < 0 ゆえに
b

2
< a = c

b = 1のとき a = c = 1, 2, 3, 4, 5, 6

b = 2, 3のとき a = c = 2, 3, 4, 5, 6

b = 4, 5のとき a = c = 3, 4, 5, 6

b = 6のとき a = c = 4, 5, 6

これらの (a, b, c)の組の総数は 6 + 2·5 + 2·4 + 3 = 27 組

よって，求める確率は
3 + 27

63
=

5

36
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(3) 条件を満たす z1，z2は虚数であるから

z1 =
−b+

√
4ac− b2 i

2a
, z2 =

−b−
√
4ac− b2 i

2a

`2の偏角を θとすると tan θ =

√
4ac− b2

b

O

y

x
θ

`1

`2

(i) tan θ =
1√
3

O

y

x

`2`1

θ

(ii) tan θ =
√
3

(i) tan θ =
1√
3
のとき，

√
4ac− b2

b
=

1√
3
より

√
3(4ac− b2) = b すなわち b2 = 3ac

b = 3のとき，ac = 3より (a, c) = (1, 3), (3, 1)

b = 6のとき，ac = 12より (a, c) = (2, 6), (3, 4), (4, 3), (6, 2)

これらの (a, b, c)の組の総数は 2 + 4 = 6 組

(ii) tan θ =
1√
3
のとき，

√
4ac− b2

b
=

√
3より

√
4ac− b2 =

√
3b すなわち b2 = ac

b = 1のとき，ac = 1より (a, c) = (1, 1)

b = 2のとき，ac = 4より (a, c) = (1, 4), (2, 2), (4, 1)

b = 3のとき，ac = 9より (a, c) = (3, 3)

b = 4のとき，ac = 16より (a, c) = (4, 4)

b = 5のとき，ac = 25より (a, c) = (5, 5)

b = 6のとき，ac = 36より (a, c) = (6, 6)

これらの (a, b, c)の組の総数は 5·1 + 3 = 8 組

よって，求める確率は
6 + 8

63
=

7

108
�
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4 点Pn(xn, yn)を通り，直線OBに垂直な直線は

y = − 1√
3
(x− xn) + yn

これと直線OB : y =
√
3xの交点の x座標は

√
3x = − 1√

3
(x− xn) + yn

　

Pn

Pn+1

O

y

x
A

B(1,
√
3)

2

Qn

Rn

これを解くことにより，点Qnの x座標は x =
xn +

√
3yn

4

次に，点 Pn+1(xn+1, yn+1)を通り，直線ABに垂直な直線の方程式は

y =
1√
3
(x− xn+1) + yn+1

この直線と x軸との交点の x座標は

0 =
1√
3
(x− xn+1) + yn+1

これを解くことにより，点Rnの x座標は x = xn+1 −
√
3yn+1

点Qnと点Rnの x座標は等しいから

xn+1 −
√
3yn+1 =

xn +
√
3yn

4

2点 Pn，Pn+1は直線AB : y = −
√
3x+ 2

√
3上の点であるから

xn+1 −
√
3(−

√
3xn+1 + 2

√
3) =

xn +
√
3(−

√
3xn + 2

√
3)

4

整理すると xn+1 = −1

8
xn +

15

8
ゆえに xn+1 −

5

3
= −1

8

(
xn −

5

3

)

数列
{
xn −

5

3

}
は初項 x1 −

5

3
，公比−1

8
の等比数列であるから

xn −
5

3
=

(
x1 −

5

3

)(
−1

8

)n−1

ゆえに lim
n→∞

xn =
5

3

また lim
n→∞

yn = lim
n→∞

(−
√
3xn + 2

√
3) = −

√
3·5
3
+ 2

√
3 =

√
3

3

よって，求める点の座標は

(
5

3
,

√
3

3

)
�
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5 C : w =
az + b

cz + 1
· · · (∗)

条件 (ア)により i =
ai+ b

ci+ 1
, −i =

a(−i) + b

c(−i) + 1

ゆえに b+ c+ (a− 1)i = 0, b+ c− (a− 1)i = 0

上の 2式から a = 1, b = −c

これを (∗)に代入すると w =
z − c

cz + 1
· · · 1© ゆえに z = − w + c

cw − 1

点 zは虚軸全体を動くから，z + z = 0より − w + c

cw − 1
− w + c

cw − 1
= 0

整理すると (c+ c)|w|2 + (|c|2 − 1)(w + w)− (c+ c) = 0 · · · 2©

条件 (イ)に注意すると， 1©により c 6= 0

さらに，cは純虚数ではないから c+ c 6= 0

k =
|c|2 − 1

c+ c
· · · 3©とおいて (kは実数)， 2©に適用すると

|w|2 + k(w + w)− 1 = 0 ゆえに |w + k|2 = k2 + 1

条件 (イ)により k2 + 1 = 1 ゆえに k = 0 よって |w| = 1 · · · (∗∗)

また， 3©により |c|2 − 1 = 0 ゆえに c = ±1

(i) c = 1のとき， 1©により

w =
z − 1

z + 1
ゆえに w + 1 =

2z

z + 1

z = 0のとき，w = −1となり，条件 (ウ)に反する．

(ii) c = −1のとき， 1©により

w =
z + 1

−z + 1
ゆえに w + 1 =

2

−z + 1
6= 0

これは，条件 (ウ)を満たす．

よって a = 1, b = 1, c = −1

(∗∗)およびw 6= −1により，Cの概形は右
の図のようになる．

　

O

Im

Re
1−1

1

−1

C
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補足 z = i tan θ
(
−π

2
< θ <

π

2

)
をw =

z + 1

−z + 1
に代入すると

w =
i tan θ + 1

−i tan θ + 1
=

cos θ + i sin θ

cos θ − i sin θ
= (cos θ + i sin θ)2 = cos 2θ + i sin 2θ

−π < 2θ < πより，wは点−1を除く原点Oを中心とする単位円周上にある．

解説 一般に，1次分数式変換 (メビウス変換)

f(z) =
az + b

cz + d
(a, b, c, dは複素数, ad− bc 6= 0)

は，拡縮 (回転)kz，平行移動 z + α，反転
1

z
の合成変換である．

特に反転に関して，次の性質がある 7．

• 原点を通らない円は，原点を通らない円に移る．
• 原点を通る円は，原点を通らない直線に移る．
• 原点を通らない直線は，原点を通る円から原点を除いた図形に移る．
• 原点を通る直線は，原点を通る直線から原点を除いた図形に移る．

次の変換 (平行移動，反転，拡縮，平行移動)

f1(z) = z − 1, f2(z) =
1

z
, f3(z) = −2z, f4(z) = z − 1

について，合成変換 f(z) = f4◦f3◦f2◦f1(z)は f(z) =
z + 1

−z + 1

z = i tan θ，z1 = f1(z)，z2 = f2(z1)，z3 = f3(z2)，w = f4(z3)とすると

z2 = f2◦f1(z) =
1

i tan θ − 1
=

− cos θ

cos θ − i sin θ

= − cos θ(cos θ + i sin θ) = −1

2
− 1

2
(cos 2θ + i sin 2θ)

O

Im

Re

zz1

z2

z3

21−1
θ

2θ

w
C

�
7http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Tdai/Tdai ri 2017.pdf 3 の解説を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Tdai/Tdai_ri_2017.pdf
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出題分野 1 2 3 4 5

1 点 (a, 0)を通り，曲線 y = e−x − e−2xに接する直線が存在するような定数 aの
値の範囲を求めよ。

2 a，b，c，dを整数とし，iを虚数単位とする。整式 f(x) = x4+ax3+bx2+cx+d

が f

(
1 +

√
3i

2

)
= 0をみたすとき，以下の問いに答えよ。

(1) c，dを a，bを用いて表せ。

(2) f(1)を 7で割ると 1余り，11で割ると 10余るとする。また，f(−1)を 7

で割ると 3余り，11で割ると 10余るとする。aの絶対値と bの絶対値が
ともに 40以下であるとき，方程式 f(x) = 0の解をすべて求めよ。

3 四面体OABCにおいて，辺OAの中点と辺 BCの中点を通る直線を `，辺OB

の中点と辺CAの中点を通る直線をm，辺OCの中点と辺ABの中点を通る直
線を nとする。`⊥m，m⊥n，n⊥`であり，AB =

√
5，BC =

√
3，CA = 2 の

とき，以下の問いに答えよ。

(1) 直線OBと直線CAのなす角 θ
(
0 5 θ 5 π

2

)
を求めよ。

(2) 四面体OABCの 4つの頂点をすべて通る球の半径を求めよ。

4 4個のサイコロを同時に投げるとき，出る目すべての積をXとする。以下の問
いに答えよ。

(1) Xが 25の倍数になる確率を求めよ。

(2) Xが 4の倍数になる確率を求めよ。

(3) Xが 100の倍数になる確率を求めよ。

5 座標空間において，中心 (0, 2, 0)，半径 1で xy平面内にある円をDとする。
Dを底面とし，z = 0の部分にある高さ 3の直円柱 (内部を含む)をEとする。
点 (0, 2, 2)と x軸を含む平面でEを 2つの立体に分け，Dを含む方を T とす
る。以下の問いに答えよ。

(1) −1 5 t 5 1とする。平面 x = tで T を切ったときの断面積 S(t)を求めよ。
また，T の体積を求めよ。

(2) T を x軸のまわりに 1回転させてできる立体の体積を求めよ。
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解答例

1 y = e−x − e−2xより y′ = −e−x + 2e−2x

曲線 y = e−x − e−2x上の点 (t, e−t − e−2t)における接線の方程式は

y − (e−t − e−2t) = (−e−t + 2e−2t)(x− t)

この直線が点 (a, 0)を通るから

−(e−t − e−2t) = (−e−t + 2e−2t)(a− t)

したがって (et − 2)(a− t) = (et − 1) · · · (∗)

et − 2 = 0，すなわち，t = log 2は，(∗)は満たさない．

t 6= log 2のとき，(∗)から

a− t =
et − 1

et − 2
ゆえに a = t+ 1 +

1

et − 2

f(t) = t+ 1 +
1

et − 2
とおくと

f ′(t) = 1− et

(et − 2)2
=

(et − 2)2 − et

(et − 2)2
=

(et − 1)(et − 4)

(et − 2)2

t · · · 0 · · · (log 2) · · · 2 log 2 · · ·
f ′(t) + 0 − − 0 +

f(t) ↗ 0 ↘ ↘ 3
2
+ 2 log 2 ↗

このとき lim
t→−∞

f(t) = −∞, lim
t→∞

f(t) = ∞

lim
t→log 2−0

f(t) = −∞, lim
t→log 2+0

f(t) = ∞,

したがって，f(t)のとり得る値の範囲は f(t) 5 0,
3

2
+ 2 log 2 5 f(t)

よって，求める aの値の範囲は a 5 0,
3

2
+ 2 log 2 5 a �
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2 (1) w =
1 +

√
3i

2
が実数を係数とする整式 f(x) = 0の解であるから，

f(x)は，(x− w)(x− w)，すなわち，x2 − x+ 1を因数にもつ．

f(x) = x4 + ax2 + bx2 + cx+ d

= (x2 − x+ 1){x2 + (a+ 1)x+ a+ b}
+ (b+ c− 1)x− a− b+ d

したがって b+ c− 1 = 0, − a− b+ d = 0

よって c = 1 − b, d = a + b

(2) (1)の結果から f(x) = x4 + ax3 + bx2 + (1− b)x+ a+ b

ゆえに f(1) = 2a+ b+ 2, f(−1) = 3b

f(1)，f(−1)を 7で割った余りが，それぞれ 1，3であるから

2a+ b+ 2 ≡ 1, 3b ≡ 3 (mod 7)

上の第 2式から b ≡ 1 (mod 7) これを第 1式に代入すると

2a+ 1 + 2 ≡ 1 ゆえに a ≡ −1 (mod 7)

f(1)，f(−1)を 11で割った余りが，ともに 10であるから

2a+ b+ 2 ≡ 10, 3b ≡ 10 (mod 11)

上の第 2式から b ≡ 7 (mod 11) これを第 1式に代入すると

2a+ 7 + 2 ≡ 10 ゆえに 2a ≡ 1 (mod 11)

さらに 6·2a ≡ 6·1 ゆえに a ≡ 6 (mod 11)

ゆえに (∗)

{
a ≡ −1 (mod 7)

a ≡ 6 (mod 11)
(∗∗)

{
b ≡ 1 (mod 7)

b ≡ 7 (mod 11)

(∗)の第 1式から，a = −1 + 7kとおき (kは整数)，これを (∗)の第 2式に
代入すると

−1 + 7k ≡ 6 ゆえに k ≡ 1 (mod 11)

k = 1 + 11`とおくと (`は整数)

a = −1 + 7(1 + 11`) = 6 + 77`

aの絶対値が 40以下であるから，` = 0より a = 6 · · · 1©
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(∗∗)の第 2式から，b = 7+11mとおき (mは整数)，これを (∗∗)の第 1式
に代入すると

7 + 11m ≡ 1 ゆえに 4m ≡ 1 したがって m ≡ 2 (mod 7)

m = 2 + 7nとおくと (nは整数)

b = 7 + 11(2 + 7n) = 29 + 77n

bの絶対値が 40以下であるから，n = 0より b = 29 · · · 2©

(1)の結果から

f(x) = (x2 − x+ 1){x2 + (a+ 1)x+ a+ b}

1©， 2©をこれに代入して

f(x) = (x2 − x+ 1)(x2 + 7x+ 35)

f(x) = 0の解は，x2 − x+ 1 = 0，x2 + 7x+ 35 = 0を解いて

x =
1 ±

√
3i

2
,
−7 ±

√
91i

2

補足 (∗)

{
a ≡ −1 (mod 7)

a ≡ 6 (mod 11)
(∗∗)

{
b ≡ 1 (mod 7)

b ≡ 7 (mod 11)
より

{
a− 6 ≡ 0 (mod 7)

a− 6 ≡ 0 (mod 11)

{
b− 29 ≡ 0 (mod 7)

b− 29 ≡ 0 (mod 11)

したがって a− 6 ≡ 0, b− 29 ≡ 0 (mod 77)

a, bの絶対値がともに 40以下であるから a = 6，b = 29 �
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3 (1) 点Oを始点とし，3点A，B，Cの位置
ベクトルをそれぞれ~a，~b，~cとする．線
分OA，OB，OCの中点をそれぞれL1，
M1，N1とし，線分BC，CA，ABの中
点をそれぞれ L2，M2，N2とすると

2
−−→
L1L2 = ~b+~c− ~a,

2
−−−→
M1M2 = ~c+ ~a−~b,

2
−−−→
N1N2 = ~a+~b−~c

　 O

A(~a)

B(~b)

C(~c)

L2

L1

P M1

M2

N1

N2

直線 L1L2，M1M2，N1N2はそれぞれ直線 `，m，nであるから，`⊥mよ
り，

−−→
L1L2⊥

−−−→
M1M2であるから

(2
−−→
L1L2)·(2

−−−→
M1M2) = (~b+~c− ~a)·(~c+ ~a−~b)

= |~c|2 − |~b− ~a|2 = 0 · · · 1©

m⊥n，n⊥`であるから，同様にして

(2
−−−→
M1M2)·(2

−−−→
N1N2) = (~c+ ~a−~b)·(~a+~b−~c)

= |~a|2 − |~c−~b|2 = 0 · · · 2©

(2
−−−→
N1N2)·(2

−−→
L1L2) = (~a+~b−~c)·(~b+~c− ~a)

= |~b|2 − |~a−~c|2 = 0 · · · 3©

1©～ 3©より |~c| = |~b− ~a| = |
−→
AB| = AB =

√
5

|~a| = |~c−~b| = |
−→
BC| = BC =

√
3

|~b| = |~a−~c| = |
−→
CA| = CA = 2

1©～ 3©をそれぞれ整理すると

2~a·~b = |~a|2 + |~b|2 − |~c|2 = 3 + 4− 5 = 2 ゆえに ~a·~b = 1

2~b·~c = |~b|2 + |~c|2 − |~a|2 = 4 + 5− 3 = 6 ゆえに ~b·~c = 3

2~c·~a = |~c|2 + |~a|2 − |~b|2 = 5 + 3− 4 = 4 ゆえに ~c·~a = 2

−→
OB = ~bと

−→
CA = ~a−~cのなす角を ϕとすると (0 5 ϕ 5 π)

cosϕ =
~b·(~a−~c)

|~b||~a−~c|
=

~a·~b−~b·~c
|~b|2

=
1− 3

22
= −1

2
ゆえに ϕ =

2π

3

よって，直線OBと直線CAのなす角 θ
(
0 5 θ 5 π

2

)
は

θ = π − ϕ = π − 2π

3
=

π

3
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(2)
−→
OA·(2

−−→
L1L2) = ~a·(~b+~c− ~a) = ~a·~b+~c·~a− |~a|2 = 1 + 2− 3 = 0

−→
BC·(2

−−→
L1L2) = (~c−~b)·(~b+~c− ~a) = |~c|2 − |~b|2 + ~a·~b−~c·~a

= 5− 4 + 1− 2 = 0

したがって OA⊥L1L2，BC⊥L1L2

2点 L1，L2の中点を Pとすると PO = PA = PB = PC

点 Pは，四面体OABCの 4頂点を通る球面の中心である．したがって

−→
OP =

1

2

(−−→
OL1 +

−−→
OL2

)
=

1

2

{
1

2
~a+

1

2
(~b+~c)

}
=

1

4
(~a+~b+~c)

このとき |~a+~b+~c|2 = |~a|2 + |~b|2 + |~c|2 + 2~a·~b+ 2~b·~c+ 2~c·~a
= 3 + 4 + 5 + 2·1 + 2·3 + 2·2 = 24

よって，求める半径は
1

4
|~a+~b+~c| = 1

4

√
24 =

√
6

2

補足 四面体OABCのすべての面が合同
である四面体を等面四面体という．
a = OA，b = OB，c = OCとする
と，直方体の縦，横，高さがそれぞ
れ x，y，zで

y2 + z2 = a2

z2 + x2 = b2

x2 + y2 = c2

を満たすものが唯一存在する．

　

O

A

B

C

a b

c

b

c

a

y

x

z

x2 =
b2 + c2 − a2

2
, y2 =

c2 + a2 − b2

2
, z2 =

a2 + b2 − c2

2

したがって，等面四面体はこの直方体に埋め込まれ，求める球面の半径は
この長方形に外接する球面の半径Rに等しい．

R =
1

2

√
x2 + y2 + z2 =

√
2

4

√
a2 + b2 + c2

等面四面体の体積を V とすると 8(直方体から 4つの直角四面体を除く)

V = xyz − 4·1
6
xyz =

1

3
xyz

=

√
2

12

√
(b2 + c2 − a2)(c2 + a2 − b2)(a2 + b2 − c2)

�
8http://kumamoto.s12.xrea.com/N/THdai/THdai ri 2015.pdf (pp.11-12)

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/THdai/THdai_ri_2015.pdf
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4 (1) X が 5で割り切れない，すなわち，4回とも 5以外の目が出る確率を p0，
X が 5で割り切れるが 25で割り切れない，すなわち，4回のうち 5の目
が丁度 1回出る確率を p1とすると

p0 =

(
5

6

)4

=
625

1296
, p1 = 4C1

(
1

6

)(
5

6

)3

=
500

1296

求める確率は，これらの余事象の確率であるから

1− (p0 + p1) = 1−
(

625

1296
+

500

1296

)
=

19

144

(2) Xが 2で割り切れない，すなわち，4回とも奇数の目が出る確率を q0，X

が 2で割り切れるが 4で割り切れない，すなわち，4回のうち 2または 6

の目が 1回と奇数の目が 3回出る確率を q1とすると

q0 =

(
3

6

)4

=
1

16
, q1 = 4C1

(
2

6

)(
3

6

)3

=
1

6

求める確率は，これらの余事象の確率であるから

1− (q0 + q1) = 1−
(

1

16
+

1

6

)
=

37

48

(3) Xが 100の倍数となるは，出る目の組合せが次の (i)～(iv)の場合である．

(i) {A, A, 5, 5}のとき (A = 2, 6)

4!

2!2!

(
2

6

)2(
1

6

)2

=
24

1296

(ii) {4, 5, 5, B}のとき (B = 1, 2, 3, 6)

4!

2!
·1
6

(
1

6

)2
4

6
=

48

1296

(iii) {4, 4, 5, 5}のとき

4!

2!2!

(
1

6

)2(
1

6

)2

=
6

1296

(iv) {4, 5, 5, 5}のとき
4!

3!
·1
6

(
1

6

)3

=
4

1296

(i)～(iv)より，求める確率は
24 + 48 + 6 + 4

1296
=

82

1296
=

41

648
�
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5 (1) T の表す領域は
x2 + (y − 2)2 5 1, 0 5 z 5 y

T を平面 x = t (−1 5 t 5 1)で切ったときの断面を表す領域は

x = t, 2−
√
1− t2 5 y 5 2 +

√
1− t2, 0 5 z 5 y

右下の図で中央の z座標が 2であることに注意して

S(t) = 2{(2 +
√
1− t2)− (2−

√
1− t2)} = 4

√
1 − t2

3

2

1 3O

x

y

T

z

2

z

y2

2

2+
√
1−t22−

√
1−t2

2−
√
1−t2

2+
√
1−t2

S(t)

O

1

(x = t)

A

B

右の図の斜線部分の面積は∫ 1

0

√
1− t2 dt =

π

4

よって，求める T の体積を V1とすると

　

O

y

t1−1

1

V1 =

∫ 1

−1

S(t) dt =

∫ 1

−1

4
√
1− t2 dt = 8

∫ 1

0

√
1− t2 = 8·π

4
= 2π

(2) 2点A，Bを (1)の図のようにとると

OA = 2−
√
1− t2, OB =

√
2(2 +

√
1− t2)

求める立体の体積を V2とすると，T が yz平面に関して対称であるから

V2

2π
=

∫ 1

0

(OB2 −OA2) dt =

∫ 1

0

{2(2 +
√
1− t2)2 − (2−

√
1− t2)2} dt

=

∫ 1

0

(5− t2) dt+ 12

∫ 1

0

√
1− t2 dt =

[
5t− t3

3

]1
0

+ 12·π
4
=

14

3
+ 3π

よって V2 = 2π

(
14

3
+ 3π

)
�
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出題分野 1 2 3 4 5

1 座標空間内の 4点O(0, 0, 0)，A(1, 0, 0)，B(0, 1, 0)，C(0, 0, 2) を考える。
以下の問いに答えよ。

(1) 四面体OABCに内接する球の中心の座標を求めよ。

(2) 中心の x座標，y座標，z座標がすべて正の実数であり，xy平面，yz平面，
zx平面のすべてと接する球を考える。この球が平面ABCと交わるとき，
その交わりとしてできる円の面積の最大値を求めよ。

2 θを 0 < θ <
π

4
をみたす定数とし，xの 2次方程式

x2 − (4 cos θ)x+
1

tan θ
= 0 · · · (∗)

を考える。以下の問いに答えよ。

(1) 2次方程式 (∗)が実数解をもたないような θの値の範囲を求めよ。

(2) θが (1)で求めた範囲にあるとし，(∗)の 2つの虚数解を α，βとする。た
だし，αの虚部は βの虚部より大きいとする。複素数平面上の 3点A(α)，
B(β)，O(0)を通る円の中心をC(γ)とするとき，θを用いて γを表せ。

(3) 点O，A，Cを (2)のように定めるとき，三角形OACが直角三角形になる
ような θに対する tan θの値を求めよ。

3 座標平面上の点 (x, y)について，次の条件を考える。

条件：すべての実数 tに対して y 5 et − xtが成立する。 · · · (∗)

以下の問いに答えよ。必要ならば lim
x→+0

x log x = 0を使ってよい。

(1) 条件 (∗)をみたす点 (x, y)全体の集合を座標平面上に図示せよ。

(2) 条件 (∗)をみたす点 (x, y)のうち，x = 1かつ y = 0をみたすもの全体の
集合を S とする。S を x軸の周りに 1回転させてできる立体の体積を求
めよ。
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4 自然数 nと実数 a0, a1, a2, · · · , an (an 6= 0)に対して，2つの整式

f(x) =
n∑

k=0

akx
k = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0

f ′(x) =
n∑

k=1

kakx
k−1 = nanx

n−1 + (n− 1)an−1x
n−2 + · · ·+ a1

を考える。α, βを異なる複素数とする。複素数平面上の 2点 α, βを結ぶ線分
上にある点 γで，

f(β)− f(α)

β − α
= f ′(γ)

をみたすものが存在するとき，

α, β, f(x)は平均値の性質をもつ

ということにする。以下の問いに答えよ。ただし，iは虚数単位とする。

(1) n = 2のとき，どのような α, β, f(x)も平均値の性質をもつことを示せ。

(2) α = 1− i, β = 1 + i, f(x) = x3 + ax2 + bx + cが平均値の性質をもつた
めの，実数 a, b, cに関する必要十分条件を求めよ。

(3) α =
1− i√

2
, β =

1 + i√
2
, f(x) = x7 は，平均値の性質をもたないことを

示せ。

5 以下の問いに答えよ。

(1) 自然数 n, kが 2 5 k 5 n− 2をみたすとき，nCk > nであることを示せ。

(2) pを素数とする。k 5 nをみたす自然数の組 (n, k)で nCk = pとなるもの
をすべて求めよ。
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解答例

1 (1) 四面体OABCに内接する球の中心を I，半径を d

とすると，Iから xy平面, yz平面，zx平面，平面
ABCまでの距離はともにdであり，I(d, d, d)とお
ける (d > 0)．4OAB，4OBC，4OCA，4ABC

の面積は

4OAB =
1

2
·1·1 =

1

2
,

4OBC = 4OCA =
1

2
·1·2 = 1

−→
AB = (−1, 1, 0)，

−→
AC = (−1, 0, 2)より

　

I

A

O

1

B
1

C2

x

y

z

4ABC =
1

2

√
|
−→
AB|2|

−→
AC|2 − (

−→
AB·

−→
AC)2 =

1

2

√
2·5− 12 =

3

2

したがって，四面体OABCの表面積を S，体積を V とすると

S =
1

2
+ 1 + 1 +

3

2
= 4, V =

1

3
4OAB·OC =

1

3
·1
2
·2 =

1

3

上の結果を V =
1

3
Sdに代入すると

1

3
=

1

3
·4d ゆえに d =

1

4
よって I

(
1

4
,
1

4
,
1

4

)
(2) 条件を満たす球を S ′ とし，S ′ の中心を

I′(r, r, r)，半径を rとする (r > 0)．
−→
AB，

−→
ACに垂直なベクトルの 1つを

~n = (2, 2, 1)

とおき，I′から平面ABCに垂線 I′Hを引くと

−→
CI′ = (r, r, r − 2)

　

~n

I′
C

H

S ′

平面ABC

r

したがって ~n·
−→
CI′ = 2r + 2r + r − 2 = 5r − 2

−→
CI′ =

−→
CH+

−→
HI′，~n⊥

−→
CHであるから ~n·

−→
HI′ = 5r − 2

~n//
−→
HI′であるから |~n||

−→
HI′| = |5r − 2|

|
−→
HI′| = |5r − 2|

|~n|
=

|5r − 2|
3
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S ′が平面ABCと共有点をもつとき，|HI′| 5 rであるから

|5r − 2|
3

5 r ゆえに − 3r 5 5r − 2 5 3r

これを解いて
1

4
5 r 5 1 · · · 1©

S ′と平面ABCが交わってできる円の半径をRとすると

R2 = r2 − |
−→
HI′|2 = r2 −

(
|5r − 2|

3

)2

= −1

9
(16r2 − 20r + 4)

= −16

9

(
r − 5

8

)2

+
1

4

1©に注意すると，r =
5

8
のとき，R2の最大値は

1

4

よって，求める円の面積の最大値は
π

4

補足
−→
AB = (−1, 1, 0),

−→
AC = (−1, 0, 2)の外積 (ベクトル積)は 9

−→
AB×

−→
AC = (1·2− 0·0, 0·(−1)− (−1)·2, − 1·0− 1·(−1))

= (2, 2, 1)

は
−→
ABおよび

−→
ACに直交する．

3点A(1, 0, 0)，B(0, 1, 0)，C(0, 0, 2)を通る平面の方程式は

x

1
+

y

1
+

z

2
= 1 すなわち 2x+ 2y + z − 2 = 0

この平面の法ベクトルは 10 ~n = (2, 2, 1)

点 I′(r, r, r)から平面 2x+ 2y + z − 2 = 0までの距離は

|2r + 2r + r − 2|√
22 + 22 + 12

=
|5r − 2|

3

�

9http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai kiseki ri.pdf (p.179 (物理ページ p.184))
10http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai kiseki ri.pdf (p.171 (物理ページ p.176))

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_kiseki_ri.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_kiseki_ri.pdf
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2 (1) xの 2次方程式

x2 − (4 cos θ)x+
1

tan θ
= 0 · · · (∗)

が実数解をもたないから，係数について

D/4 = (2 cos θ)2 − 1

tan θ
=

1

tan θ
(4 sin θ cos θ − 1) =

2 sin 2θ − 1

tan θ
< 0

0 < θ <
π

4
に注意して解くと 0 < 2θ <

π

6
よって 0 < θ <

π

12

(2) 2次方程式 (∗)の解と係数の関係により

α + β = 4 cos θ, αβ =
1

tan θ

α, βは互いに共役で，中心C(γ)はA，B

の垂直二等分線上，すなわち，実軸上の点
であるから，γは実数である．
OC = ACより |γ| = |γ − α|

　

O

Im

Re

A(α)

B(β)

C(γ)

γ2 = (γ − α)(γ − α) = (γ − α)(γ − β)

整理すると (α + β)γ = αβ

よって γ =
αβ

α + β
=

1

4 cos θ tan θ
=

1

4 sin θ

(3) OC = ACより，4OACが直角三角形であ
るとき，∠OCA =

π

2
，すなわち，CはAB

の中点であるから，
α + β

2
= γより，(2)

の結果から

4 cos θ

2
=

1

4 sin θ
ゆえに sin 2θ =

1

4

sin 2θ =
2 tan θ

1 + tan2 θ
であるから

　

O

Im

Re

A(α)

B(β)

C(γ)

2 tan θ

1 + tan2 θ
=

1

4
ゆえに tan2 θ − 8 tan θ + 1 = 0

0 < θ <
π

4
より，0 < tan θ < 1に注意して tan θ = 4 −

√
15 �
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3 (1) f(t) = et−xt−yとおく．条件 (∗)をみたすとき，すべての実数 tに対して

f(t) = 0 (A)

をみたす点 (x, y)の集合を求めればよい．

(i) x < 0のとき

lim
t→−∞

f(t) = lim
t→−∞

(et − xt− y) = −∞

このとき，(A)をみたさない．

(ii) x = 0のとき，f(t) = et − yは，単調増加であるから

lim
t→−∞

f(t) = lim
t→−∞

(et − y) = −y = 0 すなわち y 5 0

(iii) x > 0のとき，f ′(t) = et − xより

t · · · log x · · ·
f ′(t) − 0 +

f(t) ↘ 極小 ↗

極小値 f(log x) = x− x log x− yであるから，(A)をみたすとき

x− x log x− y = 0 すなわち y 5 x− x log x

(i)～(iii)より

g(x) =

{
0 (x = 0)

x− x log x (x > 0)

とおくと，条件 (∗)をみたす点 (x, y)は

x = 0 かつ y 5 g(x)

x > 0のとき g′(x) = − log x, g′′(x) = −1

x
< 0

したがって，x = 0における g(x)の増減表は

x 0 · · · 1 · · ·
g′(x) + 0 −
g′′(x) − − −
g(x) 0 1

lim
x→+0

g(x) = 0, lim
x→∞

g(x) = −∞

　

O

y

x1

1

e

よって，点 (x, y)全体の集合は，右上の図の斜線部分で境界線を含む．
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(2) 求める立体の体積を V とすると

V

π
=

∫ e

1

x2(1− log x)2 dx

x = etとおくと
dx

dt
= et

x 1 −→ e

t 0 −→ 1

V

π
=

∫ 1

0

(et)2(1− t)2·et dt =
∫ 1

0

e3t(t− 1)2 dt

=
1

3

[
e3t
{
(t− 1)2 − {(t− 1)2}′

3
+

{(t− 1)2}′′

32

} ]1
0

=
1

3

[
e3t
{
(t− 1)2 − 2(t− 1)

3
+

2

9

} ]1
0

=
2e3

27
− 17

27

よって V =
π(2e3 − 17)

27

補足 対数型から指数型の積分に置換すると，次の積分公式が利用できる 11．∫
epx+qf(x) dx =

epx+q

p

{
f(x)− f ′(x)

p
+

f ′′(x)

p2
− f ′′′(x)

p3
+ · · ·

}
+ C

補足 まず，0 < x 5 1のとき，− 2√
x
< log x を示す．

h(x) = log x+
2√
x
(0 < x 5 1)とおくと

0 < x < 1 のとき h′(x) =
1

x
− 1

x
√
x
=

√
x− 1

x
√
x

< 0

h(x)は単調減少で，h(1) = 2であるから

h(x) > 0 ゆえに log x+
2√
x
> 0

よって 0 < x < 1 のとき − 2√
x
< log x < 0

したがって 0 < x < 1のとき −2
√
x < x log x < 0

lim
x→+0

(−2
√
x ) = 0であるから，はさみうちの原理により

lim
x→+0

x log x = 0

�
11http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai math 2015 kouki.pdf (p.7)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_math_2015_kouki.pdf
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4 (1) n = 2のとき，f(x) = a2x
2 + a1x+ a0，f ′(x) = 2a2x+ a1

f(β)− f(α)

β − α
=

a2(β
2 − α2) + a1(β − α)

β − α
= a2(α + β) + a1

f ′(γ) = 2a2γ + a1

γを複素数平面上の 2点 α, βの中点，すなわち，γ =
α + β

2
とすると

f(β)− f(α)

β − α
= f ′(γ)

よって，どのような α, β, f(x)も平均値の性質をもつ．

(2) α = 1− i, β = 1 + i, f(x) = x3 + ax2 + bx+ c, f ′(x) = 3x2 + 2ax+ b

f(β)− f(α)

β − α
=

β3 − α3 + a(β2 − α2) + b(β − α)

β − α

= (α + β)2 − αβ + a(α + β) + b

= 2 + 2a+ b

γは，複素数平面上の線分 α, β上の点であるから

γ = 1 + ti (−1 5 t 5 1)

とおくと

f ′(γ) = 3(1 + ti)2 + 2a(1 + ti) + b

= 3− 3t2 + 2a+ b+ 2t(3 + a)i

平均値の性質をもつとき

2 + 2a+ b = 3− 3t2 + 2a+ b+ 2t(3 + a)i

整理すると 1− 3t2 = 0 かつ 2t(3 + a) = 0

−1 5 t 5 1に注意して t = ± 1√
3
, a = −3

このとき，平均値の性質をもつ．

よって，実数 a, b, c,に関する必要十分条件は

a = −3, 2数 b, cは任意の実数
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(3) α =
1− i√

2
= cos

π

4
− i sin

π

4
，β =

1 + i√
2

= cos
π

4
+ i sin

π

4
より

α7 =
(
cos

π

4
− i sin

π

4

)7
= cos

7

4
π − i sin

7

4
π = cos

π

4
+ i sin

π

4
= β

β7 =
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)7
= cos

7

4
π + i sin

7

4
π = cos

π

4
− i sin

π

4
= α

f(x) = x7, f ′(x) = 7x6について

f(β)− f(α)

β − α
=

β7 − α7

β − α
=

α− β

β − α
= −1, f ′(γ) = 7γ6 (∗)

argα = −π

4
, arg β =

π

4
であるから −π

4
5 arg γ 5 π

4

平均値の性質をもつと仮定すると，arg(7γ6) = arg(−1)であるから

6 arg γ = ±π ゆえに arg γ = ±π

6

これをみたす 2点 α, βを結ぶ線分上の点 γについて

|γ| = 1√
2 cos π

6

=

√
2

3
,

|7γ6| = 7

(√
2

3

)6

=
56

27
6= | − 1|

上の第 2式から，7γ6 6= −1となり，平均値の性質に反する．

よって，α =
1− i√

2
, β =

1 + i√
2
, f(x) = x7は，平均値の性質をもたない．

O

Im

Re

α

β

1

1

π
6

−π
6

√
2
3

√
2
3

1√
2

γ

γ

�
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5 (1) (i) 2 5 k 5 n−k 5 n−2のとき，
n− j

j
= 1であるから (j = 1, 2, · · · , k)

nCk =
n(n− 1)(n− 2) · · · (n+ 1− k)

1·2·3 · · · k
> n·n− 2

2
·n− 3

3
· · · n− k

k

= n·1·1 · · · 1 = n

(ii) 2 5 n− k 5 k 5 n− 2のとき，k′ = n− kとおくと

2 5 k′ 5 n− k′ 5 n− 2

(i)の結果から nCk′ > n ゆえに nCk > n

(i),(ii)より，自然数 n, kが 2 5 k 5 n− 2をみたすとき

nCk > n

(2) 2 5 k 5 n− 2について

nCk =
n(n− 1)(n− 2) · · · (n+ 1− k)

1·2·3 · · · k
= p (∗)

が成立するとき，素数 pは n, n− 1, · · · , n− k + 1のいずれかの因数で

nCk = p 5 n

これは，(1)の結論に反する．

k = 0, nのとき，(∗)は成立しないから，k = 1, n− 1より

nC1 = nCn−1 = p

よって (n, k) = (p, 1), (p, p − 1) �
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1.16 2022年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 座標空間内の 5点

O(0, 0, 0), A(1, 1, 0), B(2, 1, 2), P(4, 0,−1), Q(4, 0, 5)

を考える。3点O，A，Bを通る平面を αとし，~a =
−→
OA，~b =

−→
OBとおく。以

下の問いに答えよ。

(1) ベクトル~a，~bの両方に垂直であり，x成分が正であるような，大きさが 1

のベクトル ~nを求めよ。

(2) 平面 αに関して点 Pと対称な点 P′の座標を求めよ。

(3) 点Rが平面α上を動くとき，|
−→
PR|+ |

−→
RQ|が最小となるような点Rの座標

を求めよ。

2 nを 3以上の自然数，α，βを相異なる実数とするとき，以下の問いに答えよ。

(1) 次をみたす実数A，B，Cと整式Q(x)が存在することを示せ。

xn = (x− α)(x− β)2Q(x) + A(x− α)(x− β) +B(x− α) + C

(2) (1)のA，B，Cを n，α，βを用いて表せ。

(3) (2)のAについて，nとαを固定して，βをαに近づけたときの極限 lim
β→α

A

を求めよ。

3 自然数m，nが
n4 = 1 + 210m2 · · · 1©

をみたすとき，以下の問いに答えよ。

(1)
n2 + 1

2
,
n2 − 1

2
は互いに素な整数であることを示せ。

(2) n2 − 1は 168の倍数であることを示せ。

(3) 1©をみたす自然数の組 (m, n)を 1つ求めよ。
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4 定積分について述べた次の文章を読んで，後の問いに答えよ。

区間 a 5 x 5 bで連続な関数 f(x)に対して，F ′(x) = f(x)となる関数
F (x)を 1つ選び，f(x)の aから bまでの定積分を∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) · · · 1©

で定義する。定積分の値は F (x)の選び方によらずに定まる。定積分は次
の性質 (A)，(B)，(C)をもつ。

(A)

∫ b

a

{kf(x) + lg(x)} dx = k

∫ b

a

f(x) dx+ l

∫ b

a

g(x) dx

(B) a 5 c 5 bのとき，
∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx

(C) 区間 a 5 x 5 bにおいて g(x) = h(x)ならば，∫ b

a

g(x) dx =
∫ b

a

h(x) dx

ただし，f(x)，g(x)，h(x)は区間 a 5 x 5 bで連続な関数，k，lは定数で
ある。
以下，f(x)を区間 0 5 x 5 1で連続な増加関数とし，nを自然数とする。

定積分の性質 ア を用い，定数関数に対する定積分の計算を行うと，

1

n
f

(
i− 1

n

)
5
∫ i

n

i−1
n

f(x) dx 5 1

n
f

(
i

n

)
(i = 1, 2, · · · , n) · · · 2©

が成り立つことがわかる。Sn =
1

n

n∑
i=1

f

(
i− 1

n

)
とおくと，不等式 2©と

定積分の性質 イ より次の不等式が成り立つ。

0 5
∫ 1

0

f(x) dx− Sn 5 f(1)− f(0)

n
· · · 3©

よって，はさみうちの原理より lim
n→∞

Sn =

∫ 1

0

f(x) dxが成り立つ。
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(1) 関数 F (x)，G(x)が微分可能であるとき，

{F (x) +G(x)}′ = F ′(x) +G′(x)

が成り立つことを，導関数の定義に従って示せ。また，この等式と定積分
の定義 1©を用いて，定積分の性質 (A)で k = l = 1とした場合の等式∫ b

a

{f(x) + g(x)} dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx

を示せ。

(2) 定積分の定義 1©と平均値の定理を用いて，次を示せ。

a < bのとき，区間 a 5 x 5 bにおいて g(x) > 0ならば，
∫ b

a

g(x) dx > 0

(3) (A)，(B)，(C)のうち，空欄 ア に入る記号として最もふさわしいもの
を 1つ選び答えよ。また文章中の下線部の内容を詳しく説明することで，
不等式 2©を示せ。

(4) (A)，(B)，(C)のうち，空欄 イ に入る記号として最もふさわしいもの
を 1つ選び答えよ。また，不等式 3©を示せ。

5 xy平面上の曲線Cを，媒介変数 tを用いて次のように定める。

x = 5 cos t+ cos 5t, y = 5 sin t− sin 5t (−π 5 t < π)

以下の問いに答えよ。

(1) 区間 0 < t <
π

6
において，

dx

dt
< 0，

dy

dx
< 0であることを示せ。

(2) 曲線Cの 0 5 t 5 π

6
の部分，x軸，直線 y =

1√
3
xで囲まれた図形の面積

を求めよ。

(3) 曲線 Cは x軸に関して対称であることを示せ。また，C上の点を原点を
中心として反時計回りに

π

3
だけ回転させた点はC上にあることを示せ。

(4) 曲線Cの概形を図示せよ。
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解答例

1 (1) ~a =
−→
OA = (1, 1, 0)，~b =

−→
OB = (2, 1, 2)

~n = (x, y, z)とおくと，~a·~n = 0，~b·~n = 0であるから

x+ y = 0, 2x+ y + 2z = 0 ゆえに y = −x, z = −1

2
x

~n =

(
x,−x,−1

2
x

)
，|~n|2 = 1であるから

x2 + x2 +
1

4
x2 = 1 ゆえに 9x2 = 4

x > 0に注意して x =
2

3
よって ~n =

(
2

3
,−

2

3
,−

1

3

)
(2)

−→
ON = ~nとし，Pから平面 αおよび直線ONに引いた垂線の交点をそれぞ
れH，Tとすると

−→
OP =

−→
OH+

−→
OT,

−→
OT = (

−→
OP·~n)~n (∗)

−→
OP = (4, 0,−1)より，

−→
OP·~n = 3であるから

−→
OT = (2,−2,−1)

これと (∗)の第 1式により，
−→
OH = (2, 2, 0)であるから

−−→
OP′ =

−→
OH+

−−→
HP′ =

−→
OH+ (−

−→
OT) = (0, 4, 1) よって P′(0, 4, 1)

α
~n

T P

P′

H
O

N

(3)
−→
OP·~n = 3 > 0，Q(4, 0, 5)より，

−→
OQ·~n = 1 > 0であるから，P，Qは平

面αに関して同じ側にある．このとき，PR : RQ = P′R : RQ = 3 : 1であ
るから，Rは線分 P′Qを 3 : 1に内分する点である．(

1·0 + 3·4
3 + 1

,
1·4 + 3·0
3 + 1

,
1·1 + 3·5
3 + 1

)
すなわち R(3, 1, 4)



1.16. 2022年 (150分) 127

別解
−→
OP·~n = 3 > 0，Q(4, 0, 5)より，

−→
OQ·~n = 1 > 0であるから，P，Qは平面

αに関して同じ側にある．このとき点Rは，2点P′(0, 4, 1)，Q(4, 0, 5)

を通る直線上にある．

−→
OR =

−−→
OP′ + t

−−→
P′Q (tは実数)

= (0, 4, 1) + t(4,−4, 4)

= (4t, 4− 4t, 1 + 4t)

点Rは平面 α上にあるから，
−→
OR·~n = 0より

2

3
·4t− 2

3
(4− 4t)− 1

3
(1 + 4t) = 0 これを解いて t =

3

4

したがって
−→
OR = (3, 1, 4) よって R(3, 1, 4) �

2 (1) xnを x− αで割った商をQ1(x)，余りをCとすると

xn = (x− α)Q1(x) + C

Q1(x)を x− βで割った商をQ2(x)，余りをBとすると

Q1(x) = (x− β)Q2(x) +B

Q2(x)を x− βで割った商をQ(x)，余りをAとすると

Q2(x) = (x− β)Q(x) + A

したがって

xn = (x− α)Q1(x) + C

= (x− α){(x− β)Q2(x) +B}+ C

= (x− α)(x− β)Q2(x) +B(x− α) + C

= (x− α)(x− β){(x− β)Q(x) + A}+B(x− α) + C

= (x− α)(x− β)2Q(x) + A(x− α)(x− β) +B(x− α) + C (∗)
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(2) x = αを (∗)に代入すると C = αn

xn − αn = (x− α)(x− β)2Q(x) + A(x− α)(x− β) + B(x− α)

xn − αn

x− α
= (x− β)2Q(x) + A(x− β) +B

f(x) =
xn − αn

x− α
とおくと f ′(x) =

nxn−1(x− α)− (xn − αn)

(x− α)2

f(x) = (x− β)2Q(x) + A(x− β) +B,

f ′(x) = 2(x− β)Q(x) + (x− β)2Q′(x) + A

これから，B = f(β)，A = f ′(β)より

B =
βn − αn

β − α
, A =

nβn−1(β − α) − (βn − αn)

(β − α)2

(3) g(β) = nβn−1(β − α)− (βn − αn)とおくと

g′(β) = n(n− 1)βn−2(β − α)

g′′(β) = n(n− 1){(n− 2)βn−3(β − α) + βn−2}

g(α) = 0，g′(α) = 0，g′′(α) = n(n− 1)αn−2より，g(β)は (β − α)2 を因
数にもつから，g(β) = (β − α)2H(β)とおくと (A = H(β))

g′(β) = 2(β − α)H(β) + (β − α)2H ′(β)

g′′(β) = 2H(β) + 4(β − α)H ′(β) + (β − α)2H ′′(β)

g′′(α) = 2H(α) = n(n− 1)αn−2, A = H(β)より

lim
β→α

A = lim
β→α

H(β) = H(α) =
1

2
n(n − 1)αn−2

補足 n次式 g(β)を αを極としてテイラー展開すると 12

g(β) = g(α) + g′(α)(β − α) +
g′′(α)

2!
(β − α)2 +

n∑
k=3

g(k)(α)

k!
(β − α)k

このとき A =
g(β)

(β − α)2
=

g′′(α)

2!
+

n∑
k=3

g(k)(α)

k!
(β − α)k−2

よって lim
β→α

A =
g′′(α)

2!
=

1

2
n(n− 1)αn−2 �

12http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2001.pdf (p.7)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2001.pdf
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3 (1) n4 = 1 + 210m2 · · · 1©の右辺は奇数であるから，nは奇数．

n2 + 1, n2 − 1は偶数であるから，
n2 + 1

2
,
n2 − 1

2
は整数．

n2 + 1

2
− n2 − 1

2
= 1より，

n2 + 1

2
,
n2 − 1

2
は互いに素である．

補足 ユークリッドの互除法により
n2 + 1

2
=

n2 − 1

2
·1 + 1

n2 + 1

2
,
n2 − 1

2
の最大公約数が 1であるから，これらの 2数は互いに素．

(2) nが奇数であるから，n+ 1, n− 1はともに偶数で，一方は 4で割り切れ
るから，次式から n2 − 1は，8の倍数である．

n2 − 1 = (n+ 1)(n− 1)

1©より (n2 + 1)(n2 − 1) = 2·3·5·7m2 · · · 1©′

ここで n2 ≡ 0, 1 (mod 3)より n2 + 1 6≡ 0 (mod 3) · · · 2©
n2 ≡ 0, 1, 4, 2 (mod 7)より n2 + 1 6≡ 0 (mod 7) · · · 3©

1©′， 2©， 3©より，n2 − 1は 3·7の倍数である．
よって，n2 − 1は，8× 3·7，すなわち，168の倍数である．

(3) (2)の結論から，n2 − 1 = 168N (N は整数)とおくと， 1©′より

(168N + 2)·168N = 2·3·5·7m2 ゆえに m = 2

√
2N(84N + 1)

5

2N は偶数，84N + 1は奇数であるから，N = 2k (kは整数)とおくと

m = 4

√
k(168k + 1)

5
, n =

√
336k + 1 (∗)

(∗)の第 1式から，整数 kの必要条件は

k ≡ 0 または　 168k + 1 ≡ 0 すなわち k ≡ 0, 3 (mod 5)

k = 3のとき m = 4
√
3·101，n =

√
1009より，不適

k = 5のとき m = 4
√
841 = 4·29 = 116, n =

√
1681 = 41

よって (m, n) = (116, 41) �
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4 (1) F (x), G(x)が微分可能であるから

F ′(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
, G′(x) = lim

h→0

G(x+ h)−G(x)

h

H(x) = F (x) +G(x)とおくと

H ′(x) = lim
h→0

H(x+ h)−H(x)

h
=

F (x+ h) +G(x+ h)− F (x)−G(x)

h

= lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
+ lim

h→0

G(x+ h)−G(x)

h
= F ′(x) +G′(x)

よって {F (x) +G(x)}′ = F ′(x) +G′(x)

次に，F ′(x) = f(x)，G′(x) = g(x)を満たす F (x)，G(x)をとり，

H(x) = F (x) +G(x), h(x) = H ′(x)

とすると，次式が成立する．

h(x) = H ′(x) = {F (x) +G(x)}′ = F ′(x) +G′(x) = f(x) + g(x)

上式および定積分の定義 1©により∫ b

a

{f(x) + g(x)} dx =

∫ b

a

h(x) dx =

[
H(x)

]b
a

= H(b)−H(a)

= F (b) +G(b)− {F (a) +G(a)}
= F (b)− F (a) +G(b)−G(a)

=

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx

(2) G′(x) = g(x)を満たすG(x)をとると，定積分の定義により∫ b

a

g(x) dx = G(b)−G(a)

上式の右辺は平均値の定理により

G(b)−G(a)

b− a
= G′(c) (a < c < b)

G′(c) = g(c) > 0であるから，以上の結果から∫ b

a

g(x) dx = (b− a)g(c) > 0
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(3) 答 (C)

(2)と同様に
∫ i

n

i−1
n

f(x) dxに平均値の定理を適用すると (i = 1, 2, · · · , n)

∫ i
n

i−1
n

f(x) dx =

(
i

n
− i− 1

n

)
f(ci) =

1

n
f(ci)

(
i− 1

n
< ci <

i

n

)
f(x)は，区間 0 5 x 5 1で連続な増加関数であるから

f

(
i− 1

n

)
5 f(ci) 5 f

(
i

n

)
以上の結果から，次式を得る．

1

n
f

(
i− 1

n

)
5
∫ i

n

i−1
n

f(x) dx 5 1

n
f

(
i

n

)
(i = 1, 2, · · · , n)

(4) 答 (B)

Snの定義により

1

n

n∑
i=1

f

(
i

n

)
=

1

n

n+1∑
i=2

f

(
i− 1

n

)
=

1

n

n∑
i=1

f

(
i− 1

n

)
+

1

n
f(1)− 1

n
f(0)

= Sn +
f(1)− f(0)

n

上式に注意すると， 2©より

1

n

n∑
i=1

f

(
i− 1

n

)
5

n∑
k=1

∫ i
n

i−1
n

f(x) dx 5 1

n

n∑
k=1

f

(
i

n

)
Sn 5

∫ 1

0

f(x) dx 5 Sn +
f(1)− f(0)

n

よって 0 5
∫ 1

0

f(x) dx− Sn 5 f(1)− f(0)

n
�
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5 (1) x = 5 cos t+ cos 5t, y = 5 sin t− sin 5t (−π 5 t < π)より

dx

dt
= −5(sin t+ sin 5t) = −10 sin 3t cos 2t,

dy

dt
= 5(cos t− cos 5t) = 10 sin 3t sin 2t,

dy

dx
=

dy

dt

/
dx

dt
= − tan 2t

0 < t <
π

6
のとき，0 < 2t < 3t <

π

2
であるから

dx

dt
< 0,

dy

dx
< 0

(2) (1)の結果および
dy

dt
> 0より

t 0 · · · π
6

dx
dt

−
dy
dt

+

(dx
dt
, dy
dt
) ↖

(x, y) (6, 0) · · · (2
√
3, 2)

　

O

y

x62
√
3

2
C t = 0

t = π
6

右上の図の斜線部分が求める面積で，その面積を Sとすると

S =
1

2
·2
√
3·2 +

∫ 6

2
√
3

y dx = 2
√
3 +

∫ 0

π
6

y
dx

dt
dt

= 2
√
3 +

∫ 0

π
6

(5 sin t− sin 5t)(−5 sin t− 5 sin 5t) dt

= 2
√
3 + 5

∫ π
6

0

(5 sin2 t− sin2 5t+ 4 sin 5t sin t) dt

= 2
√
3 + 5

∫ π
6

0

{
5·1− cos 2t

2
− 1− cos 10t

2
− 2(cos 6t− cos 4t)

}
dt

= 2
√
3 + 5

[
2t− 5

4
sin 2t+

1

20
sin 10t− 1

3
sin 6t+

1

2
sin 4t

]π
6

0

= 2
√
3 + 5

(
π

3
− 2

√
3

5

)
=

5

3
π
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(3) f(t) = 5 cos t+ cos 5t, g(t) = 5 sin t− sin 5tとおくと

f(−t) = f(t), g(−t) = −g(t)

よって，C上の 2点 (f(t), g(t))と (f(−t), g(−t))は x軸に関して対称．

xy直交座標系の原点Oを中心に反時計回りに
π

3
だけ回転させた直交座標

系をXY 系とすると

x

(
1

0

)
+ y

(
0

1

)
= X

(
cos π

3

sin π
3

)
+ Y

(
cos
(
π
3
+ π

2

)
sin
(
π
3
+ π

2

) )(
x

y

)
= X

(
cos π

3

sin π
3

)
+ Y

(
− sin π

3

cos π
3

)

X = f(t)，Y = g(t)とすると

x = (5 cos t+ cos 5t) cos
π

3
− (5 sin t− sin 5t) sin

π

3

= 5
(
cos t cos

π

3
− sin t sin

π

3

)
+ cos 5t cos

π

3
+ sin 5t sin

π

3

= 5 cos
(
t+

π

3

)
+ cos

(
5t− π

3

)
= 5 cos

(
t+

π

3

)
+ cos 5

(
t+

π

3

)
= f

(
t+

π

3

)
,

y = (5 cos t+ cos 5t) sin
π

3
+ (5 sin t− sin 5t) cos

π

3

= 5
(
cos t sin

π

3
+ sin t cos

π

3

)
+ cos 5t sin

π

3
− sin 5t cos

π

3

= 5 sin
(
t+

π

3

)
− sin

(
5t− π

3

)
= 5 sin

(
t+

π

3

)
− sin 5

(
t+

π

3

)
= g

(
t+

π

3

)
XY 系における点 (f(t), g(t))は，xy系における点

(
f
(
t+

π

3

)
, g
(
t+

π

3

))
であるから，C上の点を原点を中心として反時計回りに

π

3
だけ回転させ

た点はC上にある．
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(4)
dy

dx
= − tan 2tおよび

dx

dt
< 0

(
0 < t <

π

6

)
により，0 < t <

π

6
において

d2y

dx2
=

d

dt

(
dy

dx

)/
dx

dt
=

d

dt
(− tan 2t)

/
dx

dt
= − 2

cos2 2t

/
dx

dt
> 0

(3)の結果から，Cの 0 5 t 5 π

6
の部分と−π

6
5 t 5 0の部分は x軸に関

して対称であるから，Cの−π

6
5 t 5 π

6
の概形は次のようになる．

O

y

x62
√
3

2
C t = 0

t = π
6

t = −π
6

−2

さらに，これを原点を中心に反時計回りに
π

3
だけ回転させた部分もC上

にある．よって，Cの−π 5 t < πの概形は，次のようになる．

O

y

x6−6

4

−4

3−3

3
√
3

−3
√
3

C

�
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解説 C上の点 (x, y) = (f(t), g(t))における接ベクトルは (f ′(t), g′(t))より

dy

dx
=

g′(t)

f ′(t)
ゆえに

d2y

dx2
=

d

dt

{
g′(t)

f ′(t)

}
· dt
dx

逆関数定理により，
dt

dx
=

1

dx
dt

=
1

f ′(t)
であるから

d2y

dx2
=

g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t)

f ′(t)2
· 1

f ′(t)
=

g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t)

f ′(t)3

本題において

f(t) = 5 cos t+ cos 5t, g(t) = 5 sin t− sin 5t (−π 5 t < π)

したがって

f ′(t) = −5(sin t+ sin 5t), g′(t) = 5(cos t− cos 5t)

f ′′(t) = −5(cos t+ 5 cos 5t), g′′(t) = −5(sin t− 5 sin 5t)

これから

g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t) = 25(sin t− 5 sin 5t)(sin t+ sin 5t)

+ 25(cos t− cos 5t)(cos t+ 5 cos 5t)

= −100 + 100(cos 5t cos t− sin 4t sin t)

= −100(1− cos 6t)

0 < t <
π

6
において f ′(t) < 0, g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t) < 0

したがって
d2y

dx2
=

g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t)

f ′(t)3
> 0
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ガウス・グリーンの定理� �
曲線 C : x = f(t), y = g(t) (α 5 t 5 β)

について，t = α, βに対応する点をそれ
ぞれA，Bとする．Cと直線OA，OBで
囲まれた部分の面積を Sとすると
(OBの偏角>OAの偏角)

S =
1

2

∫ β

α

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)}dt

　

O

y

x

A

B C

� �
本題 (2)は，ガウス・グリーンの定理を用いて求めることもできる．

f(t)g′(t)− f ′(t)g(t) = (5 cos t+ cos 5t)·5(cos t− cos 5t)

+ 5(sin t+ sin 5t)·(5 sin t− sin 5t)

= 20− 20(cos 5t cos t− sin 5t sin t)

= 20(1− cos 6t)

したがって，求める面積 Sは

S =
1

2

∫ π
6

0

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)} dt

= 10

∫ π
6

0

(1− cos 6t) dt = 10

[
t− 1

6
sin 6t

]π
6

0

=
5

3
π



第 2 章 九州工業大学
出題分野 (工学部 情報工学部)

工学部 出題分野 (2011-2022) 120分

J 九工大 工学部 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式
I 2次関数
図形と計量
データの分析
式と証明
複素数と方程式

II 図形と方程式
三角関数 3

指数関数と対数関数
微分法と積分法 3

式と曲線 3

複素数平面 3 3

関数
III 極限 1 2 2

微分法とその応用 4 3·4 3·4 3·4 1·2 2 2

積分法 3 4 3 1·3 2

積分法の応用 4 4 4 3·4 4 4 2 1 1 1·2 1 1

場合の数と確率 1 4 4 4 4 4

A 整数の性質
図形の性質
平面上のベクトル 3

B 空間のベクトル 1 2 1 1 1 1 3 3

数列 2 2 4 4

確率分布と統計
C 行列 (旧課程) 2 2 2

数字は問題番号 (2017年以降は情報工学部と共通問題)

137

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2014.pdf
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2.1 2015年 (工学部)

出題分野 1 2 3 4

1 四面体OABCにおいて，三角形ABCは 1辺の長さが 1の正三角形であり，
OA = OB = OC = 2とする．また，点 Cを通り平面OABに垂直な直線上に
点Dがあり，線分CDの中点Hは平面OABに含まれるとする．すなわち，点
Dは平面OABに関して，点Cと対称な点である．

C

B

A

D

O

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとおいて，次に答えよ．

(1) 内積~a·~bおよび
−→
BC·~aを求めよ．

(2)
−→
OHを~a，~bで表せ．また，

−→
ODを~a，~b，~cで表せ．

(3) 直線BHと直線OAの交点を Pとする．
−→
BPを~a，~bで表し，

−→
BP·~aを求め

よ．さらに，OPおよびBPの長さを求めよ．

(4) (3)で定めた点Pに対して，四角形BCPDの面積Sを求めよ．また，四角
すい

錐O-BCPDの体積 V を求めよ．
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2 初項 1，公差 3の等差数列 {an}と，一般項が bn =

[
2n+ 2

3

]
で与えられる数

列 {bn}がある．ここで，実数 xに対して [x ]は xを超えない最大の整数を表

す．たとえば，b1 =

[
4

3

]
= 1，b2 = [ 2 ] = 2，b3 =

[
8

3

]
= 2である．数列

{an}を次のように，b1個，b2個，b3個，· · · の群に分け，第 k群には bk個の数
が入るようにする．

| a1 | a2, a3 | a4, a5 | a6, · · ·

第 1群 第 2群 第 3群 · · ·

第 k群の最初の数を ckとする．次に答えよ．

(1) 自然数mに対して，b3m−2，b3m−1，b3mをそれぞれmの多項式で表せ．ま
た，数列 {bn}の初項から第 3m項までの和 S3mを求めよ．

(2) 自然数mに対して，c3m−2，c3m−1，c3mをそれぞれmの多項式で表せ．ま
た，数列 {ck}の初項から第 3m項までの和 T3mを求めよ．

(3) 1000は第何群の何番目の数か．

(4) x = 1のとき
√
x2 + 1 < x+

1

2
であることを用いて，次の不等式が成り立

つことを示せ．ただし，mは自然数とする．

3m∑
k=1

(
√
ck − k) <

m

2
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3 nを 2以上の自然数とし，関数 f(x)を f(x) = xn log x (x > 0)とする．ただし，
対数は自然対数とする．次に答えよ．

(1) x > 0のとき，不等式 log x+
1

x
> 0を証明せよ．

(2) lim
x→+0

xn log x = 0を示せ．

(3) 関数 f(x)の増減を調べ，その最小値を求めよ．また，曲線 y = f(x)の概
形をかけ．ただし，曲線の凹凸は調べなくてよい．

(4) f(x)が最小値をとるときの xの値を cnとし

In =

∫ 1

cn

f(x) dx

とする． lim
n→∞

n2Inを求めよ．

4 関数 f(x) =

√
x2 − 1

x
(x = 1)と曲線C : y = f(x)について，次に答えよ．

(1) 区間 x > 1で，f(x)は増加し，曲線Cは上に凸であることを示せ．

(2) 曲線Cの点 (
√
2, f(

√
2 ))における接線 `の方程式を求めよ．

(3) (2)で求めた直線 `と曲線Cおよび x軸で囲まれた図形をDとする．Dを
y軸のまわりに 1回転してできる立体の体積 V を求めよ．

(4) (3)で定めた図形Dの面積 Sを求めよ．
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解答例

1 (1) θ = ∠AOBとし，4OABに余弦定理を適用すると

cos θ =
OA2 +OB2 − AB2

2OA·OB
=

22 + 22 − 12

2·2·2
=

7

8

よって ~a·~b = |~a||~b| cos θ = 2·2·7
8
=

7

2

4OAB ≡ 4OBC ≡ OCA であるから ~a·~b = ~b·~c = ~c·~a =
7

2

したがって
−→
BC·~a = (~c−~b)·~a = ~c·~a− ~a·~b = 0

(2) (1)の結果から

|~a+~b|2 = |~a|2 + 2~a·~b+ |~b|2

= 22 + 2·7
2
+ 22 = 15 · · · 1©

−→
OHに平行な単位ベクトルの 1つを~e =

~a+~b

|~a+~b|
とおくと

−→
OH = (~c·~e)~e =

(
~c·(~a+~b)

|~a+~b|

)
~a+~b

|~a+~b|

=
~c·~a+~b·~c
|~a+~b|2

(~a+~b) =
7
2
+ 7

2

15
(~a+~b) =

7

15
(~a +~b)

2点C，Dの中点がHであるから，
−→
OH =

−→
OC+

−→
OD

2
より

−→
OD = 2

−→
OH−

−→
OC

= 2· 7
15

(~a+~b)−~c =
14

15
~a +

14

15
~b −~c
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(3) Hは直線BP上の点であるから

−→
OH =

7

15
~a+

7

15
~b =

8

15

(
7

8
~a

)
+

7

15

−→
OB ゆえに

−→
OP =

7

8
~a

よって
−→
BP =

−→
OP−

−→
OB =

7

8
~a −~b

−→
BP·~a =

(
7

8
~a−~b

)
·~a =

7

8
|~a|2 − ~a·~b = 7

8
·22 − 7

2
= 0

OP = |
−→
OP| = 7

8
|~a| = 7

8
·2 =

7

4−→
BP·~a = 0より，∠OPB = 90◦ であるから

BP =
√
OB2 −OP2

=

√
22 −

(
7

4

)2

=

√
15

4

　 C

B

A

D

O
P

H

(4) 1© より |~a+~b| =
√
15 ゆえに |

−→
OH| = 7

15
|~a+~b| = 7√

15

したがって CH =
√
OC2 −OH2 =

√
22 −

(
7√
15

)2

=

√
11

15

S

2
= 4BCP =

1

2
BP·CH =

1

2
×

√
15

4
×
√

11

15
=

√
11

8

よって S =

√
11

4

−→
CH =

−→
OH−

−→
OC =

7

15
(~a+~b)−~c より

−→
CH·~a =

7

15
(|~a|2 + ~a·~b)−~c·~a =

7

15

(
22 +

7

2

)
− 7

2
= 0

−→
BP⊥~a，

−→
CH⊥~a であるから

V =
1

3
S·OP =

1

3
×

√
11

4
× 7

4
=

7
√
11

48
�
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2 (1) bn =

[
2n+ 2

3

]
より

b3m−2 =

[
2(3m− 2) + 2

3

]
=

[
2m− 1 +

1

3

]
= 2m − 1

b3m−1 =

[
2(3m− 1) + 2

3

]
= [ 2m ] = 2m

b3m =

[
2·3m+ 2

3

]
=

[
2m+

2

3

]
= 2m

S3m =
m∑
k=1

(b3k−2 + b3k−1 + b3k) =
m∑
k=1

{(2k − 1) + 2k + 2k}

=
m∑
k=1

(6k − 1) = 6·1
2
m(m+ 1)−m = m(3m + 2)

(2) {an}は初項 1，公差 3の等差数列であるから，一般項は

an = 1 + (n− 1)·3 = 3n− 2

m = 2のとき S3(m−1) = (m− 1){3(m− 1) + 2} = (m− 1)(3m− 1)

c3m−2は {an}の第 S3(m−1) + 1項であるから

c3m−2 = 3{(m− 1)(3m− 1) + 1} − 2

= 9m2 − 12m+ 4 = (3m − 2)2

c3m−1は {an}の第 S3(m−1) + b3m−2 + 1項であるから

c3m−1 = 3{(m− 1)(3m− 1) + (2m− 1) + 1} − 2

= 9m2 − 6m+ 1 = (3m − 1)2

c3mは {an}の第 S3(m−1) + b3m−2 + b3m−1 + 1項であるから

c3m = 3{(m− 1)(3m− 1) + (2m− 1) + 2m+ 1} − 2

= 9m2 + 1

上の c3m−2，c3m−1，c3mはm = 1のときも成り立つことに注意して

T3m =
m∑
k=1

(c3k−2 + c3k−1 + c3k) =
m∑
k=1

{(3k − 2)2 + (3k − 1)2 + (9k2 + 1)}

=
m∑
k=1

(27k2 − 18k + 6) = 27× 1

6
m(m+ 1)(2m+ 1)− 18× 1

2
m(m+ 1) + 6m

=
3

2
m(6m2 + 3m + 1)
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(3) (2)の結果から，312 < 1000 < 322 であるから

c31 = 312 = 961, 1000 = 961 + 3× 13

よって，1000は 第 31群の 14番目

(4) (2)の結果から，
√
c3k−2− (3k−2) = 0，

√
c3k−1− (3k−1) = 0であるから

3m∑
k=1

(
√
ck − k) =

m∑
k=1

(
√
c3k − 3k)

=
m∑
k=1

(
√
(3k)2 + 1− 3k) <

m∑
k=1

1

2
=

m

2

�

3 (1) g(x) = log x+
1

x
とおくと g′(x) =

1

x
− 1

x2
=

x− 1

x2

したがって，g(x)の増減表は次のようになる．

x (0) · · · 1 · · ·
g′(x) − 0 +

g(x) ↘ 1 ↗

ゆえに g(x) = 1 > 0 よって log x+
1

x
> 0

(2) (1)の結果から −1

x
< log x

また，0 < x < 1のとき −1

x
< log x < 0 ゆえに −xn−1 < xn log x < 0

nは 2以上の自然数であるから lim
x→+0

(−xn−1) = 0

よって，はさみうちの原理により lim
x→+0

xn log x = 0

(3) f(x) = xn log x を微分すると

f ′(x) = xn−1(n log x+ 1)

したがって，f(x)の増減表は次のようになる．

x (0) · · · e−
1
n · · ·

f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ − 1
ne

↗

　

O

y

x
e−

1
n

1− 1
ne

よって，グラフの概形は右の図のようになる．最小値 f
(
e− 1

n

)
= −

1

ne
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(4) (3)の結果から，cn = e−
1
n であるから

In =

∫ 1

cn

xn log x dx =
1

n+ 1

∫ 1

e−
1
n

(xn+1)′ log x dx

=

[
xn+1 log x

n+ 1
− xn+1

(n+ 1)2

]1
e−

1
n

=
1

n(n+ 1)
e−

n+1
n − 1

(n+ 1)2
(1− e−

n+1
n )

ゆえに n2In =
n

n+ 1
e−

n+1
n − n2

(n+ 1)2
(1− e−

n+1
n )

ここで lim
n→∞

n

n+ 1
= 1， lim

n→∞

n2

(n+ 1)2
= 1， lim

n→∞
e−

n+1
n = e−1

よって lim
n→∞

n2In = e−1 − (1− e−1) = 2e−1 − 1 �

4 (1) f(x) =

√
x2 − 1

x
(x = 1) より {f(x)}2 = 1− 1

x2

上の第 2式の両辺を微分すると

2f(x)f ′(x) =
2

x3
ゆえに f(x)f ′(x) =

1

x3
· · · 1©

x > 1のとき，f(x) > 0 であるから， 1©より f ′(x) > 0

よって，区間 x > 1で f(x)は増加する．

1©の両辺を微分すると {f ′(x)}2 + f(x)f ′′(x) = − 3

x4

したがって f(x)f ′′(x) = −{f ′(x)}2 − 3

x4

x > 1のとき，f(x) > 0 であるから，上式から f ′′(x) < 0

よって，区間 x > 1で，曲線Cは上に凸である．
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(2) 1©より f(
√
2 )f ′(

√
2 ) =

1

(
√
2)3

f(
√
2 ) =

1√
2
であるから f ′(

√
2) =

1

2

`は点
(√

2,
1√
2

)
を通り，傾き

1

2
の直線であるから

y − 1√
2
=

1

2
(x−

√
2 ) すなわち y =

1

2
x

(3) y =

√
x2 − 1

x
より x2 =

1

1− y2
， y =

1

2
x より x2 = 4y2

よって，求める体積 V は

V

π
=

∫ 1√
2

0

(
1

1− y2
− 4y2

)
dy

=

[
1

2
log

∣∣∣∣y + 1

y − 1

∣∣∣∣− 4

3
y3
] 1√

2

0

= log(
√
2 + 1)−

√
2

3

よって V = π

{
log(

√
2 + 1) −

√
2

3

}

　

O

y

x√
21

C

`

D

1√
2

別解 (バウムクーヘン型求積法)

V

2π
=

∫ √
2

0

x·1
2
x dx−

∫ √
2

1

x·
√
x2 − 1

x
dx

=

[
1

6
x3

]√2

0

−
[
1

2
x
√
x2 − 1− 1

2
log(x+

√
x2 − 1)

]√2

1

=
1

2
log(

√
2 + 1)−

√
2

6

よって V = π

{
log(

√
2 + 1)−

√
2

3

}
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(4) A(
√
2, f(

√
2 ))，B

(
0,

1√
2

)
とすると 4OAB =

1

2
×

√
2× 1√

2
=

1

2

曲線Cの方程式を xについて解くと x =
1√

1− y2
(y = 0)

また，定積分
∫ 1√

2

0

1√
1− y2

dyについて，y = sin θとおくと

1√
1− y2

=
1

cos θ
，

dy

dθ
= cos θ

y 0 −→ 1√
2

θ 0 −→ π
4

したがって
∫ 1√

2

0

1√
1− y2

dy =

∫ π
4

0

1

cos θ
· cos θ dθ

=

∫ π
4

0

dθ =
π

4

よって S =

∫ 1√
2

0

1√
1− y2

dy −4OAB =
π

4
−

1

2

別解 P(
√
2, f(

√
2 ))，Q(

√
2, 0)とすると 4OPQ =

1

2
×
√
2× 1√

2
=

1

2

また，定積分
∫ √

2

1

√
x2 − 1

x
dxについて，x =

1

cos θ
とおくと

√
x2 − 1

x
= sin θ，

dx

dθ
=

sin θ

cos2 θ

x 1 −→
√
2

θ 0 −→ π
4

したがって
∫ √

2

1

√
x2 − 1

x
dx =

∫ π
4

0

sin θ· sin θ
cos2 θ

dθ

=

∫ π
4

0

(
1

cos2 θ
− 1

)
dθ

=

[
tan θ − θ

]π
4

0

= 1− π

4

よって S = 4OPQ−
∫ √

2

1

√
x2 − 1

x
dx =

1

2
−
(
1− π

4

)
=

π

4
−

1

2
�
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2.2 2016年 (工学部)

出題分野 1 2 3 4

1 四面体OABCの面はすべて合同であり，OA = 5，OB = 8，AB = 7 である．
~a =

−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OC として，次に答えよ．

(1) 内積~a·~b，~b·~cおよび~c·~aを求めよ．

(2) 3点O，A，Bの定める平面を αとし，α上の点Hを直線CHと α が垂直
になるように選ぶ．

−→
OHを~a，~bを用いて表せ．

(3) (2)の点Hに対して，線分CHの長さを求めよ．

(4) 四面体OABCの体積 V1を求めよ．また，辺OCの中点をDとし，さらに
辺OB上に点E をAE+EDが最小となるようにとる．このとき，四面体
OAEDの体積 V2を求めよ．

2 s > 0，t > 0とする．正の数からなる 2つの数列 {an}，{bn}は初項と第 2項が
a1 = b1 = s，a2 = b2 = tであり，すべての自然数 nに対して

an+2 =
an+1 + an

2
, bn+2 =

√
bn+1bn

をみたすとする．次に答えよ．

(1) a3，b3，a4，b4を s，tを用いて表せ．

(2) 自然数 nに対して，cn = an+1 − anとおく．数列 {cn}は等比数列である
ことを示し，一般項を求めよ．さらに，数列 {an}の一般項を求めよ．

(3) 自然数 nに対して，dn = log bnとおく．数列 {dn}の一般項を求めよ．さ
らに，数列 {bn}の一般項を sの累乗と tの累乗を用いて表せ．ただし，対
数は自然対数とする．

(4) lim
n→∞

anと lim
n→∞

bn を求めよ．

(5) t = sは lim
n→∞

an = lim
n→∞

bnであるための必要十分条件であることを示せ．
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3 a < 0，bを実数とする．楕円 C : x2 + 4y2 = 4と直線 l : y = ax + bが異なる
2個の共有点P(x1, y1)，Q(x2, y2) (x1 < x2)を持つとし，lに平行な直線mが
第 1象限の点AにおいてCと接しているとする．次に答えよ．

(1) bの値の範囲を aを用いて表せ．

(2) 直線mの方程式を aを用いて表せ．

(3) x2 − x1を a，bを用いて表せ．

(4) 三角形APQの面積 Sを a，bを用いて表せ．

(5) bが (1)で求めた範囲を動くとき，(4)で求めた Sの最大値を求めよ．

4 点A(1, 0)および点 P(
√
3 cos θ,

√
3 sin θ)

(
0 < θ <

π

4

)
がある．x軸に関して

点Pと対称な点をQとし，2点P，Aを通る直線を l，2点O，Qを通る直線を
mとする．次に答えよ．ただし，Oは原点を表す．

(1)
√
3 cos θ > 1を示せ．

(2) 直線 lの方程式と直線mの方程式を θを用いて表せ．

(3) 直線 lと直線mの交点Rの座標を θを用いて表せ．

(4) 三角形 PAQの面積を Sとする．θが変化するとき，Sの最大値とそのと
きの θの値を求めよ．

(5) θが (4)で求めた値をとるとき，2直線 l，mおよび曲線 x2 + y2 = 3 (x =√
3 cos θ)で囲まれた図形を y軸のまわりに 1回転してできる立体の体積

V を求めよ．
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解答例

1 (1) 余弦定理により

cos∠AOB =
OA2 +OB2 − AB2

2OA·OB

cos∠BOC =
OB2 +OC2 − BC2

2OB·OC

cos∠COA =
OC2 +OA2 − CA2

2OC·OA

　 O

A

B

C

5

7

8

8

5

7

したがって

~a·~b = OA·OBcos∠AOB =
1

2
(OA2 +OB2 − AB2)

=
1

2
(52 + 82 − 72) = 20

~b·~c = OB·OCcos∠BOC =
1

2
(OB2 +OC2 − BC2)

=
1

2
(82 + 72 − 52) = 44

~c·~a = OC·OAcos∠COA =
1

2
(OC2 +OA2 − CA2)

=
1

2
(72 + 52 − 82) = 5

(2) x，yを実数とし，
−→
OH = x~a+ y~bとおくと

−→
CH =

−→
OH−

−→
OC = x~a+ y~b−~c

このとき，~a⊥
−→
CH，~b⊥

−→
CHであるから，~a·

−→
CH = 0，~b·

−→
CH = 0より

~a·(x~a+ y~b−~c) = 0 ~b·(x~a+ y~b−~c) = 0

x|~a|2 + y~a·~b−~c·~a = 0 x~a·~b+ y|~b|2 −~b·~c = 0

上の 2式に |~a| = 5，|~b| = 8，および (1)の結果を代入すると

25x+ 20y − 5 = 0 20x+ 64y − 44 = 0

5x+ 4y = 1 5x+ 16y = 11

これを解いて x = − 7

15
，y =

5

6
よって

−→
OH = −

7

15
~a +

5

6
~b
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(3) (1),(2)の結果から，~a·
−→
CH = 0，~b·

−→
CH = 0に注意して

CH2 = |
−→
CH|2 =

−→
CH·

−→
CH =

(
− 7

15
~a+

5

6
~b−~c

)
·
−→
CH

= −~c·
−→
CH = −~c·

(
− 7

15
~a+

5

6
~b−~c

)
=

7

15
~c·~a− 5

6
~b·~c+ |~c|2 = 7

15
·5− 5

6
·44 + 72 =

44

3

よって CH =

√
44

3
=

2
√
33

3

(4) 4OABの面積を Sとすると

S =
1

2

√
|~a|2|~b|2 − (~a·~b)2 = 1

2

√
52·82 − 202 = 10

√
3

よって V1 =
1

3
S × CH =

1

3
·10

√
3× 2

√
33

3
=

20
√
11

3

右の図の展開図において，OA = BC = 5，
AB = OC = 7であるから，四角形OABC

は平行四辺形である．D は OC の中点，
4EDO 4EABより

OE =
1

3
OB

　

A B

DO C

E

ゆえに 4OAE =
1

3
S

また，Dから αまでの距離は
1

2
CH よって V2 =

1

3
·1
2
V1 =

10
√
11

9

補足 (1)の余弦定理により ∠AOB =
π

3

したがって S =
1

2
OA·OBsin

π

3
=

1

2
·5·8·

√
3

2
= 10

√
3 �
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2 (1) 与えられた漸化式から

a3 =
a1 + a2

2
=

s + t

2
, a4 =

a2 + a3
2

=
t+ s+t

2

2
=

s + 3t

4

b3 =
√

b1b2 =
√
st, b4 =

√
b2b3 =

√
t
√
st =

4
√
st3

(2) 与えられた漸化式から

an+2 − an+1 = −1

2
(an+1 − an) ゆえに cn+1 = −1

2
cn

{cn}は初項が c1 = a2 − a1 = t− s，公比が−1

2
の等比数列であるから

cn = c1

(
−1

2

)n−1

= (t − s)

(
−
1

2

)n−1

n = 2のとき an = a1 +
n−1∑
k=1

ck = s+ (t− s)
n−1∑
k=1

(
−1

2

)k−1

= s+ (t− s)× 1−(− 1
2)

n−1

1−(− 1
2)

=
1

3

{
1−

(
−1

2

)n−2
}
s+

2

3

{
1−

(
−1

2

)n−1
}
t

上式は，n = 1のときも成り立つので

an =
1

3

{
1 −

(
−
1

2

)n−2
}
s +

2

3

{
1 −

(
−
1

2

)n−1
}
t

(3) bn+2 =
√
bn+1bnの両辺の自然対数をとると

log bn+2 =
log bn+1 + log bn

2
ゆえに dn =

dn+1 + dn
2

d1 = log b1 = log s，d2 = log b2 = log t より，(2)の結果を利用して

dn =
1

3

{
1−

(
−1

2

)n−2
}
log s+

2

3

{
1−

(
−1

2

)n−1
}
log t

= log s
1
3

{
1−(− 1

2)
n−2

}
t
2
3

{
1−(− 1

2)
n−1

}

よって bn = s
1
3

{
1−(−1

2)
n−2

}
t

2
3

{
1−(−1

2)
n−1

}

(4) (2),(3)の結果から lim
n→∞

an =
s + 2t

3
, lim

n→∞
bn =

3
√
st2
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(5) α = lim
n→∞

an，β = lim
n→∞

bnとすると，s > 0，t > 0より，α > 0，β > 0

(4)の結果から α3 − β3 =
1

27
(s− t)2(s+ 8t)

よって，t = sは lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn であるための必要十分条件である．

別解 s > 0，t > 0 であるから，3数 s，t，tの相加平均・相乗平均の関係により

s+ t+ t

3
= 3

√
stt すなわち

s+ 2t

3
= 3

√
st2

上式において，等号が成立するのは，s = tのときに限る．

したがって lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn =⇒ s = t

また，(4)の結果から，この逆は自明．

よって，t = sは lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn であるための必要十分条件である．

補足 s > 0，t > 0に対して，p > 0，q > 0，p+ q = 1とすると

ps+ qt = sptq

が成り立つ (等号が成立するのは s = t)ので，p =
1

3
，q =

2

3
とおくと

1

3
s+

2

3
t = s

1
3 t

2
3 すなわち

s+ 2t

3
= 3

√
st2

一般に，ak > 0, pk > 0 (k = 1, 2, · · · , n)，p1 + p2 + · · ·+ pn = 1のとき

p1a1 + p2a2 + · · · + pnan = a1
p1a2

p2 · · · an
pn

が成り立つ (等号が成り立つのは，a1 = a2 = · · · = anのとき) 1．

とくに，p1 = p2 = · · · = pn =
1

n
とすると，次式が成り立つ．

a1 + a2 + · · · + an

n
= n

√
a1a2 · · · an

�

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2002.pdf 3 を参照

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2002.pdf
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3 (1) C，lを x軸をもとに y軸方向に 2倍に拡大した図形をそれぞれ

C ′ : x2 + y2 = 4, l′ : 2ax− y + 2b = 0

とする．また，これらの曲線上に 2点 P′(x1, 2y1)，Q′(x2, 2y2)をとる．

O

y

x
A

m

l

P

QC

O

y

x

P′

Q′

A′

C ′

x1 x1

x2 x2

l′

m′

2

1

2

2

l′とC ′が異なる 2個の共有点を持てばよいので

|2b|√
(2a)2 + (−1)2

< 2 よって −
√
4a2 + 1 < b <

√
4a2 + 1

(2) l′に平行な直線m′が第 1象限の点A′においてC ′と接しているとする．

このとき，(1)と同様にして

|2b|√
(2a)2 + (−1)2

= 2 ゆえに |b| =
√
4a2 + 1

bの符号に注意して b =
√
4a2 + 1 · · · 1© よって y = ax +

√
4a2 + 1

(3) C ′と l′の方程式から yを消去すると x2 + (2ax+ 2b)2 = 4

すなわち (4a2 + 1)x2 + 8abx+ 4b2 − 4 = 0 · · · (∗)

方程式 (∗)の解と係数の関係により

x1 + x2 = − 8ab

4a2 + 1
, x1x2 =

4b2 − 4

4a2 + 1
· · · (∗∗)

したがって (x2 − x1)
2 = (x1 + x2)

2 − 4x1x2

=

(
− 8ab

4a2 + 1

)2

− 4× 4b2 − 4

4a2 + 1

=
16(4a2 − b2 + 1)

(4a2 + 1)2

x1 < x2および (1)の結果に注意して x2 − x1 =
4
√
4a2 − b2 + 1

4a2 + 1
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(4) (2)の結果から，m′の方程式は y = 2ax+ 2
√
4a2 + 1 · · · 2©

A′の座標を (x0, y0)とすると，x0は (∗)の重解である．
このとき， 1©に注意して

x0 = − 8ab

2(4a2 + 1)
= −8a

√
4a2 + 1

2(4a2 + 1)
= − 4a√

4a2 + 1

これを 2©に代入することにより

y0 = 2a

(
− 4a√

4a2 + 1

)
+ 2

√
4a2 + 1 =

2√
4a2 + 1

よって，A′
(
− 4a√

4a2 + 1
,

2√
4a2 + 1

)
から直線 l′ : 2ax− y + 2b = 0まで

の距離を dとすると，(1)の結果に注意して

d =

∣∣∣2a(− 4a√
4a2+1

)
− 2√

4a2+1
+ 2b

∣∣∣√
(2a)2 + (−1)2

=
2|
√
4a2 + 1− b|√
4a2 + 1

= 2

(
1− b√

4a2 + 1

)
(3)の結果から

P′Q′ =
√

1 + (2a)2 |x2 − x1| =
√
4a2 + 1× 4

√
4a2 − b2 + 1

4a2 + 1

=
4
√
4a2 − b2 + 1√
4a2 + 1

= 4

√
1− b2

4a2 + 1

したがって

4A′P′Q′ =
1

2
P′Q′·d = 4

(
1− b√

4a2 + 1

)√
1− b2

4a2 + 1

S =
1

2
4A′P′Q′ であるから

S = 2

(
1 −

b
√
4a2 + 1

)√
1 −

b2

4a2 + 1
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(5) (1)の結果から，t =
b√

4a2 + 1
とすると −1 < t < 1

f(t) = S2 とおくと f(t) = 4(1− t)2(1− t2) = −4(t− 1)3(t+ 1)

これを微分すると f ′(t) = −8(t− 1)2(2t+ 1)

したがって，f(t)の増減表は

t (−1) · · · −1
2

· · · (1)

f ′(t) + 0 −
極大

f(t) ↗ ↘27
4

よって，求める Sの最大値は

√
27

4
=

3
√
3

2

別解 (5)で求めた f(t) = 4(1 − t)3(1 + t)について，−1 < t < 1 であるから，
1− t > 0，1 + t > 0 より

1

2
=

3

4

(
1− t

3

)
+

1

4
(1 + t) =

(
1− t

3

) 3
4

(1 + t)
1
4

この両辺を 4乗すると

1

16
= (1− t)3(1 + t)

27
ゆえに f(t) 5 27

4

上式において，等号が成立するとき

1− t

3
= 1 + t すなわち t = −1

2

したがって，f(t)は t = −1

2
のとき，最大値

27

4
をとる．

よって，求める Sの最大値は

√
27

4
=

3
√
3

2

補足 1− t，1− t，1− t，3(1 + t)の相加平均・相乗平均の大小関係により

3

2
=

3(1− t) + 3(1 + t)

4
= 4
√

(1− t)3·3(1 + t)

この両辺を 4乗すると

81

16
= 3(1− t)3(1 + t) ゆえに f(t) 5 27

4

上式において，等号が成立するとき 1− t = 3(1+ t) すなわち t = −1

2
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参考 Sが最大となるとき，4A′P′Q′は正三角形である．

一般に，円に内接する三角形の面積が最大となる三角形は正三角形であ
る．実際，辺BCに対し，直線BCから最も遠くなるようにA を取ると面
積は最大になる。このとき，4ABC はAB = ACの鋭角二等辺三角形で
ある．円の半径をRとし，B = C = θとすると，A = π − 2θ．このとき
正弦定理により

AB = AC = 2R sin θ · · · 3©

したがって 4ABC =
1

2
(2R sin θ)2 sin(π − 2θ)

= 2R2 sin2 θ sin 2θ = 4R2 sin3 θ cos θ

sin θ > 0，cos θ > 0 であるから

1

4
=

3

4

(
sin2 θ

3

)
+

1

4
cos2 θ =

(
sin2 θ

3

) 3
4

(cos2 θ)
1
4

両辺を平方して
1

16
= sin3 θ cos θ

3
√
3

ゆえに sin3 θ cos θ 5 3
√
3

16

上式において，等号が成立するのは

sin2 θ

3
= cos2 θ ゆえに tan2 θ = 3 すなわち θ =

π

3

このときA = B = C = π
3
となる．したがって，円に内接する三角形は面

積が最大となるとき正三角形である．このことに注意すると，二等辺三角
形A′P′Q′は面積が最大のとき正三角形であるから，R = 2より

P′Q′ = 2
√
3

(4)で求めた P′Q′ = 4

√
1− b2

4a2 + 1
と上式により

b2

4a2 + 1
=

1

4

A′は第 1象限の点であるから，b > 0のとき，二等辺三角形 A′P′Q′は鈍
角三角形である．ゆえに b < 0より

b√
4a2 + 1

= −1

2

�
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4 (1) 0 < θ <
π

4
より，

1√
2
< cos θ < 1 であるから

√
3√
2
<

√
3 cos θ <

√
3 よって

√
3 cos θ >

√
3√
2
> 1

(2) 2点 P，Aを通る直線 lの方程式は

y =

√
3 sin θ

√
3 cos θ − 1

(x − 1)

2点O，Qを通る直線mの方程式は

y = −(tan θ)x

　

O

y

x
θA

P

Q

R
1

√
3

√
3

l

m

(3) (2)で求めた 2直線 l，mの方程式から yを消去すると
√
3 sin θ√

3 cos θ − 1
(x− 1) = −(tan θ)x ゆえに

√
3(x− 1)√
3 cos θ − 1

= − x

cos θ

(1)の結果に注意して x =

√
3 cos θ

2
√
3 cos θ − 1

これをmの方程式に代入して y = −
√
3 sin θ

2
√
3 cos θ − 1

よって R

( √
3 cos θ

2
√
3 cos θ − 1

,−
√
3 sin θ

2
√
3 cos θ − 1

)
(4) PQ = 2

√
3 sin θであり，Aと直線 PQとの距離は

√
3 cos θ − 1

したがって S =
1

2
·2
√
3 sin θ(

√
3 cos θ − 1) =

√
3(
√
3 sin θ cos θ − sin θ)

dS

dθ
=

√
3{
√
3(cos2 θ − sin2 θ)− cos θ}

=
√
3(2

√
3 cos2 θ − cos θ −

√
3)

=
√
3(
√
3 cos θ + 1)(2 cos θ −

√
3)

Sの増減表は
θ (0) · · · π

6
· · · (π

4
)

dS
dθ

+ 0 −
S ↗

√
3
4

↘

よって θ =
π

6
のとき，最大値

√
3

4
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(5) (4)の結果から，θ =
π

6
のとき，P

(
3

2
,

√
3

2

)
，Q

(
3

2
,−

√
3

2

)
また，このとき，(2),(3)の結果から

R

(
3

4
,−

√
3

4

)
, l : y =

√
3(x− 1), m : y = − 1√

3
x

2つの領域 x = 3

2
，x2 + y2 5 3で囲まれた部分を y軸のまわりに 1回転し

てできる立体の体積を V1とすると

V1

2π
=

∫ √
3

2

0

{
x2 −

(
3

2

)2
}
dy =

∫ √
3

2

0

{
(3− y2)− 9

4

}
dy

=

[
3

4
y − 1

3
y3
]√

3
2

0

=

√
3

4

4PQRで囲まれた部分を y軸のまわりに 1回転してできる立体の体積を
V2とすると

V2

2π
=

∫ 3
2

3
4

x

{√
3(x− 1)−

(
− 1√

3
x

)}
dx =

1√
3

∫ 3
2

3
4

(4x2 − 3x) dx

=
1√
3

[
4

3
x3 − 3

2
x2

] 3
2

3
4

=
15
√
3

32

よって V = V1 + V2 = 2π

(√
3

4
+

15
√
3

32

)
=

23
√
3

16
π

補足 以下の検算法がある (高校数学の範囲外のため答案には書かないこと)．

∠POQを中心角とする扇形の半径を r，Pの y座標を aとすると，この扇
形を y 軸のまわりに 1回転してできる回転体の体積を V3とすると 2

V3 =
4

3
πr2a =

4

3
π(
√
3)2·

√
3

2
= 2

√
3π

4OPRの面積を T，重心の x座標を hとし，これを y 軸のまわりに 1回
転してできる回転体の体積を V4とすると

T =
3
√
3

8
, h =

3

4
, V4 = 2πTh = 2π·3

√
3

8
·3
4
=

9
√
3

16
π

よって V = V3 − V4 = 2
√
3π − 9

√
3

16
π =

23
√
3

16
π �

2http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2012.pdfの 1 を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2012.pdf
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2.3 2017年 (工学部・情報工学部)

出題分野 (工学部・情報工学部) 1 2 3 4

1 関数 f(x) = x(x2 + 1)e−x2
について，次に答えよ．ただし，eは自然対数の底

とする．

(1) 関数 g(t) = t2e−tの増減を調べ，t > 1のとき g(t) < 1であることを示せ．

(2) k = 0, 1, 2, 3に対して，x > 1のとき xke−x2
<

1

x4−k
が成立することを

示し， lim
x→∞

xke−x2

= 0を示せ．

(3) 関数 y = f(x)について，増減および漸近線に注意して，そのグラフの概
形をかけ．ただし，グラフの凹凸は調べなくてよい．

(4) s = 0に対して，定積分F (s) =

∫ s

0

f(x) dxを計算し， lim
s→∞

F (s)を求めよ．

2 座標平面上で，曲線

x = θ − sin θ, y = 1 + cos θ (0 < θ < 2π)

をCとする．次に答えよ．

(1) 曲線C上の点 (θ − sin θ, 1 + cos θ)における接線の方程式を求めよ．

(2) 曲線Cは下に凸であることを示せ．

(3) 0 < θ < πのとき，点P(θ− sin θ, 1+ cos θ)における曲線Cの接線と，点
Q(θ + π − sin(θ + π), 1 + cos(θ + π)) における曲線Cの接線が，垂直に
交わることを示せ．

(4) (3)の 2点を結んだ線分PQの長さの最大値とそのときの θの値を求めよ．

(5) (4)で求めた θに対応する点P，Qの x座標を，それぞれα，β とする．曲
線Cと x軸，および 2直線 x = α，x = βで囲まれた部分の面積を求めよ．
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3 aを実数とする．関数 f(x)，g(x)が

f(x) = sin 2x+

(∫ a

0

g(t) dt

)
sin x

g(x) = e−x

(
−x+

∫ π
2

0

f(t) dt

)

をみたすとき，次に答えよ．

(1) A =

∫ a

0

g(t) dt，B =

∫ π
2

0

f(t) dtとおくとき，BをAを用いて表せ．

(2) f(x)，g(x)を aを用いて表せ．

(3) 0 < x <
π

2
において，f(x) = 0となるときの cos xの値を a を用いて表せ．

(4) −2 5 a 5 0において，
∫ π

2

0

|f(x)| dx を最小にする aの値を求めよ．

4 数 1と数 2の並びを考える．たとえば，1，2，1の順の並びを (1, 2, 1)で表す．
和が自然数 nとなるような数 1と数 2の並びの集合を Snと表し，Snの要素の
個数を anとする．たとえば，n = 3のとき，3 = 2 + 1 = 1 + 2 = 1 + 1 + 1と
なるので，S3 = {(2, 1), (1, 2), (1, 1, 1)}，a3 = 3となる．次に答えよ．

(1) a4および a5を求めよ．

(2) an+2を an+1と anで表せ．

(3)
n∑

i=1

ai = an+2 − 2となることを示せ．

(4) Sn+3から並びを一つ選ぶとき，その並びの 1番目の数が 1となる確率を
an+1と an+2を用いて表せ．

(5) Sn+3から並びを一つ選ぶとき，その並びの 2番目の数が 2となる確率を
an+1と an+2を用いて表せ．

(6) Sn+4から並びを一つ選ぶ．選んだ並びの 2番目の数が 2であるとき，そ
の並びの 1番目の数が 1である確率を an+1と an+2を用いて表せ．
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解答例

1 (1) g(t) = t2e−tを微分すると

g′(t) = 2te−t − t2e−t = t(2− t)e−t

したがって，g(t)の増減表は

t · · · 0 · · · 2 · · ·
g′(t) − 0 + 0 −
g(t) ↘ 0 ↗

(
2
e

)2 ↘

g(2) < 1であるから，上の増減表より，t > 1のとき，g(t) < 1

(2) x > 1のとき，t = x2とおくと，t > 1であるから，(1)の結果により

x > 1 のとき (x2)2e−x2

< 1 ゆえに xke−x2

<
1

x4−k

x > 1のとき，0 < xke−x2
<

1

x4−k
であるから

k = 0, 1, 2, 3 に対して lim
x→∞

1

x4−k
= 0

したがって，はさみうちの原理により lim
x→∞

xke−x2

= 0

(3) f(x) = x(x2 + 1)e−x2
= (x3 + x)e−x2

より

f ′(x) = (3x2 + 1)e−x2

+ (x3 + x)e−x2

(−2x)

= (−2x4 + x2 + 1)e−x2

= −(x+ 1)(x− 1)(2x2 + 1)e−x2

x · · · −1 · · · 1 · · ·
f ′(x) − 0 + 0 −

極小 極大
f(x) ↘ ↗ ↘−2e−1 2e−1

(2)の結果から lim
x→∞

f(x) = 0

また lim
x→−∞

f(x) = lim
x→∞

f(−x)

= lim
x→∞

{−f(x)} = 0

漸近線は y = 0

　

O

y

x1

2e−1

−1

−2e−1
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(4) t = x2とおくと，
dt

dx
= 2x

x 0 −→ s

t 0 −→ s2

したがって F (s) =

∫ s

0

f(x) dx =
1

2

∫ s

0

(x2 + 1)e−x2 ·2x dx

=
1

2

∫ s2

0

(t+ 1)e−t dt = −1

2

[
(t+ 2)e−t

]s2
0

= 1 −
1

2
(s2 + 2)e−s2

上式および (2)の結果から lim
s→∞

F (s) = 1 �

2 (1) x = θ − sin θ，y = 1 + cos θより

dx

dθ
= 1− cos θ,

dy

dθ
= − sin θ

C上の点 (θ − sin θ, 1 + cos θ)における接線の方程式は

−dy

dθ
{x− (θ − sin θ)}+ dx

dθ
{y − (1 + cos θ)} = 0

sin θ·(x− θ + sin θ) + (1− cos θ)(y − 1− cos θ) = 0

(sin θ)x + (1 − cos θ)y − θ sin θ = 0

補足 下の図の半径 1の円上の点P(x, y)について，円が角 θだけ回転したとき，

円の中心をB，直線 y = 2との接点をTとする．このとき，AT =

)
PT= θ

であり，
−→
BPは

−→
BTを θだけ回転させたものであるから

−→
OB =

(
θ

1

)
,

−→
BP =

(
cos(θ + π

2
)

sin(θ + π
2
)

)
=

(
− sin θ

cos θ

)

よって
−→
OP =

−→
OB+

−→
BP =

(
θ

1

)
+

(
− sin θ

cos θ

)
=

(
θ − sin θ

1 + cos θ

)

θ
1

θ

P

y

xO

2 T

π 2π

B

A

C
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(2) x = f(θ) = θ − sin θ，y = g(θ) = 1 + cos θとおくと (0 < θ < 2π)

さらに，θ = f−1(x) = h(x)とおくと y = g(h(x))

したがって (∗)


dy

dx
= g′(h(x))h′(x),

d2y

dx2
= g′′(h(x)){h′(x)}2 + g′(h(x))h′′(x)

ここで，x = f(h(x))であるから{
1 = f ′(h(x))h′(x)

0 = f ′′(h(x)){h′(x)}2 + f ′(h(x))h′′(x)

ゆえに (∗∗)

{
1 = f ′(θ)h′(x)

0 = f ′′(θ){h′(x)}2 + f ′(θ)h′′(x)

(∗∗)の第 1式から h′(x) =
1

f ′(θ)
· · · 1©

1©を (∗∗)の第 2式に代入することにより h′′(x) = − f ′′(θ)

{f ′(θ)}3
· · · 2©

h(x) = θおよび 1©， 2©を (∗)の第 2式に代入して整理すると

d2y

dx2
=

g′′(θ)f ′(θ)− g′(θ)f ′′(θ)

{f ′(θ)}3

このとき f ′(θ) = 1− cos θ g′(θ) = − sin θ

f ′′(θ) = sin θ g′′(θ) = − cos θ

g′′(θ)f ′(θ)− g′(θ)f ′′(θ) = 1− cos θ

したがって
d2y

dx2
=

1− cos θ

(1− cos θ)3
=

1

(1− cos θ)2
> 0

よって，曲線Cは下に凸である．

別解 C 上の点 (x, y) = (f(θ), g(θ))における接ベクトルは (f ′(θ), g′(θ))であ
るから

dy

dx
=

g′(θ)

f ′(θ)
ゆえに

d2y

dx2
=

d

dθ

{
g′(θ)

f ′(θ)

}
·dθ
dx

逆関数定理により，
dθ

dx
=

1

dx
dθ

=
1

f ′(θ)
であるから

d2y

dx2
=

g′′(θ)f ′(θ)− g′(θ)f ′′(θ)

{f ′(θ)}2
· 1

f ′(θ)
=

g′′(θ)f ′(θ)− g′(θ)f ′′(θ)

{f ′(θ)}3
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(3) C上の 2点 P(f(θ), g(θ))，Q(f(θ + π), g(θ + π)) における接ベクトルを
それぞれ ~u，~vとすると

~u = (f ′(θ), g′(θ)) = (1− cos θ,− sin θ)

~v = (f ′(θ + π), g′(θ + π)) = (1 + cos θ, sin θ)

このとき ~u·~v = (1− cos θ)(1 + cos θ) + (− sin θ) sin θ = 0

よって，C上の 2点 P，Qにおけるそれぞれの接線は垂直に交わる．

(4) P(θ − sin θ, 1 + cos θ)，Q(θ + π + sin θ, 1− cos θ)であるから

PQ2 = (π + 2 sin θ)2 + (−2 cos θ)2

= 4π sin θ + π2 + 4

0 < θ < πにおいて，PQはθ =
π

2
のとき，最大値

√
π2 + 4π + 4 = π + 2

(5) (4)の結果から，α = f
(π
2

)
，β = f

(
3

2
π

)
．求める面積を Sとすると

S =

∫ β

α

y dx =

∫ 3
2
π

π
2

y
dx

dθ
dθ

=

∫ 3
2
π

π
2

(1 + cos θ)(1− cos θ) dθ =

∫ 3
2
π

π
2

sin2 θ dθ

=

∫ 3
2
π

π
2

1− cos 2θ

2
dθ =

[
θ

2
− 1

4
sin 2θ

] 3
2
π

π
2

=
π

2

�

3 (1) 関数 f(x)，g(x)が

f(x) = sin 2x+

(∫ a

0

g(t) dt

)
sinx

g(x) = e−x

(
−x+

∫ π
2

0

f(t) dt

)

をみたすとき，A =

∫ a

0

g(t) dt，B =

∫ π
2

0

f(t) dtより (aは実数)

f(x) = sin 2x+ A sin x, g(x) = e−x(−x+B)

したがって B =

∫ π
2

0

f(t) dt =

∫ π
2

0

(sin 2t+ A sin t) dt

=

[
−1

2
cos 2t− A cos t

]π
2

0

= A + 1
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(2) (1)と同様に A =

∫ a

0

g(t) dt =

∫ a

0

e−t(−t+B) dt

=

[
e−t(t−B + 1)

]a
0

= e−a(a−B + 1) +B − 1

上式に (1)の結果を代入すると

A = e−a(a− A) + A ゆえに A = a, B = a+ 1

よって f(x) = sin 2x + a sinx, g(x) = e−x(−x + a + 1)

(3) (2)の結果から

f(x) = 2 sin x cosx+ a sinx = 2 sinx
(
cosx+

a

2

)
0 < x <

π

2
において，f(x) = 0となる cos xの値は

−2 < a < 0 のとき cosx = −
a

2
a 5 −2, 0 5 a のとき cosxはない

(4) −2 5 a 5 0に対して，cos θ = −a

2

(
0 5 θ 5 π

2

)
とすると

0 5 x 5 θのとき f(x) = 0, θ 5 x 5 π

2
のとき f(x) 5 0

f(x)の原始関数の 1つを F (x) = −1

2
cos 2x− a cosxとおくと

∫ a

0

|f(x)| dx =

[
F (x)

]θ
0

−
[
F (x)

]π
2

θ

= 2F (θ)− F (0)− F
(π
2

)
= 2

(
−1

2
cos 2θ − a cos θ

)
−
(
−1

2
− a

)
− 1

2

= − cos 2θ − 2a cos θ + a

= −2 cos2 θ − 2a cos θ + a+ 1

= −2
(
−a

2

)2
− 2a

(
−a

2

)
+ a+ 1

=
a2

2
+ a+ 1 =

1

2
(a+ 1)2 +

1

2

よって，上式を最小にする aの値は a = −1 �
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4 (1) S1 = {(1)}，S2 = {(1, 1), (2)}より a1 = 1，a2 = 2

Sn+2は Sn+1の要素の並びの先頭に 1を付け加えた集合と Snの要素の先
頭に 2を付け加えた集合の和集合であるから

an+2 = an+1 + an · · · (∗)

したがって a3 = a2 + a1 = 2 + 1 = 3

a4 = a3 + a2 = 3 + 2 = 5

a5 = a4 + a3 = 5 + 3 = 8

(2) (∗)より an+2 = an+1 + an

(3) (2)の結果より an = an+2 − an+1

よって
n∑

i=1

ai =
n∑

i=1

(ai+2 − ai+1) = an+2 − a2 = an+2 − 2

(4) Sn+3の要素のうち，その並びの 1番目が 1，2である個数はそれぞれ an+2，
an+1であるから，求める確率は

an+2

an+3

=
an+2

an+2 + an+1

(5) Sn+3の並びの 2番目が 2である個数は Sn+1の要素の並びの 2番目に 2を
付け加えた集合の個数に等しいから，求める確率は

an+1

an+3

=
an+1

an+2 + an+1

(6) Sn+4から並びを一つ選ぶとき，選んだ並びの 2番目の数が 2である事象
をAとすると，その確率 P (A)は，(5)の結果から

P (A) =
an+2

an+4

Sn+4から並びを一つ選ぶとき，選んだ並びの 1番目の数が 1である事象
をBとすると，事象A∩Bの個数は，Sn+1の要素の先頭に 1，2を付け加
えたものであるから，an+1に等しい．したがって

P (A ∩B) =
an+1

an+4

よって，求める確率は PA(B) =
P (A ∩B)

P (A)
=

an+1

an+4

·an+4

an+2

=
an+1

an+2

�
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2.4 2018年 (工学部・情報工学部)

出題分野 (工学部・情報工学部) 1 2 3 4

1 aを正の実数とする．円 C : x2 + y2 = 1と曲線D : y = ax2 − 1について，次
に答えよ．

(1) aの値によらず，円Cと曲線Dの両方がつねに通る点の座標を求めよ．

(2) 円Cと曲線Dが (1)で求めた点以外で交点をもつとき，aの範囲を求めよ．

(3) aが (2)で求めた範囲にあるとき，(1)で求めた点以外の円Cと曲線D の
交点の座標を aを用いて表せ．

(4) (3)で求めた交点を通り，x軸と平行な直線を `とする．直線 `と曲線D

で囲まれた部分を y軸のまわりに 1回転してできる立体の体積 V を aを
用いて表せ．

(5) (4)で求めた立体の体積 V の最大値を求めよ．また，そのときの aの値を
求めよ．

2 Lを正の定数とする．3以上の整数 nに対して，辺の長さの和が Lである正 n

角形を Pnとし，Pnの面積を S(n)とする．次に答えよ．

(1) Pnの外接円の中心から各辺に下ろした垂線の長さを hとする．hを Lと
nを用いて表せ．

(2) S(n)を Lと nを用いて表せ．

(3) 0 < x <
π

2
において，関数 f(x) =

tanx

x
が単調増加であることを示せ．

(4) S(n)と S(n+ 1)の大小を比較せよ．

(5) lim
n→∞

S(n)を Lを用いて表せ．
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3 平面α上の4OABに対して，
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，|~a| = 1，|~b| = t，∠AOB = θ

とする．ただし，0 < θ < πとする．また，4OABの面積を Sとする．次に答
えよ．

(1) |
−→
OA|2 + |

−→
OB|2 + |

−→
AB|2 − 4

√
3Sを t，cos θ，sin θを用いて表せ．

(2) tを固定したとき，(1)で求めた式を f(θ)とする．f(θ)の最小値を tを用
いて表せ．また，その最小値をとるときの θの値を求めよ．

設問 (3)，(4)では，点 Pが平面 α上を動くものとし，
−→
OP = ~x とする．

(3) tおよび θを固定したとき，|
−→
OP|2 + |

−→
AP|2 + |

−→
BP|2 の最小値を t，cos θを

用いて表せ．また，その最小値をとるときの ~x を~a，~bを用いて表せ．

(4) t，θおよび ~xによらず，|
−→
OP|2 + |

−→
AP|2 + |

−→
BP|2 = 4

√
3

3
Sが成り立つこと

を示せ．また，この不等式において等号が成立するのはどのような場合か
答えよ．



170 第 2章 九州工業大学

4 人工知能ベンチャータウンにあるA社とB社は，「はい」か「いいえ」で答えら
れる質問に回答する知能ロボットを開発した．質問に対して，A社製のロボッ

トは，
4

5
の確率で正しい答えを返し，

1

5
の確率で間違った答えを返す．B社製

のロボットは，
1

10
の確率で正しい答えを返し，

9

10
の確率で間違った答えを返

す．A社製のロボットが 3体，B社製のロボットが 3体，計 6体のロボットが
ある．これらのロボットは外見では区別することができない．

ベンチャータウンの入口に，二股の分かれ道があり，一方の道はA社へ，もう
一方の道は B社へ続いている．この入口に，6体の中から無作為に選ばれた 1

体のロボットが案内役として立っている．次に答えよ．

(1) 案内役ロボットに「あなたはA社製のロボットですか？」と質問して，答
えが「はい」である確率を求めよ．

(2) 案内役ロボットに「あなたはA社製のロボットですか？」と質問して，答
えが「はい」であったとき，このロボットがA社製のロボットである確率
を求めよ．

(3) 案内役ロボットに，無作為に選んだ一方の道を指しながら「この道はあな
たを作った会社へ続く道ですか？」と質問して，答えが「はい」であった
とき，指した道がA社へ続く道である確率を求めよ．

(4) 案内役ロボットが，(2)，(3)のどちらの質問に対しても「はい」と答えた
とき，指した道がA社へ続く道である確率を求めよ．

(5) 残りの 5体のロボットの中から無作為に選ばれた 1体のロボットが入口に
やってきた．これら 2体のロボットに「あなたたちは同じ会社製のロボッ
トですか？」と質問したところ，案内役ロボットは「はい」と答え，あと
から来たロボットは「いいえ」と答えた．このとき，2体ともA社製のロ
ボットである確率を求めよ．
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解答例

1 (1) D : y = ax2 − 1が aの値によらず通る点は (0,−1)

C : x2 + y2 = 1もこの点を通るから，求める点は (0,−1)

(2) CとDの方程式から xを消去すると

y = a(1− y2)− 1 整理すると a(y2 − 1) + y + 1 = 0

ゆえに (y + 1)(ay − a+ 1) これを解いて y = −1,
a− 1

a
· · · 1©

共有点の y座標に注意して −1 <
a− 1

a
5 1 よって a >

1

2

(3) 点 (0,−1)以外のCとDの共有点の y座標は， 1©より y =
a− 1

a

これをDの方程式に代入して

a− 1

a
= ax2 − 1 ゆえに x = ±

√
2a− 1

a

よって，求める交点の座標は

(
±
√
2a − 1

a
,
a − 1

a

)

(4) Dと `で囲まれた部分は右の図の斜線部分で，
y軸に関して対称である．Dの方程式から

x2 =
y + 1

a

よって，求める回転体の体積 V は

V = π

∫ a−1
a

−1

x2 dy =
π

a

∫ a−1
a

−1

(y + 1) dy

=
π

2a

[
(y + 1)2

]a−1
a

−1

=
π

2a3
(2a − 1)2

　

O

y

x

D

C

1

−1

1−1

`
a−1
a
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(5) (4)の結果から，f(a) =
π

2
a−3(2a− 1)2とおくと

(
a > 1

2

)
f ′(a) =

π

2
{−3a−4(2a− 1)2 + a−3·4(2a− 1)}

=
π

2
a−4(2a− 1){−3(2a− 1) + 4a} = −π

2
a−4(2a− 1)(2a− 3)

したがって，f(a)の増減表は次のようになる．

a (1
2
) · · · 3

2
· · ·

f ′(a) + 0 −
f(a) ↗ 極大 ↘

よって，V は a =
3

2
のとき，最大値 f

(
3

2

)
=

16

27
π

解説 (1)で示したように，aの値によらず，点 (0,−1)はCとDの共有点である．

C : x2 + y2 = 1より (∗)

{
2x+ 2yy′ = 0,

2 + 2(y′)2 + 2yy′′ = 0

D : y = ax2 − 1より (∗∗)

{
y′ = 2ax,

y′′ = 2a

これらに共有点 (0,−1)の座標を代入することにより

(∗)から y′ = 0, y′′ = 1, (∗∗)から y′ = 0, y′′ = 2a

したがって，共有点 (0,−1)において，CとDの第 1次導関数の値が等しいか
ら，CとDは，(0,−1)において 1次の接触をなす (共通接線をもつ)．

とくに，a =
1

2
のとき，C とDの第 1次・第 2次導関数の値がともに等しい

から，CとDは，(0,−1)において 2次の接触をなす．このとき，CとDの点
(0,−1)における接触円 (曲率円)が一致する 3．

なお，yが xの関数であるとき，その曲率 κは次式で与えられる 4．また，曲率
半径Rは曲率の逆数である

κ =
y′′

(1 + y′2)
3
2

, R =
1

κ

y = ax2 − 1の点 (0,−1)における曲率および曲率半径は κ = 2a, R =
1

2a

とくに，a =
1

2
のとき，R = 1となり，Cの半径と一致する． �

3http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai i 2017.pdf (p.10を参照)
4http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2009.pdf (p.8を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2017.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2009.pdf
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2 (1) 正 n角形 Pnの 1つの辺 ABに Pnの外
心Oから垂線OHを引くと

∠AOH =
π

n
, OH = h, AH =

L

2n

したがって h tan
π

n
=

L

2n

よって h =
L

2n tan π
n

　

h

π
n L

2n

Pn

O H

A

B

(2) 4OABの面積について，(1)の結果を利用すると

S(n)

n
=

1

2
AB·h =

1

2
·L
n
· L

2n tan π
n

よって S(n) =
L2

4n tan π
n

(3) f(x) =
tanx

x
を微分すると

(
0 < x <

π

2

)
f ′(x) =

1
cos2 x

·x− tanx

x2
=

2x− 2 sinx cosx

2x2 cos2 x
=

2x− sin 2x

2x2 cos2 x

ここで，g(x) = 2x− sin 2xとおくと
(
0 5 x <

π

2

)
g(0) = 0, g′(x) = 2(1− cos 2x) > 0

0 < x <
π

2
において，g(x) > 0，すなわち，f ′(x) > 0

よって，0 < x <
π

2
において，f(x)は単調増加である．

(4) (2)の結果から S(n) =
L2

4n tan π
n

=
L2

4π
·

π
n

tan π
n

=
L2

4π
· 1

f
(
π
n

) · · · (∗)

π

n+ 1
<

π

n
であるから，(3)の結果より

f

(
π

n+ 1

)
< f

(π
n

)
ゆえに

1

f
(
π
n

) <
1

f
(

π
n+1

)
よって，(∗)より S(n) < S(n + 1)

(5) x =
π

n
とおくと，(∗)より lim

n→∞
S(n) = lim

x→+0

L2

4π
· 1

f(x)

ここで lim
x→+0

f(x) = lim
x→+0

tanx

x
= 1 よって lim

n→∞
S(n) =

L2

4π

補足 lim
n→∞

Pn は円 (半径R)に収束するから lim
n→∞

S(n) = πR2 =
(2πR)2

4π
=

L2

4π
�
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3 (1)
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，|~a| = 1，|~b| = t，∠AOB = θより

|
−→
OA|2 + |

−→
OB|2 + |

−→
AB|2 = |~a|2 + |~b|2 + |~b− ~a|2 = 2|~a|2 + 2|~b|2 − 2~a·~b

= 2·12 + 2t2 − 2·1·t cos θ = 2 + 2t2 − 2t cos θ,

4
√
3S = 4

√
3·1
2
|~a||~b| sin θ = 2

√
3t sin θ

よって |
−→
OA|2 + |

−→
OB|2 + |

−→
AB|2 − 4

√
3S

= 2 + 2t2 − 2t cos θ − 2
√
3t sin θ

= 2t2 + 2 − 2t(
√
3 sin θ + cos θ)

(2) (1)の結果から f(θ) = 2t2 + 2− 4t sin
(
θ +

π

6

)
0 < θ < π より，

π

6
< θ +

π

6
<

7

6
π であるから，f(θ)は

θ +
π

6
=

π

2
，すなわち，θ =

π

3
のとき，最小値 2(t − 1)2

(3) |
−→
OP|2 + |

−→
AP|2 + |

−→
BP|2 = |~x|2 + |~x− ~a|2 + |~x−~b|2

= 3|~x|2 − 2(~a+~b)·~x+ |~a|2 + |~b|2

= 3

∣∣∣∣~x− 1

3
(~a+~b)

∣∣∣∣2 + 2

3
(|~a|2 − ~a·~b+ |~b|2)

= 3

∣∣∣∣~x− 1

3
(~a+~b)

∣∣∣∣2 + 2

3
(1− t cos θ + t2) · · · (∗)

よって，~x =
1

3
(~a +~b)のとき，最小値

2

3
(1 − t cos θ + t2)

(4)
4
√
3

3
S =

4
√
3

3
·1
2
|~a||~b| sin θ =

2
√
3

3
t sin θ であるから，(∗)より

|
−→
OP|2 + |

−→
AP|2 + |

−→
BP|2 − 4

√
3

3
S

=3

∣∣∣∣~x− 1

3
(~a+~b)

∣∣∣∣2 + 2

3
(1− t cos θ + t2)− 2

√
3

3
t sin θ

=3

∣∣∣∣~x− 1

3
(~a+~b)

∣∣∣∣2 + 2

3
(t2 − 2t+ 1) +

2

3
t(2−

√
3 sin θ − cos θ)

=3

∣∣∣∣~x− 1

3
(~a+~b)

∣∣∣∣2 + 2

3
(t− 1)2 +

4

3
t
{
1− sin

(
θ +

π

6

)}
= 0

よって |
−→
OP|2 + |

−→
AP|2 + |

−→
BP|2 = 4

√
3

3
S

等号が成立する場合は ~x =
1

3
(~a +~b), t = 1, θ =

π

3
�
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4 質問に対してA社製ロボットが正しい答え，間違った答えを返す確率をそれぞ
れ a, aとし，同様に B社製ロボットが正しい答え，間違った答えを返す確率
をそれぞれ b, bとする (a = 8

10
, a = 2

10
, b = 1

10
, b = 9

10
)．

(1) 案内役ロボットがA社製，B社製である確率は，ともに
3

6
=

1

2
案内役ロボットが「はい」と答える確率は

1

2
a+

1

2
b =

1

2

(
8

10
+

9

10

)
=

17

20

(2) 案内役ロボットが「はい」と答えたとき，ロボットがA社製である確率は

1
2
a

1
2
a+ 1

2
b
=

a

a+ b
=

8
10

8
10

+ 9
10

=
8

17

(3) 案内役ロボットがどちらか，指した道がどちらであるかにより，次の 4つ
の場合がある．

(i) A社製ロボットにA社への道を指した

(ii) B社製ロボットにA社への道を指した

(iii) A社製ロボットにB社への道を指した

(iv) B社製ロボットにB社への道を指した

これらの確率は，すべて
1

2
× 1

2
=

1

4

したがって，案内ロボットが「はい」と答える確率は

(i)のとき
1

4
a, (ii)のとき

1

4
b, (iii)のとき

1

4
a, (iv)のとき

1

4
b

よって，指した道がA社へ続く道である確率は
1
4
a+ 1

4
b

1
4
a+ 1

4
b+ 1

4
a+ 1

4
b
=

a+ b

(a+ a) + (b+ b)
=

8
10

+ 9
10

1 + 1
=

17

20

(4) 前問と同様に，(2)，(3)どちらの質問に対しても「はい」と答える確率は

(i)のとき
1

4
a2, (ii)のとき

1

4
b
2
, (iii)のとき

1

4
aa, (iv)のとき

1

4
bb

よって，指した道がA社へ続く道である確率は

1
4
a2 + 1

4
b
2

1
4
a2 + 1

4
b
2
+ 1

4
aa+ 1

4
bb

=
a2 + b

2

a(a+ a) + b(b+ b)
=

a2 + b
2

a+ b

=

(
8
10

)2
+
(

9
10

)2
8
10

+ 9
10

=
82 + 92

10(8 + 9)
=

29

34
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(5) 案内役ロボットとあとから来たロボットの組合せとその確率は，次のよう
になる．

1© 案内役がA社製，後からきたのもA社製のとき
3

6
× 2

5
=

1

5

2© 案内役がA社製，後からきたのがB社製のとき
3

6
× 3

5
=

3

10

3© 案内役がB社製，後からきたのがA社製のとき
3

6
× 3

5
=

3

10

4© 案内役がB社製，後からきたのもB社製のとき
3

6
× 2

5
=

1

5

案内役ロボットは「はい」，あとから来たロボットが「いいえ」と答える
確率は

1©のとき 1

5
aa, 2©のとき 3

10
ab, 3©のとき 3

10
ba, 4©のとき 1

5
bb

したがって，2体ともA社製のロボットである確率は

1
5
aa

1
5
aa+ 3

10
ab+ 3

10
ba+ 1

5
bb

=
2aa

2aa+ 3ab+ 3ba+ 2bb

=
2· 8

10
· 2
10

2· 8
10
· 2
10

+ 3· 2
10
· 1
10

+ 3· 9
10
· 8
10

+ 2· 1
10
· 9
10

=
2·8·2

2·8·2 + 3·2·1 + 3·9·8 + 2·1·9

=
32

272
=

2

17

�
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2.5 2019年 (工学部・情報工学部)

出題分野 (工学部・情報工学部) 1 2 3 4

1 kを正の実数とする．原点をO，曲線 C : y =
1

x
(x > 0)と直線 y = kxの交

点をP，線分OPの中点をQとする．さらに，点Qを通り y軸と平行な直線と
Cの交点をR，点Qを通り x軸と平行な直線と Cの交点を Sとする．次に答
えよ．

(1) 点 Pの座標を kを用いて表せ．

(2) 点 Pにおける曲線Cの接線と直線RSは平行であることを示せ．

(3) 直線RSと曲線Cで囲まれた図形の面積は kの値によらず一定になること
を示せ．

(4) 直線RSと曲線Cで囲まれた図形を x軸のまわりに 1回転してできる立体
の体積を kを用いて表せ．

2 nを自然数とする．f(x)と Snを次のように定める．

f(x) = x+
√
x2 + 1

Sn =
n∑

k=1

1√
k2 + 1

次に答えよ．

(1)
f ′(x)

f(x)
を求めよ．

(2) 定積分
∫ n+1

1

1√
x2 + 1

dxを計算せよ．

(3) 数列 {Sn}は発散することを示せ．ただし，自然数 kに対して，k 5 xの
とき，

√
k2 + 1 5

√
x2 + 1が成り立つことを用いてよい．

(4) lim
n→∞

(S2n−Sn)を求めよ．ただし，自然数 kに対して，k− 1 5 x 5 kのと

き，
√
x2 + 1 5

√
k2 + 1 5

√
(x+ 1)2 + 1が成り立つことを用いてよい．
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3 aを正の実数とし，複素数平面上の 4点O(0)，A(6 + 4i)，B(8− 2i)，C(−2ai)

を 4頂点とする四角形OABCを考える．四角形OABCの各辺を 1辺とする 4

つの正方形を四角形OABCの外側に作る．正方形において，2本の対角線の交
点をその正方形の重心という．辺OAを 1辺とする正方形の重心を P，辺AB

を 1辺とする正方形の重心をQ，辺BCを 1辺とする正方形の重心をR，辺CO

を 1辺とする正方形の重心を Sとする．次に答えよ．

(1) 原点を中心として，点Aを反時計回りに 90度回転させて得られる点を表
す複素数を求めよ．

(2) 点 Pおよび点Qを表す複素数をそれぞれ求めよ．また，点Rおよび点 S

を表す複素数をそれぞれ aを用いて表せ．

(3) 線分QSの長さを aを用いて表せ．

(4) 線分 PRと線分QSの長さの比を求めよ．

(5) どのような正の実数 aに対しても，2直線 PR，QSは垂直であることを
示せ．

4 箱Aと箱Bがある．はじめに，どちらの箱にも白玉 2個と黒玉 1個が入ってい
る．次に答えよ．

(1) 箱Aから無作為に 1個の玉を取り出し，色を確認し，箱Aに戻す．この
試行を 3回行うとき，白玉を 2回，黒玉を 1回取り出す確率を求めよ．

(2) 箱Aと箱Bから無作為に 1個ずつ玉を同時に取り出し，箱Aから取り出
した玉を箱Bに，箱Bから取り出した玉を箱Aに入れる．このとき，箱
Aの中身が白玉 1個と黒玉 2個である確率 P1，箱Aの中身が白玉 2個と
黒玉 1個である確率P2，箱Aの中身が白玉 3個である確率P3をそれぞれ
求めよ．

(3) (2)の試行を 2回続けて行う．すなわち，(2)の試行を行い，箱の中身をそ
のままにして，(2)の試行をもう 1回行う．このとき，1回目で箱Aの中
身が白玉 3個になり，かつ 2回目で箱Aの中身が白玉 2個と黒玉 1個にな
る確率を求めよ．

(4) (2)の試行を 2回続けて行う．このとき，箱Aの中身が白玉 2個と黒玉 1

個である確率を求めよ．

(5) (2)の試行を 2回続けて行ったとき，箱Aの中身が白玉 2個と黒玉 1個で
あった．このとき，1回目の試行の後で，箱Aの中身が白玉 2個と黒玉 1

個である条件付き確率を求めよ．
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解答例

1 (1) C : y =
1

x
と y = kxから yを消去すると

1

x
= kx ゆえに x2 =

1

k
x > 0に注意して x =

1√
k

これをCの方程式に代入して y =
√
k よって P

(
1

√
k
,
√
k

)
(2) y =

1

x
を微分すると y′ = − 1

x2

点P

(
1√
k
,
√
k

)
におけるCの接線の傾きは

y′ = − 1(
1√
k

)2 = −k · · · 1©

線分OPの中点Qは

(
1

2
√
k
,

√
k

2

)

　

O

y

x

P
Q

R

S

2√
k

1
2
√
k

√
k
2

2
√
k

CR′ S′

T

C上の点Rの x座標が
1

2
√
k
，点 Sの y座標が

√
k

2
であるから

R

(
1

2
√
k
, 2

√
k

)
, S

(
2√
k
,

√
k

2

)

直線RSの傾きは

√
k

2
− 2

√
k

2√
k
− 1

2
√
k

= −k · · · 2©

1©， 2©より，点 Pにおける曲線Cの接線と直線RSは平行である．

(3) 直線RSと曲線Cで囲まれた図形の面積を T とする．2点R，Sから x軸
にそれぞれ垂線RR′，SS′を下ろし，台形RR′S′Sの面積を利用すると

T =
1

2

(
2
√
k +

√
k

2

)(
2√
k
− 1

2
√
k

)
−
∫ 2√

k

1

2
√

k

dx

x

=
1

2
·5
√
k

2
· 3

2
√
k
−
[

log x

] 2√
k

1

2
√

k

=
15

8
− 2 log 2

したがって，T は，kの値によらず一定である．
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(4) 直線RSは点
(

1

2
√
k
, 2

√
k

)
を通り，傾き−kの方程式であるから

y − 2
√
k = −k

(
x− 1

2
√
k

)
すなわち y = −k

(
x− 5

2
√
k

)
台形RR′S′Sを x軸のまわりに 1回転してできる立体の体積を V1とすると

V1

π
= k2

∫ 2√
k

1

2
√

k

(
x− 5

2
√
k

)2

dx

=
k2

3

[ (
x− 5

2
√
k

)3 ] 2√
k

1

2
√

k

=
21

8

√
k

曲線C，2直線RR′，SS′および x軸で囲まれた図形を x軸のまわりに 1回
転してできる立体の体積を V2とすると

V2

π
=

∫ 2√
k

1

2
√
k

(
1

x

)2

dx =

[
−1

x

] 2√
k

1

2
√

k

=
3

2

√
k

したがって，求める立体の体積を V とすると

V = V1 − V2 =

(
21

8

√
k − 3

2

√
k

)
π =

9

8

√
kπ

補足 台形RR′S′Sを x軸のまわりに 1回転してできる立体は円錐台である．円
錐台の上底の半径 a，下底の半径 b，高さ hについて，その体積 V は

V

π
=

∫ h

0

(
b− a

h
x+ a

)2

dx =

∫ h

0

{(
b− a

h

)2

x2 +
2a(b− a)

h
x+ a2

}
dx

=

[ (
b− a

h

)2
x3

3
+

a(b− a)

h
x2 + a2x

]h
0

= h

{
1

3
(b− a)2 + a(b− a) + a2

}
=

h

3
(a2 + ab+ b2)

上の円錐台の体積の公式に

a = RR′ = 2
√
k，b =

√
k

2
，h = R′S′ =

2√
k
− 1

2
√
k
=

3

2
√
k

を代入すると

V1

π
=

1

3
· 3

2
√
k

(2
√
k)2 + 2

√
k·
√
k

2
+

(√
k

2

)2
 =

21

8

√
k

�
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2 (1) f(x) = x+
√
x2 + 1を微分すると

f ′(x) = 1 +
x√

x2 + 1
=

x+
√
x2 + 1√

x2 + 1
=

f(x)√
x2 + 1

よって
f ′(x)

f(x)
=

1
√
x2 + 1

(2) (1)の結果を用いて∫ n+1

1

1√
x2 + 1

dx =

∫ n+1

1

f ′(x)

f(x)
dx =

[
log f(x)

]n+1

1

= log f(n+ 1)− log f(1)

= log(n + 1 +
√
n2 + 2n + 2) − log(1 +

√
2)

(3) k 5 x 5 k + 1のとき，
1√

k2 + 1
= 1√

x2 + 1
より

1√
k2 + 1

=

∫ k+1

k

1√
k2 + 1

dx =
∫ k+1

k

1√
x2 + 1

dx

したがって
n∑

k=1

1√
k2 + 1

=
n∑

k=1

∫ k+1

k

1√
x2 + 1

dx =

∫ n+1

1

1√
x2 + 1

dx

上式および (2)の結果から

Sn = log(n+ 1 +
√
n2 + 2n+ 2)− log(1 +

√
2)

lim
n→∞

log(n+ 1 +
√
n2 + 2n+ 2) = ∞ よって lim

n→∞
Sn = ∞

(4) S2n − Sn =
2n∑
k=1

1√
k2 + 1

−
n∑

k=1

1√
k2 + 1

=
2n∑

k=n+1

1√
k2 + 1

2n∑
k=n+1

1√
k2 + 1

=
2n∑

k=n+1

∫ k+1

k

1√
x2 + 1

dx =

∫ 2n+1

n+1

1√
x2 + 1

dx

=

[
log f(x)

]2n+1

n+1

= log
f(2n+ 1)

f(n+ 1)
,

2n∑
k=n+1

1√
k2 + 1

5
2n∑

k=n+1

∫ k

k−1

1√
x2 + 1

dx =

∫ 2n

n

1√
x2 + 1

dx

=

[
log f(x)

]2n
n

= log
f(2n)

f(n)
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したがって log
f(2n+ 1)

f(n+ 1)
5 S2n − Sn 5 log

f(2n)

f(n)

ここで

lim
n→∞

f(2n+ 1)

f(n+ 1)
= lim

n→∞

2n+ 1 +
√
4n2 + 4n+ 2

n+ 1 +
√
n2 + 2n+ 2

= lim
n→∞

2 +
1

n
+

√
4 +

4

n
+

2

n2

1 +
1

n
+

√
1 +

2

n
+

2

n2

= 2,

lim
n→∞

f(2n)

f(n)
= lim

n→∞

2n+
√
4n2 + 1

n+
√
n2 + 1

= lim
n→∞

2 +

√
4 +

1

n2

1 +

√
1 +

1

n2

= 2

はさみうちの原理により lim
n→∞

(S2n − Sn) = log 2

別解 S2n − Sn =
2n∑
k=1

1√
k2 + 1

−
n∑

k=1

1√
k2 + 1

=
2n∑

k=n+1

1√
k2 + 1

自然数 kについて
1

k + 1
<

1√
k2 + 1

<
1

k

2n∑
k=n+1

1√
k2 + 1

<

2n∑
k=n+1

1

k
5

2n∑
k=n+1

∫ k

k−1

1

x
dx

=

∫ 2n

n

1

x
dx =

[
log x

]2n
n

= log 2,

2n∑
k=n+1

1√
k2 + 1

>
2n∑

k=n+1

1

k + 1
=

2n∑
k=n+1

∫ k+2

k+1

1

x
dx

=

∫ 2n+2

n+2

1

x
dx =

[
log x

]2n+2

n+2

= log
2n+ 2

n+ 2

したがって lim
n→∞

log
2n+ 2

n+ 2
= lim

n→∞
log

2 +
2

n

1 +
2

n

= log 2

上の諸式から，はさみうちの原理により lim
n→∞

(S2n − Sn) = log 2 �
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3 (1) 点Oを中心に点Aを+90◦回転させた点をA′(α)とすると

α = (6 + 4i)i = −4 + 6i

(2) 点Pは線分AA′の中点であるから

(6 + 4i) + (−4 + 6i)

2
= 1 + 5i

よって P(1 + 5i)

点Aを中心に点Bを+90◦回転さ
せた点をB′(β)とすると

β − (6 + 4i)

(8− 2i)− (6 + 4i)
= i

これを解いて β = 12 + 6i

点Qは線分BB′の中点であるから

　

O

Im

Re

P

A(6 + 4i)

B(8− 2i)

C(−2ai)

R

S

Q

A′(α) B′(β)

C′(γ)

D(δ)

(8− 2i) + (12 + 6i)

2
= 10 + 2i よって Q(10 + 2i)

点Bを中心に点Cを+90◦回転させた点をC′(γ)とすると

γ − (8− 2i)

−2ai− (8− 2i)
= i これを解いて γ = 2a+ 6− 10i

点Rは線分CC′の中点であるから

−2ai+ (2a+ 6− 10i)

2
= a+ 3− (a+ 5)i

よって R(a + 3 − (a + 5)i)

原点Oを中心に点Cを−90◦回転させた点をD(δ)とすると

δ = (−2ai)(−i) = −2a

点 Sは線分CDの中点であるから

−2ai+ (−2a)

2
= −a− ai よって S(−a − ai)

(3) 4点 P，Q，R，Sの座標をそれぞれ p, q, r, sとすると

s− q = (−a− ai)− (10 + 2i) = −(a+ 10)− (a+ 2)i

よって QS = |s− q| =
√

(a+ 10)2 + (a+ 2)2 =
√
2a2 + 24a + 104

(4) (2)の結果から r − p = a+ 3− (a+ 5)i− (1 + 5i) = a+ 2− (a+ 10)i

ゆえに PR = |r−p| =
√
(a+ 2)2 + (a+ 10)2 よって PR : QS = 1 : 1
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(5)
s− q

r − p
=

−(a+ 10)− (a+ 2)i

a+ 3− (a+ 5)i− (1 + 5i)
=

−(a+ 10)− (a+ 2)i

a+ 2− (a+ 10)i
= −i

これが純虚数であるから，2直線 PR，QSは垂直である． �

4 (1) 箱Aから玉を 1回取り出すとき，白玉である確率は
2

3

よって，3回取り出すとき，白玉をちょうど 2回取り出す確率は

3C2

(
2

3

)2(
1− 2

3

)
=

4

9

(2) P1は箱Aから白玉，箱Bから黒玉を取り出す確率であるから

P1 =
2

3
× 1

3
=

2

9

P2は箱A，箱Bから同色の玉を取り出す確率であるから

P2 =

(
2

3

)2

+

(
1

3

)2

=
5

9

P3は箱Aから黒玉，箱Bから白玉を取り出す確率であるから

P3 =
1

3
× 2

3
=

2

9

補足 P2 = 1− (P1 + P3) = 1−
(
2

9
+

2

9

)
=

5

9

(3) 1回目の試行後，箱Aの中身が白玉 3個であるとき，箱Bの中身は白玉 1

個，黒玉 2個である．さらに，2回目の試行で箱Aから白玉，箱Bから黒
玉を取り出す確率であるから

P3 × 1× 2

3
=

4

27

(4) 1回目の試行後，箱Aの中身が白玉 1個，黒玉 2個であるとき，箱Bの中
身は白玉 3個である．さらに，2回目の試行で箱Aから黒玉，箱Bから白
玉を取り出す確率は

P1 ×
2

3
× 1 =

4

27
1回目，2回目の試行後，ともに箱Aの中身が白玉 2個，黒玉 1個である
確率は

P2
2 =

25

81

これと (3)の結果から，求める確率をPとすると P =
4

27
+

4

27
+
25

81
=

49

81

(5) よって，求める条件つき確率は
P2

2

P
=

25

81
·81
49

=
25

49
�
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2.6 2020年 (工学部・情報工学部)

出題分野 (工学部・情報工学部) 1 2 3 4

1 xy平面上の曲線C : y = 2 log xと，実数 aによって定まる曲線D : y = x2 + a

を考える．曲線Cと曲線Dは点P(p, q)を通り，点Pにおける共通の接線 lを
もつ．次に答えよ．

(1) 点Pの座標 (p, q)，実数 aの値，および接線 lの方程式をそれぞれ求めよ．

(2) 曲線 C と曲線D，および直線 x = t (0 < t < p)で囲まれた領域の面積
S(t)を t を用いて表せ．また， lim

t→+0
S(t)を求めよ．ただし，必要ならば

lim
x→∞

log x

x
= 0 が成り立つことを用いてもよい．

(3) 曲線Cと曲線D，および直線 x = t (t > p)で囲まれた領域の面積 T (t)を

tを用いて表せ．また，関数 f(t) =
T (t)

t3
は区間 t > pで増加することを

示せ．

2 xy平面上の点A(0,−π)，点B(0, π)，および動点Pを考える．動点Pは時刻 0

では点Aにある．時刻 tにおける動点 Pの座標を (x(t), y(t))とすると，動点

Pの速度~v =

(
dx

dt
,
dy

dt

)
は，

y(t) 5 0 のとき ~v = (a cos b+ sin y(t), a sin b)

y(t) > 0 のとき ~v =

(
0,

1

2πb

)
で与えられる．ただし，実数 a, bは a > 0，0 < b <

π

2
をみたす．次に答えよ．

(1) 動点 Pが点Aから x軸上の点に到達するまでの間の y(t)を t，a，bを用
いて表せ．

(2) 動点 Pが点Aから x軸上の点に到達するまでの間の x(t)を t，a，bを用
いて表せ．

(3) 動点Pが原点Oに到達するためにみたすべき条件を aと bを用いて表せ．

(4) 動点 Pが時刻 T に点 Bに到達した．時刻 T を bを用いて表せ．また，T

の最小値とそのときの bを求めよ．
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3 α，βは定めらた複素数とする．複素数平面上の点 z1に対して，

zn (n = 2, 3, 4, · · · )を以下の規則によって定める．

(規則) zn = αzn−1 + β

点 z1として z1 = 3
√
3− 3iを選び，この規則を用いて z2，z3を定めたところ，

z2 =
3
√
3

2
+

3

2
i，z3 = 3iとなった．次に答えよ．

(1) z1と z2を通る直線と，z2と z3を通る直線を考える．この 2直線のなす角

θ
(
0 5 θ 5 π

2

)
を求めよ．

(2) αと βを求めよ．また，それぞれの絶対値，偏角も求めよ．

(3) 規則に示した znと zn−1の関係を zn−γ = α(zn−1−γ)と表す．γを求めよ．

(4) znを z1，αおよび (3)の γを用いて表せ．ただし，z1，αおよび γは記号
のままで表せ．

(5) 複素数平面上の点 z1を選びなおし，規則を用いて z5を定めなおす．z5が
|z5| < 1をみたすために z1がみたすべき条件を求めよ．また，その条件を
みたす点 z1の全体の表す図形を複素数平面上に図示せよ．
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4 右図のように，正方形ABCDがあり，対角線BDの中点
を Eとする．時刻 n = 0において，点 Pは頂点Aにあ
り，点Qは頂点Cにある．時刻 n = 1, 2, 3, · · · における
点 Pと点Qの位置は，次の移動規則によって定まる．

　A B

CD

E

• 点 Pの移動規則

時刻 n − 1における点 Pの位置が頂点Aのときは，それぞれ
1

2
の確率で

頂点Bか頂点Dに移動する．頂点Bまたは頂点Dのときは，それぞれ
1

2
の確率で頂点Aか頂点Cに移動する．頂点Cのときは，移動せずそのま
まとどまる．

• 点Qの移動規則

時刻 n − 1における点Qの位置が頂点Cのときは，それぞれ
1

3
の確率で

頂点 Bに移動するか頂点Dに移動するか移動せずそのままとどまる．頂

点Bまたは頂点Dのときは，それぞれ
1

3
の確率で頂点Aに移動するか点

Eに移動するか移動せずそのままとどまる．頂点Aまたは点Eのときは，
移動せずそのままとどまる．

次に答えよ．

(1) 時刻 n = 4における点 Pの位置が頂点Cである確率を求めよ．

(2) 時刻 nにおける点Qの位置が頂点Bである確率を求めよ．

(3) 時刻 nにおいて，はじめて点Qの位置が頂点Aとなる確率を求めよ．

(4) 時刻 n = 4までに，少なくとも一度，同時刻に点 Pと点Qの位置が頂点
Bとなる確率を求めよ．

(5) 時刻 n = 4における点 Pの位置が頂点 Cであった．このとき，はじめて
点Pの位置が頂点Cとなった時刻より前に点Qの位置が頂点Aとなる条
件付き確率を求めよ．
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解答例

1 (1) g(x) = 2 log x，h(x) = x2 + aとおくと g′(x) =
2

x
，h′(x) = 2x

2曲線C1 : y = g(x)，C2 : y = h(x)が，点 P(p, q)で共通接線 lをもつか
ら，lの傾きをmとすると，q = g(p) = h(p)，m = g′(p) = h′(p)より

q = 2 log p = p2 + a, m =
2

p
= 2p · · · (∗)

(∗)の第 2式から (p > 0) p = 1, m = 2

p = 1を (∗)の第 1式に代入して

q = 0 = 1 + a ゆえに a = −1

したがって P(1, 0)

lは，Pを通り，傾き 2の直線であるから

y = 2(x− 1) すなわち y = 2x − 2

　

O

y

x

C
D l

1

−2

−1
P

(2) C : y = 2 log x，D : y = x2 − 1より，0 < t < 1のとき

S(t) =

∫ 1

t

(x2 − 1− 2 log x) dx =

[
x3

3
+ x− 2x log x

]1
t

=
4

3
−

t3

3
− t + 2t log t

ここで lim
t→+0

t log t = lim
u→∞

1

u
log

1

u
= lim

u→∞

(
− log u

u

)
= 0

よって lim
t→+0

S(t) = lim
t→+0

(
4

3
− t3

3
− t+ 2t log t

)
=

4

3

(3) (2)と同様に，t > 1のとき

T (t) =

∫ t

1

(x2 − 1− 2 log x) dx =

[
x3

3
+ x− 2x log x

]t
1

=
t3

3
+ t− 2t log t− 4

3
,

f(t) =
T (t)

t3
=

1

3
+

1

t2
− 2 log t

t2
− 4

3t3

f ′(t) = − 4

t3
+

4 log t

t3
+

4

t4
=

4

t3

(
−1 + log t+

1

t

)
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ϕ(t) = −1 + log t+
1

t
とおくと (t = 1)

ϕ′(t) =
1

t
− 1

t2
=

t− 1

t2
> 0 (t > 1)

ϕ(1) = 0であるから t = 1において ϕ(t) = 0

したがって t > 1において f ′(t) =
4ϕ(t)

t3
> 0

よって f(t)は区間 t > 1で増加する �

2 補足 与えられた条件より，
dy

dt
> 0であるから，動点 Pは y軸の正の向きに運

動する．t = 0でA(0,−π)にあった点 Pが t = T1秒後に x軸上の点に到

達するものとすると，その後，Pの x軸方向の速度ベクトルが
dx

dt
= 0で

あることから，y軸と平行な向きに等速度 ~v =

(
0,

1

2πb

)
で運動し，点

B(0, π)に到達する．すなわち，t = T1で Pは原点Oを通過し，その後，
Pは y軸上を等速度で点Bまで運動する．OB間の移動に要する時間を T2

とすると，Pは t = T (T = T1 + T2)でBに到達する．

(1) 動点 Pが点Aから x軸上の点に到達するまで，y軸方向の速度ベクトル

dy

dt
= a sin b

が一定であるから，これを tについて積分すると

y(t) = at sin b+ C1 (C1は積分定数)

y(0) = −πであるから，これを上式に代入すると C1 = −π

よって y(t) = at sin b − π

(2) (1)の結果を
dx

dt
= a cos b+ sin y(t)に代入すると

dx

dt
= a cos b+ sin(at sin b− π) = a cos b− sin(at sin b)

これを tについて積分すると

x(t) = at cos b+
cos(at sin b)

a sin b
+ C2 (C2は積分定数)

x(0) = 0であるから，これを上式に代入すると C2 = − 1

a sin b

よって x(t) = at cos b +
cos(at sin b)

a sin b
−

1

a sin b
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(3) t = T1で原点Oに到達するとき，(1)，(2)の結果から

aT1 sin b− π = 0, aT1 cos b−
cos(aT1 sin b− π)

a sin b
− 1

a sin b
= 0

上の第 1式から，T1 =
π

a sin b
· · · 1©．これを第 2式に代入すると

π cos b

sin b
− 2

a sin b
= 0 よって a =

2

π cos b

(4) y(t)の符号に関係なく，
dy

dt
> 0であるから，A(0,−π)を出発した Pが x

軸を通過し，その後の x軸方向の速度ベクトルが
dx

dt
= 0であるから，y

軸と平行な向きに等速度 ~v =

(
0,

1

2πb

)
で運動し，点 B(0, π)に到達す

る．すなわち，t = T1で Pは原点Oを通過し，その後，Pは y軸上を等
速度で点Bまで運動する．OB間の移動に要する時間を T2とすると

1

2πb
·T2 = π ゆえに T2 = 2π2b

また，(3)の結果を 1©に代入すると

T1 =
π cos b

2
· π

sin b
=

π2

2 tan b

よって T = T1 + T2 =
π2

2 tan b
+ 2π2b = π2

(
1

2 tan b
+ 2b

)
f(b) =

1

2 tan b
+ 2bとおくと

(
0 < b <

π

2

)
f ′(b) = − 1

2 sin2 b
+ 2 =

4 sin2 b− 1

2 sin2 b
=

(2 sin b+ 1)(2 sin b− 1)

2 sin2 b

b (0) · · · π
6

· · · (π
2
)

f ′(b) − 0 +

f(b) ↘ 極小 ↗

よって，T は b =
π

6
のとき，最小値 π2f

(π
6

)
= π2

(√
3

2
+

π

3

)
をとる．

�
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3 (1) z2 − z1 =
3
√
3

2
+

3

2
i− (3

√
3− 3i) = −3

√
3

2
+

9

2
i

= 3
√
3

(
−1

2
+

√
3

2
i

)
= 3

√
3

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)

z3 − z2 = 3i−

(
3
√
3

2
+

3

2
i

)
= −3

√
3

2
+

3

2
i

= 3

(
−
√
3

2
+

1

2
i

)
= 3

(
cos

5π

6
+ i sin

5π

6

)

ゆえに
z3 − z2
z2 − z1

=

3

(
cos

5π

6
+ i sin

5π

6

)
3
√
3

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

) =
1√
3

(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)

よって θ = arg

(
z3 − z2
z2 − z1

)
=

π

6

(2) 与えられた規則により z2 = αz1 + β, z3 = αz2 + β

z1 6= z2に注意してこれを解くと α =
z3 − z2
z2 − z1

, β =
z2

2 − z1z3
z2 − z1

z2
2 − z1z3 =

(
3
√
3

2
+

3

2
i

)2

− (3
√
3− 3i)·3i

= −9

2
− 9

√
3

2
i = 9

(
−1

2
−

√
3

2
i

)
= 9

(
cos

4π

3
+ i sin

4π

3

)
,

z2
2 − z1z3
z2 − z1

=

9

(
cos

4π

3
+ i sin

4π

3

)
3
√
3

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

) =
√
3

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)

上の諸式および (1)の結果から

α =
1
√
3

(√
3

2
+

1

2
i

)
, |α| =

1
√
3
, argα =

π

6
,

β =
√
3

(
−
1

2
+

√
3

2
i

)
, |β| =

√
3, arg β =

2π

3
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(3) γ = αγ + β · · · 1©とおくと，(規則)と 1©との辺々の差をとると，関係式

zn − γ = α(zn−1 − γ) · · · (∗)

が得られるから， 1©を満たす γを求めればよい．

γ =
β

1− α

α =
1√
3

(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
=

1

2
+

1

2
√
3
iより

1− α = 1−
(
1

2
+

1

2
√
3
i

)
=

1

2
− 1

2
√
3
i

=
1√
3

(√
3

2
− 1

2
i

)
=

1√
3

{
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

)}

よって γ =
β

1− α
=

√
3

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)
1√
3

{
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

)}
= 3

(
cos

5π

6
+ i sin

5π

6

)
= 3

(
−
√
3

2
+

1

2
i

)

(4) (∗)より，{zn − γ}は初項 z1 − γ，公比 αの等比数列であるから

zn − γ = αn−1(z1 − γ) よって zn = γ + αn−1(z1 − γ)
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(5) w = cos
π

6
+ i sin

π

6
とおくと，(2)，(3)の結果から

α =
1√
3
w, β =

√
3w4, γ = 3w5

(4)の結果から

z5 = γ + α4(z1 − γ) = 3w5 +
1

9
w4(z1 − 3w5)

=
1

9
w4(z1 + 27w − 3w5)

ここで

27w − 3w5 = 27

(√
3

2
+

1

2
i

)
− 3

(
−
√
3

2
+

1

2
i

)
= 15

√
3 + 12i

|z5| < 1より

1

9
|w4||z1 + 27w − 3w5| < 1

ゆえに |z1 + 15
√
3 + 12i| < 9

よって，点 z1 は，−15
√
3 − 12iを中心

とする半径 9の円の内部にある．ただし，
境界線は含まない．

　

O

Im

Re
−15

√
3

−12

−21

�
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4 (1) 時刻n = 4において，点Pは頂点AまたはCに
ある．n = 4で点 Pが頂点Aにある確率は(

1

2
·1
2
+

1

2
·1
2

)2

=
1

4

求める確率は，この余事象の確率であるから

1− 1

4
=

3

4

　

n1 2 3 4
A

B

D

C

C

(2) 点Qが時刻 nで，頂点 B，Cにある確率をそれぞれ bn, cnとすると，点
Qの移動規則により，次の確率漸化式が成立する．

b0 = 0, c0 = 1, bn+1 =
1

3
bn +

1

3
cn, cn+1 =

1

3
cn

数列 {cn}は初項 1，公比
1

3
の等比数列であるから cn =

1

3n

これから bn+1 =
1

3
bn +

1

3
· 1
3n

したがって 3n+1bn+1 − 3nbn = 1

n = 1のとき
n−1∑
k=0

(3k+1bk+1 − 3kbk) = n ゆえに bn =
n

3n

n = 0のときも成立するから bn =
n

3n

(3) 時刻 nにおいて，点Qが頂点Dにある確率は，BとDの対称性により

bn

時刻 n (n = 1)において，はじめて点Qが頂点Aにある確率は，点Qの
移動規則により

bn−1 ×
1

3
× 2 =

2(n− 1)

3n

n = 0のときは，その確率は 0であるから，求める確率は

n = 0のとき 0, n = 1のとき
2(n − 1)

3n
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(4) 時刻 n = 4までに，同時刻に点Pと点Qの位置がBであるのは，1秒後と
3秒後である．2点 P，Qの位置が 1秒後，3秒後に Bである事象を，そ
れぞれX，Y とすると，そのときの確率について

P (X) =
1

2
b1 =

1

2
·1
3
=

1

6

P (Y ) =
1

4
b3 =

1

4
·1
9
=

1

36

P (X ∩ Y ) =

(
1

2

)3(
1

3

)3

=
1

216

よって P (X ∪ Y ) = P (X) + P (Y )− P (X ∩B)

=
1

6
+

1

36
− 1

216
=

41

216

n1 2 3 4
A

B

D

C

C

n1 2 3 4
C

B

D

点 Pの移動 点Qの移動

(5) はじめて点Pの位置が頂点Cとなるのは，2秒後と 4秒後であるが，2秒
後よりも前に点Qの位置が頂点 Aとなることはない．4秒後にはじめて
点 Pの位置が頂点Cにある確率は(

1

2
·1
2
+

1

2
·1
2

)(
1

2
·1
2
+

1

2
·1
2

)
=

1

4

(3)で求めた確率を

qn =
2(n− 1)

3n
(n = 1)

とおく．4秒後に点Pの位置が頂点Cにある事象をS，はじめて点Pの位
置が頂点C となった時刻より前に点Qの位置が頂点Aとなる事象を T と
すると，(1)の結果および上式における n = 2, 3の場合から

P (S) =
3

4
, P (S ∩ T ) =

1

4
(q2 + q3) =

1

4

(
2

9
+

4

27

)
=

1

4
·10
27

よって，求める確率は PS(T ) =
P (S ∩ T )

P (S)
=

1

4
·10
27
3

4

=
10

81
�
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2.7 2021年 (工学部・情報工学部)

出題分野 (工学部・情報工学部) 1 2 3 4

1 関数 f(x) = x+
√
4− x2，g(x) =

∣∣x−
√
4− x2

∣∣について，次に答えよ．
(1) 方程式 x =

√
4− x2を解け．

(2) 関数 f(x)の極値を求めよ．

(3) 関数 g(x)の極値を求めよ．

(4) 曲線 y = f(x)と曲線 y = g(x)で囲まれた図形をDとおく．図形Dの面
積 Sを求めよ．

(5) (4)の図形Dを x軸のまわりに 1回転してできる立体の体積 V を求めよ．

2 正の定数 a，bは a < bをみたしている．関数 f(x)を

f(x) =
log(ax + bx)− log(2)

x

とする．次に答えよ．ただし，対数は自然対数を表し，eは自然対数の底とする．

(1) ef(1)を求めよ．また，ef(−1)を求めよ．

(2) 関数 g(x) = log(ax + bx)について，g(0)および g′(0)を求めよ．

(3) 極限値 lim
x→0

f(x)， lim
x→∞

f(x)および lim
x→−∞

f(x)を求めよ．

(4) 関数 h(x) = x log(x)について，h′′(x)を求めよ．また，x 6= 0のとき，不
等式 f ′(x) > 0を示せ．ただし，以下の命題は証明せずに用いてよい．

命題 P：正の実数 c, dは c 6= dをみたしている．x > 0のとき
k′′(x) > 0をみたす関数 k(x)について，不等式

k

(
c+ d

2

)
<

k(c) + k(d)

2

が成立する．

(5) x1 < 0 < x2のとき，f(x1) < f(x2)を示せ．また，不等式

2ab

a+ b
<

a+ b

2

を証明せよ．
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3
ひし

菱形ABCDを底面とする四角
すい

錐O-ABCDを考える．菱形ABCDの一辺の長さ

を 3とし，OA = OC = 5，OB = ODとする．
−→
AB·

−→
AD = 1のとき，次に答

えよ．

(1) 菱形ABCDの対角線の長さAC，BDを求めよ．

(2) 内積
−→
OA·

−→
OBを求めよ．

(3) 三角形OABの面積 Sを求めよ．

(4) 四角錐O-ABCDの体積 V を求めよ．

(5) 球Kが四角錐O-ABCDの 5つの面に接している．球Kの半径 rを求めよ．

4 自然数 x，yに対して，自然数 x+ y + xyを x ◦ yと表す．次に答えよ．

(1) x ◦ y = y ◦ xおよび (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z) を示せ．

以下では，(x ◦ y) ◦ zを x ◦ y ◦ zと表す．

(2) y > zのとき，x ◦ y > x ◦ zを示せ．

(3) 1から 3までの数字が 1つずつ記入された 3枚のカードから 1枚を抜き出
し，数字を調べてからもとに戻すことを 3回繰り返す．1回目，2回目，3

回目に調べた数字をそれぞれ a，b，cとする．

(a) a ◦ b ◦ c = 1 ◦ 3 ◦ 3かつ a 5 b 5 cをみたす (a, b, c)の組をすべて求
めよ．

(b) a ◦ b ◦ c = 1 ◦ 3 ◦ 3となる事象をAとするとき，確率 P (A)を求めよ．

(4) 1から 6までの数字が 1つずつ記入された 6枚のカードから 1枚抜き出し，
数字を調べてからもとに戻すことを 3回繰り返す．1回目，2回目，3回目
に調べた数字をそれぞれ a, b, cとする．a ◦ b ◦ c 5 1 ◦ 3 ◦ 4となる事象を
E，a ◦ b ◦ c 5 1 ◦ 2 ◦ 2となる事象をF とする．事象Eが起こったときの，
事象 F の起こる条件付き確率 PE(F )を求めよ．



198 第 2章 九州工業大学

解答例
1 (1) x =

√
4− x2の両辺を平方すると

x2 = 4− x2 ゆえに x2 = 2 これを解いて x = ±
√
2

このとき，原方程式を満たす解は x =
√
2

(2) f(x) = x+
√
4− x2の定義域は

4− x2 = 0 すなわち − 2 5 x 5 2

f ′(x) = 1− x√
4− x2

=

√
4− x2 − x√
4− x2

x −2 · · ·
√
2 · · · 2

f ′(x) + 0 −
f(x) −2 ↗ 2

√
2 ↘ 2

よって 極大値 f(
√
2) = 2

√
2

　

O

y

x2
√
2−

√
2

−2

2
√
2

2

−2

(3) h(x) = x−
√
4− x2とおくと (−2 5 x 5 2)

h′(x) = 1 +
x√

4− x2
=

√
4− x2 + x√
4− x2

x −2 · · · −
√
2 · · · 2

h′(x) − 0 +

h(x) −2 ↘ −2
√
2 ↗ 2

h(x) = 0とすると，(1)の結果から

x =
√
2

したがって

(∗) g(x) =

{
−h(x) (−2 5 x 5

√
2)

h(x) (
√
2 5 x 5 2)

よって 極大値 g(−
√
2) = 2

√
2

極小値 g(
√
2) = 0

　

O

y

x2
√
2−

√
2−2

2
√
2

2

補足 xを−
√
2の近傍 (−

√
2の局所的な前後の値)とすると，g(x) 5 g(−

√
2)で

あるから，g(−
√
2)は極大値．xを

√
2の近傍とすると，g(x) = g(

√
2)で

あるから，g(
√
2)は極小値．なお，g(−2)，g(2)はその近傍 (局所的な前

後の値)が取れないから，極値ではない．
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(4) (2)，(3)の結果から，Sは右の図の斜線
部分の面積であるから

S =

∫ 2

0

{f(x)− g(x)} dx

(i) 0 5 x 5
√
2のとき

f(x)− g(x) = f(x) + h(x)

= 2x

(ii)
√
2 5 x 5 2のとき

f(x)− g(x) = f(x)− h(x)

= 2
√
4− x2

　

O

y

x2
√
2−

√
2−2

2
√
2

2

−2

したがって，求める面積 Sは

S =

∫ √
2

0

2x dx+

∫ 2

√
2

2
√
4− x2 dx

=

[
x2

]√2

0

+ 2

∫ 2

√
2

√
4− x2 dx

ここで，右の図の斜線部分の面積をS1と
すると

S1 =

∫ 2

√
2

√
4− x2 dx

=
1

2
·22·π

4
− 1

2

√
2
√
2 =

π

2
− 1

よって S = 2 + 2S1 = 2 + 2
(π
2
− 1
)

= π

　

O

y

x√
2

√
2

2

2

π
4

−2
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(5) g(x)は (∗)で示した h(x)を用いて，次のようになる．

(i) 0 5 x 5
√
2のとき

f(x) + g(x) = f(x)− h(x)

f(x)− g(x) = f(x) + h(x)

(ii)
√
2 5 x 5 2のとき

f(x) + g(x) = f(x) + h(x)

f(x)− g(x) = f(x)− h(x)

(i)，(ii)より，0 5 x 5 2において

f(x)2 − g(x)2 = {f(x) + g(x)}{f(x)− g(x)}
= {f(x) + h(x)}{f(x)− h(x)}

f(x) = x+
√
4− x2，h(x) = x−

√
4− x2であるから

f(x) + h(x) = 2x, f(x)− h(x) = 2
√
4− x2

ゆえに {f(x) + h(x)}{f(x)− h(x)} = 2x·2
√
4− x2 = 4x

√
4− x2

したがって，求める回転体の体積 V は

V

π
=

∫ 2

0

{f(x)2 − g(x)2} dx

=

∫ 2

0

4x
√
4− x2 dx = −4

3

[
(4− x2)

3
2

]2
0

=
32

3

よって V =
32

3
π �

2 (1) f(x) =
log(ax + bx)− log(2)

x
より

f(1) = log
a+ b

2
, f(−1) = log

2

a−1 + b−1
= log

2ab

a+ b

よって ef(1) =
a + b

2
, ef(−1) =

2ab

a + b

(2) g(x) = log(ax + bx)より g(0) = log 2

(∗) g′(x) =
ax log a+ bx log b

ax + bx

よって g′(0) =
log a + log b

2
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(3) (∗∗) f(x) =
g(x)− g(0)

x
であるから，(2)の結果から

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

g(x)− g(0)

x
= g′(0) =

log a + log b

2

f(x) =
1

x
log(ax + bx)− log 2

x
より (0 < a < b)

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

[
1

x
log bx

{
1 +

(a
b

)x}
− log 2

x

]
= lim

x→∞

[
log b+

1

x
log
{
1 +

(a
b

)x}
− log 2

x

]
= log b,

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

[
1

x
log ax

{
1 +

(a
b

)−x
}
− log 2

x

]
= lim

x→−∞

[
log a+

1

x
log

{
1 +

(a
b

)−x
}
− log 2

x

]
= log a

(4) h(x) = x log xより h′(x) = log x+ 1 よって h′′(x) =
1

x
x > 0のとき，h′′(x) > 0が成り立ち，c > 0, d > 0, c 6= dのとき

h

(
c+ d

2

)
<

h(c) + h(d)

2

c+ d

2
log

c+ d

2
<

1

2
(c log c+ d log d)

c log c+ d log d

c+ d
> log

c+ d

2
· · · 1©

f(x) =
g(x)− log 2

x
より f ′(x) =

xg′(x)− {g(x)− log 2}
x2

xg′(x) = x·a
x log a+ bx log b

ax + bx
=

ax log ax + bx log bx

ax + bx

g(x)− log 2 = log(ax + bx)− log 2 = log
ax + bx

2

c = ax，d = bxを 1©に代入すると

ax log ax + bx log bx

ax + bx
> log

ax + bx

2

これから xg′(x)− {g(x)− log 2} > 0 よって f ′(x) > 0
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補足 f(x) =
log(ax + bx)− log 2

x
より，x 6= 0のとき

f(x) + f(−x) =
log(ax + bx)− log 2

x
+

log(a−x + b−x)− log 2

−x

=
log(ax + bx)− log(a−x + b−x)

x

=
log(ax + bx)− log{a−xb−x(ax + bx)}

x
= log ab

f(x) + f(−x) = log abの両辺を xで微分すると (x 6= 0)

f ′(x)− f ′(−x) = 0 すなわち f ′(x) = f ′(−x)

f ′(x)は偶関数である．

解説 k′′(x) > 0を満たす関数 k(x)について，b > 0とすると

k(a+ b)− k(a) =

∫ a+b

a

k′(x) dx = −
∫ a+b

a

(a+ b− x)′k′(x) dx

= −
[
(a+ b− x)k′(x)

]a+b

a

+

∫ a+b

a

(a+ b− x)k′′(x) dx

= bk′(a) +

∫ a+b

a

(a+ b− x)k′′(x) dx > bk′(a)

k(a− b)− k(a) = −bk′(a) +

∫ a−b

a

(a− b− x)k′′(x) dx

= −bk′(a) +

∫ a

a−b

(x− a+ b)k′′(x) dx > −bk′(a)

ゆえに k(a+ b) + k(a− b) > 2k(a) よって k

(
c+ d

2

)
<

k(c) + k(d)

2

別解 (∗)を微分すると

g′′(x) =
ax(log a)2 + bx(log b)2

ax + bx
− (ax log a+ bx log b)2

(ax + bx)2

=
(ax + bx){ax(log a)2 + bx(log b)2} − (ax log a+ bx log b)2

(ax + bx)2

=
axbx(log b− log a)2

(ax + bx)2
> 0

(∗∗)を微分すると

f ′(x) =
xg′(x)− g(x) + g(0)

x2
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ここで，ϕ(x) = xg′(x)− g(x) + g(0)とおくと ϕ(0) = 0

ϕ′(x) = xg′′(x)

g′′(x) > 0であるから，ϕ(x)の増減表は

x · · · 0 · · ·
ϕ′(x) − 0 +

ϕ(x) ↘ 0 ↗

f ′(x) =
ϕ(x)

x2
および x 6= 0のとき ϕ(x) > 0であるから

f ′(x) > 0

(5) (3),(4)の結果から，x1 < 0 < x2について

f(x1) < lim
x→0

f(x) < f(x2) よって f(x1) < f(x2)

このとき，x1 = −1，x2 = 1とおくと

f(−1) < f(1) ゆえに ef(−1) < ef(1)

(1)の結果から
2ab

a+ b
<

a+ b

2

補足 lim
x→0

f(x) = log
√
abより，f(0) = log

√
abによって，f(0)を定義すれば，

(4)より，f(x)は−∞ < x < ∞において，単調増加な連続関数になり，

x1 < 0 < x2 のとき f(x1) < f(x2)

�

3 (1) |
−→
AB| = |

−→
AD| = 3，

−→
AB·

−→
AD = 1より

|
−→
AC|2 = |

−→
AB+

−→
AD|2

= |
−→
AB|2 + 2

−→
AB·

−→
AD+ |

−→
AD|2

= 32 + 2·1 + 32 = 20

|
−→
BD|2 = |

−→
AD−

−→
AB|2

= |
−→
AD|2 − 2

−→
AB·

−→
AD+ |

−→
AB|2

= 32 − 2·1 + 32 = 16

よって AC = 2
√
5, BD = 4

　 O

A

B

C

D

H

5 5

3

3 3

3
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(2) 対角線AC，BDの交点をHとすると

AH =
1

2
AC =

√
5, BH =

1

2
BD = 2

OA2 = AH2 +OH2, OB2 = BH2 +OH2より

52 = (
√
5)2 +OH2, OB2 = 22 +OH2

これを解いて OH = 2
√
5, OB = 2

√
6

−→
AB =

−→
OB−

−→
OAより

|
−→
AB|2 = |

−→
OB|2 − 2

−→
OA·

−→
OB+ |

−→
OA|2

32 = (2
√
6)2 − 2

−→
OA·

−→
OB+ 52

よって
−→
OA·

−→
OB = 20

(3) S =
1

2

√
|
−→
OA|2|

−→
OB|2 − (

−→
OA·

−→
OB)2 =

1

2

√
25·24− 202 = 5

√
2

別解 4OABに余弦定理を適用すると

cos∠OAB =
OA2 +AB2 −OB2

2OA·AB
=

25 + 9− 24

2·5·3
=

1

3

sin∠OAB =

√
1−

(
1

3

)2

=
2
√
2

3

よって S =
1

2
·OA·AB sin∠OAB =

1

2
·5·3·2

√
2

3
= 5

√
2

(4) 四角錐O-ABCDの底面積を T とすると

T =
1

2
AC·BD =

1

2
·2
√
5·4 = 4

√
5

よって V =
1

3
T ·OH =

1

3
·4
√
5·2

√
5 =

40

3

(5) V =
1

3
(4S + T )rより

40

3
=

1

3
(4·5

√
2 + 4

√
5)r

これを解いて r =
2

9
(5
√
2 −

√
5) �
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4 (1) x ◦ y = x+ y + xyより y ◦ x = y + x+ yx よって x ◦ y = y ◦ x

(x ◦ y) ◦ z = (x+ y + xy) ◦ z
= (x+ y + xy) + z + (x+ y + xy)z

= x+ y + z + xy + yz + zx+ xyz,

x ◦ (y ◦ z) = x ◦ (y + z + yz)

= x+ (y + z + yz) + x(y + z + yz)

= x+ y + z + xy + yz + zx+ xyz

よって (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z)

(2) x ◦ y = x+ y + xy，x ◦ z = x+ z + xzより

x ◦ y − x ◦ z = (x+ y + xy)− (x+ z + xz)

= (1 + x)(y − z)

x, y, zは自然数であるから，y > zのとき

x ◦ y − x ◦ z > 0 すなわち x ◦ y > x ◦ z

(3) (a) (1)の結果から

a ◦ b ◦ c = a+ b+ c+ ab+ bc+ ca+ abc

= (a+ 1)(b+ 1)(c+ 1)− 1

1 ◦ 3 ◦ 3 = (1 + 1)(3 + 1)(3 + 1)− 1

= 32− 1

したがって (a+ 1)(b+ 1)(c+ 1) = 32 · · · (∗)

a ◦ b ◦ c = 1 ◦ 3 ◦ 3かつ a 5 b 5 cより (c+ 1)3 = 32

上式を満たす自然数 cは c = 3

c = 3を (∗)に代入することにより (a+ 1)(b+ 1) = 8

これを満たす (a, b)の組は (a, b) = (2, 2), (1, 3), (2, 3), (3, 3)

よって (a, b, c ) = (2, 2, 3), (1, 3, 3), (2, 3, 3), (3, 3, 3)

(b) 求める確率は，(a)の結果に順序を付けることにより

3 + 3 + 3 + 1

33
=

10

27
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(4) a ◦ b ◦ c 5 1 ◦ 3 ◦ 4より

(a+ 1)(b+ 1)(c+ 1)− 1 5 (1 + 1)(3 + 1)(4 + 1)− 1

ゆえに (a+ 1)(b+ 1)(c+ 1) 5 2·4·5

a 5 b 5 cで上式を満たす (a, b, c)の組は

(a, b, c) =(1, 1, 1), (1, 1, 2), (1, 1, 3), (1, 1, 4), (1, 1, 5), (1, 1, 6),

(1, 2, 2), (1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 2, 5), (1, 3, 3), (1, 3, 4),

(2, 2, 2), (2, 2, 3)

したがって P (E) =
1× 2 + 3× 8 + 6× 4

63
=

50

216

a ◦ b ◦ c 5 1 ◦ 2 ◦ 2より

(a+ 1)(b+ 1)(c+ 1)− 1 5 (1 + 1)(2 + 1)(2 + 1)− 1

ゆえに (a+ 1)(b+ 1)(c+ 1) 5 2·3·3

a 5 b 5 cで上式を満たす (a, b, c)の組は

(a, b, c) =(1, 1, 1), (1, 1, 2), (1, 1, 3), (1, 2, 2)

したがって P (F ) =
1 + 3 + 3 + 3

63
=

10

216

F ⊂ Eであるから，求める条件付き確率は

PE(F ) =

10

216
50

216

=
1

5

�
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2.8 2022年 (工学部・情報工学部)

出題分野 (工学部・情報工学部) 1 2 3 4

1 p 6= 0を定数とし，関数 f(x)，g(x)をそれぞれ

f(x) = x2 − px+ 1, g(x) =
1

p
x

とおく．定数 α > 1に対し f(α) = 0であるとき，曲線 C : y = f(x)および直
線 l : y = g(x)について，次に答えよ．

(1) f

(
1

α

)
= 0を示せ．

(2) 曲線Cと直線 lの交点の座標を pを用いて表せ．

(3) 曲線Cの点 (α, f(α))における法線をmとする．法線mと直線 lの交点
の座標を pを用いて表せ．

(4) (3)の法線mを y = h(x)と表す．連立不等式
y = f(x)

y 5 g(x)

y = h(x)

の表す図形をDとする．図形Dを直線 x =
p

2
のまわりに 1回転してでき

る立体の体積 V を αを用いて表せ．

2 関数

f(x) =

√
x√

x+ 4
, g(x) =

x− 2

x

がある．次に答えよ．ただし，対数は自然対数とする．

(1) 極限値 lim
x→∞

{log(
√
x+

√
x+ 4)− log

√
x}を求めよ．

(2) 2つの関数
√
x(x+ 4)と log(

√
x+

√
x+ 4)をそれぞれ微分せよ．

(3) x > 0のとき，不等式 f(x) > g(x)を示せ．

(4) Oを原点とする座標平面において，曲線 y = g(x)と x軸の交点を Pとす
る．t > 2のとき，2曲線 y = f(x)，y = g(x)と線分OPおよび直線 x = t

で囲まれた図形の面積を S(t)とする．極限値 lim
t→∞

S(t)を求めよ．
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3 Oを原点とする座標空間に一直線上にない 3点A，B，Cがある．ベクトル
−→
AB

の成分表示を (b1, b2, b3)，
−→
ACの成分表示を (c1, c2, c3)とする．また，点Aを

始点とし成分表示が (b2c3 − b3c2, b3c1 − b1c3, b1c2 − b2c1)となるベクトルの終
点をDとする．次に答えよ．

(1) 3点 A，B，Cの定める平面上の任意の点を Pとする．このとき，内積−→
AP·

−→
ADの値が 0になることを示せ．

以下では，3点A，B，Cの座標をそれぞれ

(−1, 1, 2), (3,−1, 0), (1, 3,−2)

とする．

(2) 三角形ABCの面積を求めよ．

(3) 正の実数 kに対して
−→
AE = k

−→
ADをみたす点 Eがある．三角形 EBCの面

積が 6
√
5であるとき，点 Eの座標を求めよ．

(4) (3)で求めた点 Eに対して，三角形 EBCの重心をGとする．以下の 2つ
の条件をみたす点Qの座標をすべて求めよ．

(条件 1)
−→
GQは 3点 E，B，Cの定める平面に垂直である．

(条件 2) 四面体QEBCの体積と四面体 EABCの体積が等しい．

4 数列 {an}に対して，数列 {bn}を

bn =
an + an+1 + an+2

3
(n = 1, 2, 3, · · · )

で定める．次に答えよ．

(1) an = n2の場合を考える．このとき，bnおよび
n∑

k=1

bkを nを用いて表せ．

(2) an = sinnθ (0 < θ < π)の場合を考える．bn = 0がすべての nについて成
り立つとき θを求めよ．

(3) an =
√
n+ 1−

√
nの場合を考える．

(i) 極限値 lim
n→∞

bn
an+1

を求めよ．

(ii) bnと an+1の大小を比較せよ．

(4) a1 = 1，a2 = 4，および
n∑

k=1

ak =
n∑

k=1

bkが成り立つ場合を考える．

(i) an+1と anの関係を表す等式を求めよ．

(ii) bnおよび
n∑

k=1

bkを nを用いて表せ．
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解答例
1 (1) f(x) = x2 − px+ 1および f(α) = 0より

f

(
1

α

)
=

(
1

α

)2

− p· 1
α
+ 1

=
1

α2
(1− pα + α2) =

1

α2
f(α) = 0

(2) C : y = x2 − px+ 1，l : y =
1

p
xから，yを消去すると

x2 − px+ 1 =
1

p
x ゆえに (x− p)

(
x− 1

p

)
= 0

lの方程式から x = p のとき y = 1，x =
1

p
のとき y =

1

p2

よって，Cと lの交点の座標は (p, 1) ,

(
1

p
,

1

p2

)
(3) f(x) = x2 − px+ 1より f ′(x) = 2x− p

f(α) = 0，f ′(α) = 2α− pであるから，mの方程式は

x− α + f ′(α){y − f(α)} = 0 すなわち x− α + (2α− p)y = 0

これと lの方程式から yを消去すると

x− α + (2α− p)·1
p
x = 0 ゆえに α(2x− p) = 0

α 6= 0より x =
p

2
これを lの方程式に代入すると y =

1

2

よって，交点の座標は
(
p

2
,
1

2

)
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(4) f(x) = 0の解が α,
1

α
であるから (α > 1)，解との係数の関係により

α +
1

α
= p ゆえに 0 <

1

α
<

p

2
< α

曲線Cの方程式を変形すると
(
x− p

2

)2
= y +

p2

4
− 1

連立不等式の表す領域Dは，下の図の斜線部分である．

O

y

x

C

l

x = p
2

m

p

1

α1
α

p
2

1
2

したがって，求める回転体の体積 V は

V = π

∫ 1

0

(
x− p

2

)2
dy − 1

3
π
(
α− p

2

)2
·1
2
− 1

3
π
(
p− p

2

)2
·1
2

= π

∫ 1

0

(
y +

p2

4
− 1

)
dy − π

6

(
α2 − αp+

p2

2

)
= π

[
y2

2
+

(
p2

4
− 1

)
y

]1
0

− π

6

(
α2 − αp+

p2

2

)
= π

(
p2

6
− 1

2
− α2

6
+

αp

6

)
= π

{
1

6

(
α +

1

α

)2

− 1

2
− α2

6
+

α

6

(
α +

1

α

)}

=
π

6

(
α2 +

1

α2

)
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補足 2点 (α, 0)，(p, 1)を通る直線を nとする．3直線 l, m, nで囲まれた三
角形を T とし，T の面積を Sとすると

S =
1

2

(
p− p

2

)
g(α) =

1

2
·p
2
·α
p
=

α

4

T の重心をGとし，Gの x座標を xgとすると

xg =
1

3

(p
2
+ α + p

)
=

p

2
+

α

3

Gと直線 x =
p

2
の距離を dとすると

d = xg −
p

2
=
(p
2
+

α

3

)
− p

2
=

α

3

T を直線 x =
p

2
のまわりに 1回転してできる立体の体積を V1とすると，

パップス・ギュルダンの定理 (Pappus-Guldinus theorem)により 5

V1 = 2πdS = 2π·α
3
·α
4
=

πα2

6

O

y

x

C

l

x = p
2

m

p

1

α1
α

p
2

1
2

n

α
p

直線 nの方程式は y =
1

p− α
(x− α) すなわち y = α(x− α)

C と nで囲まれた図形を直線 x =
p

2
のまわりに 1回転してできる立体の

体積を V2とすると，バウムクーヘン型求積法により

V2

2π
=

∫ p

α

(
x− p

2

){
α(x− α)− (x− α)

(
x− 1

α

)}
dx

5http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2012.pdf (p.6を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2012.pdf
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p = α +
1

α
を利用すると

V2

2π
=

∫ p

α

(
x− p

2

)
(x− α)

(
α +

1

α
− x

)
dx

=

∫ p

α

{p
2
− (p− x)

}
(x− α)(p− x) dx

=
p

2

∫ p

α

(x− α)(p− x) dx−
∫ p

α

(x− α)(p− x)2 dx

=
p

2
·1
6
(p− α)3 − 1

12
(p− α)4

=
1

12
{p− (p− α)} (p− α)3 =

1

12
α

(
1

α

)3

=
1

12α2

したがって V2 =
π

6α2
よって V = V1 + V2 =

π

6

(
α2 +

1

α2

)
バウムクーヘン型求積法� �
a 5 x 5 bの範囲で f(x) = 0のとき，y = f(x)のグラフと x軸および
2直線 x = a，x = bで囲まれた部分を y軸のまわりに 1回転してでき
る立体の体積 V は

V = 2π

∫ b

a

xf(x) dx

� �
また積分公式 6∫ β

α

(x− α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m+ n+ 1)!
(β − α)m+n+1

を利用している． �

6http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2010 kouki.pdfの 1 を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_tech_2010_kouki.pdf
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2 (1) lim
x→∞

{log(
√
x+

√
x+ 4)− log

√
x} = lim

x→∞
log

(
1 +

√
1 +

4

x

)
= log 2

(2)

d

dx

√
x(x+ 4) =

{x(x+ 4)}′

2
√

x(x+ 4)
=

x + 2√
x(x + 4)

d

dx
log(

√
x+

√
x+ 4) =

(
√
x+

√
x+ 4)′

√
x+

√
x+ 4

=
1

√
x+

√
x+ 4

(
1

2
√
x
+

1

2
√
x+ 4

)
=

1
√
x+

√
x+ 4

·
√
x+ 4 +

√
x

2
√
x(x+ 4)

=
1

2
√
x(x + 4)

(3) f(x) =

√
x√

x+ 4
，g(x) =

x− 2

x

(i) 0 < x 5 2のとき，f(x) > 0，g(x) 5 0より f(x) > g(x)

(ii) x > 2のとき，f(x) > 0，g(x) > 0

f(x)2 − g(x)2 =
x

x+ 4
− (x− 2)2

x2

=
x3 − (x+ 4)(x− 2)2

x2(x+ 4)
=

4(3x− 4)

x2(x+ 4)
> 0

(i)，(ii)より x > 0のとき f(x) > g(x)

(4) S(t)は，次の図の斜線部分の面積である

O

y

x2 t

x = t

P

y = f(x)

y = g(x)

これから

S(t) =

∫ 2

0

f(x) dx+

∫ t

2

{f(x)− g(x)} dx (∗)
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(2)の結果から

f(x) =

√
x√

x+ 4
=

x√
x(x+ 4)

=
x+ 2√
x(x+ 4)

− 4· 1

2
√

x(x+ 4)

=
d

dx

{√
x(x+ 4)− 4 log(

√
x+

√
x+ 4)

}
,

また

g(x) =
x− 2

x
= 1− 2

x
=

d

dx
(x− 2 log x)

これから

F (x) =
√

x(x+ 4)− 4 log(
√
x+

√
x+ 4), G(x) = x− 2 log x (∗∗)

とおくと√
x(x+ 4)− x =

x(x+ 4)− x2√
x(x+ 4) + x

=
4x√

x(x+ 4) + x
=

4√
1 + 4

x
+ 1

に注意して

F (x)−G(x) =
√
x(x+ 4)− 4 log(

√
x+

√
x+ 4)− (x− 2 log x)

=
√
x(x+ 4)− x− 4{log(

√
x+

√
x+ 4)− log

√
x}

=
4√

1 + 4
x
+ 1

− 4 log

(
1 +

√
1 +

4

x

)
(∗ ∗ ∗)

(∗)より S(t) =

[
F (x)

]2
0

+

[
F (x)−G(x)

]t
2

= −F (0) +G(2) + {F (t)−G(t)}

(∗∗)より F (0) = −4 log 2，G(2) = 2− 2 log 2

(∗ ∗ ∗)より lim
t→∞

{F (t)−G(t)} = 2− 4 log 2

よって

lim
t→∞

S(t) = −(−4 log 2) + (2− 2 log 2) + (2− 4 log 2) = 4 − 2 log 2

�



2.8. 2022年 (工学部・情報工学部) 215

3 (1)
−→
AB = (b1, b2, b3)，

−→
AC = (c1, c2, c3)，

−→
AD = (b2c3 − b3c2, b3c1 − b1c3, b1c2 − b2c1)について

−→
AB·

−→
AD = b1(b2c3 − b3c2) + b2(b3c1 − b1c3) + b3(b1c2 − b2c1)

= b1b2c3 − b3b1c2 + b2b3c1 − b1b2c3 + b3b1c2 − b2b3c1 = 0,
−→
AC·

−→
AD = c1(b2c3 − b3c2) + c2(b3c1 − b1c3) + c3(b1c2 − b2c1)

= b2c3c1 − b3c1c2 + b3c1c2 − b1c2c3 + b1c2c3 − b2c3c1 = 0

−→
ABと

−→
ACが 1次独立であるから，平面ABC上の任意の点 Pは

−→
AP = α

−→
AB + β

−→
AC (α, βは実数)

とおける．したがって

−→
AP·

−→
AD = (α

−→
AB + β

−→
AC)·

−→
AD

= α
−→
AB·

−→
AD+ β

−→
AC·

−→
AD = 0

(2) 等式

(b1
2 + b2

2 + b3
2)(c1

2 + c2
2 + c3

2) = (b1c1 + b2c2 + b3c3)
2 + (b2c3 − b3c2)

2

+ (b3c1 − b1c3)
2 + (b1c2 − b2c1)

2

より，|
−→
AB|2|

−→
AC|2 = (

−→
AB·

−→
AC)2 + |

−→
AD|2 が成立する．

したがって，4ABCの面積を Sとすると

S =
1

2

√
|
−→
AB|2|

−→
AC|2 − (

−→
AB·

−→
AC)2 =

1

2
|
−→
AD| (∗)

A(−1, 1, 2)，B(3,−1, 0)，C(1, 3,−2)より

−→
AB = (4,−2,−2),

−→
AC = (2, 2,−4)

ゆえに
−→
AD = (−2·(−4)− (−2)·2, (−2)·2− 4·(−4), 4·2− (−2)·2)

= (12, 12, 12)

よって S =
1

2
|
−→
AD| = 1

2

√
122 + 122 + 122 = 6

√
3
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(3) (∗)と同様に，
−→
BC = (d1, d2, d3),

−→
BE = (e1, e2, e3)に対して

−→
BF = (d2e3 − d3e2, d3e1 − d1e3, d1e2 − d2e1) (∗∗)

とすると，4BCE =
1

2
|
−→
BF|である．

A(−1, 1, 2)，B(3,−1, 0)，C(1, 3,−2)，
−→
AE = k

−→
ADより

−→
OE =

−→
OA+

−→
AE =

−→
OA+ k

−→
AD

= (−1, 1, 2) + k(12, 12, 12)

= (12k − 1, 12k + 1, 12k + 2) · · · 1©

このとき

−→
BC =

−→
OC−

−→
OB = (1, 3,−2)− (3,−1, 0) = (−2, 4,−2),

−→
BE =

−→
OE−

−→
OB = (12k − 1, 12k + 1, 12k + 2)− (3,−1, 0)

= (12k − 4, 12k + 2, 12k + 2)

(∗∗)により，
−→
BF = 12(−6k − 1,−1, 6k − 1)であるから

4BCE =
1

2
·12
√
(−6k − 1)2 + (−1)2 + (6k − 1)2

= 6
√
72k2 + 3

4EBC = 6
√
5であるから

6
√
72k2 + 3 = 6

√
5 これを解いて (k > 0) k =

1

6

1©より
−→
OE = (1, 3, 4) よって E(1, 3, 4)

G

A

B

C

E

D
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(4) A(−1, 1, 2)，E(1, 3, 4)より

−→
AE = (2, 2, 2) ゆえに |

−→
AE| = 2

√
3

2つの条件から
1

3
4ABC|

−→
AE| = 1

3
4BCE|

−→
GQ|

1

3
·6
√
3·2

√
3 =

1

3
·6
√
5|
−→
GQ| ゆえに |

−→
GQ| = 6√

5

(3)の結果から
−→
BF = 12(−2,−1, 0)

−→
BFと平行な単位ベクトルを~eとすると

~e = ± 1√
5
(2, 1, 0)

−→
GQと

−→
BFは平行であるから

−→
GQ = |

−→
GQ|~e = ±6

5
(2, 1, 0)

また，E(1, 3, 4)，B(3,−1, 0)，C(1, 3,−2)より，4EBCの重心Gは

G

(
5

3
,
5

3
,
2

3

)
したがって

−→
OQ =

−→
OG+

−→
GQ =

(
5

3
,
5

3
,
2

3

)
± 6

5
(2, 1, 0)

よって，求める点 Eの座標は(
61

15
,
43

15
,
2

3

)
または

(
−
11

15
,

7

15
,
2

3

)
�
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4 (1) an = n2より

bn =
an + an+1 + an+2

3

=
1

3
{n2 + (n+ 1)2 + (n+ 2)2} = n2 + 2n +

5

3

したがって

n∑
k=1

bk =
n∑

k=1

(
k2 + 2k +

5

3

)
=

1

6
n(n+ 1)(2n+ 1) + 2·1

2
n(n+ 1) +

5

3
n

=
1

6
n{(n+ 1)(2n+ 1) + 6(n+ 1) + 10}

=
1

6
n(2n2 + 9n + 17)

(2) an = sinnθ (0 < θ < π)より

3bn = an + an+1 + an+2

= sinnθ + sin(n+ 1)θ + sin(n+ 2)θ

= sin(n+ 1)θ + {sinnθ + sin(n+ 2)θ}
= sin(n+ 1)θ + 2 sin(n+ 1)θ cos θ

= (1 + 2 cos θ) sin(n+ 1)θ = 0

1 + 2 cos θ 6= 0と仮定すると，すべての nについて

sin(n+ 1)θ = 0

となる．例えば，n = 1, 2のとき

sin 2θ = 0 かつ sin 3θ = 0

すなわち θ =
π

2
かつ θ =

π

3
,
2π

3
これを満たす θは存在しない．

したがって，1 + 2 cos θ = 0 (0 < θ < π)を解いて θ =
2π

3



2.8. 2022年 (工学部・情報工学部) 219

(3) (i) an =
√
n+ 1−

√
nより

bn =
an + an+1 + an+2

3

=
1

3
{(
√
n+ 1−

√
n) + (

√
n+ 2−

√
n+ 1) + (

√
n+ 3−

√
n+ 2)}

=
1

3
(
√
n+ 3−

√
n) =

1√
n+ 3 +

√
n

また，an+1 =
√
n+ 2−

√
n+ 1 =

1√
n+ 2 +

√
n+ 1

であるから

bn
an+1

=

√
n+ 2 +

√
n+ 1√

n+ 3 +
√
n

=

√
1 + 2

n
+
√
1 + 1

n√
1 + 3

n
+ 1

よって lim
n→∞

bn
an+1

= lim
n→∞

√
1 + 2

n
+
√
1 + 1

n√
1 + 3

n
+ 1

=
1 + 1

1 + 1
= 1

(ii) an =
√
n+ 1−

√
n =

1√
n+ 1 +

√
n
より

1√
n+ 2 +

√
n+ 1

<
1√

n+ 1 +
√
n
すなわち an+1 < an

{an}は単調減少列であるから

bn
an+1

− 1 =

√
n+ 2 +

√
n+ 1√

n+ 3 +
√
n

− 1

=

√
n+ 2 +

√
n+ 1−

√
n+ 3−

√
n√

n+ 3 +
√
n

=
(
√
n+ 1−

√
n)− (

√
n+ 3−

√
n+ 2)√

n+ 3 +
√
n

=
an − an+2√
n+ 3 +

√
n
> 0

an+1 > 0であるから bn > an+1



220 第 2章 九州工業大学

(4) (i) (∗)
n∑

k=1

ak =
n∑

k=1

bk

(∗)に n = 1を代入すると，a1 = b1より

a1 =
a1 + a2 + a3

3
整理すると a3 + a2 − 2a1 = 0 · · · 1©

n = 2のとき，(∗)より

n−1∑
k=1

ak =
n−1∑
k=1

bk,
n−1∑
k=1

ak + an =
n−1∑
k=1

bk + bn

上の 2式から an = bn

an =
an + an+1 + an+2

3
ゆえに an+2 + an+1 − 2an = 0 (∗∗)

1©より，(∗∗)は，正の整数 nについて成立するから

an+2 + 2an+1 = an+1 + 2an ゆえに an+1 + 2an = a2 + 2a1

a1 = 1，a2 = 4より an+1 + 2an = 6

(ii) (∗∗)より an+2 − an+1 = −2(an+1 − an)

an+1 − an = (−2)n−1(a2 − a1) = 3(−2)n−1

これと (i)の結果から，an+1を消去すると

3an = 6− 3(−2)n−1 ゆえに an = 2− (−2)n−1

an = bnであるから bn = 2 − (−2)n−1

n∑
k=1

bk =
n∑

k=1

{2− (−2)k−1}

= 2n− 1− (−2)n

1− (−2)

= 2n −
1 − (−2)n

3

�
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情報工学部 出題分野 (2011-2022) 120分

J 九工大 情報工学部 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式
I 2次関数
図形と計量
データの分析
式と証明
複素数と方程式

II 図形と方程式 2

三角関数
指数関数と対数関数
微分法と積分法 1

式と曲線
複素数平面 3 3 3

関数 2

III 極限 3 1 2 2

微分法とその応用 1 2·3 2 3 1·2 1 1·2 2 2

積分法 3 1·3 2

積分法の応用 3 1 1 1 2 2 1 1 1·2 1 1

場合の数と確率 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

A 整数の性質
図形の性質
平面上のベクトル 3

B 空間のベクトル 3 3

数列 4 4 3 4 4

確率分布と統計
C 行列 (旧課程) 2 3 2

数字は問題番号 (2017年以降は工学部と共通問題)

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2014.pdf
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2.9 2015年 (情報工学部)

出題分野 1 2 3 4

1 関数 f(x) = e−x cos
√
3 xについて以下の問いに答えよ．ただし，eは自然対数

の底とする．

(1) 0 5 x 5 2
√
3

3
πの範囲で f(x) = 0をみたす xの値をすべて求めよ．

(2) 0 5 x 5 2
√
3

3
πの範囲で f(x)の増減を調べよ．ただし，凹凸は調べなく

てよい．

(3) 部分積分を 2回用いて f(x)の不定積分を求めよ．

(4) 0 5 x 5 2
√
3

3
πの範囲で 2つの曲線 y = f(x)と y = e−xによって囲まれ

た部分の面積を求めよ．

2 座標平面上に原点を中心とする半径 1の円 C : x2 + y2 = 1と点 A(−1,−1)，
B(0,−1)があり，点Aを通る傾き kの直線 `を考える．直線 `は円Cと異なる
2点で交わるものとし，点Aから遠い方の交点をP，近い方の交点をQとする．
以下の問いに答えよ．

(1) 直線 `の方程式を kを用いて表せ．

(2) 点 P，Qの座標をそれぞれ kを用いて表せ．

(3) 三角形BPQの面積を kを用いて表せ．

(4) 三角形BPQの面積を最大にする kを求めよ．
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3 nを自然数とし，関数 fm(x) (m = 0, 1, 2, · · · , n)を次のように定める．

fm(x) =

{
1 (m = 0)

xm (m = 1)

さらに，ak (k = 0, 1, 2, · · · , n)を次のように定める．

ak =

∫ 1

−1

fk(1− x)fn−k(1 + x) dx

以下の問いに答えよ．

(1) a0と a1をそれぞれ nを用いて表せ．

(2) k = 1のとき，akを n，k，ak−1を用いて表せ．

(3) akを n，kを用いて表せ．

(4)
n∑

k=0

1

ak
を nを用いて表せ．

4 1から 9までの数字が 1つずつ書かれた 9個の玉があり，これらのうち，1，2，
3が書かれた玉をそれぞれ玉 1，玉 2，玉 3と呼ぶ．以下の問いに答えよ．

(1) 9個の玉から 3個を選んで 1つの箱に入れる．この入れ方は何通りあるか．

(2) (1)の入れ方のうち，箱に，玉 1と玉 2がいっしょに含まれず，玉 1と玉 3

もいっしょに含まれないものは何通りあるか．

(3) 9個の玉を区別できない 3つの箱に分けて入れる．ただし，各箱にはそれ
ぞれ 3個ずつの玉を入れるものとする．この入れ方は何通りあるか．

(4) (3)の入れ方のうち，どの箱にも，玉 1と玉 2がいっしょに含まれず，玉
1と玉 3もいっしょに含まれないものは何通りあるか．
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解答例

1 (1) 0 5 x 5 2
√
3

3
π より 0 5

√
3x 5 2π

したがって，f(x) = 0をみたす xの値は

√
3x =

π

2
,
3

2
π よって x =

π

2
√
3
,

√
3

2
π

(2) f(x) = e−x cos
√
3xを微分すると

f ′(x) = −e−x(
√
3 sin

√
3x+ cos

√
3x) = −2e−x sin

(√
3x+

π

6

)
π

6
5

√
3x+

π

6
5 13

6
π であるから，f ′(x) = 0をみたす xの値は

√
3x+

π

6
= π, 2π すなわち x =

5π

6
√
3
,
11π

6
√
3

したがって，0 5 x 5 2
√
3

3
πにおける f(x)の増減は，次のようになる．

x (0) · · · 5π
6
√
3

· · · 11π
6
√
3

· · · 2
√
3

3
π

f ′(x) − 0 + 0 −
f(x) ↘ 極小 ↗ 極大 ↘

(3) e−x = −(e−x)′ であることに注意して，部分積分を行うと∫
e−x cos

√
3x dx = −

∫
(e−x)′ cos

√
3x dx

= −e−x cos
√
3x+

∫
e−x(−

√
3 sin

√
3x) dx

= −e−x cos
√
3x+

√
3

∫
(e−x)′ sin

√
3x dx

= −e−x cos
√
3x+

√
3e−x sin

√
3x− 3

∫
e−x cos

√
3x dx

したがって∫
f(x) dx =

∫
e−x cos

√
3x dx

=
1

4
e−x(

√
3 sin

√
3x− cos

√
3x) + C

=
1

2
e−x sin

(√
3x −

π

6

)
+ C (Cは積分定数)
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(4) e−x − f(x) = e−x − e−x cos
√
3x

= e−x(1− cos
√
3x) = 0

したがって，求める面積を Sとすると，

(3)の結果を用いると

S =

∫ 2
√

3
3

0

{e−x − f(x)} dx

=

[
−e−x − 1

2
e−x sin

(√
3x− π

6

) ] 2
√
3

3
π

0

=
3

4

(
1 − e−2

√
3

3
π
)

　

O

y

x

1

y = f(x)

π
2
√
3

√
3π
2

2
√
3

3
π

y = e−x

S

�

2 (1) `は，点A(−1,−1)を通り，傾き kの直線であるから

y + 1 = k(x+ 1) すなわち y = kx + k − 1

(2) (1)の結果から，P，Qは連立方程式{
kx− y = 1− k · · · 1©
x2 + y2 = 1

の解である．上の 2式を等式

(kx− y)2 + (x+ ky)2 = (k2 + 1)(x2 + y2)

に代入すると

　

O

y

x

B

P

Q
1−1

1

−1
A

C `

d

(1− k)2 + (x+ ky)2 = k2 + 1 ゆえに (x+ ky)2 = 2k

`とCが異なる 2点で交わるとき，右上の図より k > 0 であるから

x+ ky = ±
√
2k · · · 2©

1©， 2©を解いて x =
k(1− k)±

√
2k

k2 + 1
，y =

k − 1± k
√
2k

k2 + 1
(複号同順)

P，Qの位置関係に注意して

P

(
k(1 − k) +

√
2k

k2 + 1
,
k − 1 + k

√
2k

k2 + 1

)
,

Q

(
k(1 − k) −

√
2k

k2 + 1
,
k − 1 − k

√
2k

k2 + 1

)
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(3) (2)の結果から
−→
QP =

2
√
2k

k2 + 1
(1, k)

したがって |
−→
QP| = 2

√
2k

k2 + 1

√
1 + k2 =

2
√
2k√

k2 + 1

点B(0,−1)と直線 ` : kx− y + k − 1 = 0の距離 dは，k > 0に注意して

d =
|k·0− 1 + k − 1|√

k2 + 1
=

k√
k2 + 1

4BPQの面積を Sとすると

S =
1

2
|
−→
QP| × d =

1

2
× 2

√
2k√

k2 + 1
× k√

k2 + 1
=

√
2k

3
2

k2 + 1

(4) (3)の結果から
dS

dk
= −

√
k(k2 − 3)√
2(k2 + 1)2

したがって，k > 0 における Sの増減表は，次のようになる．

k (0) · · ·
√
3 · · ·

dS
dk

+ 0 −
S ↗ 極大 ↘

よって，求める kの値は k =
√
3 �

3 (1) fm(x) =

{
1 (m = 0)

xm (m = 1)
より (m = 0, 1, 2, · · · , n)

a0 =

∫ 1

−1

f0(1− x)fn(1 + x) dx =

∫ 1

−1

1·(1 + x)n dx

=

[
1

n+ 1
(1 + x)n+1

]1
−1

=
2n+1

n + 1

a1 =

∫ 1

−1

f1(1− x)fn−1(1 + x) dx =

∫ 1

−1

(1− x)(1 + x)n−1 dx

=

∫ 1

−1

{2− (1 + x)}(1 + x)n−1 dx =

∫ 1

−1

{2(1 + x)n−1 − (1 + x)n} dx

=

[
2

n
(1 + x)n − 1

n+ 1
(1 + x)n+1

]1
−1

=
2n+1

n
− 2n+1

n+ 1
=

2n+1

n(n + 1)
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(2) fm(x) =

{
1 (m = 0)

xm (m = 1)
より (m = 0, 1, 2, · · · , n)

(i) 1 5 k < n のとき

ak =

∫ 1

−1

fk(1− x)fn−k(1 + x) dx =

∫ 1

−1

(1− x)k(1 + x)n−k

=

∫ 1

−1

(1− x)k
{
(1 + x)n−k+1

n− k + 1

}′

dx

=

[
(1− x)k

(1 + x)n−k+1

n− k + 1

]1
−1

−
∫ 1

−1

{(1− x)k}′ (1 + x)n−k+1

n− k + 1
dx

=
k

n− k + 1

∫ 1

−1

(1− x)k−1(1 + x)n−(k−1)dx

=
k

n− k + 1

∫ 1

−1

fk−1(1− x)fn−(k−1)(1 + x) dx

=
k

n− k + 1
ak−1 · · · (∗)

(ii) k = n のとき

an =

∫ 1

−1

fn(1− x)f0(1 + x) =

∫ 1

−1

(1− x)n·1 dx

=

∫ 1

−1

(1− x)n(1 + x)′ dx

=

[
(1− x)n(1 + x)

]1
−1

−
∫ 1

−1

{(1− x)n}′(1 + x) dx

= n

∫ 1

−1

(1− x)n−1(1 + x) dx

= n

∫ 1

−1

fn−1(1− x)f1(1 + x) dx

= nan−1

上式より，(∗)は，k = nのときも成り立つ．

よって，k = 1のとき

ak =
k

n − k + 1
ak−1
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(3) (1)，(2)の結果から，k = 0のとき ak > 0 であるから

ak
ak−1

=
k

n− k + 1

したがって
ak
ak−1

=
k

n− k + 1

ak−1

ak−2

=
k − 1

n− k + 2
...

a2
a1

=
2

n− 1
a1
a0

=
1

n

上の諸式の辺々を掛け合わせると
ak
a0

=
k!

nPk

ここで，nCk =
nPk

k!
であるから

ak
a0

=
1

nCk

上式に (1)の結果を代入すると ak =
a0

nCk

=
2n+1

(n + 1)nCk

(4) (3)の結果より，
1

ak
=

(n+ 1)nCk

2n+1
であるから

n∑
k=0

1

ak
=

n+ 1

2n+1

n∑
k=0

nCk =
n+ 1

2n+1
× 2n =

n + 1

2

�



2.9. 2015年 (情報工学部) 229

4 (1) 9C3 =
9·8·7
3·2·1

= 84 (通り)

(2) 玉 1と玉 2がいっしょに含まれる場合の数は 7 (通り)

玉 1と玉 3がいっしょに含まれる場合の数は 7 (通り)

玉 1，玉 2，玉 3の 3個がいっしょに含まれる場合が 1通りある．

よって，求める場合の数は

84− (7 + 7− 1) = 71 (通り)

(3) 9個の玉をA，B，Cの 3つの箱に 3個ずつ入れる場合の数は

9C3 × 6C3 = 84× 20 (通り)

求める場合の数は，A，B，Cの区別をなくせばよいので

84× 20

3!
= 280 (通り)

(4) 玉 1と玉 2がいっしょに含まれる場合の数は

7× 6C3

2!
= 70 (通り)

玉 1と玉 3がいっしょに含まれる場合の数は

7× 6C3

2!
= 70 (通り)

玉 1，玉 2，玉 3がいっしょに含まれる場合の数は

6C3

2!
= 10 (通り)

よって，求める場合の数は

280− (70 + 70− 10) = 150 (通り)

�



230 第 2章 九州工業大学

2.10 2016年 (情報工学部)

出題分野 1 2 3 4

1 座標平面上の曲線C : y =
1

x
(x > 0)と点P(s, t) (s > 0, t > 0, st < 1)を考え

る．また，u = stとする．点Pを通る曲線Cの 2本の接線をそれぞれ l1，l2と

し，これらの接線と曲線 Cとの接点をそれぞれA

(
a,

1

a

)
，B

(
b,

1

b

)
とする．

ただし，a < bとする．以下の問いに答えよ．

(1) a，bを s，tを用いて表せ．

(2) 2点 E(a, 0)，F(b, 0)を考える．台形ABFEの面積を uを用いて表せ．

(3) 4PABの面積を uを用いて表せ．

(4) (3)で求めた4PABの面積を S(u)とする．S(u)は区間 0 < u < 1で減少
することを示せ．

(5) 点Pが 2点 (3, 0)，(0, 1)を結ぶ線分上の端点以外にあるものとする．こ
のとき，4PABの面積が最小となる点 Pの座標を求めよ．また，そのと
きの面積を求めよ．
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2 原点Oを中心とする半径 1の円をC1とする．円C1に外接しながら，半径 1の
円C2がすべることなく回転する．円C2の中心をPとし，円C2上の点Qは最
初，x軸上の点A(3, 0)にあるものとする．半直線 PQ上で点 Pからの距離が
2の点をRとし，OPが x軸の正の向きとなす角を θとする．C2が回転して θ

が 0から 2πまで変化するとき，点Rが描く曲線をCとする．曲線Cの概形を
図 1に示す．以下の問いに答えよ．

O

y

x

C

図 1

l

θ
θ

αP

Q

R

A

C1

C2

O

y

x

C

図 2

(1) 点 Pの座標を θを用いて表せ．

(2) 点Pを通り x軸と平行な直線を lとする．直線 lと線分PRのなす角αを，
θを用いて表せ．また，Rの座標を θを用いて表せ．

(3) 曲線Cと x軸の共有点の座標をすべて求めよ．

(4) 曲線Cと y軸の共有点の座標をすべて求めよ．

(5) 点Rの x座標が最小となるときの点Rの座標をすべて求めよ．

(6) 曲線Cと x軸，y軸に囲まれた図 2の斜線部分の面積を求めよ．
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3 複素数 znを

z0 = 0, z1 = 1, zn+2 = zn+1 + α(zn+1 − zn) (n = 0, 1, 2, · · · )

により定める．ただし，iを虚数単位とし，α =
1

2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
とする．ま

た，複数平面上で複素数 znを表す点を Pnとする．以下の問いに答えよ．

(1) z2，z3，z4を求めよ．

(2) 点P0，P1，P2，P3，P4を図示せよ．また，線分P0P1，P1P2，P2P3，P3P4

の長さ，および∠P2P1P0，∠P3P2P1，∠P4P3P2 の値も図中に示せ．

(3) zn+1 − zn (n = 1, 2, 3, · · · )を αと nを用いて表せ．

(4) znの実部，虚部をそれぞれ xn，ynとする．このとき，xn，ynをそれぞれ
nを用いて表せ．

(5) (4)で求めた xn，ynについて， lim
n→∞

xn， lim
n→∞

yn をそれぞれ求めよ．

4 はじめに，4枚の硬貨A，B，C，Dが，表が上の状態で置かれている．これら
の硬貨に対して以下の試行を繰り返すものとする．

試行：4枚の硬貨のうち，裏が上の硬貨はそのままにし，
表が上の硬貨はすべて拾って同時に投げる．

ただし，すべての硬貨が，裏が上の場合も，0枚の硬貨を拾って投げるとみな
して，試行を繰り返すものとする．以下の問いに答えよ．

(1) 硬貨Aが 3回目の試行の後に表が上である確率を求めよ．

(2) 3回目の試行の後，硬貨AとBは表が上で，かつ，硬貨CとDは裏が上
である確率を求めよ．

(3) 3回目の試行の後に表が上の硬貨が 2枚である確率を求めよ．

(4) 1回目の試行の後に表が上の硬貨が 3枚であった．このとき，3回目の試
行の後に表が上の硬貨が 2枚である確率を求めよ．

(5) 1回目の試行の後に表が上の硬貨が 3枚で，かつ，3回目の試行の後に表
が上の硬貨が 2枚である確率を求めよ．

(6) 3回目の試行の後に表が上の硬貨が 2枚であった．このとき，1回目の試
行の後に表が上の硬貨が 3枚である確率を求めよ．
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解答例

1 (1) y =
1

x
を微分すると y′ = − 1

x2

A

(
a,

1

a

)
における接線 l1の方程式は

ゆえに

y − 1

a
= − 1

a2
(x− a)

y = − 1

a2
x+

2

a

これが，P(s, t)を通るから

t = − 1

a2
s+

2

a

　

O

y

x

C

A

B

E F
a b

1
b

1
a

P(s, t)

l1

l2

上式を aについて，整理すると ta2 − 2a+ s = 0

B

(
b,

1

b

)
についても同様にして tb2 − 2b+ s = 0

上の 2式から，a，bは λに関する 2次方程式

tλ2 − 2λ+ s = 0 · · · (∗)

の解であるから (a < b)，t > 0，st < 1に注意して

a =
1 −

√
1 − st

t
, b =

1 +
√
1 − st

t

(2) 方程式 (∗)の解と係数の関係および (1)の結果から

a+ b =
2

t
, ab =

s

t
, b− a =

2
√
1− st

t
· · · (∗∗)

台形ABFEの面積は，上式により

1

2
(AE + BF)·EF =

1

2

(
1

a
+

1

b

)
(b− a)

=
1

2
·a+ b

ab
(b− a)

=
1

2
·2
t
· t
s
·2
√
1− st

t

=
2
√
1− st

st
=

2
√
1 − u

u
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(3)
−→
PA =

(
a− s,

1

a
− t

)
，
−→
PB =

(
b− s,

1

b
− t

)
であるから (a < b)，

(∗∗)および u = st < 1 により

4PAB =
1

2

∣∣∣∣(a− s)

(
1

b
− t

)
− (b− s)

(
1

a
− t

)∣∣∣∣
=

1

2

∣∣∣∣s(1

a
− 1

b

)
+ t(b− a)−

(
b

a
− a

b

)∣∣∣∣
=

1

2
(b− a)

∣∣∣∣ sab + t− a+ b

ab

∣∣∣∣
=

1

2
·2
√
1− st

t

∣∣∣∣s· ts + t− 2

t
· t
s

∣∣∣∣
= 2

√
1− st

∣∣∣∣1− 1

st

∣∣∣∣ = 2
√
1− u

∣∣∣∣1− 1

u

∣∣∣∣
= 2

√
1− u· |u− 1|

u
=

2(1 − u)
3
2

u

(4) (3)の結果から S(u) =
2(1− u)

3
2

u

これを微分すると S ′(u) = −(u+ 2)
√
1− u

u2

したがって，0 < u < 1において S ′(u) < 0

よって，S(u)は区間 0 < u < 1で減少する．

(5) 条件から，P(s, t)について
s

3
+ t = 1 (0 < t < 1)

すなわち s = 3− 3t (0 < t < 1)

ゆえに u = st = (3− 3t)t = −3

(
t− 1

2

)2

+
3

4

したがって，uは，s =
3

2
，t =

1

2
のとき最大値

3

4
をとる．

(3)，(4)の結果から，P

(
3

2
,
1

2

)
で4PABは最小となり，最小値は

S

(
3

4

)
=

1

3

補足 s > 0，t > 0であるから相加平均・相乗平均の関係により

1 =
s

3
+ t = 2

√
s

3
·t = 2

√
u

3
よって u 5 3

4

等号が成立するのは
s

3
= t すなわち s =

3

2
，t =

1

2
�
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2 (1) OP = 2，OPと x軸の正の向きとなす角が θであるから

P(2 cos θ, 2 sin θ)

(2) 線分OPのPの延長とC2の交点をQ′とすると，直線 lとPQ′のなす角は
θであり，∠Q′OQ = θ であるから

α = θ + ∠Q′OQ = θ + θ = 2θ

PR = 2 であるから
−→
PR = (2 cos 2θ, 2 sin 2θ)

したがって
−→
OR =

−→
OP +

−→
PR

= (2 cos θ, 2 sin θ) + (2 cos 2θ, 2 sin 2θ)

= (2 cos θ + 2 cos 2θ, 2 sin θ + 2 sin 2θ)

よって R(2 cos θ + 2 cos 2θ, 2 sin θ + 2 sin 2θ)

(3) R(x, y) とすると，(2)の結果から

y = 2 sin θ + 2 sin 2θ = 4 sin
3θ

2
cos

θ

2

0 5 θ 5 2πにおいて，y = 0を解くと θ = 0,
2

3
π, π,

4

3
π, 2π

これらの θの値を順次，(2)の結果に代入すると

(4, 0), (−2, 0), (0, 0), (−2, 0), (4, 0)

よって，求める x軸との共有点の座標は

(4, 0), (−2, 0), (0, 0)

(4) (3)と同様に，(2)の結果から

x = 2 cos θ + 2 cos 2θ = 4 cos
3θ

2
cos

θ

2

0 5 θ 5 2πにおいて，x = 0を解くと θ =
π

3
, π,

5

3
π

よって，これらの θの値を順次，(2)の結果に代入すると

(0, 2
√
3), (0, 0), (0,−2

√
3)
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(5) (2)の結果から

x = 2 cos θ + 2 cos 2θ

= 2 cos θ + 2(2 cos2 θ − 1)

= 4 cos2 θ + 2 cos θ − 2

= 4

(
cos θ +

1

4

)2

− 9

4

点Rの x座標が最小となるとき

cos θ = −1

4

　

O

y

x

C

θ = 0, 2πθ = π

θ = π
3

θ = 5
3
π

θ = 2π
3
, 4π

3

θ=α

−2

(−9
4
,
√
15
4
)

このとき sin θ = ±
√
15

4
，cos 2θ = −7

8
，sin 2θ = ∓

√
15

8
(複号同順)

よって，求める座標は

(
−
9

4
, ±

√
15

4

)
(6) よって，求める面積を Sとすると

S =

∫ 0

−2

y dx =

∫ π
3

2π
3

y
dx

dθ
dθ

=

∫ π
3

2π
3

(2 sin θ + 2 sin 2θ)(2 cos θ + 2 cos 2θ)′ dθ

= 4

∫ 2π
3

π
3

(sin θ + sin 2θ)(sin θ + 2 sin 2θ) dθ

= 4

∫ 2π
3

π
3

(sin2 θ + 3 sin θ sin 2θ + 2 sin2 2θ) dθ

= 4

∫ 2π
3

π
3

(
1− cos 2θ

2
+ 3× cos θ − cos 3θ

2
+ 2× 1− cos 4θ

2

)
dθ

=

∫ 2π
3

π
3

(6 + 6 cos θ − 2 cos 2θ − 6 cos 3θ − 4 cos 4θ) dθ

=

[
6θ + 6 sin θ − sin 2θ − 2 sin 3θ − sin 4θ

] 2π
3

π
3

= 2π

補足 S =

∫ 0

− 9
4

y dx−
∫ −2

− 9
4

y dx =

∫ π
3

α

y
dx

dθ
dθ −

∫ 2π
3

α

y
dx

dθ
dθ =

∫ π
3

2π
3

y
dx

dθ
dθ

類題 長崎大学 (2009年 7 )7 �
7http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki 2009.pdf

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2009.pdf
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3 (1) 与えられた漸化式より

zn+2 − zn+1 = α(zn+1 − zn) (n = 0, 1, 2, · · · ) · · · (∗)

であるから

z2 − z1 = α(z1 − z0) = α =
1

2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
=

1

4
+

√
3

4
i · · · 1©

z3 − z2 = α(z2 − z1) = α2 =
1

4

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)
= −1

8
+

√
3

8
i

z4 − z3 = α(z3 − z2) = α3 =
1

8
(cos π + i sin π) = −1

8

上の第 1式と第 2式，および上の 3式の辺々を加えると

z3 − z1 =
1

8
+

3
√
3

8
i, z4 − z1 =

3
√
3

8
i

z1 = 1 であるから， 1©および上の 2式から

z2 =
5

4
+

√
3

4
i, z3 =

9

8
+

3
√
3

8
i, z4 = 1 +

3
√
3

8
i

(2) αは大きさが 1
2
，偏角が π

3
であるから，

(∗) より，Pn+1Pn+2 は PnPn+1 を 1
2
に

縮小し，π
3
だけ回転させたものである．

P0(0)，P1(1)であるから，P2, P3, P4

を複素数平面上にとると，右の図のよ
うになる．

　

O

y

x
P0

P1

P2

P3
P4

2π
3

1

1
2

1
4

1
8

(3) z0 = 0，z1 = 1，および (∗)より

zn+1 − zn = αn(z1 − z0) = αn
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(4) (3)の結果から，n = 1のとき

n−1∑
k=0

(zk+1 − zk) =
n−1∑
k=0

αk ゆえに zn =
αn − 1

α− 1
· · · (∗∗)

(∗∗)は n = 0についても成り立つ．ここで

αn =
1

2n

(
cos

nπ

3
+ i sin

nπ

3

)
α− 1 =

1

2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
− 1 = −3

4
+

√
3

4
i

=

√
3

2

(
cos

5

6
π + i sin

5

6
π

)
したがって

zn =

1

2n

(
cos

nπ

3
+ i sin

nπ

3

)
− 1

√
3

2

(
cos

5

6
π + i sin

5

6
π

)
=

1

2n−1
√
3

(
cos

2n− 5

6
π + i sin

2n− 5

6
i

)
− 2√

3

(
cos

5

6
π − i sin

5

6
π

)
=

1

2n−1
√
3

(
cos

2n− 5

6
π + i sin

2n− 5

6
i

)
+ 1 +

1√
3
i

=
1

2n−1
√
3
cos

2n− 5

6
π + 1 +

1√
3

(
1

2n−1
sin

2n− 5

6
π + 1

)
i

zn = xn + yniであるから

xn=
1

2n−1
√
3
cos

2n − 5

6
π + 1

yn=
1
√
3

(
1

2n−1
sin

2n − 5

6
π + 1

)

(5) (4)の結果から |xn − 1| 5 1

2n−1
√
3
,

∣∣∣∣yn − 1√
3

∣∣∣∣ 5 1

2n−1
√
3

lim
n→∞

1

2n−1
√
3
= 0 であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

xn = 1, lim
n→∞

yn =
1
√
3

�
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4 (1) 硬貨Aが 3回続けて表が上の確率であるから
(
1

2

)3

=
1

8

(2) それぞれの硬貨は 3回目の試行の後，表が上である確率が
1

8
であるから，

それぞれの硬貨が 3回目の試行の後，裏である確率は

1− 1

8
=

7

8

よって，求める確率は
(
1

8

)2(
7

8

)2

=
49

4096

(3) 3回目の試行の後に表が上の硬貨が 2枚の場合の総数は 4C2 (通り)

よって，(2)の結果により 4C2

(
1

8

)2(
7

8

)2

=
147

2048

(4) 1枚の硬貨が 2回連続して表が上である確率は
(
1

2

)2

=
1

4

3枚の硬貨について，2枚が 2回連続して表が上で，残りの 1枚が裏が上
の確率であるから

3C2

(
1

4

)2(
1− 1

4

)
=

9

64

(5) 1回目の試行の後に表が上の硬貨が 3枚である確率は

4C3

(
1

2

)3(
1− 1

2

)
=

1

4

これと (4)の結果により
1

4
× 9

64
=

9

256
(6) 1回目の試行の後に表が上の硬貨が 2枚で，かつ，3回目の試行の後に表
が上の硬貨が 2枚である確率は

4C2

(
1

2

)2(
1− 1

2

)2

×
(
1

4

)2

=
3

128

1回目の試行の後に表が上の硬貨が 4枚で，かつ，3回目の試行の後に表
が上の硬貨が 2枚である確率は(

1

2

)4

× 4C2

(
1

4

)2(
1− 1

4

)2

=
27

2048

(5)と以上の結果により，求める確率は

9

256
3

128
+

9

256
+

27

2048

=
24

49

別解 (3)，(5)より
9

256
÷ 147

2048
=

24

49
�
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中等教育 (数学専攻) 出題分野 (2011-2022) 120分

J 福岡教育大学 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式 1

I 2次関数
図形と計量
データの分析
式と証明 1 1 1 1

複素数と方程式 1 1 1

II 図形と方程式 2

三角関数 1 1 1

指数関数と対数関数 1 1·2 1 1 1 1 1

微分法と積分法
式と曲線 3 3

複素数平面 3 1 2 3 1·3
関数

III 極限 4 4 3 1

微分法とその応用 4 4 3

積分法 1 4 4 1 4

積分法の応用 4 4 4 4 4 4 4 4

場合の数と確率 2 2* 2* 1 1 1 3 3 2

A 整数の性質 1 1 1 1

図形の性質
平面上のベクトル 2 3 2 2 3 1

B 空間のベクトル 3

数列 2 3 1 2 1 2

確率分布と統計
C 行列 (旧課程) 1

数字は問題番号 (∗は旧課程の内容を含む)

241
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3.1 2015年
出題分野 1 2 3 4 初等教育 (数学専修) 5 6 7 8

1 次の問いに答えよ．

(1) (x− 3y + 2z)7の展開式における x4y2zの項の係数を求めよ．

(2) aは正の定数で，a 6= 1とする．不等式

loga(a− x− y) > loga x+ loga y

が表す領域を図示せよ．

(3) nは 3以上の自然数とする．数学的帰納法によって，次の不等式を証明
せよ．

2n >
1

2
n2 + n

2 次の問いに答えよ．

(1) xがすべての実数を動くとき，2x + 2−xの最小値をmとする．次の (ア)，
(イ)に答えよ．

(ア) mの値を求め，2x + 2−x = mを満たす xを求めよ．

(イ) k > mのとき，2x + 2−x = kを満たす xをすべて求めよ．

(2) aを定数とし，a 5 2とする．方程式

4x + 4−x − 3a·2x − 3a·2−x + 2(a2 + 1) = 0

の異なる実数解の個数を求めよ．

3 平面上に4ABCと点Oがある．4ABCの内部に点Dがあって，三角形の面積
比が

4DBC : 4DCA : 4DAB = p : q : r

であるとする．次の問いに答えよ．

(1) 直線 ADと辺 BCの交点を S，直線 BDと辺 ACの交点を Tとするとき，
BS : SCおよびCT : TAを p, q, rを用いて表せ．

(2)
−→
OD =

p
−→
OA+ q

−→
OB+ r

−→
OC

p+ q + r
となることを示せ．
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4 aを正の定数とし，曲線y = a cos x
(
0 5 x 5 π

2

)
と曲線y = sin x

(
0 5 x 5 π

2

)
と y軸によって囲まれる部分の面積が

√
3−1であるとする．次の問いに答えよ．

(1) aの値を求めよ．

(2) 曲線 y = a cos x
(
0 5 x 5 π

2

)
と曲線 y = tanx

(
0 5 x <

π

2

)
の交点を求

めよ．

(3) 曲線 y = a cos x
(
0 5 x 5 π

2

)
と曲線 y = tan x

(
0 5 x <

π

2

)
と y軸に

よって囲まれる部分を x軸の周りに 1回転させてできる立体の体積を求
めよ．

5 次の問いに答えよ．

(1) (x− 3y + 2z)7の展開式における x4y2zの項の係数を求めよ．

(2) aを定数とし，0 < a < 1とする．不等式

loga(a− x− y) > loga x+ loga y

が表す領域を図示せよ．

(3) nは 3以上の自然数とする．数学的帰納法によって，次の不等式を証明
せよ．

2n >
1

2
n2 + n

6 次の問いに答えよ．

(1) xがすべての実数を動くとき，2x + 2−xの最小値をmとする．次の (ア)，
(イ)に答えよ．

(ア) mの値を求め，2x + 2−x = mを満たす xを求めよ．

(イ) k > mのとき，2x + 2−x = kを満たす xをすべて求めよ．

(2) aを定数とし，1 < a 5 2とする．方程式

4x + 4−x − 3a·2x − 3a·2−x + 2(a2 + 1) = 0

が異なる 3つの実数解をもつとき，その 3つの実数解をすべて求めよ．
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7 4ABCを 1辺の長さが 1の正三角形とし，4ABCの外接円の中心をOとする．
次の問いに答えよ．

(1) ベクトル
−→
OAの大きさを求めよ．

(2) 点 Pが4ABCの外接円上を動くとき，次の (ア)，(イ)に答えよ．

(ア) 内積の和
−→
PA·

−→
PB +

−→
PB·

−→
PC +

−→
PC·

−→
PA の値を求めよ．

(イ) 内積
−→
PA·

−→
PBの最大値と最小値を求めよ．

8 次の問いに答えよ．ただし，対数は自然対数とする．

(1) 関数 f(x) = x− log xの最小値を求めよ．

(2) aを 1より大きい定数とし，曲線 y = a sin x
(
0 5 x 5 π

2

)
と曲線 y =

tanx
(
0 5 x <

π

2

)
によって囲まれる部分Dの面積が 1− log 2であると

する．次の (ア)，(イ)に答えよ．

(ア) aの値を求めよ．

(イ) Dを x軸の周りに 1回転させてできる立体の体積を求めよ．
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解答例

1 (1)
7!

4!2!1!
x4(−3y)2·2z = 1890x4y2z よって，求める係数は 1890

(2) loga(a− x− y) > loga x+ loga y · · · (∗)

(∗)において，真数は正であるから

a− x− y > 0 かつ x > 0 かつ y > 0

すなわち x > 0, y > 0, x+ y < a · · · 1©

(∗)から loga(a− x− y) > loga xy · · · 2©

i) 0 < a < 1 のとき， 2©から

a− x− y < xy すなわち (x+ 1)(y + 1) > a+ 1

ii) 1 < a のとき， 2©から

a− x− y > xy すなわち (x+ 1)(y + 1) < a+ 1

i)，ii)および 1©から，求める領域は，次のようになる．

0 < a < 1 のとき 1 < a のとき

O

y

x
a

a

O

y

x

−1

−1
a

a

境界線を含まない 境界線を含まない
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(3) 2n >
1

2
n2 + n · · · (A)とする．

［1］n = 3のとき

(左辺) = 23 = 8, (右辺) =
1

2
·32 + 3 =

15

2

よって，n = 3のとき，(A)が成り立つ．

［2］k = 3として，n = kのとき，(A)が成り立つ，すなわち

2k >
1

2
k2 + k

が成り立つと仮定する．

n = k + 1のとき，(A)の差を考えると

2k+1 −
{
1

2
(k + 1)2 + (k + 1)

}
= 2·2k −

(
1

2
k2 + 2k +

3

2

)
> 2

(
1

2
k2 + k

)
−
(
1

2
k2 + 2k +

3

2

)
=

1

2
(k2 − 3) > 0

すなわち 2k+1 >
1

2
(k + 1)2 + (k + 1)

したがって，n = k + 1のときも (A)が成り立つ．

［1］,［2］から，3以上のすべての自然数 nについて (A)が成り立つ．�
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2 (1)(ア) 2x + 2−x = (2
x
2 − 2−

x
2 )2 + 2

2
x
2 − 2−

x
2 = 0 すなわち x = 0のとき，最小値mは 2

(イ) t = 2xとおくと，2x + 2−x = k · · · 1©より

t+
1

t
= k すなわち t2 − kt+ 1 = 0

k > 2に注意して，これを解くと t =
k ±

√
k2 − 4

2

ゆえに 2x =
k ±

√
k2 − 4

2
よって x = log2

k ±
√
k2 − 4

2

(2) 方程式 4x + 4−x − 3a·2x − 3a·2−x + 2(a2 + 1) = 0 · · · (∗)を変形すると

(2x + 2−x)2 − 3a(2x + 2−x) + 2a2 = 0

1©から k2 − 3ak + 2a2 = 0 ゆえに (k − a)(k − 2a) = 0 · · · 2©

(1)の結果より k = 2であるから， 2©の実数解は，a 5 2に注意して

2a < 2 すなわち a < 1 のとき 実数解はない
2a = 2 すなわち a = 1 のとき k = 2

a < 2 < 2a すなわち 1 < a < 2のとき k = 2a

a = 2 のとき k = 2, 4

1©が実数解をもつのは，k = 2のときで，k = 2のとき実数解は 1個，

k > 2のとき実数解は 2個であるから，方程式 (∗)の実数解の個数は
a < 1 のとき 0個
a = 1 のとき 1個
1 < a < 2 のとき 2個
a = 2 のとき 3個

�
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3 (1) 右の図から

BS : SC = 4SAB : 4SCA

= 4DAB : 4DCA = r : q,

CT : TA = 4TBC : 4TAB

= 4DBC : 4DAB = p : r

　 A

B C

D

S

T

(2) 4BCTおよび直線ASについて，メネラウスの定理を適用すると

BS

SC
·CA
AT

·TD
DB

= 1 ゆえに
r

q
× p+ r

r
× TD

DB
= 1

したがって TD : DB = q : p+ r

DはTBを q : p+ rに内分する点であるから

−→
OD =

(p+ r)
−→
OT+ q

−→
OB

q + (p+ r)
· · · 1©

TはCAを p : rに内分する点であるから

−→
OT =

r
−→
OC+ p

−→
OA

p+ r
· · · 2©

2©を 1©に代入すると

−→
OD =

(p+ r)·r
−→
OC+ p

−→
OA

p+ r
+ q

−→
OB

q + (p+ r)
=

p
−→
OA+ q

−→
OB+ r

−→
OC

p+ q + r

�
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4 (1) 0 5 x 5 π

2
における 2つの曲線を

C1 : y = a cosx, C2 : y = sin x

とし，これらの交点の x座標を βとすると

a cos β = sin β

ゆえに sin β − a cos β = 0 · · · 1©

右の図の斜線部分の面積は

　

O

y

xπ
2

1

a

β

C1

C2

∫ β

0

(a cos x− sin x) dx =

[
a sinx+ cos x

]β
0

= a sin β + cos β − 1

条件により，これが
√
3− 1に等しいから

a sin β + cos β − 1 =
√
3− 1 ゆえに a sin β + cos β =

√
3 · · · 2©

次の等式
(sin β − a cos β)2 + (a sin β + cos β)2 = a2 + 1

に 1©， 2©を代入すると

3 = a2 + 1 このとき，a > 0により a =
√
2

(2)

{
y =

√
2 cos x · · · 3©

y = tanx · · · 4©
とおく． 3©， 4©から yを消去すると

√
2 cos x = tanx ゆえに

√
2 cos2 x = sin x

整理すると
√
2 sin2 x+ sin x−

√
2 = 0

したがって (sinx+
√
2)(

√
2 sin x− 1) = 0

0 5 x 5 π

2
に注意して，これを解くと x =

π

4

これを 4©に代入して y = 1 よって，求める交点は
(
π

4
, 1

)
(3) C3 : y = tan x

(
0 5 x 5 π

2

)
とおく．右の図か

ら求める回転体の体積を V とすると

V = π

∫ π
4

0

(2 cos2 x− tan2 x) dx

= π

∫ π
4

0

(
cos 2x− 1

cos2 x
+ 2

)
dx

= π

[
1

2
sin 2x− tanx+ 2x

]π
4

0

=
π

2
(π − 1)

　

O

y

xπ
2

1

√
2 C1

C3

π
4

�
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5 (1)
7!

4!2!1!
x4(−3y)2·2z = 1890x4y2z よって，求める係数は 1890

(2) loga(a− x− y) > loga x+ loga y · · · (∗)

(∗)において，真数は正であるから

a− x− y > 0 かつ x > 0 かつ y > 0

すなわち x > 0, y > 0, x+ y < a · · · 1©

(∗)から loga(a− x− y) > loga xy · · · 2©

0 < a < 1 であるから， 2©より

a− x− y < xy すなわち (x+ 1)(y + 1) > a+ 1

上式および 1©から，求める領域は，次のようになる．

O

y

x
a

a

境界線を含まない

(3) 1 (3)を参照． �
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6 (1)(ア) 2x + 2−x = (2
x
2 − 2−

x
2 )2 + 2

2
x
2 − 2−

x
2 = 0 すなわち x = 0のとき，最小値mは 2

(イ) t = 2xとおくと，2x + 2−x = k · · · 1©より

t+
1

t
= k すなわち t2 − kt+ 1 = 0

k > 2に注意して，これを解くと t =
k ±

√
k2 − 4

2

ゆえに 2x =
k ±

√
k2 − 4

2
よって x = log2

k ±
√
k2 − 4

2

(2) 方程式 4x + 4−x − 3a·2x − 3a·2−x + 2(a2 + 1) = 0 · · · (∗)を変形すると

(2x + 2−x)2 − 3a(2x + 2−x) + 2a2 = 0

1©から k2 − 3ak + 2a2 = 0 ゆえに (k − a)(k − 2a) = 0 · · · 2©

(1)の結果より k = 2であるから， 2©の実数解は，1 < a 5 2に注意して

a < 2 < 2a すなわち 1 < a < 2のとき k = 2a

a = 2 のとき k = 2, 4

方程式 (∗)が 3つの実数解をもつのは，a = 2のときである．

このとき，k = 2, 4を (1)の結果に代入して

x = 0, log2(2 ±
√
3)

�
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7 (1) 4ABCの外接円の半径をRとすると，正弦定理により

2R =
1

sin 60◦
よって R =

1√
3

−→
OAの大きさはRであるから |

−→
OA| =

1
√
3

(2)(ア)
−→
PA·

−→
PB = (

−→
OA−

−→
OP)·(

−→
OB−

−→
OP)

=
−→
OA·

−→
OB− (

−→
OA+

−→
OB)·

−→
OP + |

−→
OP|2

このとき
−→
OA·

−→
OB = |

−→
OA||

−→
OB| cos 120◦ = 1√

3
· 1√

3
·
(
−1

2

)
= −1

6

|
−→
OP|2 =

(
1√
3

)2

=
1

3

ゆえに
−→
PA·

−→
PB =

1

6
− (

−→
OA+

−→
OB)·

−→
OP

同様に
−→
PB·

−→
PC =

1

6
− (

−→
OB+

−→
OC)·

−→
OP

−→
PC·

−→
PA =

1

6
− (

−→
OC+

−→
OA)·

−→
OP

上の 3式の辺々を加えると
−→
PA·

−→
PB +

−→
PB·

−→
PC +

−→
PC·

−→
PA =

1

2
− 2(

−→
OA+

−→
OB+

−→
OC)·

−→
OP

−→
OA+

−→
OB+

−→
OC = ~0 であるから

−→
PA·

−→
PB +

−→
PB·

−→
PC +

−→
PC·

−→
PA =

1

2

(イ) i) PがA，Bに一致するとき
−→
PA·

−→
PB = 0

ii) Pが弦ABに関してCと同じ側にあるとき，∠APB = 60◦

x = PA，y = PBとし，4APBに余弦定理を適用すると

12 = x2 + y2 − 2xy cos 60◦ ゆえに xy = 1− (x− y)2 5 1

したがって
−→
PA·

−→
PB = xy cos 60◦ =

1

2
xy 5 1

2
iii) Pが弦ABに関してCと反対側にあるとき，∠APB = 120◦

同様に，4APBに余弦定理を適用すると

12 = x2 + y2 − 2xy cos 120◦ ゆえに xy =
1

3
− 1

3
(x− y)2 5 1

3

したがって
−→
PA·

−→
PB = xy cos 120◦ = −1

2
xy = −1

6

i)～iii)により，最大値
1

2
，最小値−

1

6
�
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8 (1) f(x) = x− log xを微分すると

f ′(x) = 1− 1

x
=

x− 1

x

したがって，f(x)の増減表は，次のようになる．

x (0) · · · 1 · · ·
f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 1 ↗

よって，最小値は f(1) = 1

(2)(ア)

{
y = a sinx · · · 1©
y = tanx · · · 2©

とおく． 1©， 2©から yを消去すると

a sinx = tanx ゆえに sinx

(
a− 1

cosx

)
= 0

したがって， 1©， 2©の交点の x座標は

x = 0, β

(
0 < β <

π

2
, cos β =

1

a

)
また，0 5 x 5 βにおいて

a sinx− tanx = sinx

(
a− 1

cos x

)
= 0

0 5 x 5 βにおいて，y = a sinxと y = tanxで囲まれた図形の面積は∫ β

0

(a sinx− tan x) =

[
−a cos x+ log cos x

]β
0

= a(1− cos β) + log cos β

= a

(
1− 1

a

)
+ log

1

a
= a− log a− 1

これが 1− log 2に等しいから

a− log a− 1 = 1− log 2 ゆえに a− log a = 2− log 2

上の第 2式から f(a) = f(2)

(1)の増減表により，x > 1において，f(x)は単調増加であるから，上
式をみたす a (a > 1)の値は

a = 2
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(イ) a = 2より，0 < β <
π

2
に注意して

cos β =
1

2
ゆえに β =

π

3

C1 : y = 2 sinx，C2 : y = tanxとする．

C1，C2によって囲まれた図形Dは，右の

図の斜線部分である．

　

O

y

xπ
2

2

π
3

C1

C2

よって，求める体積を V とすると

V = π

∫ π
3

0

{
(2 sin x)2 − tan2 x

}
dx

= π

∫ π
3

0

(
3− 2 cos 2x− 1

cos2 x

)
dx

= π

[
3x− sin 2x− tanx

]π
3

0

= π

(
π −

3

2

√
3

)
�
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3.2 2016年
出題分野 1 2 3 4

1 次の問いに答えよ．

(1) 0 5 x 5 2π のとき
cos 2x+ cos x+ 1 > 0

を満たす xの範囲を求めよ．

(2) a2b− 3a2 + 5b = 21を満たす整数の組 (a, b)をすべて求めよ．

(3) 正方形の各辺を n等分した点から向かい合う辺に垂線を下ろす．このと
き，正方形の 4つの辺とこれらの垂線を利用してできる長方形のうち，正
方形でないものの個数を nを用いて表せ．

2 数列 {an}，{bn}の初項から第 n項までの和をそれぞれ

sn = a1 + a2 + · · ·+ an, tn = b1 + b2 + · · ·+ bn

とおいたとき

sn =
3n2 + n

2
, log2(tn + 1) = 2n (n = 1, 2, · · · )

が成り立つ．次の問いに答えよ．

(1) {an}の一般項を求めよ．

(2) {bn}の一般項を求めよ．

(3)
n∑

k=1

akbkを求めよ．
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3 複素数 zは実部が

√
5− 1

4
，虚部は正で |z| = 1である．次の問いに答えよ．

(1)

(
z +

1

z

)2

+

(
z +

1

z

)
の値を求めよ．

(2) 1 + z + z2 + z3 + z4の値を求めよ．

(3) zの偏角 θを求めよ．ただし 0 5 θ < 2πとする．

4 aを正の定数とする．関数 f(x) = ax− x log xの最大値が 1であるとする．次
の問いに答えよ．

(1) aの値を求めよ．

(2) 曲線 y = f(x)の接線のうち，傾きが−1

2
であるものを求めよ．

(3) 曲線 y = f(x)と x軸および (2)で求めた接線によって囲まれる部分の面
積を求めよ．
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解答例

1 (1) cos 2x = 2 cos2 x− 1 であるから，不等式 cos 2x+ cos x+ 1 > 0は

(2 cos2 x− 1) + cos x+ 1 > 0 ゆえに cos x(2 cos x+ 1) > 0

したがって cosx < −1

2
, 0 < cos x

0 5 x 5 2πに注意して，これを解くと

0 5 x <
π

2
,

2

3
π < x <

4

3
π,

3

2
π < x 5 2π

(2) a2b− 3a2 + 5b = 21 より (a2 + 5)b = 3a2 + 21

したがって b =
3a2 + 21

a2 + 5
= 3 +

6

a2 + 5
· · · (∗)

a2 + 5 = 5は 6の約数であるから a2 + 5 = 6

ゆえに a = ±1 これを (∗)に代入して (a, b) = (±1, 4)

(3) 正方形の一辺の長さを nとすると，一辺の長さが kの正方形の個数は

(n+ 1− k)2 (1 5 k 5 n)

であるから，その総数は

n∑
k=1

(n+ 1− k)2 =
n∑

k=1

k2 =
1

6
n(n+ 1)(2n+ 1)

また，長方形の総数は

n+1C2 × n+1C2 =
1

4
n2(n+ 1)2

よって，求める個数は

1

4
n2(n+ 1)2 − 1

6
n(n+ 1)(2n+ 1) =

1

12
n(n + 1)(n − 1)(3n + 2)

�
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2 (1) a1 = s1 であるから a1 =
3·12 + 1

2
= 2

n = 2のとき

an = sn − sn−1 =
3n2 + n

2
− 3(n− 1)2 + (n− 1)

2
= 3n− 1

これは，n = 1のときも成立するから an = 3n − 1

(2) log2(tn + 1) = 2n より tn = 22n − 1

b1 = t1 であるから b1 = 22 − 1 = 3

n = 2のとき

bn = tn − tn−1 = (22n − 1)− {22(n−1) − 1} = 3·22n−2

これは，n = 1のときも成立するから bn = 3·22n−2

(3) Sn =
n∑

k=1

akbkとおくと，(1),(2)の結果から，n = 2のとき

Sn = 3
n∑

k=1

(3k − 1)·22k−2 · · · 1©

Sn = 3
n−1∑
k=0

(3k + 2)·22k · · · 2©

1©× 4− 2©から

4Sn − Sn = 3
n∑

k=1

(3k − 1)·22k − 3
n−1∑
k=0

(3k + 2)·22k

Sn =
n∑

k=1

(3k − 1)·22k −
n−1∑
k=0

(3k + 2)·22k

=
n−1∑
k=1

(3k − 1)·22k + (3n− 1)·22n −
n−1∑
k=1

(3k + 2)·22k − 2

= (3n− 1)·22n − 2− 3
n−1∑
k=1

22k

= (3n− 1)·22n − 2− 3× 4(22n−2 − 1)

4− 1
= (3n− 2)·22n + 2

S1 = a1b1 = 2·3 = 6 であるから，上式は n = 1のときも成立する．

よって Sn = (3n − 2)·22n + 2 �
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3 (1) zの実部が

√
5− 1

4
であるから

z + z

2
=

√
5− 1

4
· · · 1©

|z| = 1より |z|2 = 1 ゆえに zz = 1 すなわち z =
1

z
· · · 2©

1©， 2©から z +
1

z
=

√
5− 1

2

よって
(
z +

1

z

)2

+

(
z +

1

z

)
=

(√
5− 1

2

)2

+

√
5− 1

2

= 1

(2) (1)の結果を展開して整理すると

1

z2
+

1

z
+ 1 + z + z2 = 0

両辺に z2を掛けると 1 + z + z2 + z3 + z4 = 0

(3) z5 − 1 = (z − 1)(z4 + z3 + z2 + z + 1) であるから，(2)の結果から

z5 − 1 = 0 ゆえに z5 = 1

z = r(cos θ + i sin θ)とおくと (r > 0, 0 5 θ < 2π)

r5(cos 5θ + i sin 5θ) = 1

したがって r5 = 1，5θ = 2nπ (nは整数)

すなわち r = 1，θ =
2nπ

5
· · · 1©

zの実部

√
5− 1

4
> 0，条件から虚部は正であるから

0 < θ <
π

2

上式より， 1©を満たす整数 nは n = 1 よって θ =
2

5
π �
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4 (1) f(x) = ax− x log xを微分すると f ′(x) = a− 1− log x

f ′(x) = 0とすると x = ea−1

f(x)の増減表は
x (0) · · · ea−1 · · ·

f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ ea−1 ↘

このとき，f(x)の最大値が 1であるから

ea−1 = 1 よって a = 1

(2) (1)の結果から，f(x) = x(1− log x)，f ′(x) = − log x

f ′(x) = −1

2
とすると

− log x = −1

2
すなわち x =

√
e

f(
√
e) =

1

2

√
eより，求める接線は，点

(
√
e,

1

2

√
e

)
を通り，傾き−1

2
の

直線であるから

y − 1

2

√
e = −1

2
(x−

√
e) よって y = −

1

2
x +

√
e

(3) 曲線 y = x(1− log x)の x軸との交点の
x座標は

1− log = 0 すなわち x = e

直線 y = −1

2
x +

√
eの x軸との交点の

x座標は

−1

2
x+

√
e = 0 すなわち x = 2

√
e

　

O

y

x1

1

√
e e

2
√
e

√
e

よって，求める部分の面積を Sとすると

S =
1

2
(2
√
e−

√
e)f(

√
e)−

∫ e

√
e

x(1− log x) dx

=
1

2

√
e× 1

2

√
e−

[
x2

(
3

4
− 1

2
log x

) ]e
√
e

=
1

4
e− 1

4
e2 +

1

2
e =

1

4
e(3 − e)

�
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3.3 2017年
出題分野 1 2 3 4

1 次の問いに答えよ．

(1) 実数 x，yは log2 x+ log2 y = 2を満たす．

(ア) t = x+ yとおく．x2 + y2を tを用いて表せ．

(イ) x2+y2+xy−6x−6y+11の最小値とそのときのxと yの値を求めよ．

(2) 23x + 13y = 5を満たす整数 x，yの組で |x| + |y|が最小になるものを求
めよ．

(3) 3個のサイコロを同時に 1回投げる．

(ア) 出る目の積が偶数である確率を求めよ．

(イ) 出る目の積が偶数であるとき，その出る目の和が 5の倍数である確率
を求めよ．

2 aを定数とし，曲線 y =
1

2
x2をC，直線 y = a(x + 1)を `とする．Cと `が異

なる 2点で交わっているとき，次の問いに答えよ．

(1) aのとり得る値の範囲を求めよ．

(2) Cと `の 2つの交点の x座標を α，βとするとき α+ β，αβをそれぞれ a

を用いて表せ．

(3) Cと `の 2つの交点を結ぶ線分の中点の軌跡を求めよ．

3 P (x)を整式とし，整式Q(x)をQ(x) =

∫ x

1

P (t) dt で定める．P (x)を x− 1で

割ったときの余りは 2であった．次の問いに答えよ．

(1) Q′(1)の値を求めよ．

(2) Q(x)を (x− 1)2で割ったときの余りを求めよ．

(3) Q(x)を x− 2で割ったときの余りは 3であった．Q(x)を (x− 1)2(x− 2)

で割ったときの余りを求めよ．
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4 a，bを正の定数とし，f(x) = −xe−
x
a とする．y = f(x)のグラフを x軸に関し

て対称移動し，さらにx軸方向に−aだけ平行移動して得られる曲線を y = g(x)

とし，h(x) = bg(x)とする．また，曲線 y = f(x)の変曲点をPとし，点Pにお
ける曲線 y = f(x)の接線を `とする．関数 h(x)の最大値が 1であるとき，次
の問いに答えよ．ただし，eは自然対数の底とする．

(1) 直線 `の方程式を aを用いて表せ．

(2) 関数 g(x)を aを用いて表せ．

(3) 定数 a，bの積 abの値を求めよ．

(4) 直線 `と x軸との交点の x座標が 4であるとき，曲線 y = f(x)，y = h(x)

と y軸で囲まれた部分の面積を求めよ．
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解答例

1 (1)(ア) log2 x+ log2 y = 2より，log2 xy = 2 ゆえに xy = 4

よって x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy = t2 − 8

(イ) log2 x+ log2 y = 2の真数は正であるから x, y > 0

相加平均・相乗平均の関係により

t = x+ y = 2
√
xy = 2

√
4 = 4 (等号は x = y = 2のとき)

したがって

x2 + y2 + xy − 6x− 6y + 11 = (t2 − 8) + 4− 6(x+ y) + 11

= t2 − 6t+ 7 = (t− 3)2 − 2

t = 4より，t = 4，すなわち，x = y = 2のとき，最小値−1

(2) 23 ≡ 10, 13 ≡ 0 (mod 13)であるから，23x+ 13y = 5より

10x ≡ 5 ゆえに 2x ≡ 1 すなわち x ≡ 7 (mod 13)

したがって 23(x− 7) + 13(y + 12) = 0

整数 kを用いて x = 7 + 13k，y = −12− 23k

k = 0のとき，|x| = x = 7 + 13k，|y| = −y = 12 + 23k であるから

|x|+ |y| = 19 + 36k

k < 0のとき，|x| = −x = −7− 13k，|y| = y = −12− 23k であるから

|x|+ |y| = −19− 36k

k = −1で，|x|+ |y|は最小となり，このとき x = −6，y = 11

注意 10x ≡ 5 (mod 13)の両辺を 5で割ることができるのは，5が 13と互いに
素であるから，2x ≡ 1 (mod 13)とすることができる．

10x ≡ 5 ⇐⇒ 5(2x− 1) ≡ 0 ⇐⇒ 2x ≡ 1 (mod 13)

最後の式の両辺に 7を掛けることにより (整数の掛け算には制約はない)

14x ≡ 7 すなわち x ≡ 7 (mod 13)

なお，10x ≡ 5 (mod 13)の両辺に 4を掛けても

40x ≡ 20 すなわち x ≡ 7 (mod 13)
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(3)(ア) 出る目の積が奇数である確率は，3個のサイコロの目がすべて奇数で
あるから (

3

6

)3

=
1

8

出る目の積が偶数である事象をAとすると，求める確率は，この余事
象の確率であるから

P (A) = 1− 1

8
=

7

8

(イ) 目の和が 5の倍数である事象をBとすると，A ∩Bは，次の (i)，(ii)

の事象がある．

(i) すべての目が異なる
{1, 3, 6}, {1, 4, 5}, {2, 3, 5}, {4, 5, 6}

(ii) 同じ目が 2つある
{1, 2, 2}, {2, 2, 6}, {2, 4, 4}, {3, 3, 4}, {3, 6, 6}

したがって P (A ∩B) =
4·3! + 5·3C2

63
=

13

72

よって，求める確率は PA(B) =
P (A ∩B)

P (A)
=

13

72
·8
7
=

13

63
�

2 (1) y =
1

2
x2と y = a(x+ 1)から yを消去して整理すると

x2 − 2ax− 2a = 0 · · · (∗)

上の方程式は異なる 2つの実数解をもつから，係数について

D/4 = (−a)2 − 1·(−2a) = a(a+ 2) > 0

よって a < −2, 0 < a

(2) 方程式 (∗)の解が α，βであるから，解と係数の関係により

α + β = 2a, αβ = −2a

(3) Cと `の 2つの交点 (α, a(α+ 1))，(β, a(β + 1)) の中点は，(2)の結果に
より (

α + β

2
,
a(α + β)

2
+ a

)
すなわち (a, a2 + a)

aの値の範囲に注意して y = x2 + x (x < −2, 0 < x) �
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3 (1) Q(x) =

∫ x

1

P (t) dt · · · (∗)

P (x)を x− 1で割った余りが 2であるから，剰余の定理により P (1) = 2

(∗)を微分すると Q′(x) = P (x) よって Q′(1) = P (1) = 2

(2) (∗)より Q(1) = 0

Q(x)を (x− 1)2で割ったときの商をR(x)，余りを ax+ bとおくと

微分すると

Q(x) = (x− 1)2R(x) + ax+ b

Q′(x) = 2(x− 1)R(x) + (x− 1)2R′(x) + a

上の 2式に x = 1を代入すると，Q(1) = 0，Q′(1) = 2により

a+ b = 0, a = 2 これから b = −2

よって，求める余りは 2x − 2

(3) (2)の結果から Q(x) = (x− 1)2R(x) + 2x− 2

R(x)を x− 2で割ったときの商を S(x)，余りを cとすると

R(x) = (x− 2)S(x) + c

したがって Q(x) = (x− 1)2{(x− 2)S(x) + c}+ 2x− 2

= (x− 1)2(x− 2)S(x) + c(x− 1)2 + 2x− 2

Q(x)を x− 2で割った余りが 3であるから，剰余の定理により Q(2) = 3

したがって c+ 2 = 3 すなわち c = 1

ゆえに Q(x) = (x− 1)2(x− 2)S(x) + (x− 1)2 + 2x− 2

= (x− 1)2(x− 2)S(x) + x2 − 1

よって，求める余りは x2 − 1
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別解 1 Q(x)を (x− 1)2(x− 2)で割ったときの商を S(x)，余りを px2 + qx+ rと
すると

Q(x) = (x− 1)2(x− 2)S(x) + px2 + qx+ r

Q(2) = 3より 4p+ 2q + r = 3 · · · 1©

Q(x)を変形すると

Q(x) = (x− 1)2(x− 2)S(x) + p(x− 1)2 + (2p+ q)x− p+ r

= (x− 1)2{2(x− 2)S(x) + p}+ (2p+ q)x− p+ r

Q(x)を (x− 1)2で割った余りが 2x− 2であるから，係数を比較して

2p+ q = 2, −p+ r = −2 · · · 2©

1©， 2©を解いて p = 1，q = 0，r = −1 よって，求める余りは x2− 1

別解 2 Q(x)を (x− 1)2(x− 2)で割ったときの商を S(x)，余りを px2 + qx+ rと
すると

Q(x) = (x− 1)2(x− 2)S(x) + px2 + qx+ r,

Q′(x) = 2(x− 1){(x− 2)S(x)}+ (x− 1)2{(x− 2)S(x)}′ + 2px+ q

上の第1式にx = 1, 2，第2式にx = 1を代入すると，Q(1) = 0，Q(2) = 3，
Q′(1) = 2により

p+ q + r = 0, 4p+ 2q + r = 3, 2p+ q = 2

これを解いて p = 1，q = 0，r = −1 よって，求める余りは x2 − 1 �

4 (1) f(x) = −xe−
x
a より

f ′(x) =
(x
a
− 1
)
e−

x
a , f ′′(x) =

(
2

a
− x

a2

)
e−

x
a

x < 2aのとき f ′′(x) > 0，2a < xのとき f ′′(x) < 0であるから，y = f(x)

の上の点 (2a, f(2a))は，この曲線の変曲点である．ゆえに

f(2a) = −2ae−2, f ′(2a) = e−2

したがって，`の方程式は

y + 2ae−2 = e−2(x− 2a) ゆえに y = e−2(x − 4a)
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注意 f ′(a) = 0は f(a)が極値であるための必要条件であるように，f ′′(2a) = 0

は点 (2a, f(2a))が変曲点であるための必要条件である．変曲点を示すに
は，x = 2aの前後で f ′′(x)の符号が変化することを示さなければならない．

増減表で示してもよい．

(2) g(x) = −f(x+ a) = (x + a)e−x+a
a

(3) (1)の計算結果から

g′(x) = −f ′(x+ a) = −
(
x+ a

a
− 1

)
e−

x+a
a = −x

a
e−

x+a
a

x · · · 0 · · ·
g′(x) + 0 −
g(x) ↗ ae−1 ↘

b > 0より，h(x) = bg(x)の最大値 abe−1が 1であるから ab = e

(4) (1)の結果から，`と x軸との交点の x座標 4aが 4であるから a = 1

これを (3)の結果に代入して b = e

ゆえに f(x) = −xe−x，h(x) = e(x+ 1)e−x−1 = (x+ 1)e−x

h(x)− f(x) = (2x+ 1)e−x

したがって，y = f(x)と y = h(x)の交
点の x座標は

x = −1

2

−1

2
5 x 5 0において

h(x)− f(x) = 0

　

O

y

x

y = h(x)

y = f(x)

−1
2

1

求める面積を Sとすると

S =

∫ 0

− 1
2

(2x+ 1)e−x dx =

[
−(2x+ 3)e−x

]0
− 1

2

= 2
√
e − 3

�
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3.4 2018年
出題分野 1 2 3 4

1 次の問いに答えよ．

(1) log4(x− 5)− 1 5 log16 xを満たす実数 xの範囲を求めよ．

(2) x2 − 10x− 10が整数の平方となるような整数 xをすべて求めよ．

(3) 複素数平面上の単位円に内接する正六角形がある．この 6個の頂点に対応
する複素数は反時計回りに 1, z1, z2, z3, z4, z5であるとする．実数 tに対

して，z = 1 + tz1とおくとき，w =
z − z3
z4 − z3

が純虚数になるように tの値

を定めよ．また，そのときのwの値を求めよ．

2 四面体OABCがある．辺OAの中点をM，辺 BCの中点をNとし，辺OCを
p : 1 − p (0 < p < 1)に内分する点を P，辺ABを p : 1 − pに内分する点をQ

とする．
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~c とするとき，次の問いに答えよ．

(1)
−−→
PMを~a，~cおよび pを用いて表せ．

(2)
−→
PNを~b，~cおよび pを用いて表せ．

(3)
−→
PQを~a，~b，~cおよび pを用いて表せ．

(4)
−→
PQは s

−−→
PM+ t

−→
PN (s，tは実数)の形に表されることを示せ．

3 0から 9までの整数が 1つずつ書かれた 10枚のカードがある．次の問いに答
えよ．

(1) 書かれた整数の和が 3の倍数になる 3枚のカードの組合せの総数を求めよ．

(2) 10枚から 4枚を同時に選ぶとき，それら 4枚に書かれた整数の和が偶数
になる確率を求めよ．

(3) はじめ 10枚あるカードの中から，1回に 1枚ずつ選び，0が書かれたカー
ドを選ぶまで繰り返す．選んだすべてのカードに書かれた整数の和が 10

以上になる確率を求めよ．ただし，1回選んだカードは次回以降の選択肢
から除くものとする．
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4 aを定数とし，f(x) = eax sinx (0 5 x 5 π)とする．ただし，eは自然対数の底
とする．次の問いに答えよ．

(1) 定積分
∫ π

0

f(x) dxを求めよ．

(2) a =
√
3のとき，関数 y = f(x)について第 2次導関数まで求めて増減を調

べ，そのグラフをかけ．
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解答例

1 (1) log4(x− 5)− 1 5 log16 x · · · (∗)

真数は正であるから

x− 5 > 0 かつ x > 0 すなわち x > 5 · · · 1©

log4(x− 5) = log16(x− 5)2 より，(∗)は

log16(x− 5)2 5 log16 16x

底 16は 1より大きいから

(x− 5)2 5 16x 整理すると x2 − 26x+ 25 5 0

ゆえに (x− 1)(x− 25) 5 0 すなわち 1 5 x 5 25

求める実数 xの範囲は， 1©に注意して 5 < x 5 25

(2) x2 − 10x− 10 = n2 (nは整数)とおくと

(x− 5)2 − n2 = 35 ゆえに (|x− 5|+ |n|)(|x− 5| − |n|) = 35

したがって

{
|x− 5|+ |n| = 35

|x− 5| − |n| = 1
,

{
|x− 5|+ |n| = 7

|x− 5| − |n| = 5

ゆえに

{
|x− 5| = 18

|n| = 17
,

{
|x− 5| = 6

|n| = 1

よって x = 23,−13, 11,−1

(3) z4 − z3 = z5，
1

z5
= z1であるから

w =
z − z3
z4 − z3

=
1 + tz1 − z3

z5

= z1(1 + tz1 − z3)

= z1 + tz2 − z4 = z1 + tz2 − (−z1)

= 2z1 + tz2

　

O

Im

Re1−1

z1z2

z3

z4 z5

ゆえに w = 2

(
1

2
+

√
3

2
i

)
+ t

(
−1

2
+

√
3

2
i

)
= 1− t

2
+ (t+ 2)

√
3

2
i

wは，純虚数であるから 1− t

2
= 0 すなわち t = 2, w = 2

√
3i �
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2 (1)
−−→
PM =

−−→
OM−

−→
OP =

1

2
~a − p~c 　

O

A(~a)

B(~b)

C(~c)

P

Q

M

N

p

1−p

p

1−p

(2)
−→
PN =

−→
ON−

−→
OP

=
1

2
(~b+~c)− p~c

=
1

2
~b +

(
1

2
− p

)
~c

(3)
−→
OQ = (1− p)~a+ p~bより

−→
PQ =

−→
OQ−

−→
OP = (1 − p)~a + p~b − p~c

(4)
−→
PQ = s

−−→
PM+ t

−→
PNに (1)～(3)の結果を代入すると

(1− p)~a+ p~b− p~c = s

(
1

2
~a− p~c

)
+ t

{
1

2
~b+

(
1

2
− p

)
~c

}
=

s

2
~a+

t

2
~b+

(
−sp+

t

2
− pt

)
~c

s

2
= 1− p，

t

2
= p，すなわち，s = 2− 2p，t = 2pとすると

−sp+
t

2
− pt = −(2− 2p)p+

2p

2
− p·2p

= −2p+ 2p2 + p− 2p2 = −p

よって
−→
PQ = (2 − 2p)

−−→
PM + 2p

−→
PN �

3 (1) A = {0, 3, 6, 9}，B = {1, 4, 7}，C = {2, 5, 8}とする．
3枚のカードの和が 3の倍数になる組合せは，Aから 3枚，Bから 3枚，C

から 3枚，A, B, Cからそれぞれ 1枚ずつの場合であるから

4C3 + 3C3 + 3C3 + 4C1·3C1·3C1 = 4 + 1 + 1 + 4·3·3 = 42 (通り)

(2) X = {0, 2, 4, 6, 8}，Y = {1, 3, 5, 7, 9}とする．
4枚のカードの和が偶数になる組合せは，Xから 4枚，X, Y からそれぞ
れ 2枚，Y から 4枚の場合であるから，その総数は

5C4 + 5C2·5C2 + 5C4 = 5 + 10·10 + 5 = 110 (通り)

よって，求める確率は
110

10C4

=
110

210
=

11

21
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(3) 0が書かれたカードを選ぶまでに，選んだすべてのカードに書かれた整数
の和が 10未満である確率をまず求める．

(i) 1回目に 0が出るとき その確率は
1

10

(ii) 2回目に 0が出るとき その確率は
9

10
·1
9
=

1

10

(iii) 3回目に 0が出るとき
2回目までに目の和が 10未満である組合せは，次の 16通り．

目の和が 3である組合せは {1, 2}
目の和が 4である組合せは {1, 3}
目の和が 5である組合せは {1, 4}, {2, 3}
目の和が 6である組合せは {1, 5}, {2, 4}
目の和が 7である組合せは {1, 6}, {2, 5}, {3, 4}
目の和が 8である組合せは {1, 7}, {2, 6}, {3, 5}
目の和が 9である組合せは {1, 8}, {2, 7}, {3, 6}, {4, 5}

その確率は
16·2!
10·9

·1
8
=

2

45

(iv) 4回目に 0が出るとき
3回目までに目の和が 10未満である組合せは，次の 7通り．

目の和が 6である組合せは {1, 2, 3}
目の和が 7である組合せは {1, 2, 4}
目の和が 8である組合せは {1, 2, 5}, {1, 3, 4}
目の和が 9である組合せは {1, 2, 6}, {1, 3 , 5}, {2, 3, 4}

その確率は
7·3!
10·9·8

·1
7
=

1

120

(v) 5回目以降に 0が出るとき，4回目までの目は 10以上である．

(i)～(v)より，0が書かれたカードが選ぶまでに，書かれた整数の和が 10

未満である確率は
1

10
+

1

10
+

2

45
+

1

120
=

91

360

求める確率は，この余事象の確率であるから

1− 91

360
=

269

360

�
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4 (1) (eax sin x)′ = eax(a sin x+ cos x) · · · 1©
(eax cos x)′ = eax(− sinx+ a cosx) · · · 2©

1©× a− 2©より

(aeax sinx− eax cosx)′ = (a2 + 1)eax sin x

ゆえに
∫

eax sin x dx =
1

a2 + 1
eax(a sinx− cosx) + C (Cは積分定数)

よって
∫ π

0

f(x) dx =
1

a2 + 1

[
eax(a sin x− cos x)

]π
0

=
eaπ + 1

a2 + 1

(2) 1©より，a =
√
3のとき

f ′(x) = e
√
3x(

√
3 sin x+ cos x) = 2e

√
3x sin

(
x+

π

6

)
,

f ′′(x) = 2e
√
3x
{√

3 sin
(
x+

π

6

)
+ cos

(
x+

π

6

)}
= 4e

√
3x sin

(
x+

π

3

)
増減および凹凸は次のようになる．

x 0 · · · 2π
3

· · · 5π
6

· · · π

f ′(x) + + + 0 −
f ′′(x) + 0 − − −
f(x) 0 変曲点 極大 0

よって 極大値 f

(
5π

6

)
=

1

2
e

5
√

3π
6 変曲点

(
2π

3
,

√
3

2
e

2
√

3π
3

)
グラフの概形は，次のようになる．

O

y

x5π
6

π

1
2
e

5
√

3π
6

2π
3

√
3
2
e

2
√

3π
3



274 第 3章 福岡教育大学

補足 z = a+ bi，r = |z|，θ = arg zとすると 1

d

dx
{eax cos bx}= reax cos(bx + θ),

d

dx
{eax sin bx}= reax sin(bx + θ)

さらに，次式が成立する．

dn

dxn
{eax cos bx}= rneax cos(bx + nθ),

dn

dxn
{eax sin bx}= rneax sin(bx + nθ)

逆に次の積分を得る．∫
eax cos bx dx=

1

r
eax cos(bx − θ) + C,∫

eax sin bx dx=
1

r
eax sin(bx − θ) + C

本題では，f(x) = e
√
3x sinxであるから，z =

√
3 + iとすると

r = |z| = 2, θ = arg z =
π

6

したがって

f ′(x) = 2e
√
3x sin

(
x+

π

6

)
,

f ′′(x) = 22e
√
3x sin

(
x+ 2·π

6

)
= 4e

√
3x sin

(
x+

π

3

)
また，f(x) = e

√
3x sin xの不定積分は次のようになる．∫

f(x) dx =
1

2
e
√
3x sin

(
x− π

6

)
+ C

�

1http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou 2018 kouki.pdf 2 を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_2018_kouki.pdf
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3.5 2019年
出題分野 1 2 3 4

1 次の問いに答えよ．

(1) 連立方程式  log2(1− x)− 2 log4(y + 6) = −2

3·2x +
(

1√
2

)y

= 2

を解け．

(2) m，nを自然数とする．m2 + 1と n2 + 1がともに 5で割り切れるならば，
m3n3 −mnも 5で割り切れることを示せ．

(3)

∫ π
3

π
6

dx

sinx
の値を求めよ．

2 aを正の定数とする．座標平面上の点A(a, 0)，点B(−a, 0)について，次の問
いに答えよ．

(1) 任意の点 P(x, y)について，(
|
−→
PA||

−→
PB|

)2
=
(−→
PA·

−→
PB
)2

+ 4a2y2

となることを示せ．ただし，
−→
PA·

−→
PBは

−→
PAと

−→
PB の内積を表し，|

−→
PA|と

|
−→
PB|はそれぞれ

−→
PAと

−→
PB の大きさを表す．

(2) 点 P(x, y)が
|
−→
PA||

−→
PB| = 2

−→
PA·

−→
PB

を満たすとき，Pはどのような図形上にあるか図示せよ．

3 1から 5までの番号を 1つずつ書いた 5枚のカードがある．この中から 1枚の
カードを引いて番号を記録して元に戻す作業を n回繰り返す．このとき，記録
した番号の和が偶数である確率を pnとする．次の問いに答えよ．

(1) p1, p2, p3を求めよ．

(2) pnと pn+1の関係式を求めよ．

(3) lim
n→∞

pnを求めよ．
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4 曲線 y =
√
1− x2 + x − 1 (0 5 x 5 1)と x軸で囲まれた部分をDとする．次

の問いに答えよ．

(1) 極値，凹凸を調べて曲線の概形を書け．

(2) Dの面積を求めよ．

(3) Dを x軸のまわりに 1回転してできる立体の体積を求めよ．
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解答例

1 (1) (∗)

 log2(1− x)− 2 log4(y + 6) = −2

3·2x +
(

1√
2

)y

= 2

(∗)の第 1式において，真数は正であるから

1− x > 0, y + 6 > 0 ゆえに x < 1, y > −6 · · · 1©

(∗)の第 1式から

log2(1− x)− log2(y + 6) = −2 ゆえに log2
1− x

y + 6
= log2

1

4

上の第 2式から
1− x

y + 6
=

1

4
すなわち y = −4x− 2 · · · 2©

これを (∗)第 2式に代入すると

3·2x +
(

1√
2

)−4x−2

= 2 ゆえに 3·2x + 2·22x = 2

ここで，t = 2xとおくと (t > 0)

3t+ 2t2 = 2 ゆえに (t+ 2)(2t− 1) = 0

t > 0に注意して t =
1

2
ゆえに 2x = 2−1 すなわち x = −1

したがって， 1©に注意して，これを 2©に代入すると y = 2

よって x = −1, y = 2

(2) m3n3 −mn = mn(m2n2 − 1) = mn(m2n2 + n2 − n2 − 1)

= mn{n2(m2 + 1)− (n2 + 1)}

m2 + 1と n2 + 1がともに 5で割り切れるから，次式は 5で割り切れる．

m3n3 −mn

別解 条件から

m2 + 1 ≡ 0, n2 + 1 ≡ 0 ゆえに m2 ≡ −1, n2 ≡ −1 (mod 5)

したがって m2n2 ≡ (−1)2 ゆえに m2n2 − 1 ≡ 0 (mod 5)

よって m3n3 −mn = mn(m2n2 − 1) ≡ 0 (mod 5)

(3)

∫ π
3

π
6

dx

sinx
=

1

2

∫ π
3

π
6

(
sinx

1− cos x
+

sin x

1 + cosx

)
dx =

1

2

[
log

1− cosx

1 + cos x

]π
3

π
6

= log
3 + 2

√
3

3
�
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2 (1) (p2 + q2)(r2 + s2) = (pr + qs)2 + (ps− qr)2

−→
PA = (p, q)，

−→
PB = (r, s)とすると，上式から(
|
−→
PA||

−→
PB|

)2
=
(−→
PA·

−→
PB
)2

+ (ps− qr)2 · · · (∗)

P(x, y)，A(a, 0)，B(−a, 0)であるから
−→
PA = (a− x,−y),

−→
PB = (−a− x,−y) · · · 1©

ここでは，p = a− x，q = −y，r = −a− x，s = −yより

ps− qr = (a− x)(−y)− (−y)(−a− x) = −2ay

これを (∗)に代入すると，次式を得る．(
|
−→
PA||

−→
PB|

)2
=
(−→
PA·

−→
PB
)2

+ 4a2y2

(2) |
−→
PA||

−→
PB| = 2

−→
PA·

−→
PB · · · (∗∗)

1©より
−→
PA·

−→
PB = (a− x)(−a− x) + (−y)·(−y)

= x2 + y2 − a2 · · · 2©

|
−→
PA||

−→
PB| = 0 であるから，(∗∗)， 2©より

x2 + y2 − a2 = 0 ゆえに x2 + y2 = a2 · · · 3©

(∗∗)を (1)の結果に代入して整理すると

3(
−→
PA·

−→
PB)2 = 4a2y2 ゆえに

−→
PA·

−→
PB = ± 2a√

3
y

上の第 2式に 2©を代入すると

x2 + y2 − a2 = ± 2a√
3
y

x2 +

(
y ∓ a√

3

)2

=
4a2

3
· · · 4©

3©， 4©より，点Pの描く図形は，右の
図の実線部分である．

　

O

y

x
AB

a√
3

a−a

√
3a

− a√
3

−
√
3a

a

−a

�



3.5. 2019年 279

3 (1) 1回の試行で偶数のカードを引く確率から

p1 =
2

5

2回とも偶数または奇数のカードを引く確率から

p2 =

(
2

5

)2

+

(
3

5

)2

=
13

25

3回とも偶数または 1回だけ偶数のカードを引く確率から

p3 =

(
2

5

)3

+ 3C1

(
2

5

)(
3

5

)2

=
62

125

(2) 条件から，次の確率漸化式が成立する．

pn+1 =
2

5
pn +

3

5
(1− pn) よって pn+1 =

3

5
−

1

5
pn

(3) (2)の結果から pn+1 −
1

2
= −1

5

(
pn −

1

2

)
{
pn −

1

2

}
は，初項 p1 −

1

2
= − 1

10
，公比−1

5
の等比数列であるから

pn −
1

2
= − 1

10

(
−1

5

)n−1

ゆえに pn =
1

2

{
1 +

(
−1

5

)n}

よって lim
n→∞

pn =
1

2
�
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4 (1) y =
√
1− x2 + x− 1 (0 5 x 5 1)より

y′ = − x√
1− x2

+ 1, y′′ = −

√
1− x2 − x· −x√

1− x2

1− x2

= −(1− x2) + x2

(1− x2)
3
2

= − 1

(1− x2)
3
2

y′ = 0とすると − x√
1− x2

+ 1 = 0

これを解いて x =
1√
2

x 0 · · · 1√
2

· · · 1

y′ + 0 −
y′′ − − −
y 0 極大 0

　

O

y

x11√
2

√
2−1

x =
1√
2
のとき極大値

√
2 − 1

(2) 領域Dの面積を Sとすると

S =

∫ 1

0

(
√
1− x2 + x− 1) dx

=

∫ 1

0

√
1− x2 dx+

[
x2

2
− x

]1
0∫ 1

0

√
1− x2 dxは半径 1の円の面積の

1

4
であるから S =

π

4
−

1

2

(3) 求める立体の体積を V とすると

V

π
=

∫ 1

0

(
√
1− x2 + x− 1)2 dx

=

∫ 1

0

2x
√
1− x2 dx− 2

∫ 1

0

(
√
1− x2 + x− 1) dx

=

[
−2

3
(1− x2)

3
2

]1
0

− 2S

=
2

3
− 2

(
π

4
− 1

2

)
=

5

3
− π

2

よって V = π

(
5

3
−

π

2

)
�
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3.6 2020年
出題分野 1 2 3 4

1 次の問いに答えよ．

(1) 方程式 |3x2 − 8x+ 4| = 7x− 8を解け．

(2) xy平面において，x座標と y座標がともに整数である点を格子点という．
nを自然数とするとき，連立不等式{

y = x2 − nx

y 5 nx

の表す領域に含まれる格子点の個数を nを用いて表せ．

(3) x > 1のとき

log8

(
x3

16

)
+ logx

(
8

3
√
x2

)
の最小値と，最小値をとるときの xの値を求めよ．

2 nを自然数とする．次の問いに答えよ．

(1) 複素数 zが z 6= 1，|z| = 1をみたしているとき，
z

(1− z)2
は実数であるこ

とを示せ．

(2) 複素数 zが z 6= 1をみたしているとき，

n∑
k=1

kzk =
z

(1− z)2
{1− (n+ 1)zn + nzn+1}

が成り立つことを nに関する数学的帰納法で示せ．

(3) 実数 θが cos θ 6= 1をみたしているとき，

n∑
k=1

k cos kθ =
1

2(cos θ − 1)
{1− (n+ 1) cosnθ + n cos(n+ 1)θ}

が成り立つことを示せ．
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3 4OABにおいて，辺OAの中点をC，辺OBを 2 : 1の比に内分する点をD，直
線ADと直線BCの交点をPとする．また，線分OAと線分OBを辺にもつ平
行四辺形の辺と直線OPの交点のうち，O以外のものをQとする．OA = 2

√
2，

OD = 3，AD = 5であるとき，次の問いに答えよ．

(1)
−→
OAと

−→
ODの内積

−→
OA·

−→
ODの値を求めよ．また，sin∠AODの値を求めよ．

(2) s =
AP

AD
とおく．

−→
OPを s，

−→
OB，

−→
OCを用いて表し，sの値を求めよ．

(3)
−→
OQを

−→
OA，

−→
OBを用いて表せ．

(4) 4OADと四角形OAQDの面積を求めよ．

4 関数 f(x)を

f(x) =
x3 − 2

x

によって定める．次の問いに答えよ．

(1) 関数 f(x)の極値を求めよ．

(2) 曲線 y = f(x)について，原点を通る接線の方程式を求めよ．

(3) aを定数とするとき，方程式 x3 − ax − 2 = 0の異なる実数解の個数を求
めよ．

(4) 曲線 y = f(x)と x軸，および直線 x = 2で囲まれた部分の面積を求めよ．
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解答例
1 (1) 方程式 |3x2 − 8x+ 4| = 7x− 8より |(x− 2)(3x− 2)| = 7x− 8

(i)
8

7
5 x 5 2のとき −(3x2 − 8x+ 4) = 7x− 8

ゆえに (x+ 1)(3x− 4) = 0 したがって x =
4

3
(ii) 2 5 xのとき 3x2 − 8x+ 4 = 7x− 8

ゆえに (x− 1)(x− 4) = 0 したがって x = 4

よって x =
4

3
, 4

(2) y = x2 − nxと y = nxから，yを消去すると

x2 − nx = nx ゆえに x = 0, 2n

y = x2 − nx，y 5 nxを同時に満たす xの範囲は 0 5 x 5 2n

この区間において，x2 − nx 5 nxであるから，求める格子点の個数は

2n∑
k=0

{nk − (k2 − nk) + 1} =
2n∑
k=0

(1 + 2nk − k2)

= (2n+ 1) + 2n·1
2
2n(2n+ 1)

− 1

6
·2n(2n+ 1)(4n+ 1)

=
1

3
(2n + 1)(2n2 − n + 3)

(3) t = log8 xとおくと (x > 1) t > 0

log8

(
x3

16

)
= log8 x

3 − log8 16 = 3t− 4

3

logx

(
8

3
√
x2

)
= logx 8− logx

3
√
x2 =

1

t
− 2

3

したがって log8

(
x3

16

)
+ logx

(
8

3
√
x2

)
= 3t+

1

t
− 2

相加平均・相乗平均の大小関係により 3t+
1

t
− 2 = 2

√
3− 2

上式において，等号が成立するとき 3t =
1

t
ゆえに t =

1√
3

よって x = 23t = 2
√

3のとき，最小値 2
√
3 − 2 �
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2 (1) w =
z

(1− z)2
とおくと，|z| = 1より

w =
z

(1− z)2
=

z2z

z2(1− z)2
=

z(zz)

(z − zz)2
=

z|z|2

(z − |z|2)2
=

z

(z − 1)2

w = wであるから，w =
z

(1− z)2
は実数である．

(2)
n∑

k=1

kzk =
z

(1− z)2
{1− (n+ 1)zn + nzn+1} · · · (∗)

［1］n = 1のとき

(∗)の左辺 = z,

(∗)の右辺 =
z

(1− z)2
(1− 2z + z2) =

z

(1− z)2
(1− z)2 = z

このとき，(∗)は成立する．
［2］n = jのとき，(∗)が成立すると仮定すると

j∑
k=1

kzk =
z

(1− z)2
{1− (j + 1)zj + jzj+1}

上式の両辺に (j + 1)zj+1を加えると

j+1∑
k=1

kzk =
z

(1− z)2
{1− (j + 1)zj + jzj+1}+ (j + 1)zj+1

=
z

(1− z)2
{1− (j + 1)zj + jzj+1 + (j + 1)(1− z)2zj}

=
z

(1− z)2
{1− (j + 2)zj+1 + (j + 1)zj+2}

したがって，n = j + 1のときも，(∗)が成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(∗)が成立する．
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(3) z = cos θ+ i sin θとおくと，z+ z = 2 cos θより，(1)で示したwについて

w =
z

(1− z)2
=

z

1− 2z + z2
=

z

zz − 2z + z2

=
1

z + z − 2
=

1

2 cos θ − 2
=

1

2(cos θ − 1)

(2)の結果に z = cos θ + i sin θを代入すると，ド・モアブルの定理により

n∑
k=1

k{cos kθ + i sin kθ} = w[1− (n+ 1){cosnθ + i sinnθ}

+ n{cos(n+ 1)θ + i sin(n+ 1)θ}]

上式の両辺の実部を比較すると

n∑
k=1

k cos kθ =
1

2(cos θ − 1)
{1− (n+ 1) cosnθ + n cos(n+ 1)θ}

補足 f(z) =
n∑

k=1

zk =
z − zn+1

1− z
とおくと (1− z)f(z) = z − zn+1

これを zについて微分すると −f(z) + (1− z)f ′(z) = 1− (n+ 1)zn

(1− z)f ′(z) = 1− (n+ 1)zn + f(z)

= 1− (n+ 1)zn +
z − zn

1− z

=
1− (n+ 1)zn + nzn+1

1− z

ゆえに zf ′(z) =
z

(1− z)2
{1− (n+ 1)zn + nzn+1}

f ′(z) =
n∑

k=1

kzk−1より zf ′(z) =
n∑

k=1

kzk

よって
n∑

k=1

kzk =
z

(1− z)2
{1− (n+ 1)zn + nzn+1} �



286 第 3章 福岡教育大学

3 (1)
−→
AD =

−→
OD−

−→
OAより

|
−→
AD|2 = |

−→
OD|2 − 2

−→
OA·

−→
OD+ |

−→
OA|2

−→
OA·

−→
OD =

|
−→
OA|2 + |

−→
OD|2 − |

−→
AD|2

2

=
8 + 9− 25

2
= −4

　

O C A

B Q

D
2

1

P

E

ゆえに cos∠AOD =

−→
OA·

−→
OD

|
−→
OA||

−→
OD|

=
−4

2
√
2·3

= −
√
2

3

よって sin∠AOD =
√
1− cos2 ∠AOD =

√
1− 2

9
=

√
7

3

(2) Pは線分ADを s : 1− sに内分する点であるから

−→
OP = (1− s)

−→
OA+ s

−→
OD = (1− s)·2

−→
OC+ s·2

3

−→
OB

=
2s

3

−→
OB + 2(1 − s)

−→
OC

PはBC上の点であるから
2s

3
+ 2(1− s) = 1 これを解いて s =

3

4

(3) (2)の結果から
−→
OP =

1

2

−→
OB+

1

2

−→
OC · · · 1©

−→
OE =

−→
OA+

−→
OBとすると，

−→
OC =

1

2

−→
OAより

−→
OC =

1

2
(
−→
OE−

−→
OB) · · · 2©

2©を 1©に代入すると

−→
OP =

1

2

−→
OB+

1

2
·1
2

(−→
OE−

−→
OB
)
=

1

4

−→
OB+

1

4

−→
OE =

1

2
·
−→
OB+

−→
OE

2

Qは直線BE上の点であるから

−→
OQ =

−→
OB+

−→
OE

2
=

−→
OB+ (

−→
OA+

−→
OB)

2
=

−→
OA + 2

−→
OB

2

(4) (1)，(3)の結果から

4OAD =
1

2
OA·ODsin∠AOD =

1

2
·2
√
2·3·

√
7

3
=

√
14

4OAQ = 4OAB =
3

2
4OAD =

3

2

√
14

4OQD =
2

3
4OQB =

2

3
·1
2
4OBE =

1

3
4OAB =

1

2

√
14

四角形OAQD = 4OAQ+4OQD =
3

2

√
14 +

1

2

√
14 = 2

√
14 �
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4 (1) f(x) =
x3 − 2

x
= x2 − 2

x
より

f ′(x) = 2x+
2

x2
=

2

x2
(x+ 1)(x2 − x+ 1)

x · · · −1 · · · 0 · · ·
f ′(x) − + +

f(x) ↘ 極小 ↗ ↗

　

O

y

x3√2−1

3

lim
x→±∞

f(x) = ∞， lim
x→−0

f(x) = ∞， lim
x→+0

f(x) = −∞

よって 極小値 f(−1) = 3

(2) 曲線 y = f(x)上の点 (t, f(t))における接線の方程式は

y − t3 − 2

t
=

(
2t+

2

t2

)
(x− t) すなわち y =

2(t3 + 1)

t2
x− t2 − 4

t

これが原点を通るから

−t2 − 4

t
= 0 これを解いて t = − 3

√
4

よって，求める接線の方程式は y = −
3
3
√
2
x

(3) x = 0は方程式 x3 − ax− 2 = 0の解ではないから

a =
x3 − 2

x

方程式の実数解の個数は，y = f(x)と直線 y = aの交点の個数に等しい．

したがって，(1)で示したグラフの概形から，求める実数解の個数は

a < 3 のとき 1個, a = 3 のとき 2個, 3 < a のとき 3個

(4) f(x) = 0の解は x = 3
√
2， 3

√
2 5 x 5 2において f(x) = 0

求める面積を Sとすると

S =

∫ 2

3√2

x3 − 2

x
dx =

[
x3

3
− 2 log x

]2
3√2

= 2 −
4

3
log 2

�



288 第 3章 福岡教育大学

3.7 2021年
出題分野 1 2 3 4

1 次の問いに答えよ．

(1) 0 < a < 1のとき loga2(3− x) 5 loga(2x− 3)を満たす xの範囲を求めよ．

(2) 半径 rの円に内接する正 n角形の面積を Snとするとき，

lim
n→∞

Sn = πr2

となることを示せ．

(3) 4ABCにおいて，AB = 3，AC = 4であって，
−→
ABと

−→
ACの内積が

−→
AB·

−→
AC =

4
√
5を満たす．点 Pが次の条件を満たしながら動くとき，点 Pの存在範

囲の面積を求めよ．

−→
AP = s

−→
AB + t

−→
AC, s = 0, t = 0, 1 5 3

2
s+

4

3
t 5 2

2 下の表のように，正の偶数を並べ，上からm行目，左からn列目の数をa(m, n)

と表すことにする．例えば，a(3, 2) = 16である．

2 6 12 20 30 · · ·
4 10 18 28 · · · · · ·
8 16 26 · · · · · · · · ·
14 24 · · · · · · · · · · · ·
22 34 · · · · · · · · · · · ·
32 · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

次の問いに答えよ．

(1) a(m, n) = 360のとき，m，nの値を求めよ．

(2) a(m, n)をm，nを用いて表せ．

(3) cを 2以上の整数とするとき，m+ n = cとなる a(m, n)の和 Sc を cを用
いて表せ．
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3 zを z 6= 1, z 6= −1, z 6= i, z 6= −i, |z| = 1を満たす複素数とし，

w =
1 + z

1− z

とおく．次の問いに答えよ．ただし，iは虚数単位を表す．

(1) wは純虚数であることを示せ．

(2) 複素数平面において，1，z，wを表す 3点が一直線上にあることを示せ．

(3) 複素数
w − z

i− z
の偏角 θのとりうる値のうち，0 5 θ < 2πを満たすものを

全て求めよ．

4 f(x) =
2x

x2 + 2
とする．次の問いに答えよ．

(1) 関数 f(x)の極値を求めよ．

(2) 曲線 y = f(x)と直線 x = −1，x = 2および x軸によって囲まれる部分の
面積を求めよ．

(3) aを実数とするとき，関数 f(x)の区間 a 5 x 5 a+ 1における最大値を求
めよ．
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解答例
1 (1) 0 < a < 1 のとき loga2(3− x) 5 loga(2x− 3) · · · (∗)

真数は正であるから

3− x > 0, 2x− 3 > 0 すなわち
3

2
< x < 3 · · · 1©

(∗)より loga2(3− x) 5 loga2(2x− 3)2

0 < a2 < 1であるから 3− x = (2x− 3)2

整理すると 4x2 − 11x+ 6 5 0 ゆえに (x− 2)(4x− 3) 5 0

これを解いて
3

4
5 x 5 2 · · · 2©

1©, 2©の共通範囲を求めて
3

2
< x 5 2

(2) θn =
2π

n
とすると n =

2π

θn

Sn = n× 1

2
r2 sin θn

=
2π

θn
·1
2
r2 sin θn = πr2·sin θn

θn

n → ∞のとき，θn → +0であるから

lim
n→∞

Sn = lim
θn→+0

πr2·sin θn
θn

= πr2

　

θn

r



3.7. 2021年 291

(3)
−→
AB，

−→
ACのなす角を θとすると

cos θ =

−→
AB·

−→
AC

|
−→
AB||

−→
AC|

=
4
√
5

3·4
=

√
5

3

sin θ =
√
1− cos2 θ =

√
1− 5

9
=

2

3

−→
AP = s

−→
AB+ t

−→
AC，s = 0，t = 0，1 5 3

2
s+

4

3
t 5 2より

−→
AP =

3

2
s

(
2

3

−→
AB

)
+

4

3
t

(
3

4

−→
AC

)

s′ =
3

2
s，t′ =

4

3
t，

−−→
AB′ =

2

3

−→
AB，

−−→
AC′ =

3

4

−→
ACとおくと

−→
AP = s′

−−→
AB′ + t′

−−→
AC′, s′ = 0, t′ = 0, 1 5 s′ + t′ 5 2

AB = 3，AC = 4より

AB′ =
2

3
AB = 2, AC′ =

3

4
AC = 3

4AB′C′の面積は

4AB′C′ =
1

2
·2·3 sin θ =

1

2
·2·3·2

3
= 2

　

A

B′′ C′′

B′
C′

C
B

θ

−−→
AB′′ = 2

−−→
AB′，

−−→
AC′′ = 2

−−→
AC′とすると，求める面積 Sは，台形 B′C′C′′B′′

の面積であるから

S = (22 − 1)4AB′C′ = 3·2 = 6

�
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2 (1) 1行目の数 a(1, n)に着目すると

a(1, n) = 2
n∑

k=1

k = n(n+ 1) (∗)

a(1, 18) = 18·19 = 342，a(1, 19) = 19·20 = 380であるから

a(19, 1) = 342 + 2

a(18, 2) = 342 + 2·2
a(17, 3) = 342 + 2·3

...

a(11, 9) = 342 + 2·9 = 360

よって m = 11, n = 9

(2) (∗)により，a(1, m+ n− 2) = (m+ n− 2)(m+ n− 1)であるから

a(m+ n− 1, 1) = (m+ n− 2)(m+ n− 1) + 2

a(m+ n− 2, 2) = (m+ n− 2)(m+ n− 1) + 2·2
a(m+ n− 3, 3) = (m+ n− 2)(m+ n− 1) + 2·3

...

よって a(m, n)= (m + n − 2)(m + n − 1) + 2n

別解 群数列 2 | 4, 6 | 8, 10, 12 | 14, 16, 18, 20 |, · · · の第 i群の j番目は

2

(
i−1∑
k=1

k + j

)
= i(i− 1) + 2j

a(m, n)は第m+ n− 1群の n番目より，i = m+ n− 1，j = nとする．

(3) (2)の諸式から，m+ n = cより，k = 1, 2, 3, · · · , c− 1に対して

a(c− k, k) = (c− 2)(c− 1) + 2k

したがって Sc =
c−1∑
k=1

a(c− k, k)

=
c−1∑
k=1

{(c− 2)(c− 1) + 2k}

= (c− 2)(c− 1)2 + (c− 1)c

= (c − 1)(c2 − 2c + 2)

�



3.7. 2021年 293

3 (1) w =
1 + z

1− z
より (|z| = 1)

w + w =
1 + z

1− z
+

1 + z

1− z
=

1 + z

1− z
+

z + 1

z − 1
= 0

z 6= −1より，w =
1 + z

1− z
6= 0であるから，wは純虚数である．

(2) w =
1 + z

1− z
より (|z| = 1)

w − 1 =
1 + z

1− z
− 1 =

2z

1− z
=

2z(1− z)

(1− z)(1− z)
=

2(z − 1)

|1− z|2

したがって
w − 1

z − 1
=

2

|z − 1|2
w − 1

z − 1
が実数であるから，3点 1, z, wは同一直線上にある．

(3) w =
1 + z

1− z
より

w − z

i− z
=

1

i− z

(
1 + z

1− z
− z

)
=

1 + z2

(i− z)(1− z)
=

i+ z

1− z

zは z 6= 1, z 6= −iである原点を中心とする単位円周上の点である．

O

Im

Re
1

1

−1

z

z

−1

π
4

3π
4

上の図から arg
1− z

−i− z
=

π

4
· · · 1© または arg

−i− z

1− z
=

3π

4
· · · 2©

1©より arg
−i− z

1− z
= −π

4
ゆえに arg

i+ z

1− z
=

3π

4

2©より arg
i+ z

1− z
=

7π

4

θ = arg
w − z

i− z
= arg

i+ z

1− z
(0 5 θ < 2π)より θ =

3π

4
,
7π

4
�
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4 (1) f(x) =
2x

x2 + 2
より f ′(x) =

2(x2 + 2)− 2x·2x
(x2 + 2)2

=
2(2− x2)

(x2 + 2)2

x · · · −
√
2 · · ·

√
2 · · ·

f ′(x) − 0 + 0 −
f(x) ↘ 極小 ↗ 極大 ↘

O

y

x
√
2

−
√
2

√
2
2

−
√
2
2

よって 極大値 f(
√
2) =

√
2

2
，極小値 f(−

√
2) = −

√
2

2

(2) y = f(x)のグラフは原点に関して対称であるから，求める面積を Sは

S =

∫ 1

0

f(x) dx+

∫ 2

0

f(x) dx

=

[
log(x2 + 2)

]1
0

+

[
log(x2 + 2)

]2
0

= log
3

2
+ log 3 = log

9

2

(3) f(a) = f(a+ 1)とすると
2a

a2 + 1
=

2(a+ 1)

(a+ 1)2 + 1

整理すると (a+ 2)(a− 1) = 0 ゆえに a = −2, 1

したがって，関数 f(x)の区間 a 5 x 5 a+ 1における最大値は

a < −2 のとき f(a) =
2a

a2 + 2

−2 5 a <
√
2− 1 のとき f(a+ 1) =

2a + 2

a2 + 2a + 3
√
2− 1 5 a <

√
2 のとき f(

√
2) =

1
√
2

√
2 5 a のとき f(a) =

2a

a2 + 2
�
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3.8 2022年
出題分野 1 2 3 4

1 次の問いに答えよ．

(1) z，wを複素数とする．|z| = 1または |w| = 1のとき

|zw + 1| = |z + w|

が成り立つことを示せ．ただし，wはwの共役な複素数を表す．

(2) a，rを実数とし，a > 0，r 6= 0とする．{bn}を初項 2，公比 rの等比数
列とするとき，次の条件によって定められる数列 {an}の一般項を求めよ．
ただし，eは自然対数の底とする．

a1 = a, an+1 = an
rebn (n = 1, 2, 3, · · · )

(3) θを sin θ 6= 0である実数とし，nを自然数とする．nに関する数学的帰納
法によって次の等式を示せ．

1 + 2
n∑

k=1

cos 2kθ =
sin(2n+ 1)θ

sin θ

2 nを 6以下の自然数とする．1個のさいころを 3回続けて投げるとき，出た目
の最大値が nとなる確率をPnとし，出た目の最小値が nとなる確率を pnとす
る．次の問いに答えよ．

(1) P1, p1をそれぞれ求めよ．

(2) Pn, pnをそれぞれ nを用いて表せ．

(3) Pn 5 pnを満たす nをすべて求めよ．

3 複素数 zの実部と虚部がともに正であり，zは

z2 +
1

z2
= 1

を満たしている．次の問いに答えよ．

(1) zを極形式で表せ．ただし，偏角 θは 0 5 θ < 2πとする．

(2) z100 +
1

z100
を求めよ．

(3) 複素数平面上の 3点 z, z2, z100+
1

z100
を頂点とする三角形の面積を求めよ．
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4 次の問いに答えよ．ただし，対数は自然対数とする．

(1) kが自然数のとき，次の不等式を示せ．

1

k + 1
5
∫ k+1

k

1

x
dx 5 1

k

(2) nが 2以上の自然数のとき，次の不等式を示せ．

log(n+ 1) 5
n∑

k=1

1

k
5 1 + log n

(3) 極限 lim
n→∞

1

log n

n∑
k=1

1

k
を求めよ．
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解答例
1 (1) |z| = 1のとき，zz = 1より

|zw + 1| = |zw + zz| = |z(w + z)|
= |z||z + w| = |z + w| = |z + w|

|w| = 1のとき，ww = 1より

|zw + 1| = |w||zw + 1| = |w(zw + 1)|
= |zww + w| = |z + w|

(2) 漸化式 a1 = a > 0, an+1 = an
rebnより，an > 0に注意して

log an+1 = r log an + bn

{bn}は初項 2，公比 rの等比数列より，bn = 2rn−1であるから

log an+1 = r log an + 2rn−1 ゆえに
log an+1

rn+1
=

log an
rn

+
2

r2{
log an
rn

}
は初項

log a

r
，公差

2

r2
の等差数列であるから

log an
rn

=
log a

r
+

2

r2
(n− 1)

したがって log an = rn−1 log a+ 2rn−2(n− 1)

よって an = ern−1 log a+2rn−2(n−1)

補足 an = ar
n−1

e2r
n−2(n−1)と表記してもよい．

(3) 加法定理により

sin(2k + 1)θ = sin 2kθ cos θ + cos 2kθ sin θ

sin(2k − 1)θ = sin 2kθ cos θ − cos 2kθ sin θ

上の第 1式から第 2式を引くと

sin(2k + 1)θ − sin(2k − 1)θ = 2 sin θ cos 2kθ

sin θ 6= 0であるから

2 cos 2kθ =
sin(2k + 1)θ

sin θ
− sin(2k − 1)θ

sin θ
(∗)
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nを自然数とする等式

1 + 2
n∑

k=1

cos 2kθ =
sin(2n+ 1)θ

sin θ

を (A)とする．

［1］n = 1のとき，k = 1を (∗)に代入すると

2 cos 2θ =
sin 3θ

sin θ
− sin θ

sin θ
ゆえに 1 + 2 cos 2θ =

sin 3θ

sin θ

よって，n = 1のとき，(A)は成立する．

［2］n = mのとき，(A)が成立すると仮定すると

1 + 2
m∑
k=1

cos 2kθ =
sin(2m+ 1)θ

sin θ

k = m+ 1を (∗)に代入すると

2 cos 2(m+ 1)θ =
sin(2m+ 3)θ

sin θ
− sin(2m+ 1)θ

sin θ

上の 2式の辺々を加えると

1 + 2
m+1∑
k=1

cos 2kθ =
sin(2m+ 3)θ

sin θ

よって，n = m+ 1のときも (A)は成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(A)は成立する． �
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2 (1) P1は 3回続けて 1の目が出る確率であるから P1 =

(
1

6

)3

=
1

216

出た目の最小値が 2以上である確率は
(
5

6

)3

p1はこの余事象の確率であるから p1 = 1−
(
5

6

)3

=
91

216

(2) 出た目の最大値が n以下である確率は
(n
6

)3
出た目の最大値が n− 1以下である確率は

(
n− 1

6

)3

したがって Pn =
(n
6

)3
−
(
n− 1

6

)3

=
3n2 − 3n + 1

216

出た目の最小値が n以上である確率は
(
7− n

6

)3

出た目の最小値が n+ 1以上である確率は
(
6− n

6

)3

したがって pn =

(
7− n

6

)3

−
(
6− n

6

)3

ここで，A = 7− nとおくと，前の計算に注意して

pn =

(
A

6

)3

−
(
A− 1

6

)3

=
3A2 − 3A+ 1

216
(∗)

よって pn =
3(7− n)2 − 3(7− n) + 1

216
=

3n2 − 39n + 127

216

(3) Pnおよび (∗)を Pn 5 pnに代入すると

3n2 − 3n+ 1

216
5 3A2 − 3A+ 1

216

ゆえに (n− A)(n+ A− 1) 5 0 すなわち 6(2n− 7) 5 0

nは 6以下の自然数であるから n = 1, 2, 3

補足 Pn, pnの結果をそのまま利用してもよい． �
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3 (1) z2 +
1

z2
= 1より

(
z +

1

z

)2

= 3,

(
z − 1

z

)2

= −1

したがって z +
1

z
= ±

√
3, z − 1

z
= ±i

上の 2式から z = ±
√
3

2
± 1

2
i (複号任意)

zの実部と虚部がともに正であるから

z =

√
3

2
+

1

2
i = cos

π

6
+ i sin

π

6

(2) (1)の結果から

z100 =
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)100
= cos

100π

6
+ i sin

100π

6

= cos

(
16π +

2π

3

)
+ i sin

(
16π +

2π

3

)
= −1

2
+

√
3

2
i

zz = 1より，
1

z
= zであるから

1

z100
= z100 = −1

2
−

√
3

2
i よって z100 +

1

z100
= −1

(3) 3点−1, z, z2を頂点とする三角形の面積を Sとすると 2

S =
1

2

∣∣Im{(z + 1)(z2 + 1)}
∣∣

このとき (z + 1)(z2 + 1) = (z + 1)(z2 + 1)

= z + z + 1 + z2

したがって Im{(z + 1)(z2 + 1)} = Im(z2) =

√
3

2

よって，三角形の面積は S =
1

2

∣∣Im{(z + 1)(z2 + 1)}
∣∣ = √

3

4
�

2http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai ri 2020.pdf 2 (2)を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2020.pdf
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4 (1) k 5 x 5 k + 1のとき (kは自然数)
1

k + 1
5 1

x
5 1

k∫ k+1

k

1

k + 1
dx 5

∫ k+1

k

1

x
dx 5

∫ k+1

k

1

k
dx

したがって
1

k + 1
5
∫ k+1

k

1

x
dx 5 1

k

(2) (1)の結果から
n−1∑
k=1

1

k + 1
5

n−1∑
k=1

∫ k+1

k

1

x
dx =

∫ n

1

1

x
dx

両辺に 1を加えると
n∑

k=1

1

k
5 1 + log n (∗)

(1)の結果から
n∑

k=1

∫ k+1

k

1

x
dx 5

n∑
k=1

1

k

∫ n+1

1

1

x
dx 5

n∑
k=1

1

k
ゆえに log(n+ 1) 5

n∑
k=1

1

k
(∗∗)

(∗)，(∗∗)より

log(n+ 1) 5
n∑

k=1

1

k
5 1 + log n

(3) (2)の結果から，nを 2以上の自然数とすると

log(n+ 1)

log n
5 1

log n

n∑
k=1

1

k
5 1

log n
+ 1

ここで

lim
n→∞

log(n+ 1)

log n
= lim

n→∞

{
log(n+ 1)− log n

log n
+ 1

}
= lim

n→∞

{
log
(
1 + 1

n

)
log n

+ 1

}
= 1,

lim
n→∞

(
1

log n
+ 1

)
= 1

はさみうちの原理により lim
n→∞

1

log n

n∑
k=1

1

k
= 1 �





第 4 章 佐賀大学
出題分野
(理工学部 医学部 農学部 文化教育学部)

理工学部 出題分野 (2011-2022) 120分

J 佐賀大学 理工学部 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式 2 2

I 2次関数
図形と計量 1

データの分析
式と証明
複素数と方程式

II 図形と方程式
三角関数 1

指数関数と対数関数
微分法と積分法 1 4

式と曲線 4

複素数平面 3 4 4 4

関数
III 極限 2·4 1

微分法とその応用 3 2·3 3·4 2 2 3·4
積分法 3 2 4

積分法の応用 3 3 1 1·2 2 2·3 3 3 3 3

場合の数と確率 3 4 4 1 1 2

A 整数の性質
図形の性質
平面上のベクトル 1 1 1 2 3

B 空間のベクトル 1 3 2 1

数列 1 2

確率分布と統計
C 行列 (旧課程) 4 4 2 数字は問題番号

303

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2014.pdf
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医学部 出題分野 (2013-2022) 120分

J 佐賀大学 医学部 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式 5

I 2次関数
図形と計量 1

データの分析
式と証明
複素数と方程式 5

II 図形と方程式
三角関数
指数関数と対数関数
微分法と積分法 4

式と曲線 5 3

複素数平面 7 4 7 6

関数 5

III 極限 2·4 7 1

微分法とその応用 4·6 5 2 6

積分法 7 5 6 5 6

積分法の応用 6 5 5 2·3 6 3 3

場合の数と確率 3 4 4 5 1 5

A 整数の性質 6 5 8

図形の性質
平面上のベクトル 3

B 空間のベクトル 3 1

数列 4 1

確率分布と統計
C 行列 (旧課程) 6 数字は問題番号

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2014.pdf
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農学部 出題分野 (2011-2022) 120分

J 佐賀大学 農学部 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式 2 7 8 2

I 2次関数 8

図形と計量 1

データの分析
式と証明
複素数と方程式 8

II 図形と方程式 5 8

三角関数 1 8 9 9

指数関数と対数関数 6 9

微分法と積分法 1·5 7 9 10 9 9 6 7·8 10 7 6 7

場合の数と確率 11 4 4 7 9 1 1 2

A 整数の性質
図形の性質
平面上のベクトル 1 1 1 2 3

B 空間のベクトル 1 8 8 2 1

数列 6 5 7 1

確率分布と統計
数字は問題番号

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2014.pdf
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文化教育学部 出題分野 (2011-2022) 100分

J 佐賀大学 文化教育 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式 9 7 2

I 2次関数
図形と計量 1

データの分析
式と証明
複素数と方程式

II 図形と方程式 7

三角関数 9 9

指数関数と対数関数 6

微分法と積分法 10 9 9 10 9 9 6 7 10 7 6 7

場合の数と確率 10 11 4 7 9 1 2

A 整数の性質
図形の性質 8

平面上のベクトル 1 1 2

B 空間のベクトル 1 8 2 1

数列 8 11 7 1

確率分布と統計
数字は問題番号

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2014.pdf
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4.1 2015年
• 理工学部 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (120分)

• 医学部 3 4 5 6 数 I・II・III・A・B (120分)

• 農学部 4 7 8 9 数 I・II・A・B (120分)

• 文化教育学部 7 8 9 数 I・II・A・B (100分)

1 f(x) =

{
x(5− x) (x = 0)

x(x2 − 1) (x < 0)

とおき，関数 y = f(x)のグラフを Cとおく．直線 y = axと Cは，原点Oお
よびそれ以外の 2点 P，Qで交わっているものとする．ただし，点 Pの x座
標は正，点Qの x座標は負であるとする．線分OPと C によって囲まれる図
形の面積を S1(a)，線分 OQと C によって囲まれる図形の面積を S2(a)とし，
S(a) = S1(a) + S2(a)とおく．このとき，次の問に答えよ．

(1) aの値の範囲を求めよ．

(2) S1(a)を aを用いて表せ．

(3) S2(a)を aを用いて表せ．

(4) (1)で求めた範囲を aが変化するとき，S(a)の最小値を求めよ．

2 直線 ` : y = ax + bと曲線C : y = log x (x > 0)は接するものとする．ただし，
a，bは定数であり，a > 0とする．このとき，次の問に答えよ．

(1) bを aを用いて表せ．

(2) `と C および x軸で囲まれた図形の面積を Sとする．0 < a < 1のとき，
Sを aを用いて表せ．
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3 点 O を原点とし，x 軸，y 軸，z 軸を座標軸とする座標空間において，3 点
A(1, 0, 0)，B(2, 0, 0)，C(1, 0, 1)がある．点Aを中心とするxy平面上の半径

1の円周上に点Pをとり，図のように θ = ∠BAPとおく．ただし，π

2
< θ <

3

2
π

とする．また，直線 CPと yz平面の交点をQとおく．このとき，次の問に答
えよ．

(1) 点 Pの座標を θを用いて表せ．

θ

O

Bx

y

z

A P

(2) 点Qの座標を θを用いて表せ．

(3) θの値が
π

2
< θ <

3

2
πの範囲で変化するとき，

yz平面における点Qの軌跡の方程式を求め，
その概形を図示せよ．

4 正方形の 4個の頂点を，時計回りに順にA，B，C，Dとする．頂点Aから出
発して頂点上を時計回りに点Pを進めるゲームを行う．硬貨を 1回投げるごと
に，表が出たときには頂点 1つ分だけ点Pを進め，裏が出たときには頂点 2つ
分だけ点Pを進めるものとする．ただし，点Pが頂点Dにとまった時点でゲー
ムは終わるものとする．
硬貨を n回投げ終えた時点で点Pが頂点Aに到達する確率を pnとするとき，

次の問に答えよ．

(1) p2，p3を求めよ．

(2) p4，p5を求めよ．

(3) p12を求めよ．

5 a，bは定数であり，0 < a < bとする．定積分

I =

∫ 1

0

a1−tbt dt

について，次の問に答えよ．

(1) Iを求めよ．

(2) 0 5 t 5 1のとき，
a1−tbt + atb1−t = 2

√
ab

であることを示せ．また，I >
√
abを示せ．

(3) 0 < t < 1とする．x > 1のとき，次の不等式が成り立つことを証明せよ．

xt < 1 + t(x− 1)

(4) (3)の不等式を利用して，I <
a+ b

2
を示せ．
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6 pを素数とするとき，次の問に答えよ．

(1) 2つの自然数m，nの最大公約数は 1であるとし，x =
n

m
とおく．pxが有

理数であるならば，m = 1であることを示せ．

(2) 方程式
px = −x2 + 9x− 5

が有理数の解 xをもつような組 (p, x)をすべて求めよ．

7 等差数列 {an}は

a1 =
1

6
,

40∑
k=11

ak = 250

を満たすとする．このとき，次の問に答えよ．

(1) 数列 {an}の一般項を求めよ．
(2) an 5 10となる nの最大値N を求めよ．

(3) (2)で求めたN に対して，和
N∑
k=1

akを求めよ．

8 a，b，cを正の定数とし，3点A(a, 0, 0)，B(0, b, 0)，C(0, 0, c)の定める平面を
αとする．また，原点をOとし，平面αに垂直な単位ベクトルを~n = (n1, n2, n3)

とする．ただし，n1 > 0とする．このとき，次の問に答えよ．

(1) ~nを求めよ．

(2) 平面 α上に点 Hがあり，直線 OHは αに垂直であるとする．
−→
OHおよび

|
−→
OH|を求めよ．

(3) 4ABCの面積を S，4OBCの面積を S1とする．四面体OABCの体積を
考えることにより，S1 = n1Sであることを示せ．

9 aを定数とし，関数

f(θ) = sin3 θ + a cos 2θ +
21

4
sin θ

は f
(π
2

)
=

13

4
を満たすものとする．このとき，次の問に答えよ．

(1) aの値を求めよ．

(2) t = sin θとおくとき，f(θ)を tを用いて表せ．

(3) −π

2
5 θ 5 π

2
における f(θ)の最大値，最小値を求めよ．また，そのとき

の θの値を求めよ．
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解答例

1 (1) 直線 y = axを `とする．
x > 0のとき，Cと `の共有点の x座標は

x(5− x) = ax ゆえに x(x− 5 + a) = 0

よって，点 Pの x座標は x = 5− a

x < 0のとき，Cと `の共有点の x座標は

x(x2−1) = ax ゆえに x(x2−a−1) = 0

よって，点Qの x座標は x = −
√
a+ 1

　

O

y

x

P

Q

S1(a)

S2(a)

5
−1

C

`

P，Qそれぞれの x座標の符号から 5− a > 0，−
√
a+ 1 < 0

これを解いて −1 < a < 5

(2) S1(a) =

∫ 5−a

0

{x(5− x)− ax} dx

= −
∫ 5−a

0

x(x− 5 + a) dx =
1

6
(5 − a)3

(3) S2(a) =

∫ 0

−
√
a+1

{x(x2 − 1)− ax} dx =

∫ 0

−
√
a+1

{x3 − (a+ 1)x} dx

=

[
1

4
x4 − 1

2
(a+ 1)x2

]0
−
√
a+1

=
1

4
(a + 1)2

(4) S(a) = S1(a) + S2(a) より，(2)，(3)の結果から

S(a) =
1

6
(5− a)3 +

1

4
(a+ 1)2

S ′(a) = −1

2
(5− a)2 +

1

2
(a+ 1) = −1

2
(a− 3)(a− 8)

−1 < a < 5における S(a)の増減表は次のようになる．

a (−1) · · · 3 · · · (5)

S ′(a) − 0 +

S(a) ↘ 16
3

↗

よって，S(a)の最小値は S(3) =
16

3
�
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2 (1) f(x) = ax+ b，g(x) = log xとおくと

f ′(x) = a, g′(x) =
1

x

`とCの接点の x座標を tとすると，f(t) = g(t)，f ′(t) = g′(t)であるから

at+ b = log t, a =
1

t

上の第 2式より，t =
1

a
であるから，これを第 1式に代入すると

a·1
a
+ b = log

1

a
ゆえに b = − log a − 1

(2) 0 < a < 1 より t =
1

a
> 1

`と x軸との交点の x座標は

ax+ b = 0 ゆえに x = − b

a

　

O

y

xt− b
a

log t

`

C

1

求める面積は，右の図の斜線部分であるから，(1)の結果により

S =
1

2

{
t−
(
− b

a

)}
log t−

∫ t

1

log x dx

=
1

2

(
t+

b

a

)
log t−

[
x(log x− 1)

]t
1

=
1

2

(
1

a
− log a+ 1

a

)
(− log a)− t(log t− 1)− 1

=
(log a)2

2a
− 1

a
(− log a− 1)− 1

=
(log a)2

2a
+

log a+ 1

a
− 1

=
(log a)2 + 2 log a − 2a + 2

2a

�
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3 (1)
−→
OP =

−→
OA+

−→
AP

= (1, 0, 0) + (cos θ, sin θ, 0)

= (1 + cos θ, sin θ, 0)

よって，点 Pの座標は (1 + cos θ, sin θ, 0)

(2) 直線CPを媒介変数 tを用いて表すと

(x, y, z) = (1− t)
−→
OC+ t

−→
OP

= (1− t)(1, 0, 1) + t(1 + cos θ, sin θ, 0)

= (1 + t cos θ, t sin θ, 1− t) · · · (∗)

直線CPと yz平面との交点Qの x座標は 0であるから

1 + t cos θ = 0 ゆえに t = − 1

cos θ

これを (∗)に代入すると Q

(
0,− tan θ, 1 +

1

cos θ

)
(3) (2)の結果から，点Q(0, y, z)は

y = − tan θ, z = 1 +
1

cos θ
· · · (∗∗)

このとき，
π

2
< θ <

3

2
π より z 5 0 · · · 1©

(∗∗)から tan θ = −y，
1

cos θ
= z − 1

これらを 1 + tan2 θ =

(
1

cos θ

)2

に代入すると 1 + (−y)2 = (z − 1)2

点Qの軌跡の方程式は，上式および 1©から

x = 0, y2 − (z − 1)2 = −1, z 5 0

yz平面における点Qが描く軌跡は，双曲線 y2 − z2 = −1を z軸方向に 1

だけ平行移動したもので，下の図の実線部分である．

O

z

y

1

2

1−1

�
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4 (1) p2は，2回連続して裏が出る確率であるから

p2 =

(
1

2

)2

=
1

4

p3は，「表表裏」の順に出る確率であるから

p3 =

(
1

2

)2

× 1

2
=

1

8

(2) (1)の結果から

p4 = p2 × p2 =
1

4
× 1

4
=

1

16

p5 = p3 × p2 + p2 × p3 =
1

8
× 1

4
+

1

4
× 1

8
=

1

16

(3) (2)の結果から

p6 = p4 × p2 + p3 × p3 =
1

16
× 1

4
+

1

8
× 1

8
=

1

32

p7 = p5 × p2 + p4 × p3 =
1

16
× 1

4
+

1

16
× 1

8
=

3

128

p8 = p6 × p2 + p5 × p3 =
1

32
× 1

4
+

1

16
× 1

8
=

1

64

p9 = p7 × p2 + p6 × p3 =
3

128
× 1

4
+

1

32
× 1

8
=

5

512

p10 = p8 × p2 + p7 × p3 =
1

64
× 1

4
+

3

128
× 1

8
=

7

1024

よって

p12 = p10 × p2 + p9 × p3 =
7

1024
× 1

4
+

5

512
× 1

8
=

3

1024

別解 p2，p3に対する事象をそれぞれX，Y とする．硬貨を 12回投げ終えてP

がAに到達するまでにX，Y が起きた回数をそれぞれ x，yとすると

2x+ 3y = 12 これを解いて (x, y) = (6, 0), (3, 2), (0, 4)

よって，求める確率は

p12 = (p2)
6 + 5C2(p2)

3(p3)
2 + (p3)

4

=

(
1

4

)6

+ 10

(
1

4

)3(
1

8

)2

+

(
1

8

)4

=
3

1024

�
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5 (1) I =

∫ 1

0

a1−tbt dt = a

∫ 1

0

(
b

a

)t

dt

=
a

log b
a

[ (
b

a

)t ]1
0

=
a

log b
a

(
b

a
− 1

)
=

b − a

log b − log a

(2)
(
a

1−t
2 b

t
2 − a

t
2 b

1−t
2

)2
= 0 · · · (∗) であるから

a1−tbt − 2a
1
2 b

1
2 + atb1−t = 0

すなわち a1−tbt + atb1−t = 2
√
ab · · · (∗∗)

0 < a < b より，(∗)において，等号が成立するとき

a
1−t
2 b

t
2 = a

t
2 b

1−t
2

したがって
(
b

a

) 1
2
−t

= 1 すなわち t =
1

2

I =

∫ 1

0

a1−tbt dt で u = 1− t とおくと
dt

du
= −1，

t 0 −→ 1

u 1 −→ 0

したがって I =

∫ 0

1

aub1−u (−du) =

∫ 1

0

aub1−u du =

∫ 1

0

atb1−t dt

(∗∗)において，等号が成立するのは，t =
1

2
のときに限るので∫ 1

0

(a1−tbt + atb1−t) dt >

∫ 1

0

2
√
ab dt

したがって I + I > 2
√
ab

[
t

]1
0

よって I >
√
ab

(3) f(u) = ut とおくと，f ′(u) = tut−1．平均値の定理により

f(x)− f(1)

x− 1
= f ′(c) (1 < c < x)

を満たす cが存在する．0 < t < 1より f ′(c) = tct−1 < t·1t−1 = t

したがって
xt − 1

x− 1
< t よって xt < 1 + t(x− 1)

(4) 0 < a < bより，x =
b

a
> 1とおくと，

(
b

a

)t

< 1+ t

(
b

a
− 1

)
であるから

I = a

∫ 1

0

(
b

a

)t

dt < a

∫ 1

0

{
1 + t

(
b

a
− 1

)}
dt =

a+ b

2

�
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6 (1) pxが有理数
a

b
に等しいとき (a，bは互いに素とする)

p
n
m =

a

b
ゆえに pn =

am

bm
· · · 1©

1©は整数であるから bm = 1 ゆえに b = 1

これを 1©に代入すると pn = am · · · 2©
2©より，aは pを因数にもつから，a = pkとおく (kは整数)．

これを 2©に代入すると

pn = (pk)m ゆえに pn = pkm

上の第 2式から n = km ゆえに k =
n

m

m，nの最大公約数は 1であるから m = 1

(2) (1)の結果から，xは整数であるから

px = −x2 + 9x− 5 · · · (∗)

は正の整数である．f(x) = −x2 + 9x− 5とおくと，f(x) > 0となる xは

x 1 2 3 4 5 6 7 8

f(x) 3 9 13 15 15 13 9 3

上の表から，(∗)を満たすのは，次の 2つである．

31 = f(1), 32 = f(2)

よって (p, x) = (3, 1), (3, 2) �
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7 (1) {an}の公差を dとすると

a11 =
1

6
+ 10d, a40 =

1

6
+ 39d

40∑
k=11

ak = 250 より

1

2
·30
{(

1

6
+ 10d

)
+

(
1

6
+ 39d

)}
= 250 これを解いて d =

1

3

よって，{an}の一般項は an =
1

6
+ (n− 1)·1

3
=

1

3
n −

1

6

(2) (1)の結果から，an 5 10のとき

1

3
n− 1

6
5 10 ゆえに n 5 30 +

1

2

これを満たす nの最大値N は 30

(3) (1)，(2)の結果から

N∑
k=1

ak =
30∑
k=1

(
1

3
k − 1

6

)
=

1

3
·1
2
·30(30 + 1)− 1

6
·30 = 150

�
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8 (1) A(a, 0, 0)，B(0, b, 0)，C(0, 0, c)より

−→
AB = (−a, b, 0),
−→
AC = (−a, 0, c)

−→
AB，

−→
ACに垂直なベクトルの 1つを

~r = (bc, ca, ab)

とおくと，~nのx成分の符号に注意して

　

a

O

c

x

y

z

B

b

A

C

~n =
1

|~r |
~r =

1√
(bc)2 + (ca)2 + (ab)2

(bc, ca, ab)

(2) ~r = (bc, ca, ab) =
bc

a

−→
OA+

ca

b

−→
OB+

ab

c

−→
OC · · · 1©

−→
OHは~rに平行であるから (kは定数)

−→
OH = k~r · · · 2©

1©を 2©に代入すると
−→
OH = k

(
bc

a

−→
OA+

ca

b

−→
OB+

ab

c

−→
OC

)
=

bc

a
k
−→
OA+

ca

b
k
−→
OB+

ab

c
k
−→
OC

Hは平面 α上の点であるから
bc

a
k +

ca

b
k +

ab

c
k = 1

したがって k =
abc

(bc)2 + (ca)2 + (ab)2
=

abc

|~r |2
· · · 3©

2©， 3©および k > 0に注意して

−→
OH =

abc

(bc)2 + (ca)2 + (ab)2
~r

=
abc

(bc)2 + (ca)2 + (ab)2
(bc, ca, ab)

|
−→
OH| = k|~r | = abc

|~r |2
|~r | = abc

|~r |
=

abc√
(bc)2 + (ca)2 + (ab)2

(3) (1)の結果から n1 =
bc

|~r |

四面体OABCの体積により，
1

3
S1a =

1

3
S|
−→
OH| であるから

S1a = S × abc

|~r |
ゆえに S1 =

bc

|~r |
S = n1S �
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9 (1) f(θ) = sin3 θ + a cos 2θ +
21

4
sin θ に θ =

π

2
を代入すると

f
(π
2

)
= 1− a+

21

4
=

25

4
− a

f
(π
2

)
=

13

4
であるから

25

4
− a =

13

4
これを解いて a = 3

(2) a = 3，cos 2θ = 1− 2 sin2 θ より

f(θ) = t3 + 3(1− 2t2) +
21

4
t

= t3 − 6t2 +
21

4
t + 3

(3) −π

2
5 θ 5 π

2
より −1 5 t 5 1

g(t) = t3 − 6t2 +
21

4
t+ 3 (−1 5 t 5 1)

とおくと

g′(t) = 3t2 − 12t+
21

4

=
3

4
(4t2 − 16t+ 7) =

3

4
(2t− 1)(2t− 7)

したがって，g(t)の増減表は，次のようになる．

t −1 · · · 1
2

· · · 1

g′(t) + 0 −
g(t) −37

4
↗ 17

4
↘ 13

4

よって t =
1

2
すなわち θ =

π

6
のとき 最大値

17

4

t = −1 すなわち θ = −
π

2
のとき 最小値−

37

4
�
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4.2 2016年
• 理工学部 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (120分)

• 医学部 1 5 6 7 数 I・II・III・A・B (120分)

• 農学部 1 (1)(2) 4 8 9 数 I・II・A・B (120分)

• 教育学部 1 (1)(2) 4 9 数 I・II・A・B (100分)

1 0 < p < 1とする．

a1 = 1, a2 = 2, an+2 = (1− p)an+1 + pan (n = 1, 2, 3, · · · )

で定められる数列 {an}に対して，次の問に答えよ．

(1) bn = an+1 − anとおくとき，数列 {bn}の一般項を求めよ．

(2) 数列 {an}の一般項を求めよ．

(3) 極限 lim
n→∞

anを求めよ．

2 次の問に答えよ．

(1) 1 + tan2 x =
1

cos2 x
を利用して，不定積分

∫
tan2 x dxを求めよ．

(2) 2つの曲線 y =
3

2
tanx

(
0 5 x <

π

2

)
，y = cos x

(
0 5 x 5 π

2

)
と x軸で囲

まれた図形を，x軸のまわりに 1回転してできる立体の体積を求めよ．

3 0でない複素数 zの極形式を r(cos θ+ i sin θ)とするとき，次の複素数を極形式
で表せ．ただし，0 5 θ < 2πとし，また zと共役な複素数を zで表す．

(1) −z

(2)
1

z2

(3) z − |z|
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4 1から 5の数字が書かれたカードが 1枚ずつある．これらから 4枚を選び，横
1列に並べる．並べられたカードに書かれた数字を左から順に a，b，c，d とお
く．このとき，次の問に答えよ．

(1) カードの並べ方の総数を求めよ．

(2) 次のルールのもとで，3と 4のカードを捨てる場合は何通りあるかを求
めよ．

• a < b < c < dならば，bと cのカードを捨てる．

• a < b < d < cならば，bと dのカードを捨てる．

• b < a < c < dならば，aと cのカードを捨てる．

• b < a < d < cならば，aと dのカードを捨てる．

• その他は何も捨てない．

(3) (2)のルールのもとで，何も捨てない確率を求めよ．

5 2つの曲線 y =
3

2
tanx

(
0 5 x <

π

2

)
，y = cos x

(
0 5 x 5 π

2

)
と x軸で囲まれ

た図形を，x軸のまわりに 1回転してできる立体の体積を求めよ．

6 実数 a，bは a = 0，b = 0，a2 + b2 = 1を満たしているとする．このとき，次
の問に答えよ．

(1) 定積分

S =

∫ π
2

0

| a sin x− b cosx | dx

を a，bを用いて表せ．

(2) Sの最大値，最小値とそのときの a，bの値をそれぞれ求めよ．
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7 複素数平面上の点 zに対して

w =
3(1− i)z − 2i

z + 3(1− i)

で表される点wをとる．このとき，次の問に答えよ．

(1) w = zとなるような点 zは 2つある．これらを求めよ．

(2) (1)で求めた異なる 2点を α，βとする．ただし，0 5 argα < arg β < 2π

とする．zが α，βと異なる点であるとき，

w − β

w − α
= k·z − β

z − α

となるような定数 kの値を求めよ．

(3) 複素数 znを

z1 = 0, zn+1 =
3(1− i)zn − 2i

zn + 3(1− i)
(n = 1, 2, 3, · · · )

で定める．また，znの実部と虚部をそれぞれ xn，ynとする．このとき，
数列 {xn}，{yn}の一般項をそれぞれ求めよ．さらに，数列 {xn}，{yn}の
極限を求めよ．

8 空間に 3点A(1, 2, 6)，B(7, 0, 9)，C(s, t, 0)がある．ただし，s，tは実数と
する．このとき，次の問に答えよ．

(1) 内積
−→
AB·

−→
ACを sと tを用いて表せ．

(2) |
−→
AB| = |

−→
AC|となるとき，sと tの関係式を求めよ．

(3) 4ABCが ∠BAC = 90◦の直角二等辺三角形となるとき，sと tの値を求
めよ．

9 Oを原点とする座標平面上に 2点A(4, 0)，P(t, 0)をとる．ただし，0 < t < 4

とする．さらに放物線 C : y = −x2 + 7x上に 2点 B(4, 12)，Q(t,−t2 + 7t)を
とる．4APBの面積を f(t)とし，放物線C，線分PQ，線分OPによって囲ま
れた図形の面積を g(t)とする．このとき，次の問に答えよ．

(1) f(t)を tを用いて表せ．

(2) g(t)を tを用いて表せ．

(3) h(t) = f(t) + g(t)とおく．0 < t < 4における h(t)の最小値とそのときの
tの値を求めよ．



322 第 4章 佐賀大学

解答例

1 (1) 与えられた漸化式から

an+2 − an+1 = −p(an+1 − an) ゆえに bn+1 = −pbn

{bn}は，初項 b1 = a2 − a1 = 2− 1 = 1，公比−pの等比数列であるから

bn = 1·(−p)n−1 = (−p)n−1

(2) (1)の結果から an+1 − an = (−p)n−1

n = 2のとき an = a1 +
n−1∑
k=1

(−p)k−1 = 1 +
1− (−p)n−1

1 + p

上式は，n = 1のときも成立するから an = 1 +
1 − (−p)n−1

1 + p

(3) 0 < p < 1 より −1 < −p < 0 であるから lim
n→∞

(−p)n−1 = 0

よって lim
n→∞

an = 1 +
1

1 + p
=

2 + p

1 + p

別解 与えられた漸化式から

an+2 + pan+1 = an+1 + pan ゆえに an+1 + pan = a2 + pa1 = 2 + p

上式と an+1 − an = (−p)n−1の差をとると

(1 + p)an = 2 + p− (−p)n−1 よって an =
2 + p− (−p)n−1

1 + p

�
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2 (1) 1 + tan2 x =
1

cos2 x
より，tan2 x =

1

cos2 x
− 1 であるから∫

tan2 x dx =

∫ (
1

cos2 x
− 1

)
dx

= tanx − x + C (Cは積分定数)

(2) y =
3

2
tanx

(
0 5 x <

π

2

)
と y = cosx

(
0 5 x 5 π

2

)
の共有点の x座標は

3

2
tan x = cos x

3 sin x = 2 cos2 x

2 sin2 x+ 3 sin x− 2 = 0

(sinx+ 2)(2 sinx− 1) = 0

0 5 x <
π

2
より x =

π

6

　

O

y

xπ
2

π
6

1

y =
3

2
tan x

y = cosx

したがって，求める立体の体積を V とすると

V = π

∫ π
6

0

(
3

2
tanx

)2

dx+ π

∫ π
2

π
6

cos2 x dx

=
9

4
π

∫ π
6

0

tan2 x dx+
π

2

∫ π
2

π
6

(1 + cos 2x)dx

=
9

4
π

[
tanx− x

]π
6

0

+
π

2

[
x+

1

2
sin 2x

]π
2

π
6

=
5
√
3

8
π −

5

24
π2

�

3 (1) −z = (cos π + i sin π)·r{cos(−θ) + i sin(−θ)}
= r{cos(π − θ) + i sin(π − θ)}

(2)
1

z2
= {r(cos θ + i sin θ)}−2

=
1

r2
{cos(−2θ) + i sin(−2θ)}

(3) z − |z| = r(cos θ + i sin θ)− r = r(cos θ − 1 + i sin θ)

= r

(
−2 sin2 θ

2
+ 2i sin

θ

2
cos

θ

2

)
= 2r sin

θ

2

(
− sin

θ

2
+ i cos

θ

2

)
= 2r sin

θ

2

{
cos

(
θ

2
+

π

2

)
+ i sin

(
θ

2
+

π

2

)}
ここで，0 5 θ < 2π より，2r sin

θ

2
= 0 �
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4 (1) 異なる 5枚のカードから 4枚を 1列に並べる順列の総数であるから

5P4 = 5·4·3·2 = 120 (通り)

(2) i) a < b < c < dにおいて，(b, c) = (3, 4)のとき，次の 2通り．

(a, b, c, d) = (1, 3, 4, 5), (2, 3, 4, 5)

ii) a < b < d < cにおいて，(b, d) = (3, 4)のとき，次の 2通り．

(a, b, d, c) = (1, 3, 4, 5), (2, 3, 4, 5)

iii) b < a < c < dにおいて，(a, c) = (3, 4)のとき，次の 2通り．

(b, a, c, d) = (1, 3, 4, 5), (2, 3, 4, 5)

iv) b < a < d < cにおいて，(a, d) = (3, 4)のとき，次の 2通り．

(b, a, d, c) = (1, 3, 4, 5), (2, 3, 4, 5)

i)～iv)の総数であるから 2 + 2 + 2 + 2 = 8 (通り)

(3) 捨てられるカードは，3と 4，2と 3，2と 4の 3つの場合がある．

2と 3の場合は，(2)で求めた 3と 4の場合と同様に 8通り．

また，2と 4の場合は，次の i)～iv)の 4通り．

i) a < b < c < dにおいて，(b, c) = (2, 4)のとき

(a, b, c, d) = (1, 2, 4, 5)

ii) a < b < d < cにおいて，(b, d) = (2, 4)のとき

(a, b, d, c) = (1, 2, 4, 5)

iii) b < a < c < dにおいて，(a, c) = (2, 4)のとき

(b, a, c, d) = (1, 2, 4, 5)

iv) b < a < d < cにおいて，(a, d) = (3, 4)のとき

(b, a, d, c) = (1, 2, 4, 5)

したがって，カードを捨てる確率は
8 + 8 + 4

120
=

1

6

求める確率は，この余事象の確率であるから 1− 1

6
=

5

6
�

5 2 (2)と同じ �
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6 (1) a，bの条件から

a = cos θ, b = sin θ
(
0 5 θ 5 π

2

)
とおくと

S =

∫ π
2

0

| a sinx− b cosx | dx =

∫ π
2

0

| cos θ sinx− sin θ cos x| dx

=

∫ π
2

0

| sin(x− θ)| dx

= −
∫ θ

0

sin(x− θ) +

∫ π
2

θ

sin(x− θ) dx

=

[
cos(x− θ)

]θ
0

−
[

cos(x− θ)

]π
2

θ

= 2− cos θ − sin θ · · · 1©
= 2 − a − b

(2) 1©から

S = 2−
√
2 sin

(
θ +

π

4

)
よって θ = 0,

π

2
すなわち (a, b) = (1, 0), (0, 1) のとき，最大値 1

θ =
π

4
すなわち a = b =

1
√
2
のとき，最小値 2 −

√
2 �
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7 (1) w = zのとき z =
3(1− i)z − 2i

z + 3(1− i)
整理すると z2 = −2i

−2i = 2

(
cos

3

2
π + i sin

3

2
π

)
であるから

z = r(cos θ + i sin θ) (r > 0, 0 5 θ < 2π)

とおくと

r2 = 2, 2θ =
3

2
π + 2nπ (nは整数)

したがって r =
√
2，θ =

3

4
π,

7

4
π

すなわち z =
√
2

(
cos

3

4
π + i sin

3

4
π

)
= −1 + i

z =
√
2

(
cos

7

4
π + i sin

7

4
π

)
= 1 − i

(2) (1)の結果から，α = −1 + i，β = 1− iであるから

w − α =
3(1− i)z − 2i

z + 3(1− i)
− (−1 + i)

=
3(1− i)z − 2i+ (1− i){z + 3(1− i)}

z + 3(1− i)
=

4(1− i)(z − α)

z + 3(1− i)

w − β =
3(1− i)z − 2i

z + 3(1− i)
− (1− i)

=
3(1− i)z − 2i− (1− i){z + 3(1− i)}

z + 3(1− i)
=

2(1− i)(z − β)

z + 3(1− i)

上の 2式から
w − β

w − α
=

2(1− i)

4(1− i)
·z − β

z − α
ゆえに k =

2(1− i)

4(1− i)
=

1

2

(3) (2)の結果から
zn+1 − β

zn+1 − α
=

1

2
·zn − β

zn − α
ゆえに

zn − β

zn − α
=

(
1

2

)n−1

·z1 − β

z1 − α

z1 = 0，−α = β であるから

zn − β

zn + β
= − 1

2n−1
ゆえに zn =

2n−1 − 1

2n−1 + 1
β =

2n−1 − 1

2n−1 + 1
(1− i)

よって xn =
2n−1 − 1

2n−1 + 1
, yn = −

2n−1 − 1

2n−1 + 1

また lim
n→∞

xn = lim
n→∞

1− 1
2n−1

1 + 1
2n−1

= 1， lim
n→∞

yn = lim
n→∞

−1 + 1
2n−1

1 + 1
2n−1

= −1

�
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8 (1) A(1, 2, 6)，B(7, 0, 9)，C(s, t, 0)より
−→
AB = (6,−2, 3),

−→
AC = (s− 1, t− 2,−6)

したがって
−→
AB·

−→
AC = 6(s− 1)− 2(t− 2) + 3·(−6)

= 6s − 2t − 20

(2) |
−→
AB| = |

−→
AC| より，|

−→
AB|2 = |

−→
AC|2 であるから

62 + (−2)2 + 32 = (s− 1)2 + (t− 2)2 + (−6)2

したがって (s − 1)2 + (t − 2)2 = 13

(3)
−→
AB⊥

−→
AC であるから，

−→
AB·

−→
AC = 0 を (1)の結果に代入すると

6s− 2t− 20 = 0 ゆえに t = 3s− 10 · · · 1©

さらに， 1©を (2)の結果に代入すると

(s− 1)2 + (3s− 10− 2)2 = 13 整理すると 5s2 − 37s+ 66 = 0

ゆえに (s− 3)(5s− 22) = 0 これを解いて s = 3,
22

5

よって， 1©から (s, t) = (3,−1),

(
22

5
,
16

5

)
�

9 (1) 右の図から f(t) =
1

2
PA·AB =

1

2
(4− t)·12 = −6t + 24

(2) 右の図から

g(t) =

∫ t

0

(−x2 + 7x) dx

=

[
− 1

3
x3 +

7

2
x2

]t
0

= −
1

3
t3 +

7

2
t2

　

O

y

x

B(4, 12)

4P(t, 0) 7
A

Q

f(t)

g(t)

C

(3) (1)，(2)の結果から h(t) = f(t) + g(t) = −1

3
t3 +

7

2
t2 − 6t+ 24

これを微分すると h′(t) = −t2 + 7t− 6 = −(t− 1)(t− 6)

0 < t < 4であるから，その増減表は

t (0) · · · 1 · · · (4)

h′(t) − 0 +

h(t) ↘ 極小 ↗

よって，最小値は h(1) =
127

6
�
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4.3 2017年
• 理工学部 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (120分)

• 医学部 2 3 4 5 数 I・II・III・A・B (120分)

• 農学部 1 6 7 8 数 I・II・A・B (120分)

• 教育学部 1 6 7 数 I・II・A・B (100分)

1 平面上に三角形OABがあり，点A′，B′は
−−→
OA′ = 2

−→
OA，

−−→
OB′ = 3

−→
OB を満たし

ているとする．線分A′B′を 2 : 1に内分する点を Pとし，線分OPと線分AB

の交点をQとする．
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b とするとき，次の問に答えよ．

(1)
−→
OPを~aおよび~bを用いて表せ．

(2)
|
−→
OP|
|
−→
OQ|

を求めよ．

(3) |~a| =
√
5，|~b| =

√
3であり，さらに

−→
OPと

−→
ABが直交しているとき，三角

形OABの面積および三角形 PABの面積を求めよ．

2 aを正の定数とする．関数 f(x) =
(log ax)3

x
(x > 0)に対して，次の問に答えよ．

(1) f(x)が x = bで極大値
54

e3
をとるとき，aおよび b を求めよ．

(2) (1)の aに対して，不定積分
∫

f(x) dxを求めよ．

(3) (1)の a，bに対して，曲線 y = f(x) (0 < x 5 b)，直線 x = bおよび x軸
とで囲まれた図形の面積を求めよ．

3 曲線C : y =
sin x

ex
について，次の問に答えよ．

(1)
sin x+ cos x

ex
の導関数および

sin x

ex
の不定積分を求めよ．

(2) n = 0, 1, 2, · · · に対して，曲線 C の 2nπ 5 x 5 (2n + 1)π の部分と x軸

とで囲まれた図形の面積を anとする．Sn =
n∑

k=0

akと定めるとき，極限値

lim
n→∞

Snを求めよ．

(3) n = 0, 1, 2, · · · に対して，曲線Cの 0 5 x 5 nπの部分を x軸のまわりに
1回転してできる立体の体積を Vnとする．極限値 lim

n→∞
Vnを求めよ．
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4 複素数 α，βが
|α| = 1, |β| =

√
2, |α− β| = 1

を満たし，
β

α
の虚部は正であるとする．このとき，次の問に答えよ．

(1)
β

α
および

(
β

α

)8

を求めよ．

(2) |α + β|を求めよ．

(3) nが 8で割ると 1余る整数のとき，|αn + βn| を nを用いて表せ．

5 関数

f(x) =
1

x
cos2

(
log x

2

)
(x = 1)

に対して，次の問に答えよ．

(1) f ′(x) = 0を満たすような xのうち，最小のものを求めよ．

(2) f(x) =
1

10
はただ 1つの解をもつことを示せ．

(3) t = 1のとき，定積分
∫ t

1

f(x) dx を tを用いて表せ．

6 正の定数 aに対して，3点A(0, a)，B(a, 0)，
C(a, a)をとる．線分OBの上の点P(t, 0)と
線分BC上の点Qにおいて，

∠APQ = 90◦

が成り立つとき，次の問に答えよ．ただし，
0 < t < aとする．

　

O

y

xP a
B

Q

CAa

(1) 三角形 PBQの面積 Sを aと tを用いて表せ．

(2) Sの最大値とそのときの tの値を aを用いて表せ．

7 数直線上で，点Pは原点Oを出発点とし，コインを投げて表が出れば正の向き
に 1だけ進み，裏が出れば負の向きに 1だけ進むものとする．このとき，次の
問に答えよ．

(1) コインを 7回投げ終えたとき，点 Pの位置が 1となる確率を求めよ．

(2) コインを 6回投げ終えたときまでに点 Pがちょうど 2回正の位置にあり，
7回投げ終えたときに点 Pの位置が 1となる確率を求めよ．



330 第 4章 佐賀大学

8 原点Oを中心とする半径 2の円 C1に，点 Pを中心とする半径 1の円 C2が点
A(a, b)で内接しているとする．このとき，次の問に答えよ．

(1) 円C2の方程式を求めよ．

(2) 円C1上に点B(c, d)をとる．ただし，ac+ bd 6= 0とする．直線OBと円
C2との交点のうち，原点O以外のものをQとする．点Qの座標を求めよ．

(3) 点 B，点 Qを (2)のものとし，A 6= Bとする．∠AOQ = θ とおくとき，
∠APQおよび線分OQの長さを θを用いて表せ．
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正解
1 (1) Pは線分A′B′を 2 : 1に内分するので，

−−→
OA′ = 2~a，

−−→
OB′ = 3~bより

−→
OP =

−−→
OA′ + 2

−−→
OB′

2 + 1

=
2~a+ 2·3~b

3
=

2~a + 6~b

3

　

O A(~a) A′(2~a)

B(~b)

B′(3~b)

P

Q
2

1

(2) Qは線分AB上の点であるから，(1)の結果より

−→
OP =

8

3
·
~a+ 3~b

4
=

8

3

−→
OQ よって

|
−→
OP|
|
−→
OQ|

=
8

3

(3)
−→
OP =

2

3
(~a+ 3~b)，

−→
AB = ~b− ~aより，

−→
OPと

−→
ABが直交しているとき

(~a+ 3~b)·(~b− ~a) = 0 整理すると − |~a|2 − 2~a·~b+ 3|~b|2 = 0

これに |~a| =
√
5，|~b| =

√
3を代入すると

−5− 2~a·~b+ 3·3 = 0 ゆえに ~a·~b = 2

したがって，三角形OABの面積は

4OAB =
1

2

√
|~a|2|~b|2 − (~a·~b)2 = 1

2

√
5·3− 22 =

√
11

2

(2)の結果から，4OAB : 4PAB = OQ : PQ = 1 :
5

3
であるから

4PAB =
5

3
4OAB =

5

3
×

√
11

2
=

5
√
11

6

�
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2 (1) f(x) =
(log ax)3

x
を微分すると (a > 0)

f ′(x) =
3(log ax)2(log ax)′x− (log ax)3

x2

=
(log ax)2(3− log ax)

x2

f ′(x) = 0とすると x =
1

a
,

e3

a
したがって，f(x)の増減表は次のようになる．

x (0) · · · 1
a

· · · e3

a
· · ·

f ′(x) + 0 + 0 −
極大

f(x) ↗ 0 ↗ ↘27a
e3

このとき，x = bで極大値
54

e3
をとるから

b =
e3

a
,

54

e3
=

27a

e3
よって a = 2, b =

e3

2

(2) a = 2に対して∫
f(x) dx =

∫
(log 2x)3

x
dx =

∫
(log 2x)3(log 2x)′ dx

=
1

4
(log 2x)4 + C (Cは積分定数)

(3) (1)の増減表および (2)の結果から，求める図形の面積を Sとすると

S =

∫ e3

2

1
2

f(x) dx =

[
1

4
(log 2x)4

] e3

2

1
2

=
81

4

�
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3 (1)

(
sin x+ cos x

ex

)′

= {e−x(sinx+ cos x)}′

= −e−x(sinx+ cos x) + e−x(cosx− sin x)

= −2e−x sin x = −
2 sinx

ex

上式より，
(
−sin x+ cos x

2ex

)′

=
sinx

ex
であるから

∫
sinx

ex
dx = −

sinx + cosx

2ex
+ C (Cは積分定数)

(2) C : y =
sin x

ex
は，2nπ 5 x 5 (2n+ 1)πにおいて，y = 0であるから

an =

∫ (2n+1)π

2nπ

sinx

ex
dx =

[
−sin x+ cos x

2ex

](2n+1)π

2nπ

=
1

2e(2n+1)π
+

1

2e2nπ
=

1 + eπ

2e(2n+1)π
=

1 + eπ

2eπ
·(e−2π)n

0 < e−2π < 1であるから

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

n∑
k=0

ak = lim
n→∞

1 + eπ

2eπ

n∑
k=0

(e−2π)k

=
1 + eπ

2eπ
× 1

1− e−2π
=

1 + eπ

2eπ
× e2π

e2π − 1
=

eπ

2(eπ − 1)

(3)
Vn

π
=

∫ nπ

0

(
sinx

ex

)2

dx

=

∫ nπ

0

e−2x sin2 x dx =

∫ nπ

0

1

2
e−2x(1− cos 2x) dx

ここで (e−2x sin 2x)′ = 2e−2x(− sin 2x+ cos 2x)

(e−2x cos 2x)′ = 2e−2x(− sin 2x− cos 2x)

上の 2式から {e−2x(sin 2x− cos 2x)}′ = 4e−2x cos 2x

ゆえに
∫

e−2x cos 2x dx =
1

4
e−2x(sin 2x− cos 2x) + C (Cは積分定数)

したがって
Vn

π
=

[
1

8
e−2x(−2− sin 2x+ cos 2x)

]nπ
0

=
1

8
(1− e−2nπ)

よって lim
n→∞

Vn = lim
n→∞

π

8
(1− e−2nπ) =

π

8
�
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4 (1) 複素数平面上の原点をOとし，α，βを表す点をそれぞれA，Bとすると，
4ABCはOA = 1，OB =

√
2，AB = 1の直角二等辺三角形であるから

∠AOB =
π

4

このとき，

∣∣∣∣βα
∣∣∣∣ = |β|

|α|
=

√
2で，

β

α
の虚部が正であるから

β

α
=

√
2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
= 1 + i

また
(
β

α

)8

= (
√
2)8(cos 2π + i sin 2π) = 16

別解 w =
β

α
とおくと，|α| = 1，|β| =

√
2，|α− β| = 1より

|β|
|α|

=
√
2,

|α− β|
|α|

= 1 すなわち |w| =
√
2, |1− w| = 1

|1− w|2 = 1より，(1− w)(1− w) = 1 であるから

1− w − w + |w|2 = 1 ゆえに w + w = 2

したがって Re(w) =
w + w

2
= 1

wの虚部は正であるから Im(w) =
√
|w|2 − 12 = 1

よって w = 1 + i

(2) (1)の結果から，β = (1 + i)αであるから

|α + β| = |α + (1 + i)α| = |α||2 + i| = 1
√
22 + 12 =

√
5
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(3) (1)の結果から，β = α(1 + i)であるから

|αn + βn| = |αn + αn(1 + i)n|
= |α|n|1 + (1 + i)n| = |1 + (1 + i)n| · · · 1©

ここで，
n− 1

8
は整数であるから

(1 + i)n =
{√

2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)}n

= (
√
2 )n

(
cos

π

4
+ i sin

π

4

){(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)8}n−1
8

= (
√
2 )n

(
1√
2
+

1√
2
i

)
(cos 2π + i sin 2π)

n−1
8

= (
√
2 )n−1(1 + i) · · · 2©

1©， 2©より

|αn + βn|2 = |1 + (
√
2 )n−1(1 + i)|2

= |1 + (
√
2 )n−1 + (

√
2 )n−1i|2

= {1 + (
√
2 )n−1}2 + {(

√
2 )n−1}2

= 1 + 2(
√
2 )n−1 + 2n−1 + 2n−1

= 1 + 2
n+1
2 + 2n

よって |αn + βn| =
√
1 + 2

n+1
2 + 2n �
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5 (1) f(x) =
1

x
cos2

(
log x

2

)
(x = 1) より

f(x) =
1

2x
{cos(log x) + 1}

x = 1より，x = eθ (θ = 0)とおくと

f(x) =
1

2
e−θ(cos θ + 1) · · · (∗)

上式を θについて微分すると

f ′(x)
dx

dθ
= −1

2
e−θ(sin θ + cos θ + 1) · · · (∗∗)

dx

dθ
= eθであるから

f ′(x) = −1

2
e−2θ(sin θ + cos θ + 1)

f ′(x) = 0を満たすとき sin θ + cos θ + 1 = 0 (θ = 0)

これを満たす最小の θを求めればよいので

√
2 sin

(
θ +

π

4

)
= −1 すなわち θ = π

よって，求める xは x = eπ

(2) g(θ) = f(x)とおくと，(∗)より

g(θ) =
1

2
e−θ(cos θ + 1)

g(θ)を微分すると，(∗∗)より

g′(θ) = −1

2
e−θ(sin θ + cos θ + 1)

= −e−θ

√
2

{
sin
(
θ +

π

4

)
+

1√
2

}
nを 0以上の整数とすると，g(θ)は，次の極値をとる．

極小値 g((2n+ 1)π) = 0，

極大値 g((2n+ 3
2
π)) =

1

2
e−(2n+

3
2)π
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連続関数 g(θ)の最大の極大値は g(3
2
π) =

1

2
e−

3
2
π

ここで
1

2
e−

3
2
π <

1

2
e−3 <

1

2
·2−3 <

1

10
ゆえに g(3

2
π) <

1

10

したがって，θ = πにおいて，g(θ) =
1

10
を満たす θ は存在しない．

また，g(θ)は，0 5 θ 5 πにおいて単調減少で，g(0) = 1，g(π) = 0であ

るから，この区間において，g(θ) =
1

10
を満たす θがただ 1つ存在する．

よって，f(x) =
1

10
はただ 1つの解をもつ．

(3) f(x) =
1

2x
cos(log x) +

1

2x
であるから，t = 1のとき

∫ t

1

f(x) dx =

[
1

2
sin(log x) +

1

2
log x

]t
1

=
sin(log t) + log t

2

�
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6 (1) θ = ∠PAO = ∠QPBとおくと tan θ =
OP

AO
=

t

a
より

BQ = PB tan θ = (a− t)· t
a
=

t

a
(a− t)

よって S =
1

2
PB·BQ =

1

2
(a− t)· t

a
(a− t) =

t

2a
(a − t)2

(2) f(t) =
t

2a
(a− t)2 (0 < t < a) とおくと

f(t) =
1

2a
(t3 − 2at2 + a2t)

これを微分すると

f ′(t) =
1

2a
(3t2 − 4at+ a2) =

1

2a
(t− a)(3t− a)

f(t)の増減表は

t (0) · · · a
3

· · · (a)

f ′(t) + 0 −
極大

f(t) ↗ ↘2
27
a2

よって，t =
a

3
のとき，最大値

2

27
a2をとる．

別解 3つの正数 2t，a− t，a− tの相加平均・相乗平均の大小関係により

2t+ (a− t) + (a− t)

3
= 3
√
2t(a− t)(a− t)

したがって 2t(a− t)2 5 8

27
a3 ゆえに

t

2a
(a− t)2 5 2

27
a2

上式において，等号が成立するのは

2t = a− t すなわち t =
a

3

よって，t =
a

3
のとき，Sは最大値

2

27
a2をとる． �
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7 (1) 求める確率は，コインを 7回投げ終えたとき，表が 4回，裏が 3回出る確
率であるから

7C3

(
1

2

)7

=
35

128

(2) x回投げ終えたときの座標が yであるとすると，Pは下のグラフの実線上
にある格子点を (0, 0)から (7, 1)を移動する．

(i) (6, 0)を通るとき，1，3，5回目のどこで 2回 y座標が 1(正)になるか
であるから，その過程は

(0, 0) → (1, 1) → (2, 0) → (3, 1) → (4, 0) → (5,−1) → (6, 0)

(0, 0) → (1, 1) → (2, 0) → (3,−1) → (4, 0) → (5, 1) → (6, 0)

(0, 0) → (1,−1) → (2, 0) → (3, 1) → (4, 0) → (5, 1) → (6, 0)

(ii) (6, 2)を通るとき，(5, 1)を通るから，y座標が正になるのは 0 5 x 5 4

ではないから，その過程は

(0, 0) → (1,−1) → (2, 0) → (3,−1) → (4, 0) → (5, 1) → (6, 2)

(0, 0) → (1,−1) → (2,−2) → (3,−1) → (4, 0) → (5, 1) → (6, 2)

O

y

x1 3 5 642 7

1

2

−1

−2

(i)，(ii)より，求める確率は

5

(
1

2

)7

=
5

128

�



340 第 4章 佐賀大学

8 (1) Pは線分OAの中点であるから

P

(
a

2
,
b

2

)
C2はPを中心とする半径 1の円であ
るから(

x −
a

2

)2

+

(
y −

b

2

)2

= 1

　

A
PB

Q

θ

O

C1

C2

y

x

2

2

(2) B(c, d)より，直線OBの方程式は dx− cy = 0 · · · 1©

∠AQOは，C2の直径に対する円周角であるから ∠AQO = 90◦

直線AQは点A(a, b)を通り，直線 1©に垂直であるから

c(x− a) + d(y − b) = 0 すなわち cx+ dy = ac+ bd · · · 2©

BはC2 : x
2 + y2 = 4上の点であるから c2 + d2 = 4

Qは 1©， 2©の交点で，上式に注意してこれを解くと

x =
c(ac+ bd)

4
, y =

d(ac+ bd)

4

よって Q

(
c(ac + bd)

4
,
d(ac + bd)

4

)
(3) PO = PQであるから ∠POQ = ∠PQO = θ

よって ∠APQ = ∠POQ+ ∠PQO = θ + θ = 2θ

(1)の図から OQ = AOcos θ = 2 cos θ �
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4.4 2018年
• 理工学部 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (120分)

• 医学部 3 4 5 6 数 I・II・III・A・B (120分)

• 農学部 1 7 8 9 数 I・II・A・B (120分)

• 教育学部 1 7 9 数 I・II・A・B (100分)

1 下の図のような 1辺の長さが 1の正六角形 ABCDEFにおいて，線分 DEを

2 : 1に内分する点をPとし，直線APと直線BFの交点をQとする．
−→
AB = ~a，−→

AF = ~bとおくとき，次の問に答えよ．

A

B

C

D

E

F
Q

P

(1)
−→
ADを~a，~bを用いて表せ．

(2)
−→
APを~a，~bを用いて表せ．

(3)
−→
AQを~a，~bを用いて表せ．

(4) |
−→
AQ|の値を求めよ．
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2 数列 {an}は {
a1 = 1

an+1 =
√
2− an

n+ 1
(n = 1, 2, · · · )

で定められているとする．このとき，次の問に答えよ．

(1) 4つの有理数 p，q，r，sが

p+ q
√
2 = r + s

√
2

を満たすとする．このとき，p = rかつ q = sであることを示せ．ただし，√
2が無理数であることは用いてよい．

(2) 不等式 (
1− 1

n

)√
2 < an <

√
2

が成立することと，an = pn + qn
√
2 (pnおよび qnは有理数) と表される

ことを nに関する数学的帰納法を用いて示せ．

(3) (2)で定義された数列 {pn}に対して，pn+1と pnが満たす関係式，および
一般項 pnを求めよ．

3 f(x) = xe−xとする．O(0, 0)，P(t, 0)，Q(t, f(t))，R(4, 0)とする．ただし，
0 < t < 4とする．4PQRの面積を S1(t)とし，線分OQと曲線 y = f(x)で囲
まれた図形の面積を S2(t)とする．S(t) = S1(t) + S2(t)とおく．このとき，次
の問に答えよ．

(1) 曲線 y = f(x)の概形をかけ．ただし， lim
x→∞

f(x) = 0は用いてよい．

(2) S1(t)を tを用いて表せ．

(3) S2(t)を tを用いて表せ．

(4) S(t)の極値を求めよ．



4.4. 2018年 343

4 曲線C : y = log x上の点P(t, log t)をとる．ただし，点Pおよび原点を通る直
線と点 Pにおける曲線Cの接線が垂直に交わっているものとする．このとき，
次の問に答えよ．

(1) log tを tについての整式で表せ．

(2) 0 < x < 1の範囲で不等式

2 log x < −x2 + 4x− 3

が成立することを示せ．

(3) S =
∞∑
n=1

t2n−1とおく．S =
f(t)

g(t)
となるような tについての整式 f(t)，g(t)

を一組求めよ．また，S > 1.1となることを示せ．

5 次の問に答えよ．

(1) 1, 4, 9, 16のように，自然数の 2乗で表せる数を平方数という．nを平方
数でない自然数とするとき，

√
nは無理数であることを示せ．

(2) a, bを正の有理数，nを自然数とするとき，a
√
n+ b

√
n+ 1 は無理数であ

ることを示せ．

6 関数 f(x)は x = 0で微分可能であり，すべての実数 x，yについて等式

f(x+ y) = f(x) cos y + f(y) cos x

が成り立つとする．このとき，次の問に答えよ．

(1) f(0)を求めよ．

(2) aを実数とする．f(x)は x = aで微分可能であることを示せ．

(3) f ′(0) = 3であるとする．f ′(x)および f(x)を求めよ．

7 f(x) = 2x(3− x)，g(x) = x(x− 4)とおき，0 < t < 3とする．0 5 x 5 tの範
囲での曲線 y = f(x)，x軸，直線 x = tで囲まれた図形の面積を S1(t)とする．
t 5 x 5 4の範囲での曲線 y = g(x)，x軸，直線 x = tで囲まれた図形の面積を
S2(t)とする．S(t) = S1(t) + S2(t)とおく．このとき，次の問に答えよ．

(1) S1(t)を tを用いて表せ．

(2) S2(t)を tを用いて表せ．

(3) tが 0 < t < 3の範囲を動くとき，S(t)の最大値を求めよ．
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8 aを正の数とする．放物線 C1 : y = x2を x軸方向に a，y軸方向に 2aだけ平
行移動した放物線をC2とする．C1とC2の交点を Pとするとき，次の問に答
えよ．

(1) 点 Pの座標を aを用いて表せ．

(2) 放物線C2の点 Pにおける接線の方程式を aを用いて表せ．

(3) (2)で求めた接線の傾きと y切片がともに正となるような正数 aの値の範
囲を求めよ．

9 座標平面上で，点 Pは原点Oを出発点とし，サイコロを投げて奇数の目が出
ればその目の分だけ x軸と平行に正の方向に進み，偶数の目が出ればその目の
分だけ y軸と平行に正の方向に進むものとする．nを 2以上の自然数とすると
き，次の問に答えよ．

(1) サイコロを 3回投げ終えたとき，点Pの x座標と y座標が等しくなる確率
を求めよ．

(2) サイコロを n回投げ終えたとき，点Pの y座標が 2となる確率を nを用い
て表せ．

(3) サイコロを n− 1回投げ終えたときには点Pの y座標が 2以下であり，か
つ n回投げ終えたときに点 Pの y座標が 4以上である確率を nを用いて
表せ．
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解答例

1 (1) 正六角形の対角線AD，BE，CFの交点をOとする．

A

B

C

D

E

F
Q

P

O

~a ~b

−→
AD = 2

−→
AO = 2(~a+~b) = 2~a + 2~b

(2)
−→
AE =

−→
AO+

−→
OE = (~a+~b) +~b = ~a+ 2~b

点 Pは線分DEを 2 : 1に内分する点であるから

−→
AP =

−→
AD+ 2

−→
AE

2 + 1
=

2~a+ 2~b+ 2(~a+ 2~b)

3
=

4

3
~a + 2~b

(3)
−→
AQ//

−→
APであるから

−→
AQ = k

−→
AP = k

(
4

3
~a+ 2~b

)
=

4

3
k~a+ 2k~b

このとき，Qは線分BF上の点であるから

4

3
k + 2k = 1 ゆえに k =

3

10

よって
−→
AQ =

4

3
· 3
10

~a+ 2· 3
10
~b =

2

5
~a +

3

5
~b

(4) (3)の結果から
−→
AQ =

1

5
(2~a+ 3~b)

~aと~bのなす角は120◦であるから ~a·~b = |~a||~b| cos 120◦ = 1·1
(
−1

2

)
= −1

2

|2~a+ 3~b|2 = 4|~a|2 + 12~a·~b+ 9|~b|2

= 4·12 + 12·
(
−1

2

)
+ 9·12 = 7

|2~a+ 3~b| =
√
7より |

−→
AQ| = 1

5
|2~a+ 3~b| =

√
7

5
�
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2 (∗)

{
a1 = 1

an+1 =
√
2− an

n+ 1
(n = 1, 2, · · · )

(1) p+ q
√
2 = r + s

√
2より (q − s)

√
2 = r − p · · · 1©

q − s 6= 0と仮定すると
√
2 =

r − p

q − s
(p, q, r, sは有理数)

上式について，左辺は無理数，右辺は有理数となり矛盾．

したがって，q − s = 0 これを 1©に代入して r − p = 0

よって p = r かつ q = s

(2)

(
1− 1

n

)√
2 < an <

√
2 · · · (A)

［1］n = 1のとき，a1 = 1であるから(
1− 1

1

)√
2 < a1 <

√
2

このとき，(A)は成立する．

［2］n = kのとき，(A)が成立する，すなわち(
1− 1

k

)√
2 < ak <

√
2

であると仮定すると，(∗)より

√
2− ak+1 =

√
2−

(√
2− ak

k + 1

)
=

ak
k + 1

> 0,

ak+1 −
(
1− 1

k + 1

)√
2 =

√
2− ak

k + 1
−
(
1− 1

k + 1

)√
2

=

√
2− ak
k + 1

> 0

したがって
(
1− 1

k + 1

)√
2 < ak+1 <

√
2

よって，n = k + 1のときも (A)は成立する．

［1］,［2］から，すべての自然数 nについて，(A)は成立する．
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an = pn + qn
√
2 (pnおよび qnは有理数) · · · (B)

［1］n = 1のとき，a1 = 1であるから

1 = 1 + 0·
√
2 (p1 = 1, q1 = 0) · · · 2©

と表されるから，(B)は成立する．

［2］n = kのとき，(B)が成立する，すなわち

ak = pk + qk
√
2 (pkおよび qkは有理数)

と表されると仮定すると，(∗)より

ak+1 =
√
2− pk + qk

√
2

k + 1

= − pk
k + 1

+

(
1− qk

k + 1

)√
2

このとき

pk+1 = − pk
k + 1

, qk+1 = 1− qk
k + 1

· · · (∗∗)

とおくと，pk，qkが有理数であるから，pk+1，qk+1も有理数である．

よって，n = k + 1のときも (B)は成立する．

［1］,［2］から，すべての自然数 nについて，(B)は成立する．

(3) 2©および (∗∗)の第 1式より p1 = 1，pn+1 = − 1

n+ 1
pn

したがって (n+ 1)!pn+1 = −n!pn

数列 {n!pn}は，初項 1!p1 = 1，公比−1の等比数列であるから

n!pn = (−1)n−1·1 よって pn =
(−1)n−1

n!

�
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3 (1) f(x) = xe−xより

f ′(x) = e−x + x(−e−x) = (1− x)e−x

f ′′(x) = −e−x + (1− x)(−e−x) = (x− 2)e−x

したがって，f(x)の増減表は次のようになる．

x · · · 1 · · · 2 · · ·
f ′(x) + 0 − − −
f ′′(x) − − − 0 +

極大 変曲点
f(x) ↗ ↘ ↘1

e
2
e2

また lim
x→−∞

f(x) = −∞， lim
x→−∞

f(x) = 0

よって，y = f(x)のグラフの概形は，次のようになる．

O

y

x1

1
e

(2, 2
e2
)

(2) P(t, 0)，Q(t, te−t)，R(4, 0) より，
4PQRの面積 S1(t)は

S1(t) =
1

2
(4− t)·te−t

=
t

2
(4 − t)e−t

　

O

y

x

Q

P
t 4

R
S1(t)

S2(t)

(3) 右上の図から

S2(t) =

∫ t

0

xe−x dx−4OPQ

=

[
−e−x(x+ 1)

]t
0

− 1

2
t·te−t

= −e−t(t+ 1) + 1− t2

2
e−t = 1 −

(
1 + t +

t2

2

)
e−t



4.4. 2018年 349

(4) (2),(3)の結果から

S(t) = S1(t) + S2(t) =
t

2
(4− t)e−t + 1−

(
1 + t+

t2

2

)
e−t

= (−t2 + t− 1)e−t + 1

したがって S ′(t) = (−2t+ 1)e−t + (−t2 + t− 1)(−e−t)

= (t2 − 3t+ 2)e−t = (t− 1)(t− 2)e−t

t (0) · · · 1 · · · 2 · · · (4)

S ′(t) + 0 − 0 +

S(t) ↗ 極大 ↘ 極小 ↗

よって 極大値 S(1) = 1 −
1

e

極小値 S(2) = 1 −
3

e2
�

4 (1) 点 P(t, log t)および原点を通る直線の傾きは
log t

t

y = log xより y′ =
1

x
ゆえに点 Pにおける接線の傾きは

1

t
直線OPとC上の点 Pにおける接線が垂直であるから

log t

t
·1
t
= −1 よって log t = −t2

(2) h(x) = −x2 + 4x− 3− 2 log xとおくと

h′(x) = −2x+ 4− 2

x
= −2x2 − 4x+ 2

x
= −2(x− 1)2

x

0 < x < 1において h′(x) < 0であるから，h(x)は単調減少．

h(1) = 0であるあるから，0 < x < 1において h(x) > 0，すなわち

−x2 + 4x− 3− 2 log x > 0

よって，0 < x < 1において 2 log x < −x2 + 4x− 3
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(3) (1)の結果から log t = −t2 < 0 すなわち 0 < t < 1

ゆえに S =
∞∑
n=1

t2n−1 =
t

1− t2
よって f(t) = t, g(t) = 1 − t2

(2)の結果から，0 < x < 1において −1

2
x2 + 2x− 3

2
> log x

C ′ : y = −1

2
x2 + 2x − 3

2
とすると，

0 < x < 1において C ′は C の上側
にある．C，C ′と y = −x2のグラフ
の交点の x座標をそれぞれ t，t′とお
くと，t′ < tである．ここで

S(x) =
x

1− x2
(0 < x < 1)

　

O

y

x1
tt′

y = −x2

−3
2 C

P

C ′

P′

とおくと S ′(x) =
1 + x2

(1− x2)2
> 0

S(x)は単調増加であるから

S(t) > S(t′) すなわち S > S(t′) · · · 1©

C ′ : y = −1

2
x2 + 2x− 3

2
と y = −x2のグラフの交点 P′の x座標は

−1

2
x2 + 2x− 3

2
= −x2 ゆえに x2 + 4x− 3 = 0

0 < x < 1に注意して x =
√
7− 2 すなわち t′ =

√
7− 2

S(t′) =
t′

1− t′2
=

√
7− 2

1− (
√
7− 2)2

=

√
7− 2

4
√
7− 10

=
4 +

√
7

6
· · · 2©

ここで
4 +

√
7

6
− 1.1 =

5
√
7− 13

30
=

1

5(5
√
7 + 13)

> 0 · · · 3©

1©, 2©, 3©から S > 1.1

別解 (1),(2)の結果から

−2t2 < −t2 + 4t− 3 ⇐⇒
√
7− 2 < t < 1

S(x) =
x

1− x2
(0 < x < 1)の単調増加性により

S(t) > S(
√
7− 2) =

√
7− 2

4
√
7− 10

以下， 2©， 3©より S = S(t) > 1.1 �
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5 (1) nを平方数でない自然数とするとき，
√
nが有理数であると仮定すると

√
n =

p

q
(pと qは互いに素である自然数)

を満たす整数 p，qが存在する．この両辺を平方すると

n =
p2

q2
ゆえに nq =

p2

q
· · · 1©

1©の左辺は整数であり，右辺の p2は qと互いに素であるから

q = 1 これを 1©に代入して n = p2

このとき，nは平方数となり，条件に反し矛盾．

よって，nが平方数でない自然数とするとき，
√
nは無理数である．

(2) a，bを正の有理数，nを自然数とするとき，a
√
n+ b

√
n+ 1が有理数であ

ると仮定すると

a
√
n+ b

√
n+ 1 = r (rは有理数)

両辺を平方すると

a2n+ 2ab
√
n(n+ 1) + b2(n+ 1) = r2√

n(n+ 1) =
r2 − a2n− b2(n+ 1)

2ab
· · · 2©

2©の右辺は有理数であるから，
√

n(n+ 1)は有理数である．

したがって，(1)の結果により，n(n+ 1)は平方数である．

一方，n2 < n(n+1) < (n+1)2より，n(n+1)が平方数ではないので矛盾．

よって，a，bを正の有理数，nを自然数とするとき，a
√
n+ b

√
n+ 1は無

理数である． �
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6 (1) f(x+ y) = f(x) cos y + f(y) cos x · · · (∗)

(∗)に x = y = 0を代入すると

f(0) = f(0) + f(0) ゆえに f(0) = 0

(2) (1)の結果および f(x)は x = 0で微分可能であることに注意して

f ′(a) = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h

= lim
h→0

f(a) cosh+ f(h) cos a− f(a)

h

g(x) = cosxとおくと，g(0) = 1，g′(x) = − sin xより，g′(0) = 0

f ′(a) = lim
h→0

f(a)g(h) + f(h)g(a)− f(a)

h

= lim
h→0

{
f(a)·g(h)− g(0)

h
+

f(h)− f(0)

h
g(a)

}
= f(a)g′(0) + f ′(0)g(a)

= f ′(0) cos a

よって，f(x)は，x = aで微分可能である．

(3) (2)と同様にして，f ′(x)を求めると

f ′(x) = f ′(0) cos x

これに f ′(0) = 3を代入すると

f ′(x) = 3 cosx

さらに，(1)の結果に注意して積分すると

f(x) = 3 sinx

�
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7 (1) 右の図から

S1(t) =

∫ t

0

2x(3− x) dx

=

[
3x2 − 2

3
x3

]t
0

= 3t2 −
2

3
t3

　

O

y

xt
3

4

y = g(x)

y = f(x)

S1(t)

S2(t)

(2) 右の図から

S2(t) =

∫ 4

t

{−x(x− 4)} dx =

[
−x3

3
+ 2x2

]4
t

=
t3

3
− 2t2 +

32

3

(3) (1),(2)の結果から

S(t) = S1(t) + S2(t)

= −t3

3
+ t2 +

32

3
,

S ′(t) = −t2 + 2t = −t(t− 2)

したがって，S(t)の増減表は次のようになる．

t (0) · · · 2 · · · (3)

S ′(t) + 0 −
S(t) ↗ 極大 ↘

よって，求める S(t)の最大値は S(2) = 12 �
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8 (1) C2はC1 : y = x2を x軸方向に a，y軸方向に 2aだけ平行移動したもので
あるから，C2の方程式は

y − 2a = (x− a)2 すなわち y = x2 − 2ax+ a2 + 2a · · · (∗)

C1とC2の方程式から yを消去すると (a > 0)

x2 = x2 − 2ax+ a2 + 2a ゆえに x =
a+ 2

2

これをC1の方程式に代入して P

(
a + 2

2
,
(a + 2)2

4

)
(2) (∗)を微分すると y′ = 2x− 2a

これから，C2上の点 P

(
a+ 2

2
,
(a+ 2)2

4

)
における接線の傾きは

y′ = 2·a+ 2

2
− 2a = 2− a

したがって，求める接線の方程式は

y − (a+ 2)2

4
= (2− a)

(
x− a+ 2

2

)

よって y = (2 − a)x +
(a + 2)(3a − 2)

4

(3) (2)で求めた接線の傾きと y切片がともに正であるから{
2− a > 0

(a+ 2)(3a− 2) > 0

第 1式を解いて a < 2 · · · 1©

第 2式を解いて a < −2,
2

3
< a · · · 2©

a > 0に注意して， 1©， 2©の共通範囲を求めると
2

3
< a < 2 �
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9 (1) サイコロを 3回投げ終えたとき，点 Pの x座標と y座標が等しくなると
き，サイコロの目の出方の組合せは

{1, 1, 2}, {1, 3, 4}, {3, 3, 6}, {1, 5, 6}

よって，求める確率は(
3!

2!
+ 3! +

3!

2!
+ 3!

)(
1

6

)3

=
18

63
=

1

12

(2) サイコロを n回投げたとき，2の目が 1回と奇数の目が n− 1回出る確率
であるから

nC1·
1

6

(
1

2

)n−1

=
n

3·2n

(3) (i) サイコロを n− 1回投げ終えたときに点 Pの y座標が 0(n− 1回すべ
て奇数の奇数の目)で，n回投げ終えたときに点 Pの y座標が 4以上
(n回目に 4または 6の目)である確率は(

1

2

)n−1

× 2

6
=

1

3·2n−1

(ii) サイコロを n− 1回投げ終えたときに点Pの y座標が 2で，n回投げ
終えたときに点 Pの y座標が 4以上 (n回目に偶数の目)である確率
は，(2)の結果を利用して

n− 1

3·2n−1
× 3

6
=

n− 1

3·2n

求める確率は，(i)または (ii)の確率であるから

1

3·2n−1
+

n− 1

3·2n
=

n + 1

3·2n

�
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4.5 2019年
• 理工学部　 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (120分)

• 医学部　 5 6 7 8 数 I・II・III・A・B (120分)

• 農学部　 1 2 9 10 数 I・II・A・B (120分)

• 教育学部　 2 9 10 数 I・II・A・B (100分)

1 10本のくじの中に，当たりくじが t本，はずれくじが (10− t)本入っているも
のとする．この中からくじを 3本続けて引くとき，次の問に答えよ．ただし，
0 5 t 5 10とし，引いたくじは戻さないものとする．

(1) 当たりくじがちょうど 1本である確率を tを用いて表せ．

(2) 当たりくじが 1本以下である確率 P (t)を tを用いて表せ．

(3) (2)の P (t)に対して，P (t) 5 1

2
をみたす tをすべて求めよ．

2 座標空間の原点をOとし，4つの点

A(1, 0,−1), B(0, 1, 1), C(1, 1, 1), D

(
0,−1

2
,
1

2

)
をとり，4OABの面積を αとする．このとき，次の問に答えよ．

(1) αの値を求めよ．

(2) 3点O，A，Bの定める平面に，点Cから垂線CPを下ろす．

−→
OP = s

−→
OA+ t

−→
OB

の形に表すとき，sと tの値を求め，
−→
CPを成分で表せ．

(3) (2)で求めた
−→
CPに対して，点Eは，

−→
OE = k

−→
CP (k > 0)と表され，|

−→
OE| = α

をみたすとする．4ABCの重心をG とするとき，
−→
OG⊥

−→
DEを示せ．
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3 a > 1とする．このとき，次の問に答えよ．

(1) 定積分
∫ π

0

cos2 x dx，
∫ π

0

sin2 x dx，
∫ π

0

sinx cosx dxを求めよ．

(2) 曲線 y = a sinx+
a

a− 1
cosx (0 5 x 5 π)，x軸，2直線 x = 0，x = πで

囲まれた部分を，x軸の周りに 1回転させてできる立体の体積 V を aを用
いて表せ．

(3) a > 1における，(2)の V の最小値とそのときの aの値を求めよ．

4 iを虚数単位とし，θ =
2

7
π，α = cos θ + i sin θとする．また，

f(x) = 8x3 + 4x2 − 4x− 1

とするとき，次の問に答えよ．

(1) α7 = 1および
6∑

k=0

αk = 0 を示せ．

(2) α +
1

α
= 2 cos θを示せ．これと (1)を用いて，f(cos θ) = 0を示せ．

(3) f(cos 2θ) = 0を示せ．

5 10本のくじの中に，当たりくじが t本，はずれくじが (10− t)本入っているも
のとする．この中からくじを 3本続けて引くとき，次の問に答えよ．ただし，
0 5 t 5 10とし，引いたくじは戻さないものとする．

(1) 当たりくじがちょうど 1本である確率を tを用いて表せ．

(2) 当たりくじが 1本以下である確率を P (t)とするとき，P (t) 5 1

2
をみたす

tをすべて求めよ．

6 a > 1とする．このとき，次の問に答えよ．

(1) 曲線 y = a sinx+
a

a− 1
cosx (0 5 x 5 π)，x軸，2直線 x = 0，x = πで

囲まれた部分を，x軸の周りに 1回転させてできる立体の体積 V を aを用
いて表せ．

(2) a > 1における，(1)の V の最小値とそのときの aの値を求めよ．
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7 iを虚数単位とし，θ =
2

7
π，α = cos θ + i sin θとする．また，

f(x) = 8x3 + 4x2 − 4x− 1

とするとき，次の問に答えよ．

(1) α7 = 1および
6∑

k=0

αk = 0 を示せ．

(2) α +
1

α
= 2 cos θを示せ．これと (1)を用いて，f(cos θ) = 0を示せ．

(3) cos 2θ，cos 3θが，方程式 f(x) = 0 の解となることを示せ．

8 n，mを 0以上の整数とする．このとき，次の問に答えよ．

(1) 自然数 x，yに対して，x2 + y2が 3の倍数ならば，x，yはともに 3の倍数
であることを示せ．

(2) x2 + y2 = 5·32nをみたす自然数の組は (x, y)は

(3n, 2·3n), (2·3n, 3n)

のみであることを示せ．

(3) x2 + y2 = 7·3mをみたす自然数 x，yは存在しないことを示せ．

9 aを実数とし，t = sinx+ cos xとする．このとき，次の問に答えよ．

(1) sin 2xを tを用いて表せ．

(2) xがすべての実数を動くとき，tの動く範囲を求めよ．

(3) xの方程式
sin 2x− 2

√
2a(sinx+ cos x) + 6a+ 1 = 0

が実数解をもつような aの範囲を求めよ．

10 aを正の実数とする．Cを放物線 y = x2とし，`を直線 y = 2ax − a3とする．
このとき，次の問に答えよ．

(1) Cと `が異なる 2点で交わるとき，aの値の範囲を求めよ．

(2) (1)のとき，Cと `で囲まれた図形の面積をSとする．Sを aを用いて表せ．

(3) (2)の Sの最大値とそのときの aの値を求めよ．
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解答例

1 (1) 当たりくじがちょうど 1本であるとき，t本の当たりくじから 1本，(10−t)

本のはずれくじから 2本引くから

t = 1 かつ 10− t = 2 すなわち 1 5 t 5 8

上式の tの値について，その確率は

tC1·10−tC2

10C3

=
t(10− t)(9− t)

240
· · · 1©

t = 0, 9, 10のとき，当たりじくをちょうど 1本引くことはできないから，
その確率は 0で，このときも 1©は成立する．

よって，求める確率は
t(10 − t)(9 − t)

240

(2) 3本ともはずれじくとき，(10− t)本のはずれくじから 3本引くから

10− t = 3 すなわち t 5 7

この tの値に，その確率は

10−tC3

10C3

=
(10− t)(9− t)(8− t)

720

t = 8, 9, 10のとき，3本ともはずれくじを引くことはできないから，そ
の確率は 0で，このときも上式は成立する．これと (1)の結果から

P (t) =
(10− t)(9− t)(8− t)

720
+

t(10− t)(9− t)

240

=
(10 − t)(9 − t)(4 + t)

360

(3) (2)の結果を P (t) 5 1

2
に適用すると

(10− t)(9− t)(4 + t)

360
5 1

2

ゆえに (t− 5)(t2 − 10t− 36) 5 0

さらに (t− 5 +
√
61)(t− 5)(t− 5−

√
61) 5 0

これを解いて t 5 5−
√
61, 5 5 t 5 5 +

√
61

tは，0 5 t 5 10を満たす整数であることに注意して

t = 5, 6, 7, 8, 9, 10

�
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2 (1)
−→
OA = (1, 0,−1)，

−→
OB = (0, 1, 1)より

|
−→
OA|2 = 2, |

−→
OB|2 = 2,

−→
OA·

−→
OB = −1

よって α =
1

2

√
|
−→
OA|2|

−→
OB|2 − (

−→
OA·

−→
OB)2 =

1

2

√
2·2− (−1)2 =

√
3

2

(2)
−→
OP = s

−→
OA+ t

−→
OB より
−→
CP =

−→
OP−

−→
OC = s

−→
OA+ t

−→
OB−

−→
OC · · · (∗)

−→
OA⊥

−→
CP，

−→
OB⊥

−→
CPより，

−→
OA·

−→
CP = 0，

−→
OB·

−→
CP = 0 であるから

−→
OA·(s

−→
OA+ t

−→
OB−

−→
OC) = 0,

−→
OB·(s

−→
OA+ t

−→
OB−

−→
OC) = 0

したがって |
−→
OA|2s+ (

−→
OA·

−→
OB)t =

−→
OA·

−→
OC,

(
−→
OA·

−→
OB)s+ |

−→
OB|2t =

−→
OB·

−→
OC

また，
−→
OC = (1, 1, 1)より，

−→
OA·

−→
OC = 0，

−→
OB·

−→
OC = 2であるから

2s− t = 0, −s+ 2t = 2 これを解いて s =
2

3
, t =

4

3

これを (∗)に代入すると
−→
CP =

2

3
(1, 0,−1) +

4

3
(0, 1, 1)− (1, 1, 1) =

1

3
(−1, 1,−1)

(3) (2)の結果から |
−→
CP| = 1

3

√
(−1)2 + 12 + (−1)2 =

√
3

3
−→
OE = k

−→
CP (k > 0)，|

−→
OE| = αより

α = k|
−→
CP| ゆえに

√
3

2
=

√
3

3
k これから k =

3

2

したがって
−→
OE =

3

2

−→
CP =

1

2
(−1, 1,−1) ,

−→
DE =

−→
OE−

−→
OD =

(
−1

2
,
1

2
,−1

2

)
−
(
0,−1

2
,
1

2

)
=

1

2
(−1, 2,−2)

4ABCの重心がGであるから

−→
OG =

1

3
(
−→
OA+

−→
OB+

−→
OC) =

1

3
(2, 2, 1)

ゆえに
−→
OG·

−→
DE =

1

3
·1
2
{2·(−1) + 2·2 + 1·(−2)} = 0 よって

−→
OG⊥

−→
DE

�
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3 (1)

∫ π

0

cos2 x dx =
1

2

∫ π

0

(1 + cos 2x) dx =
1

2

[
x+

1

2
sin 2x

]π
0

=
π

2∫ π

0

sin2 x dx =
1

2

∫ π

0

(1− cos 2x) dx =
1

2

[
x− 1

2
sin 2x

]π
0

=
π

2∫ π

0

sin x cos x dx =
1

2

∫ π

0

sin 2x dx = −1

4

[
cos 2x

]π
0

= 0

(2) 求める立体の体積 V は，(1)の結果を利用して

V

π
=

∫ π

0

(
a sinx+

a

a− 1
cos x

)2

dx

= a2
∫ π

0

sin2 dx+
2a2

a− 1

∫ π

0

sinx cosx dx+

(
a

a− 1

)2 ∫ π

0

cos2 x dx

= a2·π
2
+

2a2

a− 1
·0 +

(
a

a− 1

)2

·π
2
=

π

2

{
a2 +

(
a

a− 1

)2
}

よって V =
π2

2

{
a2 +

(
a

a − 1

)2
}

(3) a2 = {(a− 1) + 1}2 = (a− 1)2 + 2(a− 1) + 1(
a

a− 1

)2

=

(
1

a− 1
+ 1

)2

=
1

(a− 1)2
+

2

a− 1
+ 1

b = a− 1 とおくと，a > 1 より，b > 0であるから

a2 +

(
a

a− 1

)2

= b2 + 2b+ 1 +
1

b2
+

2

b
+ 1

= b2 +
1

b2
+ 2

(
b+

1

b

)
+ 2

= b2 − 2 +
1

b2
+ 2

(
b− 2 +

1

b

)
+ 8

=
(b2 − 1)2

b2
+

(b− 1)2

b
+ 8 = 8 · · · (∗)

b = 1，すなわち，a = 2のとき，(∗)において等号が成立する．
(∗)および (1)の結果から，a = 2のとき，V は最小値 4π2をとる． �
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4 (1) θ =
2

7
π，α = cos θ + i sin θ · · · 1©より

α7 = (cos θ + i sin θ)7 = cos 7θ + i sin 7θ = cos 2π + i sin 2π = 1

α7 − 1 = 0であるから，等式 α7 − 1 = (α− 1)
6∑

k=0

αk により

(α− 1)
6∑

k=0

αk = 0 また, α− 1 6= 0より
6∑

k=0

αk = 0

(2) (1)の結果から α6 + α5 + α4 + α3 + α2 + α + 1 = 0 · · · (∗)

したがって α3 + α2 + α + 1 +
1

α
+

1

α2
+

1

α3
= 0

α3 +
1

α3
=

(
α +

1

α

)3

− 3

(
α +

1

α

)
，α2 +

1

α2
=

(
α +

1

α

)2

− 2により

(
α +

1

α

)3

+

(
α +

1

α

)2

− 2

(
α +

1

α

)
− 1 = 0

1©および 1

α
= cos θ − i sin θより，α+

1

α
= 2 cos θであるから

(2 cos θ)3 + (2 cos θ)2 − 2(2 cos θ)− 1 = 0

8 cos3 θ + 4 cos2 θ − 4 cos θ − 1 = 0

上式より，f(x) = 8x3 + 4x2 − 4x− 1について f(cos θ) = 0

(3) β = α2とすると，α7 = 1および (∗)により

β6 + β5 + β4 + β3 + β2 + β + 1 = α12 + α10 + α8 + α6 + α4 + α2 + 1

= α5 + α3 + α + α6 + α4 + α2 + 1

= 0

β = cos 2θ + i sin 2θであるから β +
1

β
= 2 cos 2θ

したがって，(2)と同様にして f(cos 2θ) = 0 �
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5 (1) 1 (1)を参照．

(2) 1 (2)，(3)を参照を参照． �

6 (1) 3 (2)を参照．

(2) 3 (3)を参照を参照． �

7 (1) 4 (1)を参照．

(2) 4 (2)を参照を参照．

(3) 4 (3)より，cos 2θは f(x) = 0の解である．

γ = α3とすると，α7 = 1および (∗)により

γ6 + γ5 + γ4 + γ3 + γ2 + γ + 1 = α18 + α15 + α12 + α9 + α6 + α3 + 1

= α4 + α + α5 + α2 + α6 + α3 + 1

= 0

γ = cos 3θ + i sin 3θであるから γ +
1

γ
= 2 cos 3θ

同様に，cos 3θは f(x) = 0の解である． �
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8 (1) x ≡ 0 =⇒ x2 ≡ 0, x ≡ ±1 =⇒ x2 ≡ 1 (mod 3)より

x2 ≡ 0 ⇐⇒ x ≡ 0, x2 ≡ 1 ⇐⇒ x ≡ ±1, x2 6≡ −1 (mod 3)

よって x2 + y2 ≡ 0 =⇒ x2 ≡ y2 ≡ 0 =⇒ x ≡ y ≡ 0 (mod 3)

(2) x2 + y2 = 5·32n · · · (∗)
(i) (∗)について，n = 0のとき x2 + y2 = 5

これをみたす自然数 x, yは 1または 2であるから，求める組は

(x, y) = (1, 2), (2, 1)

(ii) (∗)について，n > 0のとき，(∗)は 3の倍数であるから，(1)の結果
から x, yはともに 3の倍数であるから，x, yが 3l (l 5 n)で割り切
れ，

x

3l
，

y

3l
の少なくとも一方は 3で割り切れないとする．( x

3l

)2
+
( y
3l

)2
= 5·32(n−l)

l < nならば，上式の右辺は 3の倍数となり，(1)の結論から，
x

3l
，

y

3l
がともに 3で割り切れ，矛盾を生じる．

したがって，l = nとなり
( x

3n

)2
+
( y

3n

)2
= 5

(i)の結果を利用して
( x

3n
,

y

3n

)
= (1, 2), (2, 1)

(i),(ii)より (x, y) = (3n, 2·3n), (2·3n, 3n)

(3) x2 + y2 = 7·3m · · · (∗∗)
(i) (∗∗)について，m = 0のとき x2 + y2 = 7

これをみたす自然数 (x, y)の組は存在しない．

(ii) (∗∗)について，m > 0のとき，(∗∗)は 3の倍数であるから，(1)の結
果から x, yはともに 3の倍数であるから，x, yが 3k (2k 5 m)で割
り切れ，

x

3k
，

y

3k
の少なくとも一方は 3で割り切れないとする．( x

3k

)2
+
( y

3k

)2
= 7·3m−2k

2k < mならば，上式の右辺は 3の倍数となり，(1)の結論から，
x

3k
，

y

3k
がともに 3で割り切れ，矛盾を生じる．

したがって，2k = mとなり
( x

3k

)2
+
( y

3k

)2
= 7

(i)の結果により，これをみたす自然数
x

3k
,

y

3k
は存在しない．

(i),(ii)により，(∗∗)をみたす自然数 x, yは存在しない． �
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9 (1) t = sin x+ cos x より

t2 = (sin x+ cos x)2 = 1 + 2 sinx cosx = 1 + sin 2x

よって sin 2x = t2 − 1

(2) t = sin x+ cos x =
√
2 sin

(
x+

π

4

)
より −

√
2 5 t 5

√
2

(3) xの方程式

sin 2x− 2
√
2a(sinx+ cos x) + 6a+ 1 = 0 · · · (∗)

について，(1)，(2)の結果から

(∗)の左辺 = (t2 − 1)− 2
√
2at+ 6a+ 1

= t2 − 2
√
2at+ 6a

= (t−
√
2a)2 − 2a2 + 6a

tに関する 2次関数

f(t) = t2 − 2
√
2at+ 6a (−

√
2 5 t 5

√
2)

の最大値をM，最小値をmとすると

M =

{
f(−

√
2) (a > 0)

f(
√
2) (a 5 0)

, m =


f(−

√
2) (a < −1)

f(
√
2a) (−1 5 a 5 1)

f(
√
2) (1 < a)

f(
√
2) = 2a+ 2，f(−

√
2) = 10a+ 2，f(

√
2a) = −2a(a− 3)より

(i) a < −1のとき M = f(
√
2) < 0

(ii) −1 5 a 5 0のとき

{
M = f(

√
2) = 0

m = f(
√
2a) 5 0

(iii) 0 < a 5 1のとき m = f(
√
2a) > 0

(iv) 1 < aのとき m = f(
√
2) > 0

(i)～(iv)より，(∗)が実数解をもつ aの値の範囲は −1 5 a 5 0 �
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10 (1) C : y = x2と ` : y = 2ax− a3から yを消去して整理すると

x2 − 2ax+ a3 = 0 · · · (∗)

Cと `が異なる 2点で交わるとき，(∗)の判別式をDとすると

D/4 = a2 − a3 > 0 ゆえに a2(a− 1) < 0

a > 0により 0 < a < 1

(2) 2次方程式 (∗)の解は x = a±
√
a2 − a3

α = a−
√
a2 − a3，β = a+

√
a2 − a3とおくと

x2 − 2ax+ a3 = (x− α)(x− β), β − α = 2
√
a2 − a3

求める図形の面積 Sは，上の 2式に注意して

S =

∫ β

α

{(2ax− a3)− x2}dx

= −
∫ β

α

(x− α)(x− β)dx

=
1

6
(β − α)3 =

1

6
(2
√
a2 − a3)3 =

4

3
{a2(1 − a)}3

2

(3) 3正数 a, a, 2(1− a)の相加平均・相乗平均の大小関係により

a+ a+ 2(1− a)

3
= 3
√

a·a·2(1− a) ゆえに a2(1− a) 5 4

27

上式において，等号が成立するは a = 2(1− a) すなわち a =
2

3

よって，a =
2

3
のとき，Sは最大値

4

3

(
4

27

) 3
2

=
32

√
3

729
をとる． �
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4.6 2020年
• 理工学部　 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (120分)

• 医学部　 1 3 5 6 数 I・II・III・A・B (120分)

• 農学部　 1 2 7 8 数 I・II・A・B (120分)

• 教育学部　 1 2 7 数 I・II・A・B (100分)

1 ある病原菌の検査試薬は，その病原菌に感染している個体に対し誤って陰性反

応を示す確率が
3

100
であり，感染していない個体に対し誤って陽性反応を示す

確率が
1

100
である．ある集団にこの試薬で病原菌の検査を行い，全体の 4%が

陽性反応を示したとき，次の問に答えよ．

(1) 病原菌に感染している個体が陽性反応を示す確率を求めよ．

(2) この集団から 1つの個体を取り出すとき，その個体が病原菌に感染してい
る確率を求めよ．

(3) この集団の中で陽性反応を示した個体が，実際は病原菌に感染していない
確率を求めよ．

2 平面上にOA = 2，OB = 1，∠AOB = θとなる4OABがある．辺ABを 2 : 1

に内分する点をCとするとき，次の問に答えよ．

(1)
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~bとする．このとき，

−→
OCおよび

−→
ACを~a，~bを用いて表せ．

(2) f(θ) = |
−→
AC|+

√
2|
−→
OC|とするとき，f(θ)を θを用いて表せ．

(3) 0 < θ < πにおける f(θ)の最大値，およびそのときの cos θの値を求めよ．

3 0 < t < 2とする．f(x) = x(3 − x)，g(x) = 2x(x − 2)とおく．曲線 y = f(x)

(0 5 x 5 t)と直線 x = tおよび x軸で囲まれた図形を x軸の周りに 1回転して
できる立体の体積を V1(t)とする．曲線 y = g(x) (t 5 x 5 2)と直線 x = tおよ
び x軸で囲まれた図形を x軸の周りに 1回転してできる立体の体積を V2(t)と
する．V (t) = V1(t) + V2(t)とおくとき，次の問に答えよ．

(1) V1(t)を tを用いて表せ．

(2) V2(t)を tを用いて表せ．

(3) 0 < t < 2における V (t)の増減を調べ，極値を求めよ．



368 第 4章 佐賀大学

4 自然数 nに対して，

an =

(
2

π

)n ∫ π
2

0

xn sin x dx, bn =

(
2

π

)n ∫ π
2

0

xn cos x dx

とおくとき，次の問に答えよ．

(1) a1および b1を求めよ．

(2) n = 2のとき，anを n，bn−1を用いて表せ．また，bnを n，an−1を用いて
表せ．

(3) すべての自然数 nに対して，0 5 an 5 π

2(n+ 1)
を示せ．また，極限

lim
n→∞

nanおよび lim
n→∞

n2bnを求めよ．

5 次の問に答えよ．

(1) p，qを正の実数とし，正の実数 α，βが

α− β = q, αβ =
(p
3

)3
を満たすとする．このとき， 3

√
α− 3

√
βは，方程式

x3 + px− q = 0

の解であることを示せ．

(2) 3次方程式 x3 +6x− 2 = 0は，ただ 1つの実数解をもつ．この実数解を求
めよ．ただし，ただ 1つの実数解をもつことは証明しなくてよい．

(3) 実数

3

√
1 +

√
28

27
− 3

√
−1 +

√
28

27

は有理数である．この有理数の値を求めよ．
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6 自然数 nに対して，

an =

(
2

π

)n ∫ π
2

0

xn sin x dx, bn =

(
2

π

)n ∫ π
2

0

xn cos x dx

とおくとき，次の問に答えよ．

(1) a1および b1を求めよ．

(2) n = 2のとき，anを n，bn−1を用いて表せ．また，bnを n，an−1を用いて
表せ．

(3) 極限 lim
n→∞

nanおよび lim
n→∞

n2bnを求めよ．

7 円 x2 + (y− 2)2 = 25をC，直線 y = −2x+7を `とする．また，円Cと直線 `

の共有点をA(x1, y1)，B(x2, y2)とする．ただし，x1 < x2とする．このとき，
次の問に答えよ．

(1) 点A，Bの座標を求めよ．

(2) 放物線 y = ax2 + bx + cが点A，BおよびC(3,−2)を通るとき，a，b，c

の値を求めよ．

(3) (2)で求めた放物線の点A，Bにおける接線とこの放物線で囲まれた図形
の面積を求めよ．

8 次の問に答えよ．

(1) tを実数とするとき，xに関する方程式

x+
1

x
= t

の正の実数解の個数を求めよ．

(2) kを正の実数とするとき，xに関する方程式

x2 +
1

x2
− 8

(
x+

1

x

)
+ 17 = k

の正の実数解の個数を求めよ．
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解答例
1 (1) 感染している事象をX，陽性と判定される事象を Y とすると

PX(Y ) =
3

100
, PX(Y ) =

1

100
, P (Y ) =

4

100
· · · (∗)

上の第 1式および第 2式から

PX(Y ) = 1− PX(Y ) = 1− 3

100
=

97

100

PX(Y ) = 1− PX(Y ) = 1− 1

100
=

99

100

 · · · (∗∗)

よって，求める確率 PX(Y )は
97

100

(2) P (Y ) = P (X ∩ Y ) + P (X ∩ Y ),

P (X ∩ Y ) = P (X)PX(Y ),

P (X ∩ Y ) = P (X)PX(Y ) = {1− P (X)}PX(Y )

上の第 2式，第 3式を第 1式に代入すると

P (Y ) = P (X)PX(Y ) + {1− P (X)}PX(Y )

(∗)，(∗∗)をこれに代入すると

4

100
= P (X)· 97

100
+ {1− P (X)}· 1

100

よって，求める確率 P (X)は
1

32

(3) (1)，(2)の結果により，求める確率は

PY (X) =
P (Y ∩X)

P (Y )
=

P (Y )− P (Y ∩X)

P (Y )
= 1− P (X ∩ Y )

P (Y )

= 1− P (X)

P (Y )
·P (X ∩ Y )

P (X)
= 1− P (X)

P (Y )
·PX(Y )

= 1− 1

32
·100
4

· 97
100

=
31

128

別解 PY (X) =
P (Y ∩X)

P (Y )
=

P (X)

P (Y )
·P (X ∩ Y )

P (X)
=

1− P (X)

P (Y )
·PX(Y )

=

(
1− 1

32

)
·100
4

· 1

100
=

31

128

�
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2 (1) 点CはABを 2 : 1に内分するから

−→
OC =

~a + 2~b

3
−→
AC =

2

3

−→
AB =

2

3
(~b − ~a)

　

O A(~a)

B(~b)

C
2

1

2

1

θ

(2) 与えられた条件から

|~a| = 2, |~b| = 1, ~a·~b = |~a||~b| cos θ = 2 cos θ

上式および (1)の結果から

|
−→
AC| = 2

3
|~b− ~a| = 2

3

√
|~a|2 − 2~a·~b+ |~b|2 = 2

3

√
5− 4 cos θ,

|
−→
OC| = 1

3
|~a+ 2~b| = 1

3

√
|~a|2 + 4~a·~b+ 4|~b|2 = 2

√
2

3

√
1 + cos θ

よって f(θ) = |
−→
AC|+

√
2|
−→
OC| = 2

3

√
5− 4 cos θ +

√
2·2

√
2

3

√
1 + cos θ

=
2

3
(
√
5 − 4 cos θ + 2

√
1 + cos θ)

(3) x =
√
5− 4 cos θ，y = 2

√
1 + cos θとおくと (0 < θ < π)

(x+ y)2 = 2(x2 + y2)− (x− y)2 = 18− (x− y)2 5 18 · · · (∗)

(∗)において，等号が成立するとき，x− y = 0であるから

√
5− 4 cos θ − 2

√
1 + cos θ = 0 ゆえに cos θ =

1

8

(∗)および f(θ) =
2

3
(x+ y)より

f(θ) =
2

3
(x+ y) 5 2

3

√
18 = 2

√
2

よって，f(θ)は，cos θ =
1

8
のとき最大値 2

√
2 をとる． �
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3 (1) f(x) = x(3− x)のとき，曲線 y = f(x) (0 5 x 5 t)と直線 x = tおよび x

軸で囲まれた図形を x軸の周りに 1回転してできる立体の体積 V1(t)は

V1(t) = π

∫ t

0

x2(3− x)2 dx · · · 1©

= π

∫ t

0

(x4 − 6x3 + 9x2) dx

= π

[
x5

5
− 3

2
x4 + 3x3

]t
0

= π

(
t5

5
−

3

2
t4 + 3t3

)
(2) g(x) = 2x(x − 2)のとき，曲線 y = g(x) (t 5 x 5 2)と直線 x = tおよび

x軸で囲まれた図形を x軸の周りに 1回転してできる立体の体積 V2(t)は

V2(t) = π

∫ 2

t

4x2(x− 2)2 dx · · · 2©

= 4π

∫ 2

t

(x4 − 4x3 + 4x2) dx

= 4π

[
x5

5
− x4 +

4

3
x3

]2
t

= 4π

(
−
t5

5
+ t4 −

4

3
t3 +

16

15

)
(3) 1©， 2©より

V ′
1(t) = πt2(3− t)2, V ′

2(t) = −4πt2(2− t)2

V (t) = V1(t) + V2(t)より

V ′(t) = πt2(3− t)2 − 4πt2(2− t)2

= πt2{(3− t)2 − 4(2− t)2} = πt2(7− 3t)(t− 1)

したがって，0 < t < 2における V (t)の増減は

t (0) · · · 1 · · · (2)

V ′(t) − 0 +

V (t) ↘ 極小 ↗

(1)，(2)の結果から，極小値は

V (1) = V1(1) + V2(1) =
17

10
π +

32

15
π =

23

6
π

�
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4 (1) an =

(
2

π

)n ∫ π
2

0

xn sin x dx, bn =

(
2

π

)n ∫ π
2

0

xn cos x dx (nは自然数)

上の 2式について，x =
π

2
tとおくと

dx

dt
=

π

2

x 0 −→ π
2

t 0 −→ 1

(∗) an =
π

2

∫ 1

0

tn sin
π

2
t dt, bn =

π

2

∫ 1

0

tn cos
π

2
t dt (nは自然数)

(∗)に n = 1を代入すると

a1 =
π

2

∫ 1

0

t sin
π

2
t dt =

[
−t cos

π

2
t+

2

π
sin

π

2
t

]1
0

=
2

π

b1 =
π

2

∫ 1

0

t cos
π

2
t dt =

[
t sin

π

2
t+

2

π
cos

π

2
t

]1
0

= 1 −
2

π

(2) (∗)より，n = 2のとき

an =
π

2

∫ 1

0

tn sin
π

2
t dt = −

∫ 1

0

tn
(
cos

π

2
t
)′
dt

= −
[
tn cos

π

2
t

]1
0

+ n

∫ 1

0

tn−1 cos
π

2
t dt

=
2n

π
·π
2

∫ 1

0

tn−1 cos
π

2
t dt =

2n

π
bn−1,

bn =
π

2

∫ 1

0

tn cos
π

2
t dt =

∫ 1

0

tn
(
sin

π

2
t
)′
dt

=

[
tn sin

π

2
t

]1
0

− n

∫ 1

0

tn−1 sin
π

2
t dt

= 1− 2n

π
·π
2

∫ 1

0

tn−1 sin
π

2
t dt = 1 −

2n

π
an−1

(3) 0 5 t 5 1において，0 5 tn sin
π

2
5 tnであるから

0 5 π

2

∫ 1

0

tn sin
π

2
t dt 5 π

2

∫ 1

0

tn dt ゆえに 0 5 an 5 π

2(n+ 1)

lim
n→∞

π

2(n+ 1)
= 0であるから，上式にはさみうちの原理を適用すると

lim
n→∞

an = 0
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0 5 t 5 1において，0 5 tn cos
π

2
5 tnであるから

0 5 π

2

∫ 1

0

tn cos
π

2
t dt 5 π

2

∫ 1

0

tn dt ゆえに 0 5 bn 5 π

2(n+ 1)

lim
n→∞

π

2(n+ 1)
= 0であるから，上式にはさみうちの原理を適用すると

lim
n→∞

bn = 0

(2)の結果より，bn = 1− 2n

π
an−1であるから (n = 2)

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

(
1− 2n

π
an−1

)
= lim

n→∞

2

π

(π
2
− nan−1

)
lim
n→∞

bn = 0であるから， lim
n→∞

(n+ 1)an = lim
n→∞

nan−1 =
π

2
より

lim
n→∞

nan = lim
n→∞

n

n+ 1
·(n+ 1)an = lim

n→∞

1

1 + 1
n

·(n+ 1)an =
π

2

(2)の結果より，an =
2n

π
bn−1であるから

lim
n→∞

n2bn−1 = lim
n→∞

π

2
nan =

π

2
·π
2
=

π2

4

lim
n→∞

(n+ 1)2bn =
π2

4
であるから

lim
n→∞

n2bn = lim
n→∞

n2

(n+ 1)2
·(n+ 1)2bn

= lim
n→∞

1

(1 + 1
n
)2
·(n+ 1)2bn =

π2

4

別解 0 5 t 5 1において，t 5 sin
π

2
t 5 1より

∫ 1

0

tn+1 dt 5
∫ 1

0

tn sin
π

2
t dt 5

∫ 1

0

tn dt

1

n+ 2
5
∫ 1

0

tn sin
π

2
t dt 5 1

n+ 1

したがって

　

O

y

t1

1

nπ

2(n+ 2)
5 nan 5 nπ

2(n+ 1)
ゆえに lim

n→∞
nan =

π

2

�



4.6. 2020年 375

5 (1) p, q, α, βは正の実数であるから，αβ =
(p
3

)3
より p = 3 3

√
αβ

q = α− βであるから，方程式 x3 + px− q = 0は

x3 + 3 3
√
αβx− (α− β) = 0 · · · (∗)

x = 3
√
α− 3

√
βを (∗)の左辺に代入すると

(∗)の左辺 = ( 3
√
α− 3

√
β)3 + 3 3

√
αβ( 3

√
α− 3

√
β)− (α− β)

= α− 3 3
√
α2β + 3 3

√
αβ2 − β

+ 3 3
√

α2β − 3 3
√

αβ2 − α + β

= 0

よって， 3
√
α− 3

√
βは方程式 x3 + px− q = 0の解である．

(2) 3次方程式 x3 + 6x− 2 = 0を (1)の結果に適用すると，p = 6，q = 2より

α− β = 2, αβ =

(
6

3

)3

= 8

第 1式から α = β + 2 これを第 2式に代入すると

(β + 2)β = 8 ゆえに (β − 2)(β + 4) = 0

与えれた方程式から，β > 0に注意して β = 2 ゆえに α = 4

求める実数解は 3
√
α− 3

√
β，すなわち， 3

√
4 − 3

√
2

(3) t =
3

√
1 +

√
28

27
− 3

√
−1 +

√
28

27
とし，

α = 1 +

√
28

27
, β = −1 +

√
28

27

とすると

q = α− β = 2, p = 3 3
√

αβ = 3
3

√
1

27
= 1

(1)の結果から，tは方程式 x3 + px− q = 0，すなわち，x3 + x− 2 = 0の
解であるから

(x− 1)(x2 + x+ 2) = 0 これを解いて x = 1,
−1±

√
7i

2

tは実数であるから t = 1 よって 求める有理数は 1 �
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6 (1) 4 (1)を参照

(2) 4 (2)を参照

(3) 0 5 t 5 1において，t 5 sin
π

2
t 5 1より

∫ 1

0

tn+1 dt 5
∫ 1

0

tn sin
π

2
t dt 5

∫ 1

0

tn dt

1

n+ 2
5
∫ 1

0

tn sin
π

2
t dt 5 1

n+ 1

したがって

　

O

y

t1

1

nπ

2(n+ 2)
5 nan 5 nπ

2(n+ 1)
ゆえに

π

2(1 + 2
n
)
5 nan 5 π

2(1 + 1
n
)

lim
n→∞

π

2(1 + 2
n
)
= lim

n→∞

π

2(1 + 1
n
)
=

π

2
であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

nan =
π

2

(2)の結果より，an =
2n

π
bn−1であるから

lim
n→∞

n2bn−1 = lim
n→∞

π

2
nan =

π

2
·π
2
=

π2

4

lim
n→∞

(n+ 1)2bn =
π2

4
であるから

lim
n→∞

n2bn = lim
n→∞

n2

(n+ 1)2
·(n+ 1)2bn

= lim
n→∞

1

(1 + 1
n
)2
·(n+ 1)2bn =

π2

4

�
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7 (1) C : x2+(y− 2)2 = 25と直線 ` : y = −2x+7の方程式から yを消去すると

x2 + (−2x+ 7− 2)2 = 25 整理すると x(x− 4) = 0

これを解いて x = 0, 4 これらを `の方程式に代入すると

x = 0 のとき y = 7, x = 4 のとき y = −1

よって，x座標に注意して A(0, 7), B(4,−1)

(2) 放物線が点A(0, 7)を通るから，y = ax2 + bx+ 7とおく．

これが 2点B(4,−1)，C(3,−2)を通るから

−1 = 16a+ 4b+ 7, −2 = 9a+ 3b+ 7

これを解いて a = 1, b = −6

よって a = 1, b = −6, c = 7

(3) (2)の結果から，f(x) = x2− 6x+7とおくと

f ′(x) = 2x− 6

2点A，Bにおける接線の傾きは，それぞれ

f ′(0) = −6, f ′(4) = 2

C上の点A(0, 7)における接線は

y = −6x+ 7 · · · 1©

　

O

y

x
2

−5

7

4
−1

A

B

C上の点B(4,−1)における接線の方程式は

y − (−1) = 2(x− 4) すなわち y = 2x− 9 · · · 2©

2直線 1©， 2©の交点の x座標は

−6x+ 7 = 2x− 9 これを解いて x = 2
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よって，求める面積を Sとすると 1

S =

∫ 2

0

{(x2 − 6x+ 7)− (−6x+ 7)} dx

+

∫ 4

2

{(x2 − 6x+ 7)− (2x− 9)} dx

=

∫ 2

0

x2 dx+

∫ 4

2

(x− 4)2 dx

=

[
x3

3

]2
0

+

[
1

3
(x− 4)3

]4
2

=
16

3

�

8 (1) (∗) x+
1

x
= tより x2 − tx+ 1 = 0

f(x) = x2 − tx+ 1とおくと

f(0) = 1, f(x) =

(
x− t

2

)2

+ 1− t2

4

(i) t 5 0のとき，x > 0において，f(x) > 0であるから，
f(x) = 0，すなわち，(∗)を満たす正の実数解 xは存在しない．

(ii) 0 < t < 2のとき，1− t2

4
> 0より，f(x) > 0であるから，

f(x) = 0，すなわち，(∗)を満たす正の実数解 xは存在しない．

(iii) t = 2のとき，f(x) = (x− 1)2により，f(x) = 0，すなわち，
(∗)を満たす正の実数解 xは 1の 1個のみ．

(iv) 2 < tのとき，1− t2

4
< 0より，f(x) = 0，すなわち，

(∗)を満たす正の実数解 xは
t±

√
t2 − 4

2
の 2個．

(i)～(iv)から，(∗)の正の実数解 xの個数は
t < 2 のとき 0個
t = 2 のとき 1個
2 < t のとき 2個

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai bun 2009.pdf (p.6の補足)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2009.pdf
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(2) kを正の実数とする xに関する方程式

(A) x2 +
1

x2
− 8

(
x+

1

x

)
+ 17 = k

について，(∗)より

x2 +
1

x2
− 8

(
x+

1

x

)
+ 17 =

(
x+

1

x

)2

− 8

(
x+

1

x

)
+ 15

= t2 − 8t+ 15

= (t− 4)2 − 1

t = 2のとき
(t− 4)2 − 1 = k · · · (∗∗)

を満たす tの個数は，y = (t − 4)2 − 1 (2 5 t)と y = k (k > 0)の共有点
の個数である．

(i) 0 < k < 3のとき，(∗∗)を満たす tが t1 (2 < t1 < 3)，t2 (5 < t2 < 6)

の 2個存在し，それぞれの tの値に対して，正の実数 xが 2個ずつ存
在する．したがって，(A)を満たす正の実数 xは 4個存在する．

(ii) k = 3のとき，(∗∗)を満たす tは t = 2, 6である．t = 2に対する正の
実数 xは 1個，t = 6に対する正の実数 xは 2個存在する．したがっ
て，(A)を満たす正の実数 xは 3個存在する．

(iii) 3 < kのとき，(∗∗)を満たす tが t3 (6 < t3)の 1個存在し，この tの
値に対して，正の実数 xが 2個ずつ存在する．したがって，(A)を満
たす正の実数 xは 2個存在する．

O

y

t

3

4

−1
2 3 5 6

(i)～(iii)から，(A)の正の実数解 xの個数は
0 < k < 3 のとき 4個
k = 3 のとき 3個
3 < k のとき 2個

�
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4.7 2021年
• 理工学部　 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (120分)

• 医学部　 1 3 4 5 数 I・II・III・A・B (120分)

• 農学部　 1 2 3 6 数 I・II・A・B (120分)

• 教育学部　 1 2 6 数 I・II・A・B (100分)

1 AB = 6，AC = 4，cosB =
3

4
をみたす4ABCについて，次の問に答えよ．

(1) 辺BCの長さを求めよ．

(2) ∠Cが鋭角のとき，4ABCの面積を求めよ．

(3) (2)の4ABCに対して，その外接円および内接円の半径をそれぞれ求めよ．

2 α =
√
2 +

√
3とするとき，次の問に答えよ．

(1) α2と α3の値をそれぞれ求めよ．

(2)
√
2,

√
3,

√
6を，それぞれ有理数 a, b, c, d を用いて aα3 + bα2 + cα+ d

の形に表せ．

(3)
1

α + 1
を，有理数 a, b, c, dを用いて aα3 + bα2 + cα+ dの形に表せ．

(4) (1)，(2)，(3)で示した式のいずれかを用いることにより，αが有理数また
は無理数のどちらになるか，理由をつけて答えよ．ただし，

√
2,

√
3,

√
6

が無理数であることは用いてもよい．

3 ベクトル~a = (1, 3)，~b = (3,−1)のとき，

~p = (cos θ)~a+ (sin θ)~b

~q = (cos2 θ)~a+ (sin2 θ)~b

とおく．ただし，0 5 θ < 2πとする．このとき，次の問に答えよ．

(1) |~a|2，内積~a·~b，|~b|2の値をそれぞれ求め，内積~p·~qを θを用いて表せ．

(2) t = sin θ + cos θのとき，tのとりうる値の範囲を求めよ．また，内積~p·~q
を tを用いて表せ．

(3) 内積~p·~qの最大値と最小値，およびそのときの θの値をそれぞれ求めよ．
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4 f(x) = −x3 + 4xとおく．曲線 y = f(x)上の点 P(t, f(t))における接線を `と
する．ただし，0 < t < 2とする．y = f(x) (t 5 x 5 2)，x軸，および直線
x = tで囲まれた部分の面積を S1(t)とする．y = f(x) (0 5 x 5 t)，直線 `，お
よび y軸で囲まれた部分の面積を S2(t)とし，S(t) = S1(t) + S2(t)とする．こ
のとき，次の問に答えよ．

(1) 直線 `の方程式を求めよ．

(2) S1(t)を tを用いて表せ．

(3) S2(t)を tを用いて表せ．

(4) tが 0 < t < 2の範囲を動くとき，S(t)の最小値とそのときの tの値を求
めよ．

5 α =
√
2 +

√
3とするとき，次の問に答えよ．

(1)
√
2,

√
3,

√
6を，それぞれ有理数 a, b, c, d を用いて aα3 + bα2 + cα+ d

の形に表せ．

(2)
1

α + 1
を，有理数 a, b, c, dを用いて aα3 + bα2 + cα+ dの形に表せ．

(3) (1)，(2)で示した式のいずれかを用いることにより，αが有理数または無
理数のどちらになるか，理由をつけて答えよ．ただし，

√
2,

√
3,

√
6が無

理数であることは用いてもよい．

6 f(x) = 2x2 + x + 1とおき，放物線 y = f(x)上の点 P(1, 4)における接線を `

とする．点 Pを通り，`とのなす角が 45◦である直線で，傾きが正であるもの
をmとする．このとき，次の問に答えよ．

(1) 直線 `の方程式を求めよ．

(2) 直線mの方程式を求めよ．

(3) y = f(x) (0 5 x 5 1)，直線m，および y軸で囲まれた部分の面積を求
めよ．
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解答例

1 (1) b = 4, c = 6, cosB =
3

4
を余弦定理 b2 = c2+ a2− 2ca cosBに代入すると

16 = 36 + a2 − 2·6a·3
4
ゆえに a2 − 9a+ 20 = 0

したがって (a− 4)(a− 5) = 0 よって BC = a = 4, 5

(2) ∠Cが鋭角であるから，a2 + b2 > c2をみたすとき，(1)の結果から

a = 5

また sinB =
√
1− cos2 B =

√
1− 9

16
=

√
7

4

よって 4ABC =
1

2
ca sinB =

1

2
·6·5·

√
7

4
=

15
√
7

4

(3) 4ABCの外接円および内接円の半径をそれぞれR, rとおく．

正弦定理により 2R =
b

sinB

R =
b

2 sinB
=

4

2·
√
7
4

=
8√
7
=

8

7

√
7

4ABCの周の長さを `とすると ` = 5 + 4 + 6 = 15

これと (2)の結果を
1

2
r` = 4ABCに代入すると

1

2
r·15 =

15
√
7

4
よって r =

√
7

2

�
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2 (1) α =
√
2 +

√
3より

α2 = (
√
2 +

√
3)2 = 5 + 2

√
6,

α3 = α2α = (5 + 2
√
6)(

√
2 +

√
3)

= 5(
√
2 +

√
3) + 4

√
3 + 6

√
2 = 11

√
2 + 9

√
3

(2) α =
√
2 +

√
3，α3 = 11

√
2 + 9

√
3より

√
2 =

1

2
(α3 − 9α),

√
3 =

1

2
(−α3 + 11α)

α2 = 5 + 2
√
6より

√
6 =

1

2
(α2 − 5)

(3) α2 − 5 = 2
√
6の両辺を平方すると

α4 − 10α2 + 25 = 24 ゆえに α4 − 10α2 + 1 = 0

α4 − 10α2 + 1を α + 1で割ることにより

α4 − 10α2 + 1 = (α + 1)(α3 − α2 − 9α + 9)− 8

上式の左辺は 0であるから 8 = (α + 1)(α3 − α2 − 9α + 9)

よって
1

α + 1
=

1

8
(α3 − α2 − 9α + 9)

別解 (2)の結果から

1

α + 1
=

1√
2 +

√
3 + 1

=
1 +

√
2−

√
3

(1 +
√
2 +

√
3)(1 +

√
2−

√
3)

=
1 +

√
2−

√
3

2
√
2

=
1

4
(2 +

√
2−

√
6)

=
1

4

(
2 +

α3 − 9α

2
− α2 − 5

2

)
=

1

8
(α3 − α2 − 9α + 9)

(4)
√
6 =

1

2
(α2 − 5) · · · (∗)

αを有理数と仮定すると，(∗)の右辺は有理数であり，左辺が無理数であ
ることに反する．よって，αは無理数である． �
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3 (1) ~a = (1, 3), ~b = (3,−1)より

|~a|2 = 12 + 32 = 10, ~a·~b = 1·3 + 3·(−1) = 0, |~b|2 = 32 + (−1)2 = 10

したがって

~p·~q = {(cos θ)~a+ (sin θ)~b}·{(cos2 θ)~a+ (sin2 θ)~b}

= (cos3 θ)|~a|2 + (sin3 θ)|~b|2

= 10(sin3 θ + cos3 θ)

(2) (∗) t = sin θ + cos θ (0 5 θ < 2π)より

(∗∗) t =
√
2 sin

(
θ +

π

4

)
ゆえに −

√
2 5 t 5

√
2

また，(∗)の両辺を平方すると

t2 = 1 + 2 sin θ cos θ ゆえに sin θ cos θ =
t2 − 1

2

(∗)と上式および (1)の結果から

~p·~q = 10(sin3 θ + cos3 θ)

= 10(sin θ + cos θ)(1− sin θ cos θ)

= 10t

(
1− t2 − 1

2

)
= −5t3 + 15t

(3) (2)の結果から，f(t) = ~p·~qとおくと (−
√
2 5 t 5

√
2)

f ′(t) = −15t2 + 15 = −15(t+ 1)(t− 1)

t −
√
2 · · · −1 · · · 1 · · ·

√
2

f ′(t) − 0 + 0 −
f(t) −5

√
2 ↘ −10 ↗ 10 ↘ 5

√
2

(∗∗)より t = 1 すなわち θ = 0,
π

2
のとき 最大値 10

t = −1 すなわち θ = π,
3

2
πのとき 最小値−10

�
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4 (1) f(x) = −x3 + 4xより f ′(x) = −3x2 + 4

曲線 y = f(x)上の点 P(t, f(t))における接線 `の方程式は

y − (−t3 + 4t) = (−3t2 + 4)(x− t)

したがって y = (−3t2 + 4)x + 2t3

(2) S1(t)は右の図の斜線部分の面積であるから

S1(t) =

∫ 2

t

(−x3 + 4x) dx

=

[
−1

4
x4 + 2x2

]2
t

=
1

4
t4 − 2t2 + 4

　

O

y

x

S1(t)

`

t
2S2(t)

−2

(3) S2(t)は右上の図の斜線部分の面積であるから，(1)の結果により

S2(t) =

∫ t

0

{(−3t2 + 4)x+ 2t3 − (−x3 + 4x)} dx

=

∫ t

0

(x3 − 3t2x+ 2t3) dx

=

[
1

4
x4 − 3

2
t2x2 + 2t3x

]t
0

=
3

4
t4

(4) (2)，(3)の結果から

S(t) = S1(t) + S2(t) =
1

4
t4 − 2t2 + 4 +

3

4
t4

= t4 − 2t2 + 4

= (t2 − 1)2 + 3

0 < t < 2より，t = 1のとき，最小値 3 �

5 (1) 2 (2)と同一

(2) 2 (3)と同一

(3) 2 (4)と同一 �
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6 (1) f(x) = 2x2 + x+ 1より f ′(x) = 4x+ 1

したがって f(1) = 4, f ′(1) = 5

`は点 (1, 4)を通り，傾き 5の直線であるから

y − 4 = 5(x− 1) すなわち y = 5x − 1

(2) 直線 `の偏角を θとすると，tan θ = 5より

45◦ < θ < 90◦

したがって，`とのなす角 45◦で傾き正である直線mの傾きは

tan(θ − 45◦) =
tan θ − tan 45◦

1 + tan θ tan 45◦
=

5− 1

1 + 5·1
=

2

3

mは点 (1, 4)を通り，傾き
2

3
の直線であるから

y − 4 =
2

3
(x− 1) すなわち y =

2

3
x +

10

3

(3) 求める面積は，右の図の斜線部分で，その面積
を Sとすると

S =

∫ 1

0

{
2

3
x+

10

3
− (2x2 + x+ 1)

}
dx

=

∫ 1

0

(
−2x2 − 1

3
x+

7

3

)
dx

=

[
−2

3
x3 − 1

6
x2 +

7

3
x

]1
0

=
3

2

　

O

y

x1

4

10
3

m

�
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4.8 2022年
• 理工学部　 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (120分)

• 医学部　 1 3 5 6 数 I・II・III・A・B (120分)

• 農学部　 1 2 7 8 数 I・II・A・B (120分)

• 教育学部　 1 2 7 数 I・II・A・B (100分)

1 座標空間内の 4点O(0, 0, 0)，A(2, 0, 0)，B(2, 2, 0)，C(0, 2, 0)について

OD = AD = BD = CD = 2

を満たす点Dで，その z座標が正，負になるものを，それぞれD1，D2とする．
次の問に答えよ．

(1) 2点D1，D2の座標を求めよ．

(2) 点 P(1, 1, 0)と実数 a，bについて

a
−→
OA+ b

−−→
OD1 −

−→
OP

が 2つのベクトル
−→
OA，

−−→
OD1に垂直であるとする．このとき，a，bの値を

求めよ．

(3) 6点O，A，B，C，D1，D2を頂点とする正八面体を V とし，V のすべて
の面に内側から接する球をSとする．このとき，Sの半径を求めよ．また，
V の各面と Sとのすべての接点を頂点とする凸多面体について，その名
称を答え，各辺の長さを求めよ．

2 nを 5以上の整数とする．1枚の硬貨を投げる試行を n回繰り返すとき，表が
出る回数が，ちょうど n回目の試行で 5になる確率を pnとする．次の問に答
えよ．

(1) p6の値を求めよ．

(2) pnを nを用いて表せ．

(3)
pn+1

pn
を nを用いて表せ．また，pnの最大値を求めよ．
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3 関数 f(x) = e−x2
について，正の定数 aは f ′′(a) = 0を満たすとする．次の問

に答えよ．

(1) aの値を求めよ．また，関数 f(x)のグラフの凹凸を調べ，変曲点を求めよ．

(2) 曲線 y = f(x)と直線 y = f(a)で囲まれた図形を，y軸の周りに 1回転さ
せてできる立体の体積を求めよ．

4 複素数 zについて，1, z, z2を表す複素数平面上の点をそれぞれ A，B，Cと
する．次の問に答えよ．

(1) 点A，B，Cが正三角形の 3つの頂点となる zをすべて求めよ．

(2) 点A，B，Cが直角三角形の 3つの頂点となるための zに関する条件を求
めよ．また，この条件を満たす点 z全体を図示せよ．

5 nを 5以上の整数とする．1枚の硬貨を投げる試行を n回繰り返すとき，表が
出る回数が，ちょうど n回目の試行で 5になる確率を pnとする．次の問に答
えよ．

(1) pnを nを用いて表せ．

(2) pnの最大値を求めよ．

6 複素数 zについて，1, z, z2を表す複素数平面上の点をそれぞれ A，B，Cと
する．次の問に答えよ．

(1) 点A，B，Cが正三角形の 3つの頂点となる zをすべて求めよ．

(2) 点A，B，Cが直角三角形の 3つの頂点となる点 z全体を図示せよ．

7 放物線 y = x2をCとし，C上の点P(t, t2)における接線を `とする．次の問に
答えよ．

(1) 直線 `の方程式を求めよ．

(2) 0 < t < 6のとき，放物線C，直線 `と x軸で囲まれた図形の面積を S1(t)

とし，放物線C，直線 `と直線 x = 6で囲まれた図形の面積を S2(t)とす
る．S1(t) + S2(t)を S(t)とおくとき，S(t)を tを用いて表せ．

(3) 点P(t, t2)が 2 5 t 5 5を満たしながら放物線C上を動くとき，(2)のS(t)

の最大値と最小値を求めよ．
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8 a，bを整数とし，整式 x3 + ax2 + bx+ 2を P (x)とおく．次の問に答えよ．

(1) P (x)が，整数 nと定数 p，qにより

P (x) = (x− n)(x2 + px+ q)

と表されるとき，pと qは整数であることを示せ．さらに，nは 2の約数
であることを示せ．

(2) 方程式P (x) = 0が異なる 3つの整数解をもつような a，bの組 (a, b)を求
めよ．

(3) 方程式P (x) = 0が整数解と実数でない解をもつような a，bの組 (a, b)の
個数を求めよ．
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解答例
1 (1) P(1, 1, 0)はDから平面OABCに降ろした垂線の足である．

OP =
√
2，OD = 2より

PD =
√
OD2 −OP2 =

√
2

D1，D2の z座標の符号により

D1(1, 1,
√
2), D2(1, 1,−

√
2)

(2) O(0, 0, 0)，A(2, 0, 0)および (1)の結果から

a
−→
OA+ b

−−→
OD1 −

−→
OP = a(2, 0, 0) + b(1, 1,

√
2)− (1, 1, 0)

= (2a+ b− 1, b− 1,
√
2b)

これがベクトル
−→
OA = (2, 0, 0)，

−−→
OD1 = (1, 1,

√
2)に垂直であるから

2(2a+ b− 1) = 0, 1(2a+ b− 1) + 1(b− 1) +
√
2·
√
2b = 0

それぞれ整理すると 2a+ b = 1, a+ 2b = 1 よって a = b =
1

3

(3) 辺 OAの中点をMとし，平面 OAD1と球 S

の接点をTとすると

24MPD1 = MD1·PT = MP·PD1

したがって
√
3PT = 1·

√
2

よって，半径は PT =

√
6

3

　 D1

O

A B

C

PM

T

(2)の結果より，
−→
OT =

1

3

−→
OA +

1

3

−−→
OD1であるから，Tは4OAD1の重心．

4BCD1の重心をT′，平面OABCに関してTと対称な点をT′′とすると

TT′ =
2

3
OC =

4

3
, TT′′ =

2

3
PD1 =

2
√
2

3

4OAD1，4ABD1，4BCD1，4COD1の 4重心が凸多面体の頂点であり，
その 1辺の長さは

1√
2
TT′ = TT′′ =

2
√
2

3

よって，凸多面体は立方体である． �
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2 (1) p6は，5回目までに表が 4回出て，6回目に表が出る確率であるから

p6 = 5C4

(
1

2

)5

× 1

2
= 5

(
1

2

)6

=
5

64

(2) pnは，n− 1回目までに表が 4回出て，n回目に表が出る確率であるから

pn = n−1C4

(
1

2

)n−1

× 1

2

=
(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

4!

(
1

2

)n

=
(n − 1)(n − 2)(n − 3)(n − 4)

3·2n+3

(3) (2)の結果から

pn+1

pn
=

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

3·2n+4
· 3·2n+3

(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

=
n

2(n − 4)

ゆえに
pn+1

pn
− 1 =

n

2(n− 4)
− 1 =

8− n

2(n− 4)

したがって p5 < p6 < p7 < p8 = p9 > p10 > p11 > · · ·

よって，最大値 p8 = p9 =
35

256
�
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3 (1) f(x) = e−x2
より

f ′(x) = −2xe−x2

, f ′′(x) = 2(2x2 − 1)e−x2

f ′′(a) = 0より (a > 0) 2a2 − 1 = 0 よって a =
1
√
2

したがって，f(x)の増減および凹凸は次のようになる．

x · · · − 1√
2

· · · 0 · · · 1√
2

· · ·
f ′(x) + + + 0 − − −
f ′′(x) + 0 − − − 0 +

f(x) 1√
e

1 1√
e

変曲点は
(
−

1
√
2
,

1
√
e

)
,

(
1
√
2
,

1
√
e

)
(2) 求める回転体の体積を V とすると

V = 2π

∫ a

0

x{f(x)− f(a)} dx = 2π

∫ 1√
2

0

x

(
e−x2 − 1√

e

)
dx

= π

[
−e−x2 − x2

√
e

] 1√
2

0

= π

(
1 −

3

2
√
e

)

O

y

x

1√
e

1

1√
2

− 1√
2

バウムクーヘン型求積法� �
a 5 x 5 bの範囲で f(x) = 0のとき，y = f(x)のグラフと x軸および
2直線 x = a，x = bで囲まれた部分を y軸のまわりに 1回転してでき
る立体の体積 V は

V = 2π

∫ b

a

xf(x) dx

� �
�



4.8. 2022年 393

4 (1) 3点A(1)，B(z)，C(z2)に関する必要条件は

z 6= 1, z2 6= 1, z2 6= z すなわち z 6= 0, ± 1 (∗)

このとき，∠BAC =
π

3
であるから

z2 − 1

z − 1
= cos

π

3
± i sin

π

3
ゆえに z + 1 =

1

2
±

√
3

2
i

よって z = −
1

2
±

√
3

2
i

別解 AB = BC = CA 6= 0より |z − 1| = |z2 − z| = |z2 − 1| 6= 0

|z − 1| = |z||z − 1| = |z + 1||z − 1| 6= 0

したがって 1 = |z| = |z + 1|, z 6= 1

2円 |z| = 1, |z + 1| = 1の交点であるから z = −
1

2
±

√
3

2
i

(2) (i) ∠BAC =
π

2
のとき，(∗)に注意して z2 − 1

z − 1
= z + 1

上式は，純虚数であるから

(z + 1) + (z + 1) = 0 ゆえに Re(z) =
z + z

2
= −1, z 6= −1

(ii) ∠ABC =
π

2
のとき，(∗)に注意して z2 − z

1− z
= −z

上式は，純虚数であるから

−z + (−z) = 0 ゆえに Re(z) = 0, z 6= 0

(iii) ∠BCA =
π

2
のとき，(∗)に注意して 1− z2

z − z2
=

1 + z

z

上式は，純虚数であるから

1 + z

z
+

(
1 + z

z

)
= 0 整理すると z(1 + z) + z(1 + z) = 0

zz +
1

2
z +

1

2
z = 0 ゆえに

∣∣∣∣z + 1

2

∣∣∣∣ = 1

2
, z 6= 0,−1
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(i)～(iii)より，点 z全体は，下の図のようになる．

O

Im

Re−1

別解 AB = |z − 1|，BC = |z2 − z| = |z||z − 1|，CA = |1− z2| = |z + 1||z − 1|

このとき，AB 6= 0, BC 6= 0, CA 6= 0より z 6= 0, ± 1

AB : BC : CA = 1 : |z| : |z + 1|であるから，次の (i)～(iii)の場合がある．

(i) 12 + |z + 1|2 = |z|2のとき

z + z = −2 ゆえに Re(z) =
z + z

2
= −1, z 6= −1

(ii) 12 + |z|2 = |z + 1|2のとき

z + z = 0 ゆえに Re(z) =
z + z

2
= 0, z 6= 0

(iii) |z|2 + |z + 1|2 = 12のとき

zz +
1

2
z +

1

2
z = 0 ゆえに

∣∣∣∣z + 1

2

∣∣∣∣ = 1

2
, z 6= 0,−1

�

5 (1) 2 (2)

(2) 2 (3) �

6 (1) 4 (1)

(2) 4 (2) �
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7 (1) y = x2を微分すると y′ = 2x

`は，点 P(t, t2)を通り，傾き 2tの直線であるから

y − t2 = 2t(x− t) すなわち y = 2tx − t2 (∗)

(2) `と x軸との交点の x座標は，

(∗)に y = 0を代入して

t(2x− t) = 0

t 6= 0より x =
t

2

`と直線 x = 6との交点の y座標は

(∗)に x = 6を代入して

y = 12t− t2

S(t) = S1(t) + S2(t) (0 < t < 6)は，

右の図から

　

O

y

x

12t− t2

tt
2 6

`

C S1(t)

S2(t)

S(t) =

∫ 6

0

x2 dx− 1

2

(
6− t

2

)
(12t− t2)

= −
1

4
t3 + 6t2 − 36t + 72

(3) (2)の結果から

S ′(t) = −3

4
t2 + 12t− 36 = −3

4
(t2 − 16t+ 48)

= −3

4
(t− 4)(t− 12)

したがって，2 5 t 5 5における S(t)の増減表は次のようになる．

t 2 · · · 4 · · · 5

S ′(t) − 0 +

S(t) 22 ↘ 8 ↗ 43
4

よって 最大値 S(2) = 22，最小値 S(4) = 8 �



396 第 4章 佐賀大学

8 (1) 整式 P (x) = x3 + ax2 + bx+ 2が

P (x) = (x− n)(x2 + px+ q) (∗)

と表されるから，(∗)を展開して

x3 + ax2 + bx+ 2 = x3 + (p− n)x2 + (q − np)x− nq

同じ次数の項の係数が等しいから

a = p− n, b = q − np, 2 = −nq

したがって
p = a+ n, q = b+ np, nq = −2 (∗∗)

a，nは整数であるから，(∗∗)の第 1式より，pは整数．

また，bは整数であるから，(∗∗)の第 2式より，qは整数．

さらに，(∗∗)の第 3式より，nは 2の約数である．

(2) P (x) = 0が異なる 3つの整数解をもつとき，(∗)より，1つの整数解が n

で他の 2つの整数解を α, βとおくと，α, βは 2次方程式

x2 + px+ q = 0 · · · 1©

の解であるから，解と係数の関係により

q = αβ

これを (∗∗)の第 3式に代入すると nαβ = −2

n, α, βは異なる整数であるから，これらは 1,−1, 2

P (x) = (x− 1)(x+ 1)(x− 2)であるから

P (x) = x3 − 2x2 − x+ 2

よって a = −2, b = −1
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(3) 条件より，2次方程式 1©が実数でない解をもつから，係数について

p2 − 4q < 0 · · · 2©

これから，q > 0が必要条件で，(∗∗)の第 3式より，n < 0

さらに，(1)の結論から，n = −1,−2

(i) n = −1を (∗∗)に代入して

p = a− 1, q = b− p, q = 2

ゆえに，p = a− 1, q = 2, b = a+ 1． 2©により

(a− 1)2 − 4·2 < 0 これを満たす整数 aは a = −1, 0, 1, 2, 3

したがって，(a, b) = (−1, 0), (0, 1), (1, 2), (2, 3), (3, 4)の 5組

(ii) n = −2を (∗∗)に代入して

p = a− 2, q = b− 2p, q = 1

ゆえに，p = a− 2, q = 1, b = 2a− 3． 2©により

(a− 2)2 − 4·1 < 0 これを満たす整数 aは a = 1, 2, 3

したがって，(a, b) = (1,−1), (2, 1), (3, 3)の 3組

(i),(ii)から，求める組 (a, b)の個数は 5 + 3 = 8 (個) �





第 5 章 長崎大学

出題分野
(教B・薬 工・情・歯 医学部 教A・経・水・環)

教育B・薬学部 出題分野 (2011-2022) 120分

J 長崎大学 教B・薬 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式
I 2次関数
図形と計量
データの分析
式と証明
複素数と方程式

II 図形と方程式 4 3

三角関数 3 3 3 3 3

指数関数と対数関数 3 3 3 3 3 3

微分法と積分法 1 4 3 3·4 5

式と曲線
複素数平面 3 7 6 3 8* 3

関数
III 極限 5 7 7 7 7

微分法とその応用 4 5 5·6 6 7 3·5 5 5

積分法 7 5 5 5 7 7 3

積分法の応用 6 5 5·6 6 5·7 7 4·5 7* 5

場合の数と確率
A 整数の性質 3

図形の性質
平面上のベクトル 2 4 4

B 空間のベクトル 1 4 4 4 4 3 4 2

数列 4 2 3 5 3 3 3 4

確率分布と統計
数字は問題番号 (∗は選択問題)

399

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2014.pdf
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工・情・歯学部 出題分野 (2011-2021) 120分

J 長崎大学 工・歯 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式
I 2次関数
図形と計量
データの分析
式と証明 3

複素数と方程式
II 図形と方程式 3

三角関数 5 3 3 3 3 3 3

指数関数と対数関数 3 3 3 3 3 3 3

微分法と積分法 1 4 3 3·4 5

式と曲線 5

複素数平面 3 3 8* 3

関数
III 極限 5 6 7

微分法とその応用 5 5·6 6 6 3·5 5 5

積分法 5 6 7 5 5 5 7 6 3

積分法の応用 6 5 5·6 6 5·6 6 4·5 5 7* 5

場合の数と確率
A 整数の性質 3

図形の性質
平面上のベクトル 6 4 4

B 空間のベクトル 3 1 4 4 4 4 3 4 2

数列 3 5 3 3 3 4

確率分布と統計 9* 11*

数字は問題番号 (∗は選択問題)

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2014.pdf
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医学部 出題分野 (2011-2022) 120分

J 長崎大学 医学部 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式
I 2次関数
図形と計量
データの分析
式と証明
複素数と方程式

II 図形と方程式 4 3

三角関数 3 3 3 3 3

指数関数と対数関数 8 3 3 3 3 3 3

微分法と積分法 7 3 3·4
式と曲線 7 6

複素数平面 3 7 8 3 9* 3

関数
III 極限 5·8 7 7 7 7·8

微分法とその応用 4 6 6·8 3 6

積分法 8 6 5 8 7 7 3 7

積分法の応用 6·7 6·8 5·8 7·8 8 4 10*

場合の数と確率
A 整数の性質 3

図形の性質
平面上のベクトル 2 4 4

B 空間のベクトル 1 4 4 4 4 3 4 2

数列 4 3 5 3 3 3

確率分布と統計
数字は問題番号

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2014.pdf
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教育A・経済・水産・環境 出題分野 (2011-2021) 80分

J 長崎大学 教A·経 ·水 ·環 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式
I 2次関数
図形と計量
データの分析
式と証明 1

複素数と方程式
II 図形と方程式 3 1 1 1 1

三角関数 2 1 1 1 1 1 1

指数関数と対数関数 2 1 1

微分法と積分法 1 1 1 1 1 2 1·2 2 2 1 1

場合の数と確率
A 整数の性質 1 1

図形の性質
平面上のベクトル 2 2 1 1 1 1

B 空間のベクトル 2 2 2 2

数列 2 2 1 1 1 1

確率分布と統計
数字は問題番号

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2014.pdf
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5.1 2015年
出題分野

• 教育・薬学部 3 4 5 7 数 I・II・III・A・B (120分)

• 工・歯学部 3 4 5 6 数 I・II・III・A・B (120分)

• 経済・水産・環境科学部 1 2 数 I・II・A・B (80分)

• 医学部 3 4 5 8 数 I・II・III・A・B (120分)

1 2つの放物線C1 : y = x2，C2 : y = x2 − 2ax+2a2を考える．ただし，a > 0と
する．以下の問いに答えよ．

(1) 放物線C2の頂点の座標を aを用いて表せ．

(2) 2つの放物線C1，C2の共通接線を `とし，C1と `との接点の x座標を p，
C2と `との接点の x座標を qとする．pと qの値および `の方程式を，そ
れぞれ aを用いて表せ．

(3) 放物線C1，C2および接線 `によって囲まれた図形の面積をS1とする．S1

を aを用いて表せ．

(4) 点
(
−a

2
,
a2

4

)
におけるC1の接線をmとする．このとき，mの方程式を

aを用いて表せ．また，mと接線 `との交点の x座標を求めよ．

(5) 放物線C1および接線 `，mによって囲まれた図形の面積を S2とする．S2

を aを用いて表せ．さらに，
S2

S1

の値を求めよ．
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2 4点O(0, 0, 0)，A(4, 0, 0)，C(0, 4, 0)，D(0, 0, 4)をとり，下図のように線
分OA，OC，ODを 3辺とする立方体OABC-DEFGを考える．辺DE，BFの
中点を，それぞれM，Nとする．以下の問いに答えよ．

O(0, 0, 0)

A(4, 0, 0) B

C(0, 4, 0)

D(0, 0, 4)

E F

G

M

N

x

y

z

(1) ベクトル
−−→
GMおよび

−→
GNを成分で表せ．

(2) ∠MGN = θとする．cos θの値を求めよ．

(3) 3点G，M，Nを頂点とする三角形GMNの面積を求めよ．

(4) 三角
すい

錐FGMNにおいて，三角形GMNを底面としたときの高さを求めよ．

(5) 三角形GMNを含む平面と線分OFとの交点を Pとする．このとき，
−→
OP

を
−→
OFを用いて表せ．

3 放物線C : y = x2上に異なる 2点 P，Qをとる．P，Qの x座標をそれぞれ p，
q (ただし，p < q)とする．直線 PQの傾きを aとおく．以下の問いに答えよ．

(1) aを p，qを用いて表せ．

(2) a = 1とする．直線PQとx軸の正の向きとのなす角θ1(ただし，0 < θ1 < π)

を求めよ．

(3) a = 1とする．放物線C上に点Rをとる．Rの x座標を r(ただし，r < p)

とする．三角形PQRが正三角形になるとき，直線PRと x軸の正の向き
とのなす角 θ2(ただし，0 < θ2 < π)を求めよ．また，このとき直線PRの
傾き，および直線QRの傾きを，それぞれ求めよ．さらに，正三角形PQR

の面積を求めよ．

(4) a = 2とする．放物線C上に点 S(1, 1)をとる．三角形PQSが∠S =
π

2
で

ある直角三角形になるとき，この三角形の面積を求めよ．
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4 ひし形の紙がある (図 1)．点線で半分に折ると正三角形になった (図 2)．これ

を少し開いて机の上に立てると，三角
すい

錐の形になる．その高さを次のようにし
て求めたい．

図 1 図 2 図 3

図 4において，2つの正三角形OABとOAC

の 1辺の長さを 1とする．点Oと平面ABCの

距離が，三角錐OABCの高さになる．

空間ベクトルを利用してこの高さを求める．
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~c，∠BOC = θとお

き，線分BCの中点をMとする．以下の問い

に答えよ．

　
O

A
C

M

B

図 4(図 3の拡大図)

(1)
−−→
OMと

−−→
AMを，~a，~b，~cを用いて表せ．

(2) 内積~a·~bと~a·~cの値を求めよ．また，|~b+~c|2の値を cos θを用いて表せ．

(3) 実数 tに対して
−→
OH = (1− t)

−→
OA+ t

−−→
OMとおくと，点Hは直線AM上にあ

る．このとき，
−→
OH⊥

−→
BCが成り立つことを示せ．さらに，Hが

−→
OH⊥

−−→
AM

を満たす点であるとき，tの値を cos θを用いて表せ．

(4) 三角錐OABCの高さをhとする．hをcos θを用いて表せ．さらに，
−−→
OM⊥

−−→
AM

が成り立つとき，θと hの値を求めよ．
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5 以下の問いに答えよ．

(1) 次の関係式によって定められる数列 {an}について，一般項 anと lim
n→∞

an

を求めよ． {
a1 = 1

an+1 − (
√
2 + 1)an = 1 (n = 1, 2, 3, · · · )

(2) 次の極限値を求めよ．

lim
n→∞

(
1

n2 + 12
+

2

n2 + 22
+

3

n2 + 32
+ · · ·+ n

n2 + n2

)
(3) 曲線C :

√
x+

√
y = 1と x軸および y軸で囲まれた下図の図形を，x軸の

まわりに 1回転させてできる立体の体積を求めよ．

O

y

x1

1

6 実数 x 6= 1について定義される関数

f(x) =
1 + x

1− x

を考える．以下の問いに答えよ．

(1) f ′(x)と f ′′(x)を求めよ．

(2) lim
x→−∞

f(x)， lim
x→1−0

f(x)， lim
x→1+0

f(x)， lim
x→∞

f(x)を求めよ．

(3) x座標と y座標がともに整数である点を格子点という．曲線 y = f(x)上
の格子点の座標をすべて求めよ．

(4) 関数 y = f(x)のグラフをかけ．

(5) x 5 0かつ y = 0で表される領域において，x軸と y軸および曲線 y = f(x)

で囲まれた図形の面積を求めよ．
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7 区間 0 5 x 5 π上で定義される関数

f(x) = cos 2x− 4 sin3 x

について，以下の問いに答えよ．

(1) 関数 f(x)の最大値と最小値を求めよ．

(2) 不定積分
∫

f(x) dxを求めよ．

(3) 方程式 f(x) = 0の解を求めよ．

(4) 曲線 y = f(x)と x軸で囲まれた図形の面積を求めよ．

8 自然対数の底を eとする．区間 x = 0上で定義される関数

f(x) = e−x sinx

を考え，曲線 y = f(x)と x軸との交点を，x座標の小さい順に並べる．それら
を，P0, P1, P2, · · · とする．点 P0は原点である．
自然数 n (n = 1, 2, 3, · · · )に対して，線分 Pn−1Pnと y = f(x)で囲まれた図

形の面積を Snとする．以下の問いに答えよ．

(1) 点 Pnの x座標を求めよ．

(2) 面積 Snを求めよ．

(3) In =
n∑

k=1

Skとする．このとき，Inと lim
n→∞

Inを求めよ．
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解答例

1 (1) C2 : y = (x− a)2 + a2 であるから，C2の頂点の座標は (a, a2)

(2) y = x2を微分すると y′ = 2x

y = x2 − 2ax+ 2a2を微分すると y′ = 2(x− a)

C1上の点 (p, p2)における接線の方程式は

y − p2 = 2p(x− p) すなわち y = 2px− p2 · · · 1©

C2上の点 (q, q2 − 2aq + 2a2)における接線の方程式は

y − (q2 − 2aq + 2a2) = 2(q − a)(x− q)

すなわち y = 2(q − a)x− q2 + 2a2 · · · 2©

1©， 2©の直線は一致するから

2p = 2(q − a), −p2 = −q2 + 2a2

ゆえに q − p = a, (q + p)(q − p) = 2a2

よって p =
a

2
, q =

3

2
a

また， 1©から `の方程式は

y = ax −
a2

4

　

O

y

x

`

a
2

3
2
aa

C1 C2

m

−a
2

S1

S2

(3) C1とC2の共有点の x座標は

x2 = x2 − 2ax+ 2a2 ゆえに x = a

よって S1 =

∫ a

a
2

{
x2 −

(
ax− a2

4

)}
dx

+

∫ 3
2
a

a

{
(x2 − 2ax+ 2a2)−

(
ax− a2

4

)}
dx

=

∫ a

a
2

(
x− a

2

)2
dx+

∫ 3
2
a

a

(
x− 3

2
a

)2

dx

=

[
1

3

(
x− a

2

)3 ]a
a
2

+

[
1

3

(
x− 3

2
a

)3 ] 3
2
a

a

=
a3

12
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(4) C1は y軸に関して対称である．C1上の 2点
(
a

2
,
a2

4

)
，
(
−a

2
,
a2

4

)
は y軸

に関して対称であるから，C1上のそれぞれ点における接線 `，mは y軸に
関して対称である．よって，mの方程式は

y = −ax −
a2

4

したがって，`とmの交点の x座標は x = 0

(5) C1および `，mによって囲まれた図形は，y軸に関して対称であるから

S2 = 2

∫ a
2

0

{
x2 −

(
ax− a2

4

)}
dx

= 2

∫ a
2

0

(
x− a

2

)2
dx = 2

[
1

3

(
x− a

2

)3 ]a
0

=
a3

12

これと (3)の結果から
S2

S1

= 1 �

2 (1) G(0, 4, 4)，M(2, 0, 4)，N(4, 4, 2) であるから

−−→
GM = (2, 0, 4)− (0, 4, 4) = (2,−4, 0)
−→
GN = (4, 4, 2)− (0, 4, 4) = (4, 0,−2)

(2) (1)の結果から

−−→
GM·

−→
GN = 2× 4 + (−4)× 0 + 0× (−2) = 8

|
−−→
GM| =

√
22 + (−4)2 + 02 = 2

√
5

|
−→
GN| =

√
42 + 02 + (−2)2 = 2

√
5

よって cos θ =

−−→
GM·

−→
GN

|
−−→
GM||

−→
GN|

=
8

2
√
5·2

√
5
=

2

5

(3) (2)の結果から sin θ =
√
1− cos2 θ =

√
21

5

よって 4GMN =
1

2
|
−−→
GM||

−→
GN| sin θ

=
1

2
·2
√
5·2

√
5×

√
21

5
= 2

√
21
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(4) 三角錐 FGMNにおいて4GMNを底辺とする高さを hとすると，三角錐
FGMNの体積により

1

3
4GMN× h =

1

3
4MFG× FN

したがって
1

3
× 2

√
21× h =

1

3
× 1

2
·4·4× 2

これを解いて h =
8√
21

=
8
√
21

21

(5)
−→
OF = α

−→
OG+ β

−−→
OM+ γ

−→
ON とおくと (α，β，γは実数)

(4, 4, 4) = α(0, 4, 4) + β(2, 0, 4) + γ(4, 4, 2)

= (2β + 4γ, 4α+ 4γ, 4α + 4β + 2γ)

成分を比較して β + 2γ = 2, α + γ = 1, 2α+ 2β + γ = 2

ゆえに α =
1

5
，β =

2

5
，γ =

4

5
すなわち

−→
OF =

1

5

−→
OG+

2

5

−−→
OM+

4

5

−→
ON

−→
OP = k

−→
OF とおくと (kは実数)

−→
OP = k

(
1

5

−→
OG+

2

5

−−→
OM+

4

5

−→
ON

)
=

k

5

−→
OG+

2k

5

−−→
OM+

4k

5

−→
ON

このとき，Pは平面GMN上の点であるから

k

5
+

2k

5
+

4k

5
= 1 ゆえに k =

5

7
よって

−→
OP =

5

7

−→
OF

�
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3 (1) P(p, q)，Q(q, q2) であるから，直線 PQの傾き aは

a =
q2 − p2

q − p
= p + q

(2) a = 1 より tan θ1 = 1 これをみたす θ1 (0 < θ1 < π)は θ1 =
π

4

(3) (2)結果から，直線PRと x軸の正の向きとなす角
θ2 (0 < θ2 < π)は，r < pに注意して

θ2 = θ1 +
π

3
=

π

4
+

π

3
=

7

12
π

また，直線 PR，QRの傾きは，(1)と同様にして

p+ r = tan θ2 = tan
7

12
π = −2 −

√
3

q + r = tan
(
θ1 −

π

3

)
= tan

(
− π

12

)
= −2 +

√
3

　

O

y

xp qr

P

Q

R
C

a = 1 であるから，(1)の結果および上の 2式から

p+ q = 1, p+ r = −2−
√
3, q + r = −2 +

√
3

これを解くと p =
1

2
−

√
3，q =

1

2
+
√
3，r = −5

2

θ1 =
π

4
より PQ =

√
2(q − p) =

√
2× 2

√
3 = 2

√
6

よって 4PQR =
1

2
(2
√
6)2 sin 60◦ = 6

√
3

(4) a = 2 より，(1)の結果から p+ q = 2 · · · 1©

S(1, 1) より
−→
SP = (p− 1, p2 − 1) = (p− 1)(1, p+ 1)
−→
SQ = (q − 1, q2 − 1) = (q − 1)(1, q + 1)

∠S =
π

2
より

−→
SP·

−→
SQ = 0 であるから

1·1 + (p+ 1)(q + 1) = 0 ゆえに pq + p+ q + 2 = 0

1©を上式に代入すると pq = −4

よって 4PQS =
1

2
|(p− 1)(q − 1)||1(q + 1)− 1(p+ 1)|

=
1

2
|pq − (p+ q) + 1|(q − p) =

1

2
| − 4− 2 + 1|(q − p)

=
5

2
(q − p) =

5

2

√
(p+ q)2 − 4pq =

5

2

√
22 − 4·(−4) = 5

√
5

�
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4 (1)
−−→
OM =

1

2
(~b +~c)，

−−→
AM =

−−→
OM−

−→
OA =

1

2
(~b +~c) − ~a

(2) ~a·~b = |~a||~b| cos 60◦ = 1·1× 1

2
=

1

2
， ~a·~c = |~a||~c| cos 60◦ = 1·1× 1

2
=

1

2

また |~b+~c|2 = |~b|2 + 2~b·~c+ |~c|2

= 12 + 2·1·1 cos θ + 12 = 2 + 2 cos θ

(3)
−→
OH·

−→
BC = {(1− t)

−→
OA+ t

−−→
OM}·(

−→
OC−

−→
OB)

=

{
(1− t)~a+

t

2
(~b+~c)

}
·(~c−~b)

= (1− t)(~c·~a− ~a·~b) + t

2
(|~c|2 − |~b|2)

= (1− t)

(
1

2
− 1

2

)
+

t

2
(1− 1) = 0

したがって
−→
OH⊥

−→
BC

(2)の結果に注意して

−→
OH·

−−→
AM =

{
(1− t)~a+

t

2
(~b+~c)

}
·
{
−~a+ 1

2
(~b+~c)

}
= (t− 1)|~a|2 +

{
1

2
(1− t)− t

2

}
~a·(~b+~c) +

t

4
|~b+~c|2

= (t− 1) +

(
1

2
− t

)
+

t

4
(2 + 2 cos θ)

= −1

2
+

t

2
(1 + cos θ)

−→
OH⊥

−−→
AM より，

−→
OH·

−−→
AM = 0 であるから

−1

2
+

t

2
(1 + cos θ) = 0 よって t =

1

1 + cos θ
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(4) (2)，(3)の結果を用いると

|
−→
OH|2 =

∣∣∣∣(1− t)~a+
t

2
(~b+~c)

∣∣∣∣2
= (1− t)2|~a|2 + t(1− t)~a·(~b+~c) +

t2

4
|~b+~c|2

= (1− t)2 + t(1− t) +
t2

4
(2 + 2 cos θ)

= 1− t+
1

2
t2(1 + cos θ) = 1− 1

1 + cos θ
+

1

2(1 + cos θ)

=
1 + 2 cos θ

2(1 + cos θ)

よって h = |
−→
OH| =

√
1 + 2 cos θ

2(1 + cos θ)

−−→
OM⊥

−−→
AM のとき，

−→
OH =

−−→
OM であるから

(1− t)~a+
t

2
(~b+~c) =

1

2
(~b+~c) ゆえに (1− t)

{
~a− 1

2
(~b+~c)

}
= ~0

したがって (1− t)(
−→
OA−

−−→
OM) = ~0

AとMは異なる点であるから 1− t = 0 よって t = 1

これを (3)の結果に代入すると

1

1 + cos θ
= 1 すなわち θ =

π

2
このとき h =

√
1

2
=

√
2

2

�
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5 (1)

{
a1 = 1

an+1 − (
√
2 + 1)an = 1 (n = 1, 2, 3, · · · )

上の漸化式およびその補助方程式は{
an+1 = (

√
2 + 1)an + 1 · · · 1©

c = (
√
2 + 1)c+ 1 · · · 2©

1©− 2©から an+1 − c = (
√
2 + 1)(an − c)

2©を解いて c = − 1√
2

したがって an+1 +
1√
2
= (

√
2 + 1)

(
an +

1√
2

)
数列

{
an +

1√
2

}
は，初項 1 +

1√
2
，公比

√
2 + 1の等比数列であるから

an +
1√
2
= (

√
2 + 1)n−1

(
1 +

1√
2

)

よって an =
(
√
2 + 1)n − 1

√
2

√
2 + 1 > 1 であるから lim

n→∞
an = ∞

(2) 求める極限値は

lim
n→∞

n∑
k=1

k

n2 + k2
= lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

k
n

1 +
(
k
n

)2
=

∫ 1

0

x

1 + x2
dx =

[
1

2
log(1 + x2)

]1
0

=
log 2

2

(3)
√
x+

√
y = 1 より S = π

∫ 1

0

y2 dx = π

∫ 1

0

(1−
√
x)4 dx

t = 1−
√
xとおくと

x 0 → 1

t 1 → 0
x = (1− t)2より

dx

dt
= 2(t−1)

よって S = π

∫ 0

1

t4·2(t− 1) dt

= π

∫ 1

0

(−2t5 + 2t4) dt = π

[
−1

3
t6 +

2

5
t5
]1
0

=
π

15
�
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6 (1) f(x) =
1 + x

1− x
= − 2

x− 1
− 1 = −2(x− 1)−1 − 1 より

f ′(x) = 2(x− 1)−2

=
2

(x− 1)2

f ′′(x) = −4(x− 1)−3

= − 4

(x− 1)3

(2) lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

(
− 2

x− 1
− 1

)
= −1

lim
x→1−0

f(x) = lim
x→1−0

(
− 2

x− 1
− 1

)
= ∞

lim
x→1+0

f(x) = lim
x→1+0

(
− 2

x− 1
− 1

)
= −∞

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

(
− 2

x− 1
− 1

)
= −1

(3) f(x) = − 2

x− 1
− 1 より，格子点の x座標は

x− 1 = ±1, ± 2 すなわち x = −1, 0, 2, 3

よって，求める格子点の座標は

(−1, 0, ), (0, 1), (2,−3), (3,−2)

(4) y = − 2

x− 1
− 1 より漸近線の方程式は

x = 1, y = −1

したがって，求めるグラフの概形は，
右のようになる．

　

O

y

x
1−1

1

−1

(5) 求める図形の面積を Sとすると

S =

∫ 0

−1

f(x) dx =

∫ 0

−1

(
− 2

x− 1
− 1

)
dx

=

[
−2 log |x− 1 | − x

]0
−1

= 2 log 2 − 1

�
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7 (1) cos 2x = 1− 2 sin2 x より f(x) = 1− 2 sin2 x− 4 sin3 x

t = sin x (0 5 x 5 π)，g(t) = f(x)とおくと

g(t) = −4t3 − 2t2 + 1 (0 5 t 5 1)

g′(t) = −12t2 − 4t

= −4t(3t+ 1)

0 5 t 5 1において，g′(t) < 0 であるから，g(t)は単調減少．

よって t = 0 すなわち x = 0, π のとき 最大値 1

t = 1 すなわち x =
π

2
のとき 最小値−5

(2) f(x) = cos 2x− 4 sin3 x = cos 2x− 4(1− cos2 x) sin x

= cos 2x− 4 sin x+ 4 cos2 x sinx

よって
∫

f(x) dx =
1

2
sin 2x + 4 cosx −

4

3
cos3 x + C (Cは積分定数)

別解 sin 3x = 3 sinx− 4 sin3 x より f(x) = cos 2x+ sin 3x− 3 sin x

よって
∫

f(x) dx =
1

2
sin 2x −

1

3
cos 3x + 3 cosx + C (Cは積分定数)

(補足) cos 3x = 4 cos3 x− 3 cos x

(3) g(t) = −4t3 − 2t2 + 1 = −(2t− 1)(2t2 + 2t+ 1)

= −(2t− 1)

{
2

(
t+

1

2

)2

+
1

2

}

上式から，g(t) = 0 (0 5 t 5 1) の解は t =
1

2

よって f(x) = 0 (0 5 x 5 π) の解は x =
π

6
,
5

6
π

(4) (3)の結果から，
π

6
5 x 5 5

6
π すなわち

1

2
5 t 5 1において g(t) 5 0

よって，(2)，(3)の結果から，求める面積を Sとすると

S = −
∫ 5

6
π

π
6

f(x) dx = −
[
1

2
sin 2x+ 4 cos x− 4

3
cos3 x

] 5
6
π

π
6

=
7
√
3

2

�
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8 (1) f(x) = e−x sinx (x = 0) について，f(x) = 0となる xの値であるから

sinx = 0 これを解いて x = nπ (n = 1, 2, 3, · · · )

よって，求める点 Pnの x座標は x = nπ

(2) (1)の結果から Sn =

∫ nπ

(n−1)π

|e−x sinx| dx

ここで，x = t+ (n− 1)π とおくと
x (n− 1)π −→ nπ

t 0 −→ π

dx

dt
= 1

よって Sn =

∫ π

0

|e−t−(n−1)π sin{t+ (n− 1)π}| dt

= e−(n−1)π

∫ π

0

e−t sin t dt

= e−(n−1)π

[
−1

2
e−t(sin t+ cos t)

]π
0

= e−(n−1)π × e−π + 1

2
=

(e−π + 1)e−(n−1)π

2

(3) (2) の結果から

In =
n∑

k=1

Sk =
e−π + 1

2

n∑
k=1

e−(k−1)π

=
e−π + 1

2
× 1− e−nπ

1− e−π
=

(1 + e−π)(1 − e−nπ)

2(1 − e−π)

また，0 < e−π < 1 より， lim
n→∞

e−nπ = 0 であるから

lim
n→∞

In =
1 + e−π

2(1− e−π)
=

eπ + 1

2(eπ − 1)

�
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5.2 2016年
出題分野

• 教育A・経済・水産・環境科学部 1 2 数 I・II・A・B (80分)

• 教育B・薬学部 3 4 5 7 数 I・II・III・A・B (120分)

• 工・歯学部 3 4 5 6 数 I・II・III・A・B (120分)

• 医学部 3 4 7 8 数 I・II・III・A・B (120分)

1 以下の問いに答えよ．

(1) 放物線 y = x2 − xの頂点を Pとする．点 Qはこの放物線上の点であり，
原点O(0, 0)とも点 Pとも異なるとする．∠OPQが直角であるとき，点
Qの座標を求めよ．

(2) 関数 f(x)は以下の条件 (イ)，(ロ)，(ハ)を満たす．そのような正の数 aの
値と f(x)を求めよ．

(イ) f ′(x) = x2 + ax

(ロ) f(0) = −1

(ハ) f(x)の極大値と極小値の差が
4

81

(3) 方程式 2(log2 x)
2 − 7| log2 x| − 4 = 0 を解け．

(4) 0 5 x 5 2πのとき，不等式 sin 3x+ sin 2x < sinx を解け．

2 空間において，3点 A(5, 0, 1)，B(4, 2, 0)，C(0, 1, 5)を頂点とする三角形
ABCがある．以下の問いに答えよ．

(1) 線分AB，BC，CAの長さを求めよ．

(2) 三角形ABCの面積 Sを求めよ．

(3) 原点O(0, 0, 0)から平面ABCに垂線を下ろし，平面ABCとの交点をH

とする．
−→
AH = `

−→
AB +m

−→
ACとおくとき，実数 `，mの値を求めよ．

(4) 直線AHと直線 BCの交点をMとする．
−→
AH = k

−−→
AMとおくとき，実数 k

の値と三角形HBCの面積 T を求めよ．

(5) 原点Oを頂点，四角形 ABHCを底面とする四角
すい

錐O-ABHCの体積 V を
求めよ．
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3 半径 1の円に内接する正十二角形Dがある．その面積を Sとする．Dの各辺
の中点を順に結んで正十二角形D1をつくる．さらに，D1の各辺の中点を結ん
で正十二角形D2をつくる．このように，Dn−1の各辺の中点を順に結んで正十
二角形Dnをつくる (n = 2)．Dnの面積を Snとする．以下の問いに答えよ．

(1) Sと S1を求めよ．

(2) Snを nの式で表せ (n = 1)．

(3) Sn 5 1

2
Sとなる最小の整数 nを求めよ．ただし，

1.89 < log2(2 +
√
3) < 1.9

である．

4 1辺の長さが 2の立方体 ABCD-EFGHが
ある．右の図 1のように，2辺BC，CD上
に，BS = CT = x (0 5 x 5 2)を満たす点
S，Tをとる．このとき，三角形ESTの面
積の最大値と最小値を求めたい．以下の問
いに答えよ．

　

2

C
S B

A
D

G

T

H
E

F

図 1

(1) 右の図2を参考にして，三角形OPQにおいて−→
OP = ~p，

−→
OQ = ~qとおくとき，三角形OPQ

の面積は

1

2

√
|~p|2|~q|2 − (~p·~q)2

と表されることを証明せよ．

　

θ
O P

Q

~q

~p

図 2

(2)
−→
EF = ~a，

−→
EH = ~b，

−→
EA = ~cとおく．立方体の 1辺の長さが 2であることに

注意して，
−→
ES，

−→
ETを~a，~b，~cおよび xを用いて表せ．また，|

−→
ES|2，|

−→
ET|2

を，それぞれ xの式として表せ．さらに，
−→
ESと

−→
ETの内積

−→
ES·

−→
ETは，x

によらない一定の値になることを示せ．

(3) 上の (1)を利用して三角形 ESTの面積 f(x)を求めよ．

(4) 0 5 x 5 2の範囲で，f(x)の最大値と最小値を求めよ．また，そのときの
xの値も答えよ．
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5 以下の問いに答えよ．

(1) 関数

y =
ex − e−x

ex + e−x

の増減を調べ，yのとり得る値の範囲を求めよ．また，この関数の逆関数
を求めよ．

(2) 定積分

In =

∫ π
4

0

tann x dx

について，I1，I2，I3を求めよ．

(3) 関数

f(x) =
1 + log x

x
(x > 0)

がある．曲線C : y = f(x)の変曲点を P(a, f(a))とする．曲線Cと直線
x = a，および x軸で囲まれた図形の面積 Sを求めよ．

6 区間−1 5 x 5 1において，2つの関数 f(x) = x+
√
1− x2，g(x) = x−

√
1− x2

を考える．曲線 C1 : y = f(x)と曲線 C2 : y = g(x)で囲まれた図形をD とす
る．以下の問いに答えよ．

(1) 関数 f(x)の増減を調べ，その最大値と最小値を求めよ．

(2) 曲線C1は曲線C2と原点に関して対称であることを示せ．

(3) 区間−1 5 x 5 1において，f(x)と−g(x)の値の大小関係を調べよ．ま
た，g(x) = 0が成り立つような xの範囲を求めよ．

(4) 図形Dの x = 0の部分を x軸のまわりに 1回転してできる回転体の体積
V を求めよ．
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7 関数 f(x) = xexで定まる曲線C : y = f(x)を考える．pを正の数とする．以下
の問いに答えよ．

(1) f ′(x)と f ′′(x)を求めよ．また，すべての xについて

{(ax+ b)ex}′ = f(x)

が成り立つような定数 a，bの値を求めよ．

(2) 曲線 C 上の点 P(p, f(p))における C の接線を ` : y = c(x − p) + dと
する．cと dの値を pを用いて表せ．さらに，区間 x = 0において関数
g(x) = f(x)− {c(x− p) + d}の増減を調べ，不等式

f(x) = c(x− p) + d (x = 0)

が成り立つことを示せ．

(3) x = 0の範囲で，曲線Cと接線 `，および y軸で囲まれた図形をF とする．
その面積 S(p)を求めよ．

(4) 2辺が x軸，y軸に平行な長方形Rを考える．Rが図形F を囲んでいると

き，Rの面積の最小値 T (p)を求めよ．さらに， lim
p→∞

S(p)

T (p)
を求めよ．

8
だ

楕
えん

円x2 +
y2

a2
= 1 (a > 0)と y 軸の交点を A(0, a)，B(0,−a)とする．θ が

−π

2
5 θ 5 π

2
の範囲を動くとき，点 P(cos θ, a sin θ)はこの楕円上を動く．以

下の問いに答えよ．

(1) 線分APの長さを `とする．X = sin θ
(
−π

2
5 θ 5 π

2

)
のとき，Y = `2と

なる関数を Y = f(X)とする．f(X)をXの式で表せ．

(2) 0 < a < 1の場合．

(1)の関数 f(X)の最大値を aを用いて表し，そのときのXの値を求めよ．

(3) a = 2の場合．

(1)の関数 f(X)の値が最大となるときの点 Pを P1とする．f(X)の最大
値と P1の座標を求めよ．また，点A(0, 2)を中心とし点 P1を通る円を，
x軸のまわりに 1回転してできる回転体の体積 V を求めよ．
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解答例

1 (1) y = x2 − x =

(
x− 1

2

)2

− 1

4
ゆえに P

(
1

2
,−1

4

)
直線OPの傾きは

−1
4
− 0

1
2
− 0

= −1

2

Q(t, t2 − t)とすると，直線OPと直線 PQは垂直であるから

−1

2
·
t2 − t−

(
−1

4

)
t− 1

2

= −1 整理すると (2t− 1)(2t− 5) = 0

t 6= 1

2
であるから t =

5

2
よって Q

(
5

2
,
15

4

)
(2) f ′(x) = x2+ax = x(x+a)より (a > 0)，3次関数 f(x)は，極大値 f(−a)，
極小値 f(0)をとる．

f(−a)− f(0) =

∫ −a

0

f ′(x) dx =

[
1

3
x3 +

1

2
ax2

]−a

0

=
1

6
a3

条件から，f(−a)− f(0) =
4

81
であるから

1

6
a3 =

4

81
これを解いて a =

2

3

f ′(x) = x2 +
2

3
xであるから，f(0) = −1より f(x) =

1

3
x3 +

1

3
x2 − 1

(3) 与えられた方程式から 2| log2 x|2 − 7| log2 x| − 4 = 0

ここで，t = | log2 x|とおくと (t = 0)

2t2 − 7t− 4 = 0 ゆえに (t− 4)(2t+ 1) = 0

t = 0より t = 4 ゆえに log2 x = ±4 よって x = 2±4 = 16,
1

16

(4) 与えられた不等式から (sin 3x− sin x) + sin 2x < 0

2 cos 2x sin x+ 2 sin x cos x < 0

sin x(cos 2x+ cos x) < 0

sin x(2 cos2 x+ cos x− 1) < 0

sinx(cosx+ 1)(2 cos x− 1) < 0

sinx > 0 すなわち 0 < x < πのとき cosx <
1

2

sinx < 0 すなわち π < x < 2πのとき cosx >
1

2

よって
π

3
< x < π,

5

3
π < x < 2π �
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2 (1) A(5, 0, 1)，B(4, 2, 0)，C(0, 1, 5) より

−→
AB = (−1, 2,−1),

−→
BC = (−4,−1, 5),

−→
CA = (5,−1,−4)

したがって AB = |
−→
AB| =

√
(−1)2 + 22 + (−1)2 =

√
6

BC = |
−→
BC| =

√
(−4)2 + (−1)2 + 52 =

√
42

CA = |
−→
CA| =

√
52 + (−1)2 + (−4)2 =

√
42

(2) (1)の結果から，三角形ABCはBC = CAの二等辺三角形であるから，C

から辺ABに下した垂線の長さは√
(
√
42)2 −

(√
6
2

)2
=

9

2

√
2

よって S =
1

2
×

√
6× 9

2

√
2 =

9

2

√
3

(3)
−→
AB = (−1, 2,−1)，

−→
AC = (−5, 1, 4)，

−→
AH = `

−→
AB +m

−→
AC より

−→
OH =

−→
OA+

−→
AH

= (5, 0, 1) + `(−1, 2,−1) +m(−5, 1, 4)

= (5− `− 5m, 2`+m, 1− `+ 4m) · · · 1©
−→
AB·

−→
OH = −1(5− `− 5m) + 2(2`+m)− 1(1− `+ 4m)

= 6`+ 3m− 6
−→
AC·

−→
OH = −5(5− `− 5m) + (2`+m) + 4(1− `+ 4m)

= 3`+ 42m− 21

−→
AB⊥

−→
OH，

−→
AC⊥

−→
OH であるから，

−→
AB·

−→
OH = 0，

−→
AC·

−→
OH = 0 より{

6`+ 3m− 6 = 0

3`+ 42m− 21 = 0
これを解いて ` =

7

9
, m =

4

9

(4) (3)の結果から
−→
AH =

7

9

−→
AB+

4

9

−→
AC =

11

9
·7
−→
AB + 4

−→
AC

11

ゆえに k =
11

9
，AM : MH = 9 : 2 よって T =

2

9
S =

2

9
·9
2

√
3 =

√
3

(5) (3)の結果を 1©に代入すると
−→
OH = (2, 2, 2) ゆえに |

−→
OH| = 2

√
3

(4)の結果から，四角形ABHCの面積は
11

9
S =

11

9
·9
2

√
3 =

11

2

√
3

よって V =
1

3
× 11

2

√
3× 2

√
3 = 11 �



424 第 5章 長崎大学

3 (1) S = 12× 1

2
·12 sin 30◦ = 3

Sと S1の相似比は 1 : cos 15◦ = 1 :

√
6 +

√
2

4

Sと S1の面積比は 1 :

(√
6 +

√
2

4

)2

= 1 :
2 +

√
3

4

したがって S1 =
2 +

√
3

4
S =

3(2 +
√
3)

4

(2) Sn =

(
2 +

√
3

4

)n

S = 3

(
2 +

√
3

4

)n

(3) (1)，(2)の結果を Sn 5 1

2
Sに代入すると

3

(
2 +

√
3

4

)n

5 1

2
·3 ゆえに

(
4

2 +
√
3

)n

= 2

2を底とする対数をとると

n log2
4

2 +
√
3
= 1 ゆえに n = 1

log2
4

2+
√
3

· · · (∗)

1.89 < log2(2 +
√
3) < 1.9，log2

4

2 +
√
3
= 2− log2(2 +

√
3)より

1

10
= 0.1 < log2

4

2 +
√
3
< 0.11 =

11

100

したがって 9 +
1

11
<

1

log2
4

2+
√
3

< 10

よって，(∗)を満たす最小の整数 nは 10 �
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4 (1) 4OPQ =
1

2
|~p||~q| sin θ =

1

2
|~p||~q|

√
1− cos2 θ

=
1

2

√
|~p|2|~q|2 − (|~p||~q| cos θ)2 = 1

2

√
|~p|2|~q|2 − (~p·~q)2

(2)
−→
ES = ~a +

x

2
~b +~c，

−→
ET =

2 − x

2
~a +~b +~c

|~a| = |~b| = |~c| = 2，~a·~b = ~b·~c = ~c·~a = 0 であるから

|
−→
ES|2 = |~a|2 +

(x
2

)2
|~b|2 + |~c|2 = 22 +

(x
2

)2
22 + 22

= x2 + 8

|
−→
ET|2 =

(
2− x

2

)2

|~a|2 + |~b|2 + |~c|2 =
(
2− x

2

)2

22 + 22 + 22

= (2 − x)2 + 8

−→
ES·

−→
ET =

2− x

2
|~a|2 + x

2
|~b|2 + |~c|2 = 2− x

2
·22 + x

2
·22 + 22

= 8

(3) (2)の結果を (1)に代入すると

f(x) =
1

2

√
(x2 + 8){(2− x)2 + 8} − 82

ここで，y = 2− xとおくと，x+ y = 2 であるから

(x2 + 8){(2− x)2 + 8} − 82 = (x2 + 8)(y2 + 8)− 82

= x2y2 + 8(x2 + y2)

= x2y2 + 8{(x+ y)2 − 2xy}
= x2y2 + 8(4− 2xy) = x2y2 − 16xy + 32

= (8− xy)2 − 32 = {8− x(2− x)}2 − 32

= {(x− 1)2 + 7}2 − 32

よって f(x) =
1

2

√
{(x − 1)2 + 7}2 − 32

(4) 0 5 x 5 2 であるから，(3)の結果から

x = 0, 2のとき最大値 2
√
2をとり，x = 1のとき最小値

√
17

2
をとる．

�



426 第 5章 長崎大学

5 (1) y =
ex − e−x

ex + e−x
= 1− 2e−x

ex + e−x
= 1− 2

e2x + 1
より y′ =

4e2x

(e2x + 1)2
> 0

lim
x→−∞

y = lim
x→−∞

(
1− 2

e2x + 1

)
= −1

lim
x→∞

y = lim
x→∞

(
1− 2

e2x + 1

)
= 1

yは単調増加 ゆえに −1 < y < 1

y = 1− 2

e2x + 1
より e2x =

1 + y

1− y
ゆえに x =

1

2
log

1 + y

1− y

よって，求める逆関数は y =
1

2
log

1 + x

1 − x
(−1 < x < 1)

(2) I1 =

∫ π
4

0

tan x dx =

[
− log cos x

]π
4

0

=
1

2
log 2

I2 =

∫ π
4

0

tan2 x dx =

∫ π
4

0

(
1

cos2 x
− 1

)
dx =

[
tanx− x

]π
4

0

= 1 −
π

4

I3 =

∫ π
4

0

tan3 x dx =

∫ π
4

0

tan2 x tanx dx =

∫ π
4

0

(
1

cos2 x
− 1

)
tanx dx

=

∫ π
4

0

(tan x)′ tanx dx−
∫ π

4

0

tanx dx =

[
1

2
tan2 x

]π
4

0

− I1 =
1

2
−

1

2
log 2

(3) f(x) =
1 + log x

x
= x−1 + x−1 log x より

f ′(x) = −x−2 − x−2 log x+ x−1x−1 = −x−2 log x

f ′′(x) = 2x−3 log x− x−2x−1 =
2 log x− 1

x3

f(x) = 0 とすると 1 + log x = 0 すなわち x =
1

e
，

f ′′(x) = 0 とすると 2 log x− 1 = 0 すなわち x =
√
e

x (0) · · · 1 · · ·
√
e · · ·

f ′(x) + 0 − − −
f ′′(x) − − − 0 +

f(x) 極大 変曲点
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求める面積を Sとすると

S =

∫ √
e

1
e

1 + log x

x
dx

=

∫ √
e

1
e

(1 + log x)(log x)′ dx

=

[
log x+

1

2
(log x)2

]√e

1
e

=
9

8

　

O

y

x1
e

y = f(x)

√
e

x =
√
e

�

6 (1) f(x) = x+
√
1− x2を微分すると

f ′(x) = 1− x√
1− x2

=

√
1− x2 − x√
1− x2

=
1− 2x2

√
1− x2(

√
1− x2 + x)

したがって，f(x)の増減表は次のようになる．

x −1 · · · 1√
2

· · · 1

f ′(x) + 0 −
極大

f(x) −1 ↗ ↘ 1√
2

よって，最大値 f( 1√
2
) =

√
2，最小値 f(−1) = −1

(2) f(−x) = −x+
√

1− (−x)2 = −(x−
√
1− x2) = −g(x)

よって，C1 : y = f(x)とC2 : y = g(x)は原点に関して対称である．

(3) f(x)− {−g(x)} = f(x) + g(x) = 2x であるから

−1 5 x 5 0 のとき f(x) 5 −g(x)，

0 5 x 5 1 のとき f(x) = −g(x)

g(x) = 0 のとき

x−
√
1− x2 = 0 ゆえに x =

√
1− x2 = 0

両辺を平方して x2 = 1− x2

0 5 x 5 1に注意して解くと
1
√
2
5 x 5 1

　

O

y

x

1

1
−1

−1

C1

C2

1√
2

(4) (3)の結果から，求める体積は，上の図の斜線部分を x軸のまわりに回転
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したものであるから

V

π
=

∫ 1

0

(x+
√
1− x2 )2dx−

∫ 1

1√
2

(x−
√
1− x2 )2dx

=

∫ 1

0

(2x
√
1− x2 + 1)dx+

∫ 1

1√
2

(2x
√
1− x2 − 1)dx

=

[
−2

3
(1− x2)

3
2 + x

]1
0

+

[
−2

3
(1− x2)

3
2 − x

]1
1√
2

=
2

3
(1 +

√
2)

よって V =
2

3
(1 +

√
2)π

別解 C(θ) = (cos θ, cos θ + sin θ) とおくと，C1，C2 は，それぞれ C(θ)の
0 5 θ 5 πおよび−π 5 θ 5 0の部分である．

O

y

x

1

1
−1

−1

C1

C2

1√
2

(θ = 0)

(θ = −π
4
)

(θ = π
2
)

(θ = ±π)

x = cos θ，y = cos θ + sin θ であるから

y2 dx = y2
dx

dθ
dθ = (cos θ + sin θ)2(− sin θ) dθ

= (− sin θ − 2 sin2 θ cos θ) dθ

求める回転体の体積 V は

V

π
=

∫ 1

0

{f(x)}2 dx−
∫ 1

1√
2

{g(x)}2 dx

=

∫ 0

π
2

(− sin θ − 2 sin2 θ cos θ) dθ −
∫ 0

−π
4

(− sin θ − 2 sin2 θ cos θ) dθ

=

∫ −π
4

π
2

(− sin θ − 2 sin2 θ cos θ) dθ

=

[
cos θ − 2

3
sin3 θ

]−π
4

π
2

=
2

3
(1 +

√
2)

よって V =
2

3
(1 +

√
2)π �
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7 (1) f(x) = xexより

f ′(x) = (x)′ex + x(ex)′ = ex + xex = (x + 1)ex

f ′′(x) = (x+ 1)′ex + (x+ 1)(ex)′ = ex + (x+ 1)ex = (x + 2)ex

また {(ax+ b)ex}′ = aex + (ax+ b)ex = (ax+ a+ b)ex

{(ax+ b)ex}′ = f(x) であるとき (ax+ a+ b)ex = xex

したがって a = 1, a+ b = 0 よって a = 1, b = −1

(2) C上の点 P(p, f(p))における接線 `の方程式は

y − f(p) = f ′(p)(x− p) ゆえに y = f ′(p)(x− p) + f(p)

上式および (1)の結果から c = f ′(p) = (p + 1)ep，d = f(p) = pep

g(x) = f(x)− {c(x− p) + d} より

g(x) = f(x)− {(p+ 1)ep(x− p) + pep} = f(x)− (p+ 1)epx+ p2ep

g′(x) = f ′(x)− (p+ 1)ep = f ′(x)− f ′(p)

(1)の結果から，x = 0において，f ′′(x) > 0であるから，f ′(x)は単調増加．

したがって，g(x)の増減表は，次のようになる．

x 0 · · · p · · ·
g′(x) − 0 +

極小g(x) ↘ ↗0

x = 0において g(x) = 0 であるから f(x)− {c(x− p) + d} = 0

よって f(x) = c(x− p) + d (x = 0)

補足 f ′′(x) > 0である曲線 y = f(x)とその曲線上の点 P(p, f(p)) における接
線を y = h(x)とすると

f(x)− h(x) = f(x)− {f ′(p)(x− p) + f(p)} =

∫ x

p

f ′(t) dt− f ′(p)(x− p)

= −
∫ x

p

(x− t)′f ′(t) dt− f ′(p)(x− p)

= −
[
(x− t)f ′(t)

]x
p

+

∫ x

p

(x− t)f ′′(t) dx− f ′(p)(x− p)

=

∫ x

p

(x− t)f ′′(t) dt =

∫ p

x

(t− x)f ′′(t) dt

x = p のとき
∫ x

p

(x− t)f ′′(t) dt = 0, x 5 p のとき
∫ p

x

(t− x)f ′′(t) dt = 0

したがって f(x)− h(x) = 0 よって f(x) = h(x)
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(3) 図形 F は，下の図の斜線部分である．

O

y

xp

pep

−p2ep

P

C
`

よって，F の面積 S(p)は，(1)，(2)の結果から

S(p) =

∫ p

0

g(x) dx =

∫ p

0

{f(x)− (p+ 1)epx+ p2ep} dx

=

[
(x− 1)ex − 1

2
(p+ 1)epx2 + p2epx

]p
0

=
1

2
ep(p − 1)(p2 + 2) + 1

(4) Rは，Pおよび点 (0,−p2ep)を含む x軸および y軸に平行な長方形である
から，その面積の最小値 T (p)は

T (p) = p{pep − (−p2ep)} = p2(p + 1)ep

よって lim
p→∞

S(p)

T (p)
= lim

p→∞

1
2
ep(p− 1)(p2 + 2) + 1

p2(p+ 1)ep

= lim
p→∞

(
1− 1

p

)(
1 + 2

p2

)
+ 2

p3ep

2
(
1 + 1

p

) =
1

2

�
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8 (1) A(0, a)，P(cos θ, a sin θ) より

AP2 = cos2 θ + (a sin θ − a)2

= 1− sin2 θ + a2(sin θ − 1)2

= 1−X2 + a2(X − 1)2

= (a2 − 1)X2 − 2a2X + a2 + 1

よって f(X) = (a2 − 1)X2 − 2a2X + a2 + 1

(2) (1)の結果から f(X) = (a2 − 1)

(
X − a2

a2 − 1

)2

+
1

1− a2

0 < a < 1 より，a2 − 1 < 0，
a2

a2 − 1
< 0 であることに注意すると

a2

a2 − 1
< −1 すなわち

1√
2
< a < 1 のとき 最大値 f(−1) = 4a2

a2

a2 − 1
= −1 すなわち 0 < a 5 1√

2
のとき 最大値f

(
a2

a2 − 1

)
=

1

1 − a2

(3) a = 2のとき

f(X) = 3X2 − 8X + 5 = 3

(
X − 4

3

)2

− 1

3
(−1 5 X 5 1)

したがって，f(X)はX = −1，すなわち，P1(0,−2)で最大値16をとる．

Aを中心とし，P1を通る円を

C(θ) = (4 cos θ, 4 sin θ + 2)

とおく．この円の 0 5 θ 5 π

2
および

−π

6
5 θ 5 0 の部分をそれぞれC1，C2

とすると，求める回転体の体積 V は

V

2π
=

∫
C1

y2 dx−
∫
C2

y2 dx

=

∫ 4

0

y2 dx−
∫ 4

2
√
3

y2 dx

　

O

y

x4−4

6

−2

C1

C2

2
√
3

2

(θ = π
2
)

(θ = 0)

(θ = −π
6
)

このとき

y2 dx = y2
dx

dθ
dθ = (4 sin θ + 2)2(4 cos θ)′dθ

= −16(4 sin3 θ + 4 sin2 θ + sin θ) dθ

= 16(sin 3θ + 2 cos 2θ − 4 sin θ − 2) dθ



432 第 5章 長崎大学

したがって

V

2π
= 16

∫ 0

π
2

(sin 3θ + 2 cos 2θ − 4 sin θ − 2) dθ

− 16

∫ 0

−π
6

(sin 3θ + 2 cos 2θ − 4 sin θ − 2) dθ

= 16

∫ −π
6

π
2

(sin 3θ + 2 cos 2θ − 4 sin θ − 2) dθ

= 16

∫ π
2

−π
6

(− sin 3θ − 2 cos 2θ + 4 sin θ + 2) dθ

= 16

[
1

3
cos 3θ − sin 2θ − 4 cos θ + 2θ

]π
2

−π
6

=
64

3
π + 24

√
3

よって V =
128

3
π2 + 48

√
3π

参照 九大 2012年一般前期理系数学 1 の解答 1を参照． �

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2012.pdf

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2012.pdf
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5.3 2017年
出題分野

• 教育A・経済・水産・環境科学部 1 2 数 I・II・A・B (80分)

• 教育B・薬学部 3 4 5 7 数 I・II・III・A・B (120分)

• 工・歯学部 3 4 5 6 数 I・II・III・A・B (120分)

• 医学部 3 4 7 8 数 I・II・III・A・B (120分)

1 以下の問いに答えよ．

(1) 4OABにおいて，辺OAを 1 : 2に内分する点をMとし，辺OBを 3 : 2に
内分する点をNとする．また，線分ANと線分 BMの交点を Pとし，直
線OPと辺ABの交点をQとする．

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~bとおくとき，

−→
OPお

よび
−→
OQを~a，~bを用いて表せ．

(2) 連立不等式
x+ y 5 4, y 5 2x+ 4, y = 0

の表す領域と放物線 y = x2 − 6x+ kが共有点をもつように，定数 kの値
の範囲を求めよ．

(3) a1 = 1，a2 = 1，an+2 − 2an+1 + an = 1 (n = 1, 2, 3, · · · )で定められる数
列 {an}がある．bn = an+1− an (n = 1, 2, 3, · · · )とおくとき，数列 {bn}お
よび数列 {an}の一般項を求めよ．

(4) 0 5 θ 5 πのとき，sin4 θ + cos4 θの最大値と最小値，およびそのときの θ

の値をそれぞれ求めよ．
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2 2つの放物線C1 : y = 2x2とC2 : y = −x2 + 2mx+ 1について考える．ただし，
mを正の定数とする．以下の問いに答えよ．

(1) A，Bを C1上の 2点とし，その x座標をそれぞれ α，βとする．ただし，
α < βである．このとき，直線ABの傾きおよび y切片を，αと βで表せ．

(2) C1と C2は異なる 2点で交わることを示せ．(1)の 2点 A，Bが C1と C2

の交点であるとき，2次方程式の解と係数の関係を利用して，α+ β，αβ

を求めよ．さらに，β − αおよび直線ABの方程式をmを用いて表せ．

(3) (2)の点A，Bから x軸に垂線を下ろし，x軸との交点をそれぞれD，Eと
する．このとき，四角形ABEDの面積 Sをmを用いて表せ．

(4) C1とC2で囲まれた図形の面積 T をmを用いて表せ．

(5) (3)と (4)で求めた S，T について，

S : T = 3 : 2

となるような定数mの値を求めよ．

3 以下の問いに答えよ．

(1) 0 5 θ 5 πのとき，4 sin3 θ + 3 cos2 θの最大値と最小値，およびそのとき
の θの値をそれぞれ求めよ．

(2) eを自然対数の底とする．x > eの範囲において，関数

y = x
1
x

を考える．この両辺の対数を xについて微分することにより，yは減少関
数であることを示せ．また，e < a < bのとき，ab > baが成り立つことを
証明せよ．

(3) 数列 {an}の一般項が

an =

(
3

4

)n

n(n− 1)

であるとき，an+1 − anを nの式で表し，anが最大となる整数 nをすべて
求めよ．

(4) 複素数平面上の点P(z)が，原点を中心とする半径3の円の周上を動くとき，

w =
z + 3i

z

で表される点Q(w)はどのような図形を描くか．
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4 空間内の 3点A，B，Cを頂点とする4ABCを考える．2辺BC，ACの中点を
それぞれM，Nとし，中線AMとBNの交点をGとする．以下の問いに答えよ．

(1)
−→
AGを，

−→
ABと

−→
ACを用いて表せ．

(2) 2点P，Qが
−→
PA+

−→
PB+

−→
PC =

−→
PQを満たすとき，3点P，Q，Gは同一直

線上にあることを示せ．

(3) 4ABCの頂点の座標がA(0, 0, 1)，B(7, 0, 6)，C(2, 12, 5) であるとき，
xy平面上を動く点P(x, y, 0)を考える．このとき，|

−→
PA+

−→
PB+

−→
PC|の最

小値とそのときの Pの座標を求めよ．

(4) (3)において，特に点 P(x, y, 0)が，xy平面上の円 x2 + y2 = 1の周上を
動くものとする．|

−→
PA+

−→
PB+

−→
PC|の最大値とそのときのPの座標，およ

び最小値とそのときの Pの座標を，それぞれ求めよ．

5 2つの関数 f(x) = log x，g(x) = exがある．原点Oから曲線 C1 : y = f(x)に
引いた接線を `1，接点をAとし，原点Oから曲線C2 : y = g(x)に引いた接線
を `2，接点をBとする．以下の問いに答えよ．

(1) 接線 `1の方程式と接点Aの座標を求めよ．また，接線 `2についても，そ
の方程式と接点Bの座標を求めよ．

(2) C1と `1および x軸で囲まれた図形の面積 Sを求めよ．

(3) C1，C2，x軸，y軸および線分ABで囲まれた図形の面積 T を求めよ．

(4) 直線ABに平行な直線mと曲線C1，C2の交点を，それぞれP，Qとする．
Qの座標を (t, et)とおくとき，線分PQの長さを tの式で表し，PQの長
さの最小値と，そのときの P，Qの座標を求めよ．
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6 xy平面上に放物線C : y = x2と直線 ` : y =
1

2
x− 1

4
がある．t > 0とし，`上を

動く点 P

(
t,

1

2
t− 1

4

)
からCに接線を引く．このとき，以下の問いに答えよ．

(1) 点Pを通り，傾きmの直線がCに接するとき，mが満たす 2次方程式を
求めよ．さらに，この 2次方程式は，常に異なる 2つの実数解をもつこと
を示せ．

(2) (1)で求めた 2次方程式の解を m1，m2 (m1 < m2)とする．このとき，
m1 +m2，m1m2，m2 −m1を，それぞれ tの式で表せ．

(3) 傾き m1，m2 の 2本の接線が x軸の正の向きとなす角を，それぞれ θ1，

θ2

(
−π

2
< θ1 < θ2 <

π

2

)
とする．このとき，m1 = tan θ1，m2 = tan θ2を

利用して tan(θ2− θ1)を tの式で表せ．さらに，この式を f(t)とおくとき，
極限値 lim

t→∞
f(t)を求めよ．

(4) t > 0であることに注意して，(3)の関数 f(t)の最小値と，そのときの tの
値および θ2 − θ1の値を求めよ．

7 放物線C : y = x2と定点A(0, 1)，B(0, 2)およびC上の第 1象限の点P1(2, 4)

が与えられている．自然数 n = 1, 2, 3, · · · について，以下の操作を繰り返す．� �
C上の第 1象限の点 Pn(pn, pn

2)に対し，

手順 1 直線 PnA と C との交点のうち，第 2 象限にあるものを
Qn(qn, qn

2)とし，

手順 2 直線 QnBと C との交点のうち，第 1象限にあるものを
Pn+1(pn+1, pn+1

2)とする．� �
このとき，以下の問いに答えよ．

(1) aを定数とする．直線 y = ax+1とCとの交点のうち，第 1象限にあるも
のをP(p, p2)，第 2象限にあるものをQ(q, q2)とする．このとき，pq = −1

が成り立つことを示せ．また，点Q1の座標を求めよ．

(2) 点 P2，Q2および P3の座標を求めよ．

(3) 数列 {pn}および数列 {qn}の一般項をそれぞれ求めよ．

(4) x = 0の範囲において，Cと直線PnQnおよび y軸で囲まれた図形の面積

Snを求めよ．さらに，極限値 lim
n→∞

Sn+1

Sn

を求めよ．
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8 xy 平面上に，原点 Oを中心とする半径 1の円がある．この円の周上に 2点

A(cosα, sinα)とB(cos β, sin β)をとる．ただし，0 < α < β <
π

2
とする．さら

に，2点A,Bから x軸に垂線を下ろし，x軸との交点をそれぞれC,Dとする．
扇形OABの面積を S1，弧ABと線分BD，DC，CAで囲まれた図形 F の面積
を S2とするとき，以下の問いに答えよ．
ただし，扇形OABと図形 F は，x = 0かつ y = 0の範囲にあるものとする．

(1) S1を αと βで表せ．

(2) S2を αと βで表せ．

(3) S1 = S2のとき，βを αの式で表せ．また，このとき t = cosα − cos βの
とりうる値の範囲を求めよ．

(4) (3)のとき，扇形OABおよび図形 F を x軸のまわりに 1回転してできる
回転体の体積を，それぞれ V1および V2とする．さらに，V = V1 − V2と
する．V を tの式で表せ．

(5) (4)において，V の最大値，およびそのときのA，Bの座標を求めよ．
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解答例

1 (1) チェバの定理
OM

MA
·AQ
QB

·BN
NO

= 1により

1

2
·AQ
QB

·2
3
= 1 ゆえに AQ : QB = 3 : 1

よって
−→
OQ =

−→
OA+ 3

−→
OB

3 + 1
=

~a + 3~b

4

　 O

A BQ

P

M

N

1

2
2

3

4OQBと直線ANについて，メネラウスの定理を適用すると

OP

PQ
·QA

AB
·BN
NO

= 1 ゆえに
OP

PQ
·3
4
·2
3
= 1

これから，OP : PQ = 2 : 1となるから

−→
OP =

2

3

−→
OQ =

2

3
·
~a+ 3~b

4
=

~a + 3~b

6

別解
−→
OP = x~a+ y~bとおくと，~a = 3

−−→
OM，~b =

5

3

−→
ONであるから

−→
OP = x

−→
OA+

5

3
y
−→
ON = 3x

−−→
OM+ y

−→
OB

Pは 2直線AN，BM上の点であるから x+
5

3
y = 3x+ y = 1

これを解いて x =
1

6
, y =

1

2
よって

−→
OP =

1

6
~a+

1

2
~b

また，実数 kを用いて
−→
OQ = k

−→
OPとおけるから

−→
OQ = k

(
1

6
~a+

1

2
~b

)
=

k

6
~a+

k

2
~b

Qは線分AB上の点であるから

k

6
+

k

2
= 1 これを解いて k =

3

2

よって
−→
OQ =

3

2

(
1

6
~a+

1

2
~b

)
=

1

4
~a+

3

4
~b
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(2) 連立不等式

x+ y 5 4, y 5 2x+ 4, y = 0

の表す領域は，右の図の斜線部分で境界線を
含む．放物線 y = x2 − 6x+ k · · · 1©は

y = (x− 3)2 + k − 9

　

O

y

x4
−2

4

3

放物線の軸 x = 3に注意すると，kが最大となるのは，直線 x + y = 4上
の点であるから (0 5 x 5 4)， 1©に y = 4− xを代入すると

4− x = x2 − 6x+ k ゆえに k = −x2 + 5x+ 4 = −
(
x− 5

2

)2

+
41

4

したがって，x =
5

2
，すなわち，

(
5

2
,
3

2

)
のとき，kは最大値

41

4
をとる．

また，kが最小となるのは，点 (−2, 0)のときであるから， 1©により

0 = (−2)2 − 6·(−2) + k すなわち k = −16

よって，求める定数 kの値の範囲は −16 5 k 5
41

4

(3) an+2 − 2an+1 + an = 1より an+2 − an+1 = an+1 − an + 1

bn = an+1 − anであるから b1 = a2 − a1 = 0，bn+1 = bn + 1

したがって，{bn}は初項 0，公差 1の等差数列であるから

bn = 0 + 1(n− 1) = n − 1

n = 2のとき
n−1∑
k=1

(ak+1 − ak) =
n−1∑
k=1

(k − 1)

an − 1 =
1

2
(n− 1)(0 + n− 2)

an =
1

2
(n2 − 3n+ 4)

上式は，n = 1のときも成立するので an =
1

2
(n2 − 3n + 4)
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(4) sin4 θ + cos4 θ = (sin2 θ + cos2 θ)2 − 2 sin2 θ cos2 θ = 1− 1

2
sin2 2θ

0 5 θ 5 πより，0 5 2θ 5 2πであるから

sin 2θ = 0 すなわち 2θ = 0, π, 2π のとき 最大値 1

sin 2θ = ±1 すなわち 2θ =
π

2
,
3

2
π のとき 最小値

1

2

よって θ = 0,
π

2
, πのとき最大値1， θ =

π

4
,
3

4
πのとき最小値

1

2
�

2 (1) C1 : y = 2x2上の 2点A，Bの x座標がそれぞれ α，βであるから，

2点A(α, 2α2)，B(β, 2β2)を通る直線の方程式は

y − α2 =
2β2 − 2α2

β − α
(x− α) すなわち y = 2(α + β)x− 2αβ

よって 傾き 2(α + β)， y切片−2αβ

(2) C1，C2の方程式から，yを消去すると

2x2 = −x2 + 2mx+ 1 整理すると 3x2 − 2mx− 1 = 0 · · · (∗)

(∗)の係数について D/4 = (−m)2 − 3·(−1) = m2 + 3 > 0

したがって，C1とC2は異なる 2点で交わる．

(∗)の解が α，βであるから，解と係数の関係により

α + β =
2m

3
, αβ = −

1

3
· · · (∗∗)

上の 2式から，α < βにより

β − α =
√

(α + β)2 − 4αβ =

√(
2m

3

)2

− 4

(
−1

3

)
=

2

3

√
m2 + 3

直線ABの方程式は，(1)の結果により y =
4m

3
x +

2

3

(3) A(α, 2α2)，B(β, 2β2)，D(α, 0)，E(β, 0) を頂点とする四角形ABEDの
面積 Sは

S =
1

2
(2α2 + 2β2)(β − α) = {(α + β)2 − 2αβ}(β − α)

=

{(
2m

3

)2

− 2

(
−1

3

)}
× 2

3

√
m2 + 3

=
4

27
(2m2 + 3)

√
m2 + 3
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(4) α 5 x 5 βにおいて，−x2 + 2mx+ 1 = 2x2であるから，(∗∗)により

T =

∫ β

α

{(−x2 + 2mx+ 1)− 2x2} dx

= −3

∫ β

α

(
x2 − 2m

3
x− 1

3

)
dx

= −3

∫ β

α

{x2 − (α+ β)x+ αβ} dx

= −3

∫ β

α

(x− α)(x− β) dx =
1

2
(β − α)3

=
1

2

(
2

3

√
m2 + 3

)3

=
4

27
(m2 + 3)

√
m2 + 3

(5) (3),(4)の結果から

S : T =
4

47
(2m2 + 3)

√
m2 + 3 :

4

27
(m2 + 3)

√
m2 + 3

= (2m2 + 3) : (m2 + 3)

S : T = 3 : 2であるから

(2m2 + 3) : (m2 + 3) = 3 : 2 ゆえに m2 = 3

m > 0 であるから m =
√
3 �

3 (1) 4 sin3 θ + 3 cos2 θ = 4 sin3 θ + 3(1− sin2 θ) = 4 sin3 θ − 3 sin2 θ + 3

t = sin θとおくと，0 5 θ 5 πのとき 0 5 t 5 1

また，f(t) = 4t3 − 3t2 + 3 (0 5 t 5 1)とおくと

f ′(t) = 12t2 − 6t = 6t(2t− 1)

f(t)の増減表は，次のようになる．

t 0 · · · 1
2

· · · 1

f ′(t) − 0 +

極小
f(t) 3 ↘ ↗ 411

4

よって t = 1 すなわち θ =
π

2
のとき 最大値 4

t =
1

2
すなわち θ =

π

6
,
5

6
πのとき 最小値

11

4
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(2) y = x
1
x の両辺の自然対数をとると log y =

1

x
log x

これを xについて微分すると

y′

y
= − 1

x2
log x+

1

x
·1
x
ゆえに y′ =

1

x2
(1− log x)x

1
x

x > eにおいて，y′ < 0 であるから，x > eにおいて，yは減少関数．

したがって，e < a < bのとき a
1
a > b

1
b

この両辺を ab乗すると
(
a

1
a

)ab
>
(
b

1
b

)ab
よって ab > ba

(3) an =

(
3

4

)n

n(n− 1)より

an+1 − an =

(
3

4

)n+1

(n+ 1)n−
(
3

4

)n

n(n− 1)

=

(
3

4

)n

n

{
3

4
(n+ 1)− (n− 1)

}
=

1

4

(
3

4

)n

n(7− n)

したがって a1 < a2 < · · · < a6 < a7 = a8 > a9 > · · ·

よって，anが最大となる正の整数 nは n = 7, 8

別解 an =

(
3

4

)n

n(n− 1)，an+1 =

(
3

4

)n+1

(n+ 1)n より

an+1

an
=

3

4
·n+ 1

n− 1
ゆえに

an+1

an
− 1 =

3(n− 1)

4(n− 1)
− 1 =

7− n

4(n− 1)

したがって a1 = 0 < a2 < · · · < a6 < a7 = a8 > a9 > · · ·

よって，anが最大となる正の整数 nは n = 7, 8

(4) 点 P(z)は，原点を中心とする半径 3の円の周上にあるから |z| = 3

w =
z + 3i

z
より，z(w − 1) = 3iであるから

|z(w − 1)| = |3i| ゆえに |z||w − 1| = 3 よって |w − 1| = 1

したがって，Q(w)は，点 1を中心とする半径 1の円を描く． �
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4 (1) 4ABCの 2本の中線の交点Gは，4ABCの重心であるから

−→
AG =

1

3
(
−→
AB +

−→
AC)

(2) (1)の結果から，
−→
AB +

−→
AC = 3

−→
AGであるから

−→
PA +

−→
PB +

−→
PC =

−→
PA + (

−→
PA +

−→
AB) + (

−→
PA +

−→
AC)

= 3
−→
PA + (

−→
AB +

−→
AC)

= 3
−→
PA + 3

−→
AG = 3

−→
PG · · · 1©

−→
PA +

−→
PB +

−→
PC =

−→
PQを満たすとき

−→
PQ = 3

−→
PG

よって，3点 P，Q，Gは同一直線上にある．

(3) 3点A(0, 0, 1)，B(7, 0, 6)，C(2, 12, 5)を頂点とする4ABCの重心Gは(
0 + 7 + 2

3
,
0 + 0 + 12

3
,
1 + 6 + 5

3

)
すなわち (3, 4, 4)

1©より，|
−→
PA +

−→
PB +

−→
PC| = 3|

−→
GP| · · · 2© であるから

|
−→
PA +

−→
PB +

−→
PC| = 3|

−→
GP| = 3

√
(x− 3)2 + (y − 4)2 + 16

よって，P(3, 4, 0)のとき，最小値 12をとる．

(4) Gから xy平面に垂線GHを引くと H(3, 4, 0)

|
−→
GP|2 = |

−→
GH|2 + |

−→
HP|2

= |
−→
HP|2 + 16 · · · 3©

xy平面上において，直線OHと円 x2 + y2 = 1

の 2つの交点を

P1

(
−3

5
,−4

5

)
, P2

(
3

5
,
4

5

)

　

O

y

x

H

3

4

1

1

P1

P2

とおくと，Pが P1，P2にあるとき，|
−→
HP|は，それぞれ 6，4となる．

4 5 |
−→
HP| 5 6 であるから， 2©， 3©より，|

−→
PA +

−→
PB +

−→
PC|は

P

(
−
3

5
,−

4

5
, 0

)
のとき，最大値 3

√
62 + 16 = 6

√
13

P

(
3

5
,
4

5
, 0

)
のとき，最小値 3

√
42 + 16 = 12

√
2 �
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5 (1) f(x) = log xを微分すると f ′(x) =
1

x
C1 : y = log xと `1の接点Aを (a, log a)とすると，`1の方程式は

y − log a =
1

a
(x− a) すなわち y =

x

a
+ log a− 1

この直線は原点を通るから 0 = log a− 1 ゆえに a = e

よって A(e, 1)，`1 : y =
x

e

C1とC2は直線 y = xに関して対称であるから，点B，接線 `2は，それぞ
れ点A，接線 `1と直線 y = xに関して対称である．

よって B(1, e)，`2 : y = ex

(2) C1と `1および x軸で囲まれた図形の面積 S

は，(1)で述べた対称性により，C2と `2およ
び y軸で囲まれた図形の面積に等しいので

S =

∫ 1

0

(ex − ex) dx

=

[
ex − e

2
x2

]1
0

=
e

2
− 1

　

O

y

x

A

B

1

1

e

e

C1

`1

`2C2

S

(3) 3点O(0, 0)，A(e, 1)，B(1, e)を頂点とする三角形の面積は

4OAB =
1

2
|e·e− 1·1| = 1

2
(e2 − 1)

したがって，(2)の図から，面積 T は

T = 2S +4OAB = 2
(e
2
− 1
)
+

1

2
(e2 − 1) =

1

2
(e2 + 2e − 5)
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(4) 直線ABに平行な直線m上にある 2点P，Q

は直線y = xに関して対称である．点Q(t, et)

のとき，点 Pの座標は (et, t)であるから

PQ =
√
(t− et)2 + (et − t)2

=
√
2|et − t|

h(t) = et − tとおくと h′(t) = et − 1

右の h(t)の増減表より

PQ =
√
2(et − t)

また，t = 0，すなわち，P(1, 0)，Q(0, 1)

のとき，PQは最小値
√
2をとる．

　

O

y

x

A(e, 1)

B(1, e)

1

1

C1

C2

Q

P

t

et

m

t · · · 0 · · ·
h′(t) − 0 +

h(t) ↘ 1 ↗

�

6 (1) y = x2を微分すると，y′ = 2xであるから，C : y = x2上の点における接
線の傾きがmとなるとき，接点の x座標は

2x = m ゆえに x =
m

2

したがって，C上の点
(
m

2
,
m2

4

)
を通り，傾きmの直線は

y − m2

4
= m

(
x− m

2

)
すなわち y = mx− m2

4

この直線が点 P

(
t,

1

2
t− 1

4

)
を通るから，mが満たす 2次方程式は

1

2
t− 1

4
= mt− m2

4
すなわち m2 − 4tm + 2t − 1 = 0 · · · (∗)

このmに関する 2次方程式 (∗)の係数について

D/4 = (−2t)2 − 1(2t− 1) = 4t2 − 2t+ 1 = 4

(
t− 1

4

)2

+
3

4
> 0

よって，方程式 (∗)は，常に異なる 2つの実数解をもつ．
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(2) 2次方程式 (∗)の解がm1，m2であるから，解と係数の関係により

m1 + m2 = 4t, m1m2 = 2t − 1

また，m1 < m2であるから，上の 2式から

m2 −m1 =
√
(m1 +m2)2 − 4m1m2

=
√
(4t)2 − 4(2t− 1) = 2

√
4t2 − 2t + 1

(3) m1 = tan θ1，m2 = tan θ2であるから，(2)の結果により

tan(θ2 − θ1) =
tan θ2 − tan θ1
1 + tan θ1 tan θ2

=
m2 −m1

1 +m1m2

=
2
√
4t2 − 2t+ 1

1 + (2t− 1)
=

√
4t2 − 2t + 1

t

f(t) =

√
4t2 − 2t+ 1

t
であるから

lim
t→∞

f(t) = lim
t→∞

√
4t2 − 2t+ 1

t
= lim

t→∞

√
4− 2

t
+

1

t2
= 2

(4) t > 0より f(t) =

√
4− 2

t
+

1

t2
=

√(
1

t
− 1

)2

+ 3

したがって，f(t)は，t = 1のとき，最小値
√
3をとる．

−π

2
< θ1 < θ2 <

π

2
より，0 < θ2 − θ1 < πであるから

tan(θ2 − θ1) =
√
3 すなわち θ2 − θ1 =

π

3

�
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7 (1) 2点 P(p, p2)，Q(q, q2)を通る直線の方程式は (q < 0 < p)

y − p2 =
q2 − p2

q − p
(x− p) すなわち y = (p+ q)x− pq · · · (∗)

直線 (∗)が y = ax+ 1に一致するから pq = −1

2点 Pn(pn, pn
2)，Qn(qn, qn

2)を通る直線は，(∗)より

y = (pn + qn)x− pnqn

これが，点A(0, 1)を通るから pnqn = −1 · · · 1©

p1 = 2のとき， 1©より q1 = −1

2

よって，C上の点Q1の座標は
(
−
1

2
,
1

4

)
(2) 2点Pn+1(pn+1, pn+1

2)，Qn(qn, qn
2)を通る

直線は，(∗)より

y = (pn+1 + qn)x− pn+1qn

これが，点B(0, 2)を通るから

pn+1qn = −2 · · · 2©

　

O

y

xpn pn+1

1
A

B
2

C

Pn

Pn+1

Qn

qn

1©に n = 2， 2©に n = 1, 2を代入すると

p2q2 = −1, p2q1 = −2. p3q2 = −2

これに (1)の結果の q1 = −1

2
を代入することにより

p2 = 4, q2 = −1

4
, p3 = 8

P2，Q2，P3は，C上の点であるから

P2(4, 16), Q2

(
−
1

4
,

1

16

)
, P3(8, 64)
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(3) 1©， 2©から，qnを消去すると pn+1 = 2pn

p1 = 2より，数列 {pn}は，初項 2，公比 2の等比数列であるから

pn = 2n これを 1©に代入して qn = −
1

2n

(4) (1)の結果から直線 PQの方程式が y = (pn + qn)x+ 1であるから

Sn =

∫ pn

0

{(pn + qn)x+ 1− x2} dx

=

[
−1

3
x3 +

1

2
(pn + qn)x

2 + x

]pn
0

=
1

6
pn

3 +
1

2
pn

2qn + pn (pnqn = −1)

=
1

6
pn

3 +
1

2
pn =

1

6
(2n)3 +

1

2
·2n =

1

6
(8n + 3·2n)

よって lim
n→∞

Sn+1

Sn

= lim
n→∞

8n+1 + 3·2n+1

8n + 3·2n
= lim

n→∞

8 + 6·2−2n

1 + 3·2−2n
= 8 �

8 (1) ∠AOB = β − αより S1 =
1

2
·12(β − α) =

1

2
(β − α)

(2) 4OAC =
1

2
OC·AC =

1

2
cosα sinα

=
1

4
sin 2α

同様に 4OBD =
1

4
sin 2β

したがって

S2 = (4OAC+ S1)−4OBD

= (4OAC−4OBD) + S1

=
1

4
(sin 2α− sin 2β) + S1 · · · 1©

=
1

4
(sin 2α − sin 2β) +

1

2
(β − α)

　

O

y

x

A

B

CD 1

1

−1

−1
α

β
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(3) S1 = S2のとき， 1©より

sin 2α− sin 2β = 0 すなわち cos(β + α) sin(β − α) = 0

0 < α < β <
π

2
より，0 < β + α < π，0 < β − α <

π

2
であるから

β + α =
π

2
よって β =

π

2
− α

したがって t = cosα− cos β = cosα− cos
(π
2
− α

)
= cosα− sinα · · · 2©

=
√
2
(
cosα cos

π

4
− sinα sin

π

4

)
=

√
2 cos

(
α +

π

4

)
このとき，0 < α <

π

2
− α <

π

2
であるから

0 < α <
π

4
ゆえに

π

4
< α +

π

4
<

π

2

よって 0 < t < 1

(4) 4OACを x軸の周りに回転してできる回転体の体積を Vα とすると

Vα =
π

3
sin2 α cosα

同様に，4OBDを x軸の周りに回転してできる回転体の体積を Vβとする

と，β =
π

2
− αであるから

Vβ =
π

3
sin2 β cos β =

π

3
cos2 α sinα

このとき，V1 + Vα = V2 + Vβであるから

V = V1 − V2 = Vβ − Vα

=
π

3
cos2 α sinα− π

3
sin2 α cosα

=
π

3
cosα sinα(cosα− sinα)

2©より t2 = 1− 2 sinα cosα ゆえに cosα sinα =
1− t2

2

よって V =
π

3
× 1− t2

2
× t =

π

6
(t − t3)
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(5) f(t) =
π

6
(t− t3) (0 < t < 1)とおくと

f ′(t) =
π

6
(1− 3t2) =

π

6
(1 +

√
3 t)(1−

√
3 t)

したがって，f(t)の増減表は

t (0) · · · 1√
3

· · · (1)

f ′(t) + 0 −
極大

f(t) ↗ ↘√
3

27
π

したがって，t =
1√
3
のとき，最大値

√
3

27
πをとる．

このとき， 2©より cosα− sinα =
1√
3

· · · 3©

3©を等式 (cosα− sinα)2 + (cosα + sinα)2 = 2に代入することにより

(cosα + sinα)2 =
5

3

このとき，cosα > 0，sinα > 0より cosα+ sinα =

√
5√
3

· · · 4©

3©， 4©を解いて

cosα =

√
5 + 1

2
√
3

=

√
15 +

√
3

6
, sinα =

√
5− 1

2
√
3

=

√
15−

√
3

6

また，(3)の結果 β =
π

2
− αにより cos β = sinα, sin β = cosα

よって，2点A，Bの座標は

A

(√
15 +

√
3

6
,

√
15 −

√
3

6

)
, B

(√
15 −

√
3

6
,

√
15 +

√
3

6

)

�
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5.4 2018年
出題分野

• 教育A・経済・水産・環境科学部 1 2 数 I・II・A・B (80分)

• 教育B・薬学部 3 4 5 7 数 I・II・III・A・B (120分)

• 工・歯学部 3 4 5 6 数 I・II・III・A・B (120分)

• 医学部 3 4 7 8 数 I・II・III・A・B (120分)

1 以下はそれぞれ個別の問題である．各問いに答えよ．

(1) 関数 f(x) =
1

3
x3 − 1

2
x2 − 2x +

5

6
の極値を求めよ．さらに，3次方程式

f(x) = kが，異なる正の解を 2個，負の解を 1個もつように，定数 kの値
の範囲を定めよ．

(2) 0 < θ < πで tan θ = −2
√
2のとき，cos θと cos

θ

2
の値を求めよ．

(3) 数列 {an}の初項から第 n項までの和を Snとする．

Sn = 6n− 2an (n = 1, 2, · · · )

が成り立つとき，初項 a1および一般項 anを求めよ．

(4) 座標平面上に原点O，点A(5, 2)，点B(11, 10)がある．条件
−→
AP·

−→
BP = 0

を満たす点P(x, y)の軌跡を求めよ．さらに，|
−→
OP|の最大値と最小値，お

よびそのときの Pの座標をそれぞれ求めよ．

2 関数 f(x)を

f(x) =

{
x2 (x < 0)

2x2 (x = 0)

と定義する．曲線 C : y = f(x)の上に 2点A(−a, a2)，B(a, 2a2)がある．た
だし，aは正の定数とする．以下の問いに答えよ．

(1) 直線ABの方程式を求めよ．また，線分ABの長さを求めよ．

(2) 曲線Cと直線ABで囲まれる図形の面積 Sを求めよ．

(3) 2点A，Bにおける曲線Cの接線を，それぞれ `，mとする．`，mの方程
式を求めよ．さらに，`とmの交点Dの座標を求めよ．

(4) 直線ABと直線 `が直交するように，aの値を定めよ．このとき，曲線C

と 2直線 `，mとで囲まれる図形の面積 T を求めよ．
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3 以下はそれぞれ個別の問題である．各問いに答えよ．

(1) 数列 {an}の初項から第 n項までの和を Snとする．

Sn = 6n− 2an (n = 1, 2, · · · )

が成り立つとき，初項 a1および一般項 anを求めよ．

(2) sin
α− β

2
= Aとするとき，

(cosα− cos β)2 + (sinα− sin β)2

の値をAを用いて表せ．

(3) 方程式
log2 x

2 = 2 + log2 |x− 2|

を解け．

(4) 関数 f(x)を

f(x) =

{
x2 + x (x < 0)

x (x = 0)

と定義する．「微分係数の定義」にしたがって，f(x)の x = 0における微
分係数を求めよ．
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4 半径 aの円が x軸上を滑ることなく正の方向に回転していくとき，円周上の 2

つの定点 PとQの運動について考える．時刻 t = 0のとき Pは原点Oにあり，
Qは点 (0, 2a)にある．円は毎秒 1ラジアンの速さで回転する．このとき，点
Pの時刻 tにおける座標 (x, y)は

x = a(t− sin t), y = a(1− cos t)

で表される．以下の問いに答えよ．

O

y

xat

t

C

P

Q

2a

2πa

(1) 時刻 tにおける円の中心Cと点Qの座標を，それぞれ求めよ．

(2) 時刻 tにおける点Pの速度ベクトル
−→
vP =

(
dx

dt
,
dy

dt

)
を求めよ．また，時

刻 tが 0 5 t 5 2πの範囲において，速さ |
−→
vP|の最大値と最小値，および

その時の Pの座標を求めよ．

(3) 時刻 tにおける点Qの速度ベクトル
−→
vQを求めよ．さらに，内積

−→
vP·

−→
vQを

求めよ．

(4) 時刻 t =
π

2
から t =

3π

2
までの間に点 Pが動く道のり LPと，点Qが動く

道のり LQを，それぞれ求めよ．

5 関数 f(x) =
1

3
x3 − x+2がある．曲線C : y = f(x)の変曲点をPとする．以下

の問いに答えよ．

(1) 関数 y = f(x)の増減および凹凸を調べ，極値および Pの座標を求めよ．

(2) 曲線C上の点Pにおける接線を `とする．また，Pを通り `に垂直な直線
をmとする．`，mの方程式を求めよ．

(3) 直線mと曲線 C との交点で，Pと異なる点をQ，Rとする．ただし，Q

の x座標はRの x座標より小さいものとする．このとき，Cと線分PRと
で囲まれる図形 F の面積 Sを求めよ．

(4) Pを通り，図形 F の面積を 2等分する直線の方程式を求めよ．
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6 三角形OABにおいて

OA = a, OB = b, ∠O = θ

とおく．ただし，0 < b 5 a，0 < θ < πであ
る．また，点CとDは，それぞれ，直線OAと
OB上にあり，CB⊥OA，DA⊥OBを満たす．

　 B

O C A

Q

D

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~bとするとき，この三角形の外心Pについて調べる．以下の問

いに答えよ．

(1)
−→
OCを a，b，θ，~aを用いて表せ．また，

−→
ODを a，b，θ，~bを用いて表せ．

(2) OAのAを通る垂線と，OBのBを通る垂線との交点をQとする．このとき，−→
AQ = `

−→
CB，

−→
BQ = m

−→
DAとなる実数 `，m がある．

−→
OA+

−→
AQ =

−→
OB+

−→
BQ

であることに注意して，`とmの値を a，b，θを用いて表せ．

(3) Qが (2)の点であるとき， −→
OQ = p~a+ q~b

となる実数 p，qがある．pと qの値を a，b，θを用いて表せ．また，

−→
OP = r~a+ s~b

を満たす rと sの値を a，b，θを用いて表せ．

7 tを正の実数とし，複素数平面上に 2点A(t)，B

(
−1

t

)
がある．等式

t

∣∣∣∣z + 1

t

∣∣∣∣ = 1

t
|z − t| (a)

を満たす点P(z)の全体が表す図形をF とする．下の小問 (1)から (4)を通して
F がどのような図形を表すか調べたい．以下の問いに答えよ．

(1) AとBはどちらも図形 F の点ではないことを示せ．

(2) t = 1ならば，F はどのような図形を表すか．

(3) t 6= 1とする．図形 F の点P(z)が直線AB上に位置するような zの値は 2

つある．その値 z1と z2を求めよ．ただし，|z1| < |z2|とする．

(4) t 6= 1とする．2点 P1(z1)，P2(z2)を結ぶ線分の中点をM(m)として，m

の値を求めよ．また，P(z)が図形F の点であるとき，|z−m|の値を求め
よ．さらに，F はどのような図形を表すか．
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8 積分を用いて表される次の関数

Fn(x) =

∫ x

0

tn

n!
e−t dt (n = 0, 1, 2, · · · )

について，以下の問いに答えよ．ただし，0! = 1と定める．また，関数 y = t0

は，関数 y = 1を意味する．

(1) 部分積分を利用して，F2(x)をF1(x)を用いて表せ．同様に，F1(x)をF0(x)

を用いて表せ．

(2) F0(x)を計算し，積分を含まない式として表せ．その結果を利用して，F1(x)

を積分を含まない式として表せ．さらに，F2(x)を積分を含まない式とし
て表せ．

(3) n = 1のとき，Fn(x)を Fn−1(x)を用いて表せ．さらに，n = 0のとき，
Fn(x)を積分を含まない式として表せ．

(4) p(x) = xnとおくとき，k次導関数

p(k)(x) (k = 1, 2, · · · , n)

を求めよ．そして，∫ x

0

tne−t dt = n!− e−x

n∑
k=0

p(k)(x)

が成り立つことを示せ．ただし，p(0)(x) = p(x)と定める．
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解答例

1 (1) f(x) =
1

3
x3 − 1

2
x2 − 2x+

5

6
より

f ′(x) = x2 − x− 2 = (x+ 1)(x− 2)

x · · · −1 · · · 2 · · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ 極大 ↘ 極小 ↗

　

O

y

x

2
5
6 2

−5
2

y = f(x)

y = k

−1

よって 極大値 f(−1) = 2，極小値 f(2) = −
5

2

また，3次方程式 f(x) = kが，異なる正の解を 2個，負の解を 1個もつ k

の値の範囲は，y = f(x)のグラフと直線 y = kの共有点の x座標が x > 0

の範囲に 2個と x < 0の範囲に 1個もつ範囲であるから

−
5

2
< k <

5

6

(2) 0 < θ < πで tan θ = −2
√
2 < 0であるから

π

2
< θ < π · · · 1©

1 + tan2 θ =
1

cos2 θ
より 1 + (−2

√
2)2 =

1

cos2 θ
ゆえに cos2 θ =

1

9

1©より，cos θ < 0であるから cos θ = −
1

3

これを cos2
θ

2
=

1 + cos θ

2
に代入すると cos2

θ

2
=

1

3

1©より，π

4
<

θ

2
<

π

2
であるから，cos

θ

2
> 0に注意して

cos
θ

2
=

1
√
3
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(3) Sn = 6n− 2an (n = 1, 2, 3, · · · ) · · · (∗)

(∗)に n = 1を代入すると S1 = 6− 2a1

S1 = a1であるから a1 = 6− 2a1 これを解いて a1 = 2

n = 2のとき，an = Sn − Sn−1であるから，(∗)より

an = 6n− 2an − {6(n− 1)− 2an−1}

整理すると 3an = 2an−1 + 6 ゆえに an − 6 =
2

3
(an−1 − 6)

これから，数列 {an − 6}は初項−4，公比
2

3
の等比数列であるから

an − 6 = −4

(
2

3

)n−1

ゆえに an = 6− 4

(
2

3

)n−1

上式は，n = 1のときも成立するから，求める一般項は

an = 6 − 4

(
2

3

)n−1

(4) A(5, 2)，B(11, 10)，P(x, y)から

−→
AP = (x− 5, y − 2),

−→
BP = (x− 11, y − 10)

−→
AP·

−→
BP = 0であるから (x− 5)(x− 11) + (y − 2)(y − 10) = 0

したがって (x− 8)2 + (y − 6)2 = 25 · · · (∗)

よって，点 P(x, y)の軌跡は 中心 (8, 6)，半径 5の円

円 (∗)の中心をC，~r = (4, 3)とおくと，
−→
OC = 2~r，|~r| = 5 より，|

−→
OP|は

−→
OP =

−→
OC+~r = 3~r， すなわち，P(12, 9)のとき 最大値 3|~r| = 15

−→
OP =

−→
OC+ (−~r) = ~r，すなわち，P(4, 3)のとき 最小値 |~r| = 5

�
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2 (1) 2点A(−a, a2)，B(a, 2a2)を通る直線の方程式は

y − a2 =
2a2 − a2

a− (−a)
(x+ a) すなわち y =

a

2
x +

3

2
a2

線分ABの長さは (a > 0)

AB =
√
{a− (−a)}2 + (2a2 − a2)2 =

√
4a2 + a4 = a

√
4 + a2

(2) Cは下に凸であるから

S =

∫ 0

−a

(
a

2
x+

3

2
a2 − x2

)
dx+

∫ a

0

(
a

2
x+

3

2
a2 − 2x2

)
dx

=

∫ a

−a

(
a

2
x+

3

2
a2
)
dx−

∫ 0

−a

x2 dx−
∫ a

0

2x2 dx

=

[
a

4
x2 +

3

2
a2x

]a
−a

−
[
x3

3

]0
−a

−
[
2

3
x3

]a
0

= 2a3

(3) x < 0のとき，f(x) = x2より，f ′(x) = 2xであるから，`の方程式は

y − a2 = −2a(x+ a) すなわち y = −2ax − a2

x = 0のとき，f(x) = 2x2より，f ′(x) = 4xであるから，mの方程式は

y − 2a2 = 4a(x− a) すなわち y = 4ax − 2a2

`とmの連立方程式を解いて D

(
a

6
,−

4

3
a2

)
(4) 直線ABと直線 `が直交するから (a > 0)

a

2
·(−2a) = −1 ゆえに a = 1

このとき A(−1, 1)，B(1, 2)

(3)の結果から D

(
1

6
,−4

3

)
ゆえに AB =

√
5，AD =

7

6

√
5

したがって 4ABD =
1

2
AB·AD =

35

12

　

O

y

x

A

B

1−1

1

2

D(1
6
,−4

3
)

C m`

T

(2)の結果から S = 2 よって T = 4ABD− S =
35

12
− 2 =

11

12
�
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3 (1) 1 (3)を参照．

(2) θ =
α− β

2
とおくと，A = sin θであるから

(cosα− cos β)2 + (sinα− sin β)2

=2− 2(cosα cos β + sinα sin β)

=2− 2 cos(α− β) = 2− 2 cos 2θ

=2− 2(1− 2 sin2 θ) = 4 sin2 θ = 4A2

(3) 方程式から log2 x
2 = log2 4|x− 2|

真数は正であるから x2 = 4|x− 2| > 0

(i) x > 2のとき x2 = 4(x− 2) ゆえに (x− 2)2 = −4

これを満たす実数 xは存在しない．

(ii) x < 2のとき x2 = 4(2− x) ゆえに (x+ 2)2 = 12

x < 2に注意して x = −2± 2
√
3

(i),(ii)より x = −2 ± 2
√
3

(4) f(x) =

{
x2 + x (x < 0)

x (x = 0)
より f(0) = 0

lim
x→+0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→+0

x

x
= 1,

lim
x→−0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→−0

x2 + x

x
= lim

x→−0
(x+ 1) = 1

よって f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= 1 �
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4 (1) 中心Cの座標 (x, y)は x = at, y = a

−→
CQ = a

(
cos(π

2
− t)

sin(π
2
− t)

)
= a

(
sin t

cos t

)
より

−→
OQ =

−→
OC+

−→
CQ =

(
at

a

)
+ a

(
sin t

cos t

)
=

(
a(t+ sin t)

a(1 + cos t)

)

よって，点Qの座標 (x, y)は x = a(t + sin t), y = a(1 + cos t)

(2) Pの座標 (x, y)は，x = a(t− sin t)，y = a(1− cos t)であるから

−→vP = (a(1 − cos t), a sin t)

0 5 t 5 2πにおいて |−→vP| = a
√
(1− cos t)2 + sin2 t

= a
√
2(1− cos t) = 2a

∣∣∣∣sin t

2

∣∣∣∣ = 2a sin
t

2

|−→vP|は t = π, すなわち, P(πa, 2a)のとき, 最大値 2a

t = 0, 2π, すなわち, P(0, 0), P(2πa, 0)のとき, 最小値 0

(3) (1)の結果から −→vQ = (a(1 + cos t),−a sin t)

ゆえに −→vP·−→vQ = a2(1− cos t)(1 + cos t)− a2 sin2 t = 0

(4) LP =

∫ 3π
2

π
2

|−→vP| dt =
∫ 3π

2

π
2

2a sin
t

2
dt =

[
−4a cos

t

2

] 3π
2

π
2

= 4
√
2a

0 5 t 5 2πにおいて |−→vQ| = a
√

(1 + cos t)2 + sin2 t

= a
√

2(1 + cos t) = 2a

∣∣∣∣cos t2
∣∣∣∣

LQ =

∫ 3π
2

π
2

|−→vQ| dt =
∫ π

π
2

2a cos
t

2
dt−

∫ 3π
2

π

2a cos
t

2
dt

=

[
4a sin

t

2

]π
π
2

−
[
4a sin

t

2

] 3π
2

π

= 4(2 −
√
2)a

�
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5 (1) f(x) =
1

3
x3 − x+ 2より f ′(x) = x2 − 1 = (x+ 1)(x− 1), f ′′(x) = 2x

x · · · −1 · · · 0 · · · 1 · · ·
f ′(x) + 0 − − − 0 +

f ′′(x) − − − 0 + + +

f(x) 極大 変曲点 極小

よって 極大値 f(−1) =
8

3
，極小値 f(1) =

4

3
，変曲点P(0, 2)

(2) (1)の結果から f ′(0) = −1 ゆえに `の傾きは−1，mの傾きは 1

`，mは点 P(0, 2)を通るから ` : y = −x + 2, m : y = x + 2

(3) C : y =
1

3
x3 − x+ 2，m : y = x+ 2の共有点の x座標は

1

3
x3 − x+ 2 = x+ 2 ゆえに x(x2 − 6) = 0

これを解いて x = 0, ±
√
6

F は右の図の斜線部分であるから

S =

∫ √
6

0

{
x+ 2−

(
1

3
x3 − x+ 2

)}
dx

=

∫ √
6

0

(
2x− 1

3
x3

)
dx =

[
x2 − 1

12
x4

]√6

0

= 3

　

O

y

x

P

Q

R

C

2 √
6−

√
6

` m

F

(4) (3)の図から，F を二等分する直線の方程式を y = ax + 2 (−1 < a < 1)

とおくと，この直線とCの共有点の x座標は

1

3
x3 − x+ 2 = ax+ 2 ゆえに x{x2 − 3(a+ 1)} = 0

これを解いて x = 0, ±
√

3(a+ 1)

S

2
=

∫ √
3(a+1)

0

{
ax+ 2−

(
1

3
x3 − x+ 2

)}
dx

3

2
=

∫ √
3(a+1)

0

{
(a+ 1)x− 1

3
x3

}
dx

=

[
1

2
(a+ 1)x2 − 1

12
x4

]√3(a+1)

0

=
3

4
(a+ 1)2

したがって，
3

4
(a+1)2 =

3

2
を−1 < a < 1に注意して解くと a =

√
2− 1

よって，求める直線の方程式は y = (
√
2 − 1)x + 2 �
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6 (1) ~a，~bと同じ向きの単位ベクトルを，それぞれ~e，~fとおくと ~e =
~a

a
，~f =

~b

b

ゆえに
−→
OC = (OBcos θ)~e = (b cos θ)

~a

a
=

b cos θ

a
~a

−→
OD = (OAcos θ)~f = (a cos θ)

~b

b
=

a cos θ

b
~b

(2) (1)の結果から
−→
CB =

−→
OB−

−→
OC = ~b− b cos θ

a
~a

−→
DA =

−→
OA−

−→
OD = ~a− a cos θ

b
~b

−→
AQ = `

−→
CB，

−→
BQ = m

−→
DA および上の 2式から

−→
OQ =

−→
OA+

−→
AQ =

−→
OA+ `

−→
CB

= ~a+ `

(
~b− b cos θ

a
~a

)
=

(
1− b cos θ

a
`

)
~a+ ~̀b · · · 1©

−→
OQ =

−→
OB+

−→
BQ =

−→
OB+m

−→
DA

= ~b+m

(
~a− a cos θ

b
~b

)
= m~a+

(
1− a cos θ

b
m

)
~b · · · 2©

~a，~bは 1次独立であるから

1− b cos θ

a
` = m, ` = 1− a cos θ

b
m

上の 2式からmを消去すると ` = 1− a cos θ

b

(
1− b` cos θ

a

)
したがって `(1− cos2 θ) = 1− a cos θ

b
すなわち ` =

b − a cos θ

b sin2 θ

これから m = 1− b cos θ

a
·b− a cos θ

b sin2 θ

= 1− cos θ(b− a cos θ)

a sin2 θ
=

a − b cos θ

a sin2 θ

(3)
−→
OQ = p~a+ q~bは， 1©， 2©より p = m，q = `

よって p =
a − b cos θ

a sin2 θ
, q =

b − a cos θ

b sin2 θ

∠OAQ = ∠OBQ = 90◦より，OQは4AOBの外接円の直径である．

−→
OP =

1

2

−→
OQ より r =

1

2
p =

a − b cos θ

2a sin2 θ
, s =

1

2
q =

b − a cos θ

2b sin2 θ
�
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7 (1) F : t

∣∣∣∣z + 1

t

∣∣∣∣ = 1

t
|z − t| · · · (a)

(a)に z = tを代入すると，t > 0より

(左辺) = t

∣∣∣∣t+ 1

t

∣∣∣∣ = t

(
t+

1

t

)
> 0, (右辺) = 0

(a)に z = −1

t
を代入すると，t > 0より

(左辺) = 0, (右辺) =
1

t

∣∣∣∣−1

t
− t

∣∣∣∣ = t

(
1

t
+ t

)
> 0

よって，A(t)，B

(
−1

t

)
は，図形 F の点ではない．

(2) t = 1のとき F : |z + 1| = |z − 1|

F の点 zは 2点 (1)，(−1)から等距離にあるから，F は虚軸にある直線．

(3) (a)より，t2
∣∣∣∣z + 1

t

∣∣∣∣2 = 1

t2
|z − t|2 であるから (t 6= 1)

t2
(
z +

1

t

)(
z +

1

t

)
=

1

t2
(z − t)(z − t)(

t2 − 1

t2

)
zz +

(
t+

1

t

)
(z + z) = 0

zz +
t

t2 − 1
(z + z) = 0∣∣∣∣z + t

t2 − 1

∣∣∣∣2 = t2

(t2 − 1)2∣∣∣∣z − t

1− t2

∣∣∣∣ = t

|1− t2|
· · · (∗)

したがって，F は中心が
t

1− t2
で，半径

t

|1− t2|
の円である．

よって，条件から z1 = 0, z2 =
2t

1 − t2

(4) (3)の結果から m =
z1 + z2

2
=

t

1 − t2
(∗)より |z − m| =

t

|1 − t2|

よって，F はmを中心とする半径 |m|の円である． �
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8 (1) 部分積分法により

F2(x) =

∫ x

0

t2

2!
e−t dt = −

∫ x

0

t2

2!
(e−t)′ dt

= −
[
t2

2!
e−t

]x
0

+

∫ x

0

t

1!
e−t dt = −

x2

2!
e−x + F1(x),

F1(x) =

∫ x

0

te−t dt = −
∫ x

0

t(e−t)′ dt

= −
[
te−t

]x
0

+

∫ x

0

e−t dt = −xe−x + F0(x)

(2) F0(x) =

∫ x

0

e−t dt =

[
−e−t

]x
0

= 1 − e−x

上式および (1)の結果により

F1(x) = −xe−x + (1− e−x) = 1 − e−x(x + 1)

F2(x) = −x2

2
e−x + {1− e−x(x+ 1)} = 1 − e−x

(
x2

2
+ x + 1

)
(3) (1)と同様に，部分積分法を用いると

Fn(x) =

∫ x

0

tn

n!
e−t dt = −

∫ x

0

tn

n!
(e−t)′ dt

= −
[
tn

n!
e−t

]x
0

+

∫ x

0

tn−1

(n− 1)!
e−t dt = −

xn

n!
e−x + Fn−1(x)

Fk(x)− Fk−1(x) = −xk

k!
e−xであるから (k = 1, 2, · · · , n)

n∑
k=1

{Fk(x)− Fk−1(x)} = −
n∑

k=1

xk

k!
e−x

Fn(x)− F0(x) = −e−x

n∑
k=1

xk

k!
· · · (∗)

F0(x) = 1− e−xを (∗)の辺々に加えると

Fn(x)= 1 − e−x

n∑
k=0

xk

k!
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(4) p(x) = xnより p(k)(x) =
n!

(n − k)!
xn−k

(3)の結果から
∫ x

0

tn

n!
e−t dt = 1− e−x

n∑
k=0

xk

k!∫ x

0

tne−t dt = n!− e−x

n∑
k=0

n!

k!
xk

ここで
n∑

k=0

n!

k!
xk =

n∑
k=0

n!

(n− k)!
xn−k =

n∑
k=0

p(k)(x)

よって
∫ x

0

tne−t dt = n!− e−x

n∑
k=0

p(k)(x)

解説 部分積分法により，次式が得られる．∫
epx+qf(x) dx =

epx+q

p

{
f(x)− f ′(x)

p
+

f ′′(x)

p2
− f ′′′(x)

p3
+ · · ·

}
+ C∫

e−x+qf(x) dx = −e−x+q {f(x) + f ′(x) + f ′′(x) + f ′′′(x) + · · · }+ C

本題は，上の第 2式を用いると∫ x

0

e−tp(t) dt = −
n∑

k=0

[
e−tp(k)(t)

]x
0

=
n∑

k=0

p(k)(0)−
n∑

k=0

e−xp(k)(x)

p(x) = xnであるから p(k)(0) =

{
0 (k = 0, 1, 2, · · · , n− 1)

n! (k = n)

よって
∫ x

0

tne−t dt = n!− e−x

n∑
k=0

p(k)(x)

注意 ex = 1 +
∞∑
n=1

xn

n!
· · · (a)は，x 6= 0のとき，ex =

∞∑
n=0

xn

n!
· · · (b) と表記でき

るが，x = 0のとき，00の項が現れ不適切である (不定形)．そこで便宜的
に 00 = 1と定めておけば，(a)はすべての xについて (b)と表記できる．
大学数学では，このように「00 = 1」と定めて計算する流儀がある．

(∗)より，正確には，Fn(x) = 1− e−x − e−x

n∑
k=1

xk

k!
であるが，この便宜的

な流儀にならい，Fn(x) = 1− e−x

n∑
k=0

xk

k!
と表記してもよい． �
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5.5 2019年
出題分野

• 教育A・経済・水産・環境科学部　 1 2 数 I・II・A・B (80分)

• 教育B・薬学部　 3 4 6 7 数 I・II・III・A・B (120分)

• 工・歯学部　 3 4 5 7 数 I・II・III・A・B (120分)

• 医学部　 3 4 7 8 数 I・II・III・A・B (120分)

1 以下はそれぞれ個別の問題である．各問いに答えよ．

(1) 関数 y = cos2 x− sinx (0 5 x < 2π)の最大値および最小値を求めよ．ま
た，そのときの xの値をそれぞれ求めよ．

(2) 等式
1

x
+

1

y
=

2

3
を満たす自然数の組 (x, y)をすべて求めよ．

(3) 数列 {an}が，a1 = 1，an+1 = an + 2n + 6n2 + 4n− 1 (n = 1, 2, 3, · · · ) を
満たすとき，一般項 anを求めよ．

(4) 平面上の 3つのベクトル~a，~b，~cにおいて

|~a| = 2|~b| = 3|~c| = 6k (kは正の定数)

~a+ 2~b+ 3~c = ~0

が成り立っている．このとき，~cを~aと~bで表し，内積~a·~bを kを用いて表
せ．また，~aと~bのなす角 θ (0 5 θ 5 π) の値を求めよ．

2 実数 α, β (α 5 β)に対し，p, qを p = α + β，q = αβとする．以下の問いに
答えよ．

(1) p = 3，q = −1のとき，αと βの値を求めよ．

(2) 実数 α, βを解とする xの 2次方程式を p，qを用いて表せ．また，このと
きの p，qが満たす不等式を求めよ．

(3) (2)の実数α，βが，さらに不等式α2 +αβ+ β2 − 3 5 0を満たすとき，点
P(p, q)が存在する領域Eを pq平面に図示せよ．また，領域Eの面積 S

を求めよ．

(4) (3)のとき，αβ + α+ βの最大値および最小値を求めよ．また，そのとき
の実数 αと βの値を求めよ．
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3 以下はそれぞれ個別の問題である．各問いに答えよ．

(1) 3次方程式 x3 − 3px + p = 0が異なる 3つの実数解をもつように，実数 p

の値の範囲を定めよ．

(2) 関数 y = log x (x > 0)上の点 P(t, log t)における接線を `とする．また，
点 Pを通り，`に垂直な直線をmとする．2本の直線 `，mおよび y軸と
で囲まれる図形の面積を Sとする．S = 5となるときの点 Pの座標を求
めよ．

(3) 空間内に，3点A(3,−1, 1)，B(0, 2, 4)，C(1, 0, 4)がある．点Cから直
線ABに垂線を引き，交点をHとする．

−→
AH = t

−→
ABとおくとき，実数 tの

値と線分CHの長さを求めよ．

(4) 原点をOとする座標平面上に，曲線C :
x2

4
+ y2 = 1があり，C上に x座

標を tとする第 1象限の点Pをとる．このとき，点Pから x軸および y軸
に垂線を下ろし，交点をそれぞれQ，Rとする．四角形OQPRを x軸の
まわりに 1回転してできる立体の体積 V の最大値と，そのときの Pの座
標を求めよ．

4 4OABの 2辺OA，OB上にそれぞれ点C，Dがあり，直線CDは4OABの重
心Gを通るものとする．

−→
OA = ~a,

−→
OB = ~b,

−→
OC = x~a (0 < x < 1),

−→
OD = y~b (0 < y < 1)

とするとき，以下の問いに答えよ．

(1) CG : GD = t : (1 − t)，0 < t < 1とする．このとき，xと yをそれぞれ t

の式で表せ．

(2) yを xの式で表せ．また，0 < y < 1より xの値の範囲を求めよ．

(3) 4OCDの面積を S1，4OABの面積を S2とし，f(x) =
S1

S2

とする．関数

f(x)の増減表をつくり，f(x)の最小値と，そのときのxと yの値を求めよ．
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5 曲線C : y = sin x

(
0 5 x 5 2

3
π

)
上の x座標が 0の点をA，x座標が

2

3
πの点

をBとする．点 P(p, sin p)が曲線C上を動くとき，以下の問いに答えよ．

(1) 線分APの中点をM(x, y)とする．ただし，PがAと一致するときは，中
点MはAとする．このとき，xと yをそれぞれ pを用いて表せ．また，M

がえがく曲線をC1 : y = f(x)とするとき，関数 f(x)と xの範囲を求めよ．

(2) 線分PBの中点をN(x, y)とする．ただし，PがBと一致するときは，中
点N はBとする．このとき，xと yをそれぞれ pを用いて表せ．また，N

がえがく曲線をC2 : y = g(x)とするとき，関数 g(x)と xの範囲を求めよ．
さらに，y = g(x)の最大値と，そのときの xの値を求めよ．

(3) 曲線Cと直線ABとで囲まれる図形の面積 Sを求めよ．

(4) 3つの曲線C, C1, C2の概形をえがき，3つの曲線で囲まれる図形の面積
T を求めよ．

6 2次方程式 x2 − x + 1 = 0の 2つの解を α, β (−π < arg β < argα < π) とす
る．数列 {an}，{bn}を

an = αn + βn (n = 1, 2, 3, · · · )
bn = (αβ)n − (αn + βn) + 1 (n = 1, 2, 3, · · · )

と定めるとき，以下の問いに答えよ．

(1) a1, a2, b1, b2の値を求めよ．

(2) α, βを極形式で表し，一般項 an, bnを求めよ．

(3) すべての自然数 nに対して，an, bnは整数であることを示せ．

(4) 複素数平面上の異なる 3点A(1)，B(αn)，C(βn)について，等式

bn = |αn − βn|2

が成り立つとき，4ABCはどのような形になるか．また，このときの an
と bnの値を求めよ．
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7 自然数 nに対して，関数 fn(x)と gn(x)を次のように定める．

fn(x) =
an
x

(x > 0)

gn(x) = x(x− 1)2n (x = 0)

ただし，anは各自然数 nに対して定まり，xとは無関係な正の実数である．以
下の問いに答えよ．

(1) x = t (0 < t < 1)における y = fn(x)の接線を `とするとき，`の式を tお
よび anを用いて表せ．

(2) (1)の接線 `は，x = t (0 < t < 1)において，y = gn(x)にも接しているも
のとする．すなわち，fn(t) = gn(t)，f ′

n(t) = g′n(t)が同時に成り立つ．こ
のとき，tおよび anをそれぞれ nの式で表せ．

(3) 曲線 y = gn(x)と x軸とで囲まれる図形の面積を Snとするとき，Snを n

の式で表せ．

(4) (2)において，接線 `と x軸および y軸とで囲まれる図形の面積を Tn とす

る．このとき，lim
n→∞

Sn

Tn

の値をeを用いて表せ．ただし，e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

とする．

8 方程式 z3 = 1の解を z1, z2, z3とし，0 5 arg z1 < arg z2 < arg z3 < 2π とする．
複素数平面上に 3点A(z1)，B(z2)，C(z3)をとるとき，以下の問いに答えよ．

(1) z1 + z2 + z3，z1z2 + z2z3 + z3z1，z1z2z3の値をそれぞれ求めよ．

(2) 複素数平面上の点P(α)について，線分の長さの 2乗の和AP2+BP2+CP2

および線分の長さの積AP·BP·CPの値を，αを用いてそれぞれ表せ．

(3) 複素数平面上の点P(α)について，αが
z2 − α

z3 − α
= ri (r > 0)を満たすとき，

AP2 + BP2 + CP2の最大値および，そのときの rと αの値を求めよ．た
だし，iは虚数単位である．

(4) (3)において，AP2+BP2+CP2が最大となるときのAP·BP·CPの値を求
めよ．



470 第 5章 長崎大学

解答例

1 (1) y = cos2 x− sinx = 1− sin2 x− sinx

t = sin x (0 5 x < 2π)とおくと

y = 1− t2 − t (−1 5 t 5 1)

= −
(
t+

1

2

)2

+
5

4

よって t = −1

2
，すなわち，x =

7

6
π,

11

6
πのとき，最大値

5

4

t = 1，すなわち，x =
π

2
のとき，最小値−1

(2)
1

x
+

1

y
=

2

3
より 4xy = 6x+ 6y ゆえに (2x− 3)(2y − 3) = 9

xは自然数であるから，2x− 3 = −1，2y − 3 = −1に注意して

(2x− 3, 2y − 3) = (1, 9), (3, 3), (9, 1)

よって (x, y) = (2, 6), (3, 3), (6, 2)

(3) a1 = 1，an+1 − an = 2n + 6n2 + 4n− 1より，n = 2のとき

an = a1 +
n−1∑
k=1

(ak+1 − ak) = 1 +
n−1∑
k=1

(2k + 6k2 + 4k − 1)

= 1 +
2(2n−1 − 1)

2− 1
+ 6·1

6
(n− 1)n(2n− 1) + 4·1

2
(n− 1)n− (n− 1)

= 2n + n(2n2 − n− 2)

上式は，n = 1のときも成立するから an = 2n + n(2n2 − n − 2)

(4) ~a+ 2~b+ 3~c = ~0 より ~c = −
~a + 2~b

3

3|~c| = |~a+ 2~b| であるから 9|~c|2 = |~a|2 + 4~a·~b+ 4|~b|2 · · · (∗)

|~a| = 2|~b| = 3|~c| = 6kより |~a| = 6k，|~b| = 3k，|~c| = 2k

これを (∗)に代入すると

9(2k)2 = (6k)2 + 4~a·~b+ 4(3k)2 ゆえに ~a·~b = −9k2

したがって cos θ =
~a·~b
|~a||~b|

=
−9k2

6k·3k
= −1

2
よって θ =

2

3
π �
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2 (1) p = α + β，q = αβより，α, βを解とする 2次方程式は

x2 − px+ q = 0 すなわち x2 − 3x− 1 = 0

α 5 β であるから α =
3 −

√
13

2
, β =

3 +
√
13

2

(2) α, βを解とする 2次方程式は

(x− α)(x− β) = 0 ゆえに x2 − (α + β)x+ αβ = 0

p = α + β，q = αβであるから，α, βを解とする 2次方程式は

x2 − px + q = 0 · · · (∗)

この方程式が実数解をもつから，その判別式をDとすると，D = 0より

p2 − 4q = 0

(3) α2 + αβ + β2 − 3 5 0 より

(α + β)2 − αβ − 3 5 0 ゆえに p2 − q − 3 5 0

領域E(下図の斜線部分で境界線を含む)の表す不等式は

 q = p2 − 3

q 5 p2

4

2つの放物線 q = p2 − 3, q =
p2

4
の共有点の p座標は p = ±2

よって，求める面積 Sは

S =

∫ 2

−2

{
p2

4
− (p2 − 3)

}
dp = −3

4

∫ 2

−2

(p+ 2)(p− 2) dp =
3

4
·1
6
·43 = 8

(4) αβ + α + β = q + pより，p+ q = kとおく．
E上の点 (2, 1)で kは最大値 3をとる．
α, βは (∗)より，方程式 x2− 2x+1 = 0 の解で

α = β = 1

また，kが最小となるとき，

q = p2 − 3 (−2 5 p 5 2)

　

O

q

p

2

1

3

−13
4

E

−2

にあるから k = p2 + p− 3 =

(
p+

1

2

)2

− 13

4

ゆえに，点
(
−1

2
,−11

4

)
で，kは最小値−

13

4
をとる．α, β (α 5 β)は，

2次方程式x2+
1

2
x− 11

4
= 0の解で α =

−1 − 3
√
5

4
, β =

−1 + 3
√
5

4
�
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3 (1) 3次方程式 x3 − 3px+ p = 0 · · · (∗)より，f(x) = x3 − 3px+ pとおくと

f ′(x) = 3x2 − 3p = 3(x2 − p)

p 5 0のとき，f ′(x) = 0となり，f(x)が単調増加で，(∗)は異なる 3つの
実数解をもたない．ゆえに，p > 0より，f ′(x) = 0の解は x = ±√

p

x · · · −√
p · · · √

p · · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ 極大 ↘ 極小 ↗

極大値 f(−√
p) = p(2

√
p+ 1) > 0，極小値 f(

√
p) = p(−2

√
p+ 1)

ゆえに，3次方程式 (∗)が，異なる3つの実数解をもつためには f(
√
p) < 0

したがって −2
√
p+ 1 < 0 よって p >

1

4

(2) y = log x より y′ =
1

x

`は，点 Pを通り，傾き
1

t
の直線であるから

y =
1

t
(x− t) + log t =

x

t
− 1 + log t

mは，点 Pを通り，傾き−tの直線であるから

y = −t(x− t) + log t = −tx+ t2 + log t

　

O

y

x

`

m

P

R

Q
t

2直線 `, mの y軸との交点をそれぞれQ，Rとすると

QR = (t2 + log t)− (−1 + log t) = t2 + 1

したがって S = 4PQR =
1

2
t·QR =

1

2
t(t2 + 1)

S = 5のとき
1

2
t(t2 + 1) = 5 ゆえに (t− 2)(t2 + 2t+ 5) = 0

t2 + 2t+ 5 = (t+ 1)2 + 4 > 0に注意して，これを解くと t = 2

よって，求める点 Pの座標は (2, log 2)
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(3)
−→
CH =

−→
AH−

−→
AC = t

−→
AB−

−→
AC，

−→
AB⊥

−→
CHより，

−→
AB·

−→
CH = 0であるから

−→
AB·(t

−→
AB−

−→
AC) = 0 ゆえに t|

−→
AB|2 =

−→
AB·

−→
AC · · · (∗)

A(3,−1, 1)，B(0, 2, 4)，C(1, 0, 4)より

−→
AB = (−3, 3, 3),

−→
AC = (−2, 1, 3),

|
−→
AB|2 = (−3)2 + 32 + 32 = 27,
−→
AB·

−→
AC = −3·(−2) + 3·1 + 3·3 = 18

これを (∗)に代入して 27t = 18 よって t =
2

3

したがって
−→
AH =

2

3

−→
AB =

2

3
(−3, 3, 3) = (−2, 2, 2)

ゆえに
−→
CH =

−→
AH−

−→
AC = (−2, 2, 2)− (−2, 1, 3) = (0, 1,−1)

よって CH = |
−→
CH| =

√
02 + 12 + (−1)2 =

√
2

(4) C :
x2

4
+ y2 = 1上の点 Pを (t, u) とすると

t2

4
+ u2 = 1 · · · (∗)

四角形OQPRの体積 V は，(∗)より

　

O

y

x

P(t, u)

2

1

Q

R
C

V = πu2t = πt

(
1− t2

4

)
= π

(
t− t3

4

)
(0 < t < 2)

f(t) = t− t3

4
とおくと f ′(t) = 1− 3

4
t2 = −3

4

(
t+

2√
3

)(
t− 2√

3

)
f(t)の増減表は，次のようになる．

t (0) · · · 2√
3

· · · (2)

f ′(t) + 0 −
f(t) ↗ 4

√
3

9
↘

t =
2√
3
を (∗)に代入し，u > 0に注意して解くと u =

√
6

3

よって，点 P

(
2
√
3
,

√
6

3

)
のとき，V は最大値

4
√
3

9
πをとる． �



474 第 5章 長崎大学

4 (1) 4OABの重心Gは
−→
OG =

~a+~b

3

点GについてCG : GD = t : 1− tより

−→
OG = (1− t)

−→
OC+ t

−→
OD

また，
−→
OC = x~a，

−→
OD = y~bであるから

~a+~b

3
= (1− t)x~a+ ty~b

　 O

A(~a) B(~b)

G

C(x~a)
1−tt

D(y~b)

したがって
{
(1− t)x− 1

3

}
~a+

(
ty − 1

3

)
~b = ~0

~a, ~bは 1次独立であるから，0 < t < 1に注意して

(1− t)x− 1

3
= 0, ty − 1

3
= 0 よって x =

1

3(1 − t)
, y =

1

3t

(2) (1)の結果から
1

x
= 3(1− t),

1

y
= 3t ゆえに

1

y
= 3− 1

x
· · · (∗)

0 < y < 1 より，
1

y
> 1 であるから，0 < x < 1に注意して

3− 1

x
> 1 ゆえに

1

2
< x < 1

(∗)および上の結果から y =
x

3x − 1

(
1

2
< x < 1

)

(3) (2)の結果により
S1

S2

=
4OCD

4OAB
= xy =

x2

3x− 1

よって f(x) =
x2

3x− 1
=

1

9

(
3x+ 1 +

1

3x− 1

) (
1

2
< x < 1

)
f ′(x) =

1

3

{
1− 1

(3x− 1)2

}
=

x(3x− 2)

(3x− 1)2

x (1
2
) · · · 2

3
· · · (1)

f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 4
9

↗

よって，f(x)の最小値は
4

9
，このとき，(2)の結果から x = y =

2

3

補足 f(x) =
1

9

(
3x− 1 +

1

3x− 1
+ 2

)
= 1

9

(
2

√
(3x− 1)· 1

3x− 1
+ 2

)
=

4

9
�
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5 (1) 2点A(0, 0)，P(p, sin p)

(
0 5 p 5 2

3
π

)
の中点がM(x, y)であるから

x =
p

2
, y =

sin p

2
ゆえに C1 : y =

1

2
sin 2x

(
0 5 x 5 π

3

)
よって f(x) =

1

2
sin 2x

(
0 5 x 5

π

3

)
(2) 2点B

(
2π

3
,

√
3

2

)
，P(p, sin p)

(
0 5 p 5 2

3
π

)
の中点がN(x, y)であるから

x =
1

2

(
p +

2π

3

)
, y =

1

2

(
sin p +

√
3

2

)
上の 2式から，pを消去すると

C2 : y =
1

2
sin

(
2x− 2π

3

)
+

√
3

4

(
π

3
5 x 5 2π

3

)
よって g(x) =

1

2
sin

(
2x −

2π

3

)
+

√
3

4

(
π

3
5 x 5

2π

3

)
また，2x− 2π

3
=

π

2
，すなわち，x =

7π

12
のとき，最大値

2 +
√
3

4

(3) Sは，右の図の斜線部分であるから

S =

∫ 2π
3

0

sinx dx−4ABB′

=

[
− cos x

] 2π
3

0

− 1

2
·2π
3
·
√
3

2
=

3

2
−

√
3

6
π

　

O

y

x

B(2π
3
,
√
3
2
)C

B′A

(4) T は，右の図の斜線部分であるから

T =

∫ 2π
3

0

sinx dx−
∫ π

3

0

1

2
sin 2x dx

−
∫ 2π

3

π
3

{
1

2
sin

(
2x− 2π

3

)
+

√
3

4

}
dx

　

O

y

xπ
3

B

2π
3

C

C1

C2

ここで
∫ 2π

3

π
3

{
1

2
sin

(
2x− 2π

3

)
+

√
3

4

}
dx =

∫ π
3

0

(
1

2
sin 2x+

√
3

4

)
dx

よって T =

∫ 2π
3

0

sinx dx−
∫ π

3

0

(
sin 2x+

√
3

4

)
dx

=

[
− cos x

] 2π
3

0

−
[
−1

2
cos 2x+

√
3

4
x

]π
3

0

=
3

4
−

√
3

12
π �
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6 (1) 2次方程式
x2 − x+ 1 = 0 · · · (∗)

の解が α, βであるから，解と係数の関係により

a1 = α + β = 1, αβ = 1

ゆえに a2 = α2 + β2 = (α + β)2 − 2αβ = 12 − 2·1 = −1

an = αn + βn，

bn = (αβ)n − (αn + βn) + 1 = 1n − an + 1 = 2− an

よって a1 = 1, a2 = −1

b1 = 2− a1 = 2− 1 = 1, b2 = 2− a2 = 2− (−1) = 3

(2) 2次方程式 (∗)を解くと x =
1±

√
3 i

2

この方程式の解 α, βについて，−π < arg β < argα < πであるから

α = cos
π

3
+ i sin

π

3
, β = cos

(
−
π

3

)
+ i sin

(
−
π

3

)
したがって

an = αn + βn = cos
nπ

3
+ i sin

nπ

3
+ cos

(
−nπ

3

)
+ i sin

(
−nπ

3

)
= cos

nπ

3
+ i sin

nπ

3
+ cos

nπ

3
− i sin

nπ

3
= 2 cos

nπ

3

bn = 2− an = 2 − 2 cos
nπ

3

(3) (2)の結果から，法 6に関して

n ≡ 0 (mod 6) のとき (an, bn) = (2, 0)

n ≡ ±1 (mod 6)のとき (an, bn) = (1, 1)

n ≡ ±2 (mod 6) のとき (an, bn) = (−1, 3)

n ≡ 3 (mod 6)のとき (an, bn) = (−2, 4)

よって，すべての自然数 nに対して，an, bnは整数である．

別解 αn+2+βn+2 = (α+β)(αn+1+βn+1)−αβ(αn+βn), α+β = αβ = 1より

an+2 = an+1 − an · · · 1©

a1 = 1, a2 = −1 および 1©より，すべての自然数 nに対して，anは整数．

また，bn = 2− anより，すべての自然数 nに対して，bnは整数．
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(4) (2)の計算により

αn − βn =
(
cos

nπ

3
+ i sin

nπ

3

)
−
(
cos

nπ

3
− i sin

nπ

3

)
= 2i sin

nπ

3

したがって

|αn − βn|2 = 4 sin2 nπ

3
=

{
0 (n ≡ 0, 3)

3 (n ≡ ±1, ± 2)
(mod 6)

bn = |αn − βn|2 が成り立つのは，上式および (3)の結果から，n ≡ ±2

(mod 6)のときである．このとき，(2)で示した極形式により

αn = cos
2π

3
+ i sin

2π

3
, βn = cos

(
−2π

3

)
+ i sin

(
−2π

3

)
ゆえに |αn − 1| = |βn − 1| = |αn − βn| すなわち AB = AC = BC

このとき (an, bn) = (−1, 3)

別解 (2)で示したように，bnは 0以上の整数 (実数)であるから，bn = |bn|より

bn = |(αβ)n − (αn + βn) + 1| = |(αn − 1)(βn − 1)|
= |αn − 1||βn − 1|

ここで |βn − 1| = |βn − αnβn| = |β|n|1− αn| = |αn − 1|

したがって bn = |αn − 1|2 = |βn − 1|2

bn = |αn − βn|2が成り立つとき

|αn − 1| = |βn − 1| = |αn − βn| すなわち AB = AC = BC

4ABCが正三角形になるための条件であるから，arg β = − argαより

argαn = n argα =
n

3
π ≡ ±2

3
π (mod 6) よって n ≡ ±2 (mod 6)

このとき，(2)の結果により (an, bn) = (−1, 3) �

7 (1) fn(x) =
an
x
より f ′

n(x) = −an
x2

`は，点 (t, fn(t))を通り，傾き f ′
n(t)の直線であるから

y − an
t

= −an
t2
(x− t) すなわち y = −

an

t2
x +

2an

t
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(2) gn(x) = x(x− 1)2nより g′n(x) = (x− 1)2n + 2nx(x− 1)2n−1

= {(2n+ 1)x− 1}(x− 1)2n−1

fn(t) = gn(t)より
an
t

= t(t− 1)2n ゆえに an = t2(t− 1)2n · · · 1©

f ′
n(t) = g′n(t)より −an

t2
= {(2n+ 1)t− 1}(t− 1)2n−1

ゆえに an = −t2{(2n+ 1)t− 1}(t− 1)2n−1 · · · 2©

1©， 2©から，0 < t < 1に注意して

t2(t− 1)2n = −t2{(2n+ 1)t− 1}(t− 1)2n−1

t− 1 = −{(2n+ 1)t− 1}

ゆえに t =
1

n + 1
これを 1©に代入すると

an =

(
1

n+ 1

)2(
1

n+ 1
− 1

)2n

=
n2n

(n + 1)2n+2

(3) y = gn(x)は x軸と 2点 (0, 0)と (1, 0)を共有し，0 5 x 5 1において，
gn(x) = 0であるから

Sn =

∫ 1

0

x(x− 1)2n dx =

∫ 1

0

x(1− x)2n dx

ここで，1− x = tとおくと
dx

dt
= −1

x 0 −→ 1

t 1 −→ 0

Sn =

∫ 0

1

(1− t)t2n(−dt) =

∫ 1

0

(t2n − t2n+1) dt =

[
t2n+1

2n+ 1
− t2n+2

2n+ 2

]1
0

=
1

2n+ 1
− 1

2n+ 2
=

1

2(n + 1)(2n + 1)

(4) 直線 ` : y = −an
t2
x+

2an
t
の x切片 2tおよび y切片

2an
t
により

Tn =
1

2
·2t·2an

t
= 2an =

2n2n

(n+ 1)2n+2

lim
n→∞

Sn

Tn

= lim
n→∞

1

2(n+ 1)(2n+ 1)
·(n+ 1)2n+2

2n2n
= lim

n→∞

n+ 1

4(2n+ 1)
·(n+ 1)2n

n2n

= lim
n→∞

1 + 1
n

4
(
2 + 1

n

) {(1 + 1

n

)n}2

=
e2

8

�
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8 (1) z3 − 1 = 0の解が z1, z2, z3であるから

z3 − 1 = (z − z1)(z − z2)(z − z3) · · · (∗)
= z3 − (z1 + z2 + z3)z

2 + (z1z2 + z2z3 + z3z1)z − z1z2z3

同じ次数の項の係数を比較して

z1 + z2 + z3 = 0, z1z2 + z2z3 + z3z1 = 0, z1z2z3 = 1

(2) A(z1)，B(z2)，C(z3)，P(α)より

AP2 = |α− z1|2 = (α− z1)(α− z1) = |α|2 − z1α− z1α + 1

同様に BP2 = |α|2 − z2α− z2α + 1，CP2 = |α|2 − z3α− z3α + 1

上式および (1)の結果から，z1 + z2 + z3 = z1 + z2 + z3 = 0により

AP2 + BP2 + CP2 = 3|α|2 − (z1 + z2 + z3)α− (z1 + z2 + z3)α + 3

= 3|α|2 + 3

AP = |α− z1|，BP = |α− z2|，CP = |α− z3|および (∗)により

AP·BP·CP = |α− z1||α− z2||α− z3|
= |(α− z1)(α− z2)(α− z3)| = |α3 − 1|

(3) z3 = 1を解いて z = 1,
−1±

√
3 i

2

0 5 arg z1 < arg z2 < arg z3 < 2πに注意して

z1 = 1, z2 =
−1 +

√
3 i

2
, z3 =

−1−
√
3 i

2

αが
z2 − α

z3 − α
= ri (r > 0)を満たすとき

∠z3αz2 =
π

2

したがって，右の図のように，P(α)は
BCを直径とする半円上にある (B，C

を除く)．また，(2)の結果から

AP2 + BP2 + CP2 = 3|α|2 + 3

　

O

Im

Re

A(z1)

1

B(z2)

C(z3)

−1
2−1+

√
3

2

P(α)

右上の図から，上式はα = −
1 +

√
3

2
のとき，最大となる．

最大値は 3

∣∣∣∣∣−1 +
√
3

2

∣∣∣∣∣
2

+ 3 =
12 + 3

√
3

2
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このとき，BP = CP，すなわち，|z2 − α| = |z3 − α|より，r > 0に注意
して

r = |ri| =
∣∣∣∣z2 − α

z3 − α

∣∣∣∣ = |z2 − α|
|z3 − α|

= 1

別解 P(α)はBCを直径とする半円上にあるから (B，Cを除く)

BP2 + CP2 = BC2, BC =
√
3

ゆえに AP2 + BP2 + CP2 = AP2 + 3 · · · (∗∗)

前ページの図から，α = −
1 +

√
3

2
のとき，(∗∗)は最大となる．

このとき，AP = 1−

(
−1 +

√
3

2

)
=

3 +
√
3

2
より，求める最大値は

(
3 +

√
3

2

)2

+ 3 =
12 + 3

√
3

2

(4) AP·BP·CP = |α3 − 1|に α = −1 +
√
3

2
を代入して

AP·BP·CP =

∣∣∣∣∣∣−
(
1 +

√
3

2

)3

− 1

∣∣∣∣∣∣
=

(
1 +

√
3

2

)3

+ 1 =
9 + 3

√
3

4

�
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5.6 2020年
出題分野

• 教育A・経済・水産・環境科学部　 1 2 数 I・II・A・B (80分)

• 教育B・薬学部　 3 4 5 7 数 I・II・III・A・B (120分)

• 工・歯学部　 3 4 5 6 数 I・II・III・A・B (120分)

• 医学部　 3 4 7 8 数 I・II・III・A・B (120分)

• 情報データ科学部　 3 4 6 必答, 5 9 の 2題から 1題選択
数 I・II・III・A・B (120分)

1 以下はそれぞれ個別の問題である．各問いに答えよ．

(1) ともに零ベクトルでない 2つのベクトル~a，~bが 3|~a| = |~b|であり，3~a− 2~b

と 15~a+ 4~bが垂直であるとき，~a，~bのなす角 θ (0 5 θ 5 π)を求めよ．

(2) a = 450，b = 640，c = 1525の常用対数の値を求めよ．また，a，b，cの大
小を不等式で表せ．ただし，log10 2 = 0.3010，log10 3 = 0.4771とする．

(3) x = t+
1

t
とする．t > 0のとき，x = 2であることを示せ．また，関数

y = t2 +
1

t2
− 2a

(
t+

1

t

)
(t > 0)

の最小値と，そのときの xの値を求めよ．ただし，aは定数とする．

(4) f(n) = (n− 1)n(n+ 1)，g(n) = n5 − nとする．このとき，すべての整数
nに対して，f(n)は 6の倍数，g(n)は 30の倍数であることをそれぞれ証
明せよ．
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2 xy平面上に直線 ` : y = x−1と放物線C : y = x2がある．直線 `上の点P(t, t−1)

から放物線 C に 2本の接線m1とm2を引き，接点をそれぞれ Q1(s1, s1
2)と

Q2(s2, s2
2)とする．ただし，s1 < s2である．このとき，以下の問いに答えよ．

(1) 2つの接点のうち，1つを点Q(s, s2)とする．Q(s, s2)における接線の式
を sを用いて表せ．また，この接線が点P(t, t− 1)を通ることから，sの
2次方程式を作り，和 s1 + s2および積 s1s2の値を，それぞれ tを用いて
表せ．

(2) 直線Q1Q2の式を tを用いて表せ．

(3) 直線Q1Q2は tの値にかかわらず定点Nを通る．Nの座標を求めよ．また，
この点Nが線分Q1Q2の中点Mと一致するときの tの値を求めよ．

(4) 直線Q1Q2と放物線Cとで囲まれる図形の面積 Sとするとき，Sを tを用
いて表せ．また，Sを最小にする点 Pの座標を求めよ．

3 以下はそれぞれ個別の問題である．各問いに答えよ．

(1) −π 5 x 5 πで定義された関数 f(x) = 3 sin x sin 2x+ cos 3xがある．f(x)

を cos xの式で表し，f(x)の最大値および最小値を求めよ．また，そのと
きの xの値を求めよ．

(2) 不等式
2

3
+ log8(2x

2 − x+ 1) 5 log2(x+ 1)を解け．

(3) 0でなく，かつ 1でもない複素数 zに対して，複素数平面上に 3点P

(
1

z

)
，

Q

(
1

1− z

)
，R(1)をとる．点Rが線分 PQを t : (1 − t) (0 5 t 5 1)の比

に分けるとき，zは実数ではないことを示せ．

(4) α = 1+
√
2，β = 1−

√
2に対して，Pn = αn + βnとする．このとき，P1

およびP2の値を求めよ．また，すべての自然数 nに対して，Pnは 4の倍
数ではない偶数であることを証明せよ．
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4 平面上に4ABCがある．点Oを4ABCの外心とし，外接円の半径をRとする．

また，点Hは
−→
OA+

−→
OB+

−→
OC =

−→
OHを満たす点とする．

ただし，点Hは 3点A，B，Cと異なる点であるとする．
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとするとき，以下の問いに答えよ．

(1)
−→
AHと

−→
CHをそれぞれ ~a，~b，~cを用いて表し，AH⊥BC，CH⊥ABである

ことを示せ．

(2) 線分OHの中点を Pとし，4ABCの各辺AB，BC，CAの中点を，それ
ぞれL，M，Nとする．このとき，

−→
PL，

−−→
PM，

−→
PNをそれぞれ~a，~b，~cを用

いて表し，Pは4LMNの外心になることを示せ．

(3) 線分AHの中点をDとするとき，Pは線分DMの中点になることを示せ．

(4) 頂点Aから直線BCに垂線を下ろし，直線BCとの交点を Eとするとき，
Eは4LMNの外接円の周上にあることを示せ．

5 下図のように，AB = x，AD = y，AE = zである直方体ABCD−EFGHが空
間内にある．直方体の対角線AGの長さを 3，表面積 Sを 16とするとき，以下
の問いに答えよ．

(1) x+ y + zの値を求めよ．

(2) y+ zと yzを xの式で表し，xを用いて y，zを解とする tの 2次方程式を
作れ．

(3) xの値の取り得る範囲を求めよ．

(4) この直方体の体積をV とするとき，V の最大値および最小値を求めよ．ま
た，そのときの xの値を求めよ．

x
y

z

3

A
B

CD

H

E F

G
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6 自然数 nに対して，

an =

∫ e

1

x2(log x)n dx (n = 1, 2, 3, · · · )

とする．以下の問いに答えよ．

(1) a1の値を求めよ．

(2) an+1を anを用いて表せ．また，これを利用して，a2，a3，a4の値をそれ
ぞれ求めよ．

(3) x > 0で定義された関数 f(x) = x(log x − 1)2の増減およびグラフの凹凸
を調べ，極値と変曲点を求めよ．

(4) (3)の関数 f(x)について，x = 1における曲線 y = f(x)と x軸および直
線 x = 1で囲まれた図形を F とする．このとき，F を x軸の周りに 1回
転してできる回転体の体積 V を a1, a2, a3, a4を用いて表し，その値を求
めよ．

7 各自然数 nに対して，平面上の 2つの曲線

Cn : y = an sin 2x
(
0 5 x 5 π

2

)
Dn : y = an+1 cosx

(
0 5 x 5 π

2

)
を考える．ただし，{an}は，a1 = 1，an = an+1 > 0 (n = 1, 2, 3, · · · ) を満たす
xによらない数列とする．以下の問いに答えよ．

(1) 曲線 Cn，Dnの 2つの交点のうち，x軸上にない交点の x座標を pnとす
る．このとき，sin pnを an，an+1を用いて表し，0 < pn 5 π

6
であること

を示せ．

(2) 曲線Cnと x軸とで囲まれる図形の面積をSnとするとき，Snを anを用い
て表せ．また，x = pnにおいて，曲線CnとDnとで囲まれる図形の面積
を Tnとするとき，Tnを an，an+1を用いて表せ．

(3) すべての自然数 nに対して Tn = r2Sn (rは正の定数)が成り立つとき，一
般項 anを求めよ．また，数列 {an}が収束するような rの値の範囲をを求
めよ．

(4) 無限級数
∞∑
n=1

Snが収束するような rの値の範囲を求めよ．また，そのと

きの和を求めよ．



5.6. 2020年 485

8 長さが aのひもを使って，周の長さが aの正三角形，正方形，正五角形，正六
角形，· · · と順次，正多角形を作ることとする．頂点が n個の正 n角形 Fn (n

は 3以上の整数)の面積を Sn，Fnの外接円の半径を rnとする．以下の問いに
答えよ．

(1) S3と S4をそれぞれ aを用いて表せ．

(2) rnおよび Snをそれぞれ a，nを用いて表せ．

(3) 0 < x 5 π

3
で定義された関数 f(x) =

x

tan x
の増減を調べよ．

(4) (3)を利用して，3以上の整数 nに対して，Sn < Sn+1であることを示せ．
また，極限値 lim

n→∞
Snを求めよ．さらに，この極限値が図形的にどのよう

な意味を表しているか，簡単に説明せよ．

9 A市の有権者のうち，ある政策に対する賛成者の母比率を p (0 < p < 1)とす
る．A市の有権者 100人を無作為に選んだときの，この政策に対する賛成者数
を確率変数Xとして，X = kのときの確率を P (X = k) (k = 0, 1, 2, · · · , 100)
とする．以下の問いに答えよ．なお，必要に応じて次頁の正規分布表を用いて
もよい．

(1) P (X = k)を p，kを用いて表せ．

(2) 「100人中 1人だけが賛成者」ではない確率が，「100人中 2人だけが賛成
者」ではない確率よりも大きくなるとき，pの値の範囲を求めよ．

(3) X = 80のとき，pに対する信頼度 95%の信頼区間を求めよ．

(4) P (X = k)の自然対数 logP (X = k)を最大にする pを求めよ．ただし，
k = 1, 2, · · · , 99とする．
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正　規　分　布　表

次の表は，標準正規分布の分布曲線における
右図の斜線部分の面積をまとめたものである．

　

O

y

zz0

z0 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.0000 0.0040 0.0080 0.0120 0.0160 0.0199 0.0239 0.0279 0.0319 0.0359

0.1 0.0398 0.0438 0.0478 0.0517 0.0557 0.0596 0.0636 0.0675 0.0714 0.0753
0.2 0.0793 0.0832 0.0871 0.0910 0.0948 0.0987 0.1026 0.1064 0.1103 0.1141
0.3 0.1179 0.1217 0.1255 0.1293 0.1331 0.1368 0.1406 0.1443 0.1480 0.1517
0.4 0.1554 0.1591 0.1628 0.1664 0.1700 0.1736 0.1772 0.1808 0.1844 0.1879
0.5 0.1915 0.1950 0.1985 0.2019 0.2054 0.2088 0.2123 0.2157 0.2190 0.2224

0.6 0.2257 0.2291 0.2324 0.2357 0.2389 0.2422 0.2454 0.2486 0.2517 0.2549
0.7 0.2580 0.2611 0.2642 0.2673 0.2704 0.2734 0.2764 0.2794 0.2823 0.2852
0.8 0.2881 0.2910 0.2939 0.2967 0.2995 0.3023 0.3051 0.3078 0.3106 0.3133
0.9 0.3159 0.3186 0.3212 0.3238 0.3264 0.3289 0.3315 0.3340 0.3365 0.3389
1.0 0.3413 0.3438 0.3461 0.3485 0.3508 0.3531 0.3554 0.3577 0.3599 0.3621

1.1 0.3643 0.3665 0.3686 0.3708 0.3729 0.3749 0.3770 0.3790 0.3810 0.3830
1.2 0.3849 0.3869 0.3888 0.3907 0.3925 0.3944 0.3962 0.3980 0.3997 0.4015
1.3 0.4032 0.4049 0.4066 0.4082 0.4099 0.4115 0.4131 0.4147 0.4162 0.4177
1.4 0.4192 0.4207 0.4222 0.4236 0.4251 0.4265 0.4279 0.4292 0.4306 0.4319
1.5 0.4332 0.4345 0.4357 0.4370 0.4382 0.4394 0.4406 0.4418 0.4429 0.4441

1.6 0.4452 0.4463 0.4474 0.4484 0.4495 0.4505 0.4515 0.4525 0.4535 0.4545
1.7 0.4554 0.4564 0.4573 0.4582 0.4591 0.4599 0.4608 0.4616 0.4625 0.4633
1.8 0.4641 0.4649 0.4656 0.4664 0.4671 0.4678 0.4686 0.4693 0.4699 0.4706
1.9 0.4713 0.4719 0.4726 0.4732 0.4738 0.4744 0.4750 0.4756 0.4761 0.4767
2.0 0.4772 0.4778 0.4783 0.4788 0.4793 0.4798 0.4803 0.4808 0.4812 0.4817

2.1 0.4821 0.4826 0.4830 0.4834 0.4838 0.4842 0.4846 0.4850 0.4854 0.4857
2.2 0.4861 0.4864 0.4868 0.4871 0.4875 0.4878 0.4881 0.4884 0.4887 0.4890
2.3 0.4893 0.4896 0.4898 0.4901 0.4904 0.4906 0.4909 0.4911 0.4913 0.4916
2.4 0.4918 0.4920 0.4922 0.4925 0.4927 0.4929 0.4931 0.4932 0.4934 0.4936
2.5 0.4938 0.4940 0.4941 0.4943 0.4945 0.4946 0.4948 0.4949 0.4951 0.4952

2.6 0.4953 0.4955 0.4956 0.4957 0.4959 0.4960 0.4961 0.4962 0.4963 0.4964
2.7 0.4965 0.4966 0.4967 0.4968 0.4969 0.4970 0.4971 0.4972 0.4973 0.4974
2.8 0.4974 0.4975 0.4976 0.4977 0.4977 0.4978 0.4979 0.4979 0.4980 0.4981
2.9 0.4981 0.4982 0.4982 0.4983 0.4984 0.4984 0.4985 0.4985 0.4986 0.4986
3.0 0.4987 0.4987 0.4987 0.4988 0.4988 0.4989 0.4989 0.4989 0.4990 0.4990
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解答例
1 (1) 3~a− 2~bと 15~a+ 4~bが垂直であるから

(3~a− 2~b)·(15~a+ 4~b) = 0 ゆえに 45|~a|2 − 18~a·~b− 8|~b|2 = 0

|~b| = 3|~a|であるから

45|~a|2 − 18~a·~b− 8(3|~a|)2 = 0 整理すると 3|~a|2 + 2~a·~b = 0

3|~a|2 = |~a||~b|であるから，~aと~bのなす角 θ (0 5 θ 5 π)は

|~a||~b|+ 2~a·~b = 0 ゆえに cos θ =
~a·~b
|~a||~b|

= −1

2
よって θ =

2π

3

(2) a = 450，b = 640，c = 1525より

log10 a = log10 4
50 = 50 log10 4 = 100 log10 2

= 100× 0.3010 = 30.10,

log10 b = log10 6
40 = 40 log10 6 = 40(log10 2 + log10 3)

= 40× (0.3010 + 0.4771) = 31.124

log10 c = log10 15
25 = 25 log10 15 = 25(log10 10 + log10 3− log10 2)

= 25× (1 + 0.4771− 0.3010) = 29.4025

したがって log10 c < log10 a < log10 b

底 10は 1より大きいから c < a < b

(3) t > 0より，相加平均・相乗平均の大小関係により

x = t+
1

t
= 2

√
t·1
t
= 2

t2 +
1

t2
=

(
t+

1

t

)2

− 2より

y = x2 − 2− 2ax = (x− a)2 − a2 − 2

(i) a 5 2のとき，x = 2で最小値 2 − 4a

(ii) 2 < aのとき，x = aで最小値−a2 − 2
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(4) f(n) = (n− 1)n(n+ 1)は連続する 3整数の積であるから，f(n)は 3! = 6

の倍数である．

g(n) = n5 − n = n(n4 − 1) = n(n2 + 1)(n2 − 1)

= n{(n2 − 4) + 5}(n+ 1)(n− 1)

= n(n2 − 4)(n+ 1)(n− 1) + 5(n− 1)n(n+ 1)

= (n− 2)(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2) + 5f(n)

(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)は連続する 5整数の積で 5! = 120の倍数で
ある．また，5f(n)は 5·6 = 30の倍数である．したがって，g(n)は 30の
倍数である． �

2 (1) C : y = x2を微分すると y′ = 2x

C上の点Q(s, s2)における接線の方程式は

y − s2 = 2s(x− s) すなわち y = 2sx − s2

この接線が点 P(t, t− 1)を通るから

t− 1 = 2st− s2 ゆえに s2 − 2ts+ t− 1 = 0

　

O

y

x

C

`

P

m1

m2

Q2

Q1
1

−1

上の第 2式の sに関する 2次方程式の解が s1, s2であるから，解と係数の
関係により

s1 + s2 = 2t, s1s2 = t − 1

(2) C上の 2点Q1(s1, s1
2)，Q2(s2, s2

2)を通る直線の方程式は

y − s1 =
s2

2 − s1
2

s2 − s1
(x− s1) ゆえに y = (s1 + s2)x− s1s2 · · · 1©

これに (1)の結果を代入すると y = 2tx − t + 1

(3) (2)の結果を tについて整理すると (2x− 1)t+ 1− y = 0

tに関する恒等式 (tの値に関係なく成立する)であるから

2x− 1 = 0, 1− y = 0 よって N

(
1

2
, 1

)
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Q1(s1, s1
2)，Q2(s2, s2

2)の中点Mは
(
s1 + s2

2
,
s1

2 + s2
2

2

)
ここで s1

2 + s2
2 = (s1 + s2)

2 − 2s1s2
= (2t)2 − 2(t− 1) = 4t2 − 2t+ 2

これと (1)の結果から，線分Q1Q2の中点Mの座標は (t, 2t2 − t+ 1)

MとNが一致するとき t =
1

2
, 2t2 − t+ 1 = 1

上の第 1式が第 2式を満たすことに注意して t =
1

2

(4) 面積 Sは， 1©およびCの方程式から，

S =

∫ s2

s1

{(s1 + s2)x− s1s2 − x2} dx

= −
∫ s2

s1

(x− s1)(x− s2) dx =
1

6
(s2 − s1)

3

ここで (s2 − s1)
2 = (s1 + s2)

2 − 4s1s2
= (2t)2 − 4(t− 1) = 4(t2 − t+ 1)

s1 < s2より，s2 − s1 = 2(t2 − t+ 1)
1
2 であるから

S =
1

6
{2(t2 − t+ 1)

1
2}3 =

4

3
(t2 − t + 1)

3
2

t2 − t+ 1 =

(
t− 1

2

)2

+
3

4
より，Sは t =

1

2
で最小となる．

よって，求める点 Pの座標は P

(
1

2
,−

1

2

)
補足 S =

2

3
4PQ1Q2を利用してもよい 2．

直線Q1Q2 : y = 2tx− t+ 1上に点R(t, 2t2 − t+ 1)をとると

PR = (2t2 − t+ 1)− (t− 1) = 2(t2 − t+ 1)

4PQ1Q2 =
1

2
(s2 − s1)·PR

=
1

2
·2
√
t2 − t+ 1·2(t2 − t+ 1)

= 2(t2 − t+ 1)
3
2

�
2http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai bun 2009.pdf (p.6の補足)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2009.pdf
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3 (1) f(x) = 3 sin x sin 2x+ cos 3x (−π 5 x 5 π)より

f(x) = 3 sin x sin 2x+ cos 3x

= 3 sin x·2 sin x cos x+ (4 cos3 x− 3 sin x)

= 6(1− cos2 x) cos x+ 4 cos3 x− 3 cos x

= −2 cos3 x + 3 cosx

t = cos xとおき，g(t) = −2t3 + 3t (−1 5 t 5 1)とすると

g′(t) = −6t2 + 3 = −6

(
t+

1√
2

)(
t− 1√

2

)
t −1 · · · − 1√

2
· · · 1√

2
· · · 1

g′(t) − 0 + 0 −
g(t) −1 ↘ −

√
2 ↗

√
2 ↘ 1

よって t =
1√
2

すなわち x = ±
π

4
のとき 最大値

√
2

t = − 1√
2
すなわち x = ±

3π

4
のとき 最小値−

√
2

(2)
2

3
+ log8(2x

2 − x+ 1) 5 log2(x+ 1)の真数について

2x2 − x+ 1 > 0, x+ 1 > 0 すなわち x > −1

与えられた不等式から

2

3
+

log2(2x
2 − x+ 1)

log2 8
5 log2(x+ 1)

2 + log2(2x
2 − x+ 1) 5 3 log2(x+ 1)

log2 4(2x
2 − x+ 1) 5 log2(x+ 1)3

底 2は 1より大きいから

4(2x2 − x+ 1) 5 (x+ 1)3 整理すると x3 − 5x2 + 7x− 3 = 0

したがって (x− 1)2(x− 3) = 0 よって x = 1, 3 5 x
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(3) 3点P

(
1

z

)
，Q

(
1

1− z

)
，R(1)について，線分PQを t : 1− t (0 5 t 5 1)

の比に内分する点がRであるから

1− t

z
+

t

1− z
= 1 ゆえに (1− t)(1− z) + tz = z(1− z)

第 2式を zについて整理すると z2 + 2(t− 1)z + 1− t = 0

これを解くと z = 1− t±
√

t(t− 1)

t = 0のとき z = 1，t = 1のとき z = 0となり，zの条件に反する．

0 < t < 1であるから，t(t− 1) < 0より，zは実数ではない．

(4) α = 1 +
√
2，β = 1−

√
2より α + β = 2，αβ = −1

Pn = αn + βnより

P1 = 2, P2 = (α + β)2 − 2αβ = 22 − 2·(−1) = 6

αn+2 + βn+2 = (α + β)(αn+1 + βn+1)− αβ(αn + βn)であるから

Pn+2 = 2Pn+1 + Pn

Pn ≡ Pn+1 ≡ 2 (mod 4)であると仮定すると (nは自然数)

Pn+2 = 2Pn+1 + Pn ≡ 2·2 + 2 ≡ 2 (mod 4)

P1 ≡ P2 ≡ 2 (mod 4)であるから，すべての自然数 nについて

Pn ≡ 2 (mod 4)

よって，Pnは 4の倍数ではない偶数である． �
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4 (1) ~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OC，

−→
OH = ~a+~b+~cより

−→
AH =

−→
OH−

−→
OA

= (~a+~b+~c)− ~a = ~b +~c
−→
CH =

−→
OH−

−→
OC

= (~a+~b+~c)−~c = ~a +~b

　 A

B CE M

NL

D

H

S

P

O

上式および |~a| = |~b| = |~c| = Rより

−→
AH·

−→
BC = (~b+~c)(~c−~b) = |~c|2 − |~b|2 = R2 −R2 = 0

−→
CH·

−→
AB = (~a+~b)(~b− ~a) = |~b|2 − |~a|2 = R2 −R2 = 0

よって AH⊥BC，CH⊥AB

補足 同様の計算により，
−→
BH·

−→
AC = 0となる．これと (1)の結果より，Hが4ABC

の垂心であることがわかる．また，4ABCの重心をGとすると

−→
OG =

−→
OA+

−→
OB+

−→
OC

3
=

~a+~b+~c

3
=

1

3

−→
OH

4ABCの重心Gは外心Oと垂心Hを 1 : 2に内分する点である．3点O，
G，Hは同一直線 (オイラー線)上にある．

(2) L，M，NはAB，BC，CAの中点であるから

−→
OL =

1

2
(~a+~b),

−−→
OM =

1

2
(~b+~c),

−→
ON =

1

2
(~c+ ~a)

点 PはOHの中点であるから
−→
OP =

1

2

−→
OH =

1

2
(~a+~b+~c)

−→
PL =

−→
OL−

−→
OP =

1

2
(~a+~b)− 1

2
(~a+~b+~c) = −

1

2
~c

−−→
PM =

−−→
OM−

−→
OP =

1

2
(~b+~c)− 1

2
(~a+~b+~c) = −

1

2
~a

−→
PN =

−→
ON−

−→
OP =

1

2
(~c+ ~a)− 1

2
(~a+~b+~c) = −

1

2
~b

|~a| = |~b| = |~c| = Rより，|
−→
PL| = |

−−→
PM| = |

−→
PN| = 1

2
Rである．

よって，点 Pは4LMNの外心である．
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(3) 点Dは線分AHの中点であるから

−→
OD =

1

2

−→
OA+

1

2

−→
OH =

1

2
~a+

1

2
(~a+~b+~c) = ~a+

1

2
~b+

1

2
~c

線分DMの中点は

1

2

−→
OD+

1

2

−−→
OM =

1

2

(
~a+

1

2
~b+

1

2
~c

)
+

1

2

(
1

2
~b+

1

2
~c

)
=

1

2
(~a+~b+~c) =

−→
OP

よって，Pは線分DMの中点である．

(4) 4LMNの外接円を Sとすると，(3)の結果から，DMは Sの直径である．
∠DEMは直角であるから，Eは外接円 S上の点である．

補足 Eと同様に，頂点Bから直線CAに垂直に引いた直線とCAとの交点，頂
点 Cから直線 ABに垂直に引いた直線と ABとの交点も S上にある．ま
た，Dと同様に，線分BHの中点，線分CHの中点も S上にある．これら
9点が S上にあるから，九点円 (オイラー円)と呼ばれている．Sの中心P

もオイラー線上にある．4ABCの外心O，重心G，垂心Hを含めて次の
比に内分される．

OG : GP : PH = 2 : 1 : 3

Sの半径は，4ABCの外接円の
1

2
である． �

5 (1) 長方形の対角線の長さが 3であるから x2 + y2 + z2 = 9 · · · 1©
表面積が 16であるから 2(xy + yz + zx) = 16

上の 2式の辺々を加えると

x2 + y2 + z2 + 2(xy + yz + zx) = 9 + 16

したがって (x+ y + z)2 = 25 よって x + y + z = 5

(2) (1)の結果から y + z = 5 − x

上式の両辺を平方すると y2 + z2 + 2yz = 25− 10x+ x2

1©より y2 + z2 = 9− x2 これを上式に代入すると

9− x2 + 2yz = 25− 10x+ x2 よって yz = x2 − 5x + 8

したがって，y, zを解とする 2次方程式は

t2 − (5 − x)t + x2 − 5x + 8 = 0 · · · (∗)
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(3) x > 0，y > 0，z > 0であるから

y + z = 5− x > 0 ゆえに 0 < x < 5 · · · 2©

yz = x2 − 5x+ 8 =

(
x− 5

2

)2

+
7

4
> 0

方程式 (∗)が実数解をもつから，係数について

D = (5− x)2 − 4·1·(x2 − 5x+ 8) = 0

整理すると 3x2 − 10x+ 7 5 0 ゆえに (x− 1)(3x− 7) 5 0

2©に注意して，これを解くと 1 5 x 5
7

3

(4) yz = x2 − 5x+ 8より，V = xyz = x3 − 5x2 + 8x

f(x) = x3 − 5x2 + 8xとおくと
(
1 5 x 5 7

3

)
f ′(x) = 3x2 − 10x+ 8 = (x− 2)(3x− 4)

x 1 · · · 4
3

· · · 2 · · · 7
3

f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) 4 ↗ 112
27

↘ 4 ↗ 112
27

よって x =
4

3
,
7

3
で最大値

112

27
，x = 1, 2で最小値 4をとる．

補足 a > 0，f(x) = ax3 + bx2 + cx + dについて，y = f(x)が点 A(α, f(α))

で極大，点B(β, f(β))で極小であるとき，変曲点
(
α+β
2
, f(α+β

2
)
)
はA，B

の中点である．また，f(3α−β
3

) = f(β)，f(α) = f(3β−α
2

) が成立する．

xα βα+β
2

3β−α
2

3α−β
2

y = f(x)

A

B

本題のグラフの変曲点の座標について
4
3
+ 2

2
=

5

3
，

f(4
3
) + f(2)

2
= f(5

3
)

x座標 1, 4
3
, 5

3
, 2, 7

3
は等差数列をなし，f(1) = f(2)，f(4

3
) = f(7

3
)． �
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6 (1) (∗) an =

∫ e

1

x2(log x)n dx (n = 1, 2, 3, · · · )

n = 1のとき

a1 =

∫ e

1

x2 log x dx =

[
x3

3
log x− x3

9

]e
1

=
2e3

9
+

1

9

(2) (∗)より

an+1 =

∫ e

1

x2(log x)n+1 dx =

∫ e

1

(
x3

3

)′

(log x)n+1 dx

=

[
x3

3
(log x)n+1

]e
1

−
∫ e

1

x3

3
·(n+ 1)(log x)n·1

x
dx

=
e3

3
− n+ 1

3

∫ e

1

x2(log x)n dx =
e3

3
−

n + 1

3
an

上式および (1)の結果から，順次

a2 =
e3

3
− 2

3
a1 =

e3

3
− 2

3

(
2e3

9
+

1

9

)
=

5e3

27
−

2

27
,

a3 =
e3

3
− a2 =

e3

3
−
(
5e3

27
− 2

27

)
=

4e3

27
+

2

27
,

a4 =
e3

3
− 4

3
a3 =

e3

3
− 4

3

(
4e3

27
+

2

27

)
=

11e3

81
−

8

81

(3) f(x) = x(log x− 1)2より

f ′(x) = (log x− 1)2 + x·2(log x− 1)·1
x

= (log x)2 − 1 = (log x+ 1)(log x− 1),

f ′′(x) =
2 log x

x

したがって，グラフの増減および凹凸は次のようになる．

x (0) · · · 1
e

· · · 1 · · · e · · ·
f ′(x) + 0 − − − 0 +

f ′′(x) − − − 0 + + +

f(x) 極大 変曲点 極小

よって 極大値 f

(
1

e

)
=

4

e
，極小値 f(e) = 0，変曲点 (1, 1)
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(4) (3)の増減表から，F の表す領域は下の図の斜線部分である．

O

y

x1 e

4
e

F

(3)の増減表から，V の体積は

V

π
=

∫ e

1

f(x)2 dx =

∫ e

1

x2(log x− 1)4 dx

=

∫ e

1

x2{(log x)4 − 4(log x)3 + 6(log x)2 − 4 log x+ 1} dx

= a4 − 4a3 + 6a2 − 4a1 +

∫ e

1

x2 dx

=
11e3

81
− 8

81
− 4

(
4e3

27
+

2

27

)
+ 6

(
5e3

27
− 2

27

)
− 4

(
2e3

9
+

1

9

)
+

[
x3

3

]e
1

=
8e3

81
− 131

81

よって V = π

(
8e3

81
−

131

81

)
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解説 本来，部分積分法∫
f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x) dx

は漸化式である．f(x)の第n次導関数を f (n)(x)と表すように (nは自然数)，こ
こで，nを 0さらに負の整数まで拡張することにする．実際にはこのような定
義はないが，f (−n)(x)を f(x)の第 n次原始関数と定義する．上の積分につい
て，部分積分法を繰り返すと∫

f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)− f (1)(x)g(−1)(x) + f (2)(x)g(−2)(x)

· · ·+ (−1)nf (n)(x)g(−n)(x) + (−1)n+1

∫
f (n+1)(x)g(−n)(x) dx

例えば，f(x)を n次関数とし，g′(x) = eax+bとすると (積分定数は 0とする)

g(−k)(x) =
eax+b

ak+1
(k = 0, 1, 2, . . .)

f(x)の n+ 1次導関数は 0であるから∫
f(x)eax+b dx =

eax+b

a

n∑
k=0

(−1)k
f (k)(x)

ak
+ C

たとえば，f(t) = t4，g′(t) = e3t+3とすると∫
t4e3t+3 dt =

e3t+3

3

(
t4 − 4t3

3
+

12t2

32
− 24t

33
+

24

34

)
+ C

=
e3t+3

3

(
t4 − 4

3
t3 +

4

3
t2 − 8

9
t+

8

27

)
+ C

定積分 I =

∫ e

1

x2(log x− 1)4 dxについて，x = et+1とおくと

dx

dt
= et+1,

x 1 −→ e

t −1 −→ 0

I =

∫ 0

−1

(et+1)2(log et+1 − 1)4et+1 dt =

∫ 0

−1

t4e3t+3 dt

=

[
e3t+3

3

(
t4 − 4

3
t3 +

4

3
t2 − 8

9
t+

8

27

)]0
−1

=
8e3

81
− 131

81

このように対数型の積分は指数型の積分に変換した方が計算しやすい 3．
3http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai math 2015 kouki.pdf 3

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_math_2015_kouki.pdf
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前ページで示した結果から，定積分についても同様に，次式が成立する．∫ a

x

f(t)g′(t) dt =

[
f(t)g(t)

]a
x

+
n−1∑
k=0

[
(−1)kf (k)(t)g(−k)(t)

]a
x

+ (−1)n
∫ a

x

f (n)(t)g(−n+1)(t) dt

g(−k)(t) =
1

k!
(t− x)kとおくと (k = −1, 0, 1, · · · )，g(t) = 1，g′(t) = 0より

0 =

[
f(t)

]a
x

+
n−1∑
k=1

[
(−1)kf (k)(t)

(t− x)k

k!

]a
x

+ (−1)n
∫ a

x

f (n)(t)
(t− x)n−1

(n− 1)!
dt

したがって

f(x) = f(a) +
n−1∑
k=1

f (k)(a)

k!
(x− a)k + (−1)n

∫ a

x

f (n)(t)
(t− x)n−1

(n− 1)!
dt

ここで

J = (−1)n
∫ a

x

(t− x)n−1

(n− 1)!
dt = (−1)n

[
(t− x)n

n!

]a
x

=
(x− a)n

n!

とおき，積分区間における f (n)(t)の最大値をM，最小値をmとすると

K = (−1)n
∫ a

x

f (n)(t)
(t− x)n−1

(n− 1)!
dt

はMJ とmJ の間にあるから

K = f (n)(c)J

を満たす cが積分区間に少なくとも 1つ存在する (積分学の平均値の定理)．

よって，次の等式が成立する (テイラー展開)．

f(x) = f(a) +
n−1∑
k=1

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

f (n)(c)

n!
(x− a)n

例えば，n次多項式 f(x)の xnの係数がAであるとき，次式が成立する．

f(x) = f(a) +
n−1∑
k=1

f (k)(a)

k!
(x− a)k + A(x− a)n
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3次式 f(x)の x3の係数を aとし，f ′(α) = f ′(β) = 0を満たすとすると (α < β)

f ′(x) = 3a(x− α)(x− β) = 3a{x2 − (α + β)x+ αβ}
f ′′(x) = 3a{2x− (α + β)}
f ′′′(x) = 6a

ゆえに f ′(α) = 0, f ′′(α) = 3a(α− β), f ′′(α) = 6a

f(x)の x = αを極とするテイラー展開を行うと

f(x) = f(α) + f ′(α)(x− α) +
1

2!
f ′′(α)(x− α)2 +

1

3!
f ′′′(α)(x− α)3

= f(α) +
1

2!
·3a(α− β)(x− α)2 +

1

3!
·6a(x− α)3

したがって f(x)− f(α) =
3a

2
(α− β)(x− α)2 + a(x− α)3

= a(x− α)2
(
x− 3β − α

2

)

同様にして f(x)− f(β) = a(x− β)2
(
x− 3α− β

2

)
また，f ′′

(
α + β

2

)
= 0であるから，この点は変曲点である．

したがって，a > 0のとき，y = f(x)のグラフは次のようになる．

xα βα+β
2

3β−α
2

3α−β
2

y = f(x)

A

B

とくに，数列
3α− β

2
, α,

α + β

2
, β,

3β − α

2
は，等差数列をなす．

注意 関数 f(x)について，f ′(α) = 0であっても，x = αの前後で f ′(x)の符号が変化
しないとき f(α)は極値ではないように，f ′′(c) = 0であって，x = cの前後で
f ′′(x)の符号が変化しないと点 (c, f(c))は変曲点ではない．3次関数 f(x)につ
いては，f ′′(x)は 1次関数であるから，変曲点が常に 1つ存在する． �
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7 (1) Cn : y = an sin 2x
(
0 5 x 5 π

2

)
Dn : y = an+1 cos x

(
0 5 x 5 π

2

)
Cn，Dnの 2式から yを消去すると

an sin 2x = an+1 cosx

(2an sin x− an+1) cos x = 0

したがって sin x =
an+1

2an
, x =

π

2

　

O

y

xπ
4

π
2

an
an+1

pn

Cn

Dn

x軸上にないCn，Dnの交点の x座標 pnは，x 6= π

2
であるから

sin pn =
an+1

2an

an = an+1 > 0より，0 <
an+1

2an
5 1

2
であるから 0 < pn 5

π

6

(2) 0 5 x 5 π

2
において，an sin 2x = 0であるから

Sn =

∫ π
2

0

an sin 2x dx =

[
−an

2
cos 2x

]π
2

0

= an

pn 5 x 5 π

2
において，an sin 2x = an+1 cos xであるから

Tn =

∫ π
2

pn

(an sin 2x− an+1 cosx) dx

=

[
−1

2
an cos 2x− an+1 sinx

]π
2

pn

=
1

2
an(1 + cos 2pn)− an+1(1− sin pn)

= an(1− sin2 pn)− an+1(1− sin pn)

= an

(
1− an+1

2

4an2

)
− an+1

(
1− an+1

2an

)
= an − an+1 +

an+1
2

4an

(3) Tn = r2Sn (rは正の定数)が成り立つとき，(1),(2)の結果から

an − an+1 +
an+1

2

4an
= r2an ゆえに 4an

2 − 4anan+1 + an+1
2 = 4r2an

2
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したがって (2an − an+1)
2 = (2ran)

2

an = an+1 > 0, r > 0であるから

2an − an+1 = 2ran ゆえに an+1 = 2(1− r)an

a1 = 1 であるから an = {2(1 − r)}n−1

数列 {an}が収束するとき，an > 0であることに注意して

0 < 2(1− r) 5 1 これを解いて
1

2
5 r < 1

(4) 無限級数
∞∑
n=1

Snが収束するとき，an > 0に注意して

0 < 2(1− r) < 1 ゆえに
1

2
< r < 1

求める無限級数の和は
a1

1− 2(1− r)
=

1

2r − 1
�

8 (1) S3は一辺が
a

3
の正三角形の面積であるから

S3 =
1

2

(a
3

)2
sin

π

3
=

√
3a2

36

S4は一辺が
a

4
の正方形の面積であるから

S4 =
(a
4

)2
=

a2

16

(2) 正 n角形 Fnの 1つの辺 ABに Fnの外
心Oから垂線OHを引くと

∠AOH =
π

n
, AH =

a

2n

したがって rn sin
π

n
=

a

2n

よって rn =
a

2n sin π
n

h = OHとおくと

　

h
π
n

a
2n

Fn

O H

A

B

rn

h = rn cos
π

n
=

a

2n sin π
n

· cos π
n
=

a

2n tan π
n

Sn

n
=

1

2
AB·h =

1

2
·a
n
· a

2n tan π
n

よって Sn =
a2

4n tan π
n
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(3) f(x) =
x

tanx
= x· 1

tanx
を微分すると

(
0 < x 5 π

3

)
f ′(x) =

1

tanx
+ x

(
− 1

sin2 x

)
=

sinx cosx− x

sin2 x

=
2 sin x cos x− 2x

2 sin2 x
=

sin 2x− 2x

2 sin2 x

ここで，g(x) = sin 2x− 2xとおくと
(
0 < x 5 π

3

)
g(0) = 0, g′(x) = 2(cos 2x− 1) < 0

0 < x 5 π

3
において g(x) < 0 すなわち f ′(x) < 0

よって，0 < x 5 π

3
において，f(x)は単調減少である．

(4) (2)の結果から Sn =
a2

4n tan π
n

=
a2

4π
·

π
n

tan π
n

=
a2

4π
f
(π
n

)
· · · (∗)

π

n+ 1
<

π

n
であるから，(3)の結果より

f
(π
n

)
< f

(
π

n+ 1

)
よって Sn < Sn+1

x =
π

n
とおくと，(∗)より lim

n→∞
Sn = lim

x→+0

a2

4π
f(x)

ここで lim
x→+0

f(x) = lim
x→+0

x

tanx
= 1 よって lim

n→∞
Sn =

a2

4π

Fnが円周の長さ a
(
半径

a

2π

)
の円に近づくから，次が成立する (類題 4)．

lim
n→∞

Sn = πR2 =
(2πR)2

4π
=

a2

4π

�

4http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou 2018.pdf 2

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_2018.pdf
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9 (1) P (x = k) = 100Ckp
k(1 − p)100−k

(2) 100人中 1人だけ賛成である確率は P (X = 1)

100人中 2人だけ賛成である確率は P (X = 2)

「100人中 1人だけが賛成者」でない確率が，「100人中 2人だけが賛成者」
でない確率よりも大きいから

1− P (X = 1) > 1− P (X = 2) ゆえに P (X = 2) > P (X = 1)

したがって 100C2p
2(1− p)98 > 100C1p(1− p)99

100·99
2

p2(1− p)98 > 100p(1− p)99

99p > 2(1− p)

0 < p < 1 であることに注意して
2

101
< p < 1

(3) 正規分布表から P (0 5 z 5 1.96) = 0.4750

ゆえに P (−1.96 5 z 5 1.96) = 0.4750× 2 = 0.9500

標本比率 p0 =
80

100
= 0.8，標本の大きさ n = 100のとき，母比率 pに対す

る信頼度 95%の信頼区間は[
p0 − 1.96

√
p0(1− p0)

n
, p0 + 1.96

√
p0(1− p0)

n

]

1.96

√
0.8(1− 0.8)

100
= 1.96× 0.04 = 0.0784より

[0.8− 0.0784, 0.8 + 0.0784] よって [0.7216, 0.8784]
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(4) P (X = k) = 100Ckp
k(1− p)100−kの自然対数をとると

logP (X = k) = log 100Ck + k log p+ (100− k) log(1− p)

これを pについて微分すると

d

dp
logP (X = k) =

k

p
− 100− k

1− p
=

k − 100p

p(1− p)

p (0) · · · k
100

· · · (1)
d
dp
P (X = k) + 0 −
P (X = k) ↗ 極大 ↘

よって，求める pの値は p =
k

100
�
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5.7 2021年
出題分野

• 教育A・経済・水産・環境科学部　 1 2 数 I・II・A・B (80分)

• 教育B・薬学・歯学・工学部　 3 4 5 必答, 7 8 の 2題から 1題選択
数 I・II・III・A・B (120分)

• 医学部　 3 4 6 必答, 9 10 の 2題から 1題選択
数 I・II・III・A・B (120分)

• 情報データ科学部　 3 4 5 必答, 7 8 11 の 3題から 1題選択
数 I・II・III・A・B (120分)

1 以下はそれぞれ個別の問題である．各問いに答えよ．

(1) 0 5 x 5 πで定義された関数 y = sin 2x− 2 sin
(
x+

π

4

)
+ 1がある．

sinx+ cos x = tとおくとき，tの値の範囲を求め，yを tの式で表せ．ま
た，関数 yの最大値と最小値，およびそのときの tと xの値をそれぞれ求
めよ．

(2) 原点をOとするxy座標平面上に円C : x2+y2 = 5と直線 l : x+3y−5 = 0

がある．円 Cと直線 lとの 2つの交点A，B (Aの x座標は，Bの x座標
より小さい)における接線をそれぞれ l1, l2とし，l1と l2との交点を Pと
する．このとき，l1, l2の式および点 Pの座標を求めよ．また，直線OP

と円Cの交点をQ，Rとするとき，線分の長さの積 PQ·PRを求めよ．

(3) tの関数 S(t)を，S(t) =

∫ 1

0

|x2 − t2| dxとする．このとき，S(1)の値を求

めよ．また，0 5 t 5 1における S(t)の最大値と最小値，およびそのとき
の tの値を求めよ．
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2 下図のように，1辺の長さが 1の立方体DEFG-OABCがある．点 Lは線分AE

を 1 : 1に，点Mは線分CGを 3 : 1に内分する点である．また，3点O，L，M

を通る平面T は，辺EFおよび辺GFと 2点P，Qで交わる．
−→
OA = ~a，

−→
OC = ~c，−→

OD = ~dとするとき，以下の問いに答えよ．ただし，(1)については答えのみで
よい．

O

A

B

E

F

G

D

C

P

Q
M

L

(1)
−→
OL，

−−→
OMを，それぞれ~a，~c，~dを用いて表せ．また，

−→
OL，

−−→
OMの大きさ

|
−→
OL|，|

−−→
OM|および

−→
OLと

−−→
OMの内積

−→
OL·

−−→
OMを求めよ．

(2) cos∠LOMの値，および4LOMの面積 S1を求めよ．

(3) EP : PF = p : (1− p) (0 < p < 1)，GQ : QF = q : (1− q) (0 < q < 1)と
する．このとき，pと qの値を求め，

−→
OP，

−→
OQを，それぞれ~a，~c，~dを用

いて表せ．

(4)
−→
LP，

−−→
MQを，それぞれ~a，~c，~dを用いて表せ．また，五角形OLPQMの

面積 S2を求めよ．

3 以下はそれぞれ個別の問題である．各問いに答えよ．

(1)
1

3
5 x 5 3で定義された関数 y = −2(log3 3x)

3 +3(log3 x+1)2 +1がある．

関数 yの最大値と最小値，およびそのときの xの値を求めよ．

(2) 以下で定義される数列 {an}がある．

a1 = 1, a2 = 4, an+2 = 5an+1 − 6an (n = 1, 2, 3, · · · )

このとき，an+2 − αan+1 = β(an+1 − αan) を満たす α, βの値を求めよ．
また，数列 {an}の一般項を求め，極限を調べよ．
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(3) 2回微分可能な関数 f(x)が，すべての実数 xについて次の等式を満たし
ている．

f(x) = 2 +

∫ x

0

sin(x− t)f(t) dt

このとき，f ′′(x)が定数であることを示せ．

また，f(0)および f ′(0)の値から，f ′(x)と f(x)をそれぞれ求めよ．

4 下図のように，1辺の長さが 1の立方体DEFG-OABCがある．点 Lは線分AE

を 1 : 1に，点Mは線分CGを 3 : 1に内分する点である．また，3点O，L，M

を通る平面T は，辺EFおよび辺GFと 2点P，Qで交わる．
−→
OA = ~a，

−→
OC = ~c，−→

OD = ~dとするとき，以下の問いに答えよ．ただし，(1)，(2)については答え
のみでよい．

O

A

B

E

F

G

D

C

P

Q
M

L

(1)
−→
OL，

−−→
OMを，それぞれ ~a，~c，~dを用いて表し，

−→
OL，

−−→
OMの大きさ |

−→
OL|，

|
−−→
OM|および

−→
OLと

−−→
OMの内積

−→
OL·

−−→
OMを求めよ．また，cos∠LOMの値，

および4LOMの面積 S1を求めよ．

(2) EP : PF = p : (1− p) (0 < p < 1)，GQ : QF = q : (1− q) (0 < q < 1)と
する．このとき，pと qの値を求め，

−→
OP，

−→
OQを，それぞれ~a，~c，~dを用

いて表せ．

(3)
−→
LP，

−−→
MQを，それぞれ~a，~c，~dを用いて表せ．また，五角形OLPQMの

面積 S2を求めよ．

(4) 点 Dから平面 T に垂線を下ろし，その交点を Hとする．
−→
OHを，~a，~c，

~dを用いて表せ．また，
−→
DHの大きさ |

−→
DH|を求め，Dを頂点とする五角

すい

錐D-OLPQMの体積 V を求めよ．
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5 xy座標平面上の原点を通る2直線m1 : y = (tan θ)x，m2 : y =
(
tan
(
θ +

π

4

))
x

が，直線 x = 1と交わる点をそれぞれ P，Qとする．ただし，−π

2
< θ <

π

4
で

ある．tan θ = tとするとき，関数 f(t)を線分PQの長さと定義する．以下の問
いに答えよ．

(1) tの値の範囲を求め，f(t)を tの式で表せ．

(2) θ = −π

4
と θ =

π

6
のとき，f(t)の値をそれぞれ求めよ．

(3) f ′(t)を求め，f(t)の増減表を作成せよ．また，l = f(t)のグラフの漸近線
の式を求め，tl座標平面上に l = f(t)のグラフの概形をかけ．

(4) f(t)の最小値を求めよ．また，このときの 2点P，Qの座標，および θ の
値を求めよ．

6 xy座標平面上に4点A(0,−1)，B(1,−1)，C(1, 1)，D(0, 1)を頂点とする長方形

ABCDがある．原点を通る 2直線m1 : y = (tan θ)x，m2 : y =
(
tan
(
θ +

π

4

))
x

が長方形の辺と交わる点をそれぞれP，Qとする．ただし，−π

4
< θ <

π

4
であ

る．tan θ = tとするとき，関数 f(t)を以下のように定義する．

−π

4
< θ 5 0のとき，f(t)は線分 PQの長さとする．

0 < θ <
π

4
のとき，f(t)は線分 PCの長さと線分CQの長さの和とする．

以下の問いに答えよ．

(1) f(t)を tの式で表せ．

(2) θ =
π

8
のとき，f(t)の値を求めよ．

(3) f(t)が，t = 0で微分可能であるかどうか調べよ．

(4) f(t)の増減表を作成せよ． lim
t→−1+0

f(t)， lim
t→1−0

f(t)を求め，f(t)の最大値

と最小値，およびこのときの tと θの値をそれぞれ求めよ．



5.7. 2021年 509

7 a > 0とし，2つの関数 f(x)，g(x)を，それぞれ以下のように定義する．

f(x) = ex (x = 0)

g(x) = ax2 (x = 0)

2つの曲線C1 : y = f(x)とC2 : y = g(x)は，ともに点 Pを通り，かつ点 Pに
おいて共通な直線 lに接しているものとする．点 Pの x座標が p (p > 0)であ
るとき，以下の問いに答えよ．ただし，eは自然対数の底である．

(1) aと pの値，および直線 lの式を求めよ．

(2) x > 0において定義される関数 h(x) = log f(x)− log g(x)について，h(x)

の増減表を作成せよ．また，x = 0ならば f(x) = g(x)が成り立つことを
示せ．

(3) 2つの曲線C1とC2および y軸とで囲まれる図形 F の面積 Sを求めよ．

(4) (3)の図形 F を y軸の周りに 1回転してできる回転体の体積 V を求めよ．

8 自然数 nに対して定まる複素数平面上の点 Pn(zn)があり，znは以下の式を満
たしている．

zn+1 =
zn − 2

2zn − 1
(n = 1, 2, 3, · · · )

ただし，z1は |z1| = 1を満たすものとする．また，iは虚数単位とする．以下
の問いに答えよ．

(1) zn+1 = znとなる znを求めよ．また，zn+1 = −znとなる znを求めよ．

(2) すべての nに対して，|zn| = 1であることを数学的帰納法を用いて証明
せよ．

(3) zn+2を znで表せ．また，点P1を定めたとき，線分PnPn+1の長さは，す
べての nに対して一定であることを説明せよ．

(4) zn，zn+1について，zn = x+ yi (x, yは実数)，zn+1 = X + Y i (X, Y は
実数)とする．X < 0かつ Y > 0となるような点 Pn(zn) の存在する範囲
を複素数平面上に図示せよ．
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9 自然数 nに対して定まる複素数平面上の点 Pn(zn)があり，znは以下の式を満
たしている．

zn+1 =
zn − 2

2zn − 1
(n = 1, 2, 3, · · · )

ただし，z1は |z1| = 1を満たすものとする．また，iは虚数単位とする．以下
の問いに答えよ．

(1) すべての nに対して，|zn| = 1であることを数学的帰納法を用いて証明
せよ．

(2) zn+2を znで表せ．また，点P1を定めたとき，線分PnPn+1の長さは，す
べての nに対して一定であることを説明せよ．

(3) zn，zn+1について，zn = x+ yi (x, yは実数)，zn+1 = X + Y i (X, Y は
実数)とする．X < 0かつ Y > 0となるような点 Pn(zn) の存在する範囲
を複素数平面上に図示せよ．

(4) 複素数平面上の原点をOとし，z1 = a + bi (a > 0, b > 0)とする．すべ
ての nに対して，4OPnPn+1が直角三角形となるような aと bの値を求
めよ．
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10 図 1，図 2のように，原点をOとするxyz座標空間に扇形OABと直円
すい

錐がある．

図 1の扇形OABは，線分OAを半径とし，中心角の大きさを θ
(
0 < θ <

π

2

)
とする yz平面上の扇形である．図 2の直円錐は，線分OAを母線とし，線分
ACを底面の円の直径とする円錐である．図 1，図 2の点Aの座標をA(0, 3, 0)，

点Cの座標をC

(
0,

3

2
,
3
√
3

2

)
とするとき，以下の問いに答えよ．

θ
yA

B

x

z

O yA

C

x

z

O

図 1 図 2

(1) 図 1の扇形OABを y軸の周りに 1回転してできる回転体を T1とする．平
面 y = t (0 5 t 5 3)で T1を切ったときの断面積 S1(t)を tの式で表せ．

(2) (1)の回転体 T1の体積 V1を求めよ．

(3) 図 2の直円錐を y軸の周りに 1回転してできる回転体を T2とする．平面
y = t (0 5 t 5 3)で T2を切ったときの断面積 S2(t)を tの式で表せ．

(4) (3)の回転体 T2の体積 V2を求めよ．

(5) (2)の V1と (4)の V2の大小を調べよ．
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11 1回投げると，確率 p (0 < p < 1)で表，確率 1 − pで裏が出るコインがある．
このコインを投げたとき，動点Pは，表が出れば+1，裏が出れば−1だけ，数
直線上を移動することとする．はじめに，Pは数直線の原点Oにあり，n回コ
インを投げた後のPの座標をXnとする．以下の問いに答えよ．必要に応じて，
次頁の正規分布表を用いても良い．

(1) p =
1

2
とする．X4とX5の確率分布，平均および分散を，それぞれ求めよ．

(2) p =
1

2
とする．6回コインを投げて，6回目ではじめて原点Oに戻る確率

を求めよ．

(3) X1の平均と分散を，それぞれ pを用いて表せ．また，Xnの平均と分散を，
それぞれ nと pを用いて表せ．

(4) コインを 100回投げたところX100 = 28であった．このとき，pに対する
信頼度 95%の信頼区間を求めよ．
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正　規　分　布　表

次の表は，標準正規分布の分布曲線における
右図の斜線部分の面積をまとめたものである．

　

O

y

zz0

z0 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.0000 0.0040 0.0080 0.0120 0.0160 0.0199 0.0239 0.0279 0.0319 0.0359

0.1 0.0398 0.0438 0.0478 0.0517 0.0557 0.0596 0.0636 0.0675 0.0714 0.0753
0.2 0.0793 0.0832 0.0871 0.0910 0.0948 0.0987 0.1026 0.1064 0.1103 0.1141
0.3 0.1179 0.1217 0.1255 0.1293 0.1331 0.1368 0.1406 0.1443 0.1480 0.1517
0.4 0.1554 0.1591 0.1628 0.1664 0.1700 0.1736 0.1772 0.1808 0.1844 0.1879
0.5 0.1915 0.1950 0.1985 0.2019 0.2054 0.2088 0.2123 0.2157 0.2190 0.2224

0.6 0.2257 0.2291 0.2324 0.2357 0.2389 0.2422 0.2454 0.2486 0.2517 0.2549
0.7 0.2580 0.2611 0.2642 0.2673 0.2704 0.2734 0.2764 0.2794 0.2823 0.2852
0.8 0.2881 0.2910 0.2939 0.2967 0.2995 0.3023 0.3051 0.3078 0.3106 0.3133
0.9 0.3159 0.3186 0.3212 0.3238 0.3264 0.3289 0.3315 0.3340 0.3365 0.3389
1.0 0.3413 0.3438 0.3461 0.3485 0.3508 0.3531 0.3554 0.3577 0.3599 0.3621

1.1 0.3643 0.3665 0.3686 0.3708 0.3729 0.3749 0.3770 0.3790 0.3810 0.3830
1.2 0.3849 0.3869 0.3888 0.3907 0.3925 0.3944 0.3962 0.3980 0.3997 0.4015
1.3 0.4032 0.4049 0.4066 0.4082 0.4099 0.4115 0.4131 0.4147 0.4162 0.4177
1.4 0.4192 0.4207 0.4222 0.4236 0.4251 0.4265 0.4279 0.4292 0.4306 0.4319
1.5 0.4332 0.4345 0.4357 0.4370 0.4382 0.4394 0.4406 0.4418 0.4429 0.4441

1.6 0.4452 0.4463 0.4474 0.4484 0.4495 0.4505 0.4515 0.4525 0.4535 0.4545
1.7 0.4554 0.4564 0.4573 0.4582 0.4591 0.4599 0.4608 0.4616 0.4625 0.4633
1.8 0.4641 0.4649 0.4656 0.4664 0.4671 0.4678 0.4686 0.4693 0.4699 0.4706
1.9 0.4713 0.4719 0.4726 0.4732 0.4738 0.4744 0.4750 0.4756 0.4761 0.4767
2.0 0.4772 0.4778 0.4783 0.4788 0.4793 0.4798 0.4803 0.4808 0.4812 0.4817

2.1 0.4821 0.4826 0.4830 0.4834 0.4838 0.4842 0.4846 0.4850 0.4854 0.4857
2.2 0.4861 0.4864 0.4868 0.4871 0.4875 0.4878 0.4881 0.4884 0.4887 0.4890
2.3 0.4893 0.4896 0.4898 0.4901 0.4904 0.4906 0.4909 0.4911 0.4913 0.4916
2.4 0.4918 0.4920 0.4922 0.4925 0.4927 0.4929 0.4931 0.4932 0.4934 0.4936
2.5 0.4938 0.4940 0.4941 0.4943 0.4945 0.4946 0.4948 0.4949 0.4951 0.4952

2.6 0.4953 0.4955 0.4956 0.4957 0.4959 0.4960 0.4961 0.4962 0.4963 0.4964
2.7 0.4965 0.4966 0.4967 0.4968 0.4969 0.4970 0.4971 0.4972 0.4973 0.4974
2.8 0.4974 0.4975 0.4976 0.4977 0.4977 0.4978 0.4979 0.4979 0.4980 0.4981
2.9 0.4981 0.4982 0.4982 0.4983 0.4984 0.4984 0.4985 0.4985 0.4986 0.4986
3.0 0.4987 0.4987 0.4987 0.4988 0.4988 0.4989 0.4989 0.4989 0.4990 0.4990
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解答例
1 (1) t = sin x+ cos x (0 5 x 5 π)とおくと，t =

√
2 sin

(
x+

π

4

)
より

−1 5 t 5
√
2

y = sin 2x− 2 sin
(
x+

π

4

)
+ 1について

sin 2x+ 1 = 2 sin x cosx+ 1

= (sin x+ cos x)2 = t2

2 sin
(
x+

π

4

)
= 2

(
sinx cos

π

4
+ cos x sin

π

4

)
=

√
2(sinx+ cos x) =

√
2t

したがって y = t2 −
√
2t =

(
t −

1
√
2

)2

−
1

2

よって t = −1 すなわち x = πのとき 最大値 1 +
√
2

t =
1
√
2
すなわち x =

7

12
πのとき 最小値−

1

2

O

y

t−1
√
2

1√
2
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(2) C : x2 + y2 = 5と l : x+ 3y = 5の交点は，条件に注意して求めると

A(−1, 2), B(2, 1)

2点A, Bにおける接線は，それぞれ

l1 : −x + 2y = 5, l2 : 2x + y = 5

l1と l2の交点 Pの座標は (1, 3)

OP =
√
12 + 32 =

√
10およびCの半径が

√
5であるから

PQ·PR = (
√
10 +

√
5)(

√
10−

√
5) = 5

別解 方べきの定理により PQ·PR = PA2(= PB2)

PA (= PB) =
√
5であるから PQ·PR = 5

O

y

x

l1

l2

P(1, 3)

A

B

Q

l : x+ 3y = 5

C : x2 + y2 = 5

R

√
5−

√
5

補足 lは点P(1, 3)を極とする極線である 5．したがって，極線 lの方程式から，
極 Pの座標が求まる．

5http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki 2012.pdf 7 を参照

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2012.pdf
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(3) S(t) =

∫ 1

0

|x2 − t2| dxより

S(1) =

∫ 1

0

|x2 − 1| dx =

∫ 1

0

(1− x2) dx =

[
x− x3

3

]1
0

=
2

3

0 5 t 5 1のとき

S(t) =

∫ t

0

(t2 − x2) dx+

∫ 1

t

(x2 − t2) dx

=

[
t2x− x3

3

]t
0

+

[
x3

3
− t2x

]1
t

=
4

3
t3 − t2 +

1

3

したがって S ′(t) = 4t2 − 2t = 2t(2t− 1)

t 0 · · · 1
2

· · · 1

S ′(t) − 0 +

S(t) 1
3

↘ 1
4

↗ 2
3

よって 最大値S(1) =
2

3
，最小値S

(
1

2

)
=

1

4
�

2 (1)
−→
OL = ~a +

1

2
~d，

−−→
OM = ~c +

3

4
~d

|
−→
OL|2 =

∣∣∣∣~a+ 1

2
~d

∣∣∣∣2 = |~a|2 + 1

4
|~d|2 = 5

4
ゆえに |

−→
OL| =

√
5

2

|
−−→
OM|2 =

∣∣∣∣~c+ 3

4
~d

∣∣∣∣2 = |~c|2 + 9

16
|~d|2 = 25

16
ゆえに |

−−→
OM| =

5

4
−→
OL·

−−→
OM =

(
~a+

1

2
~d

)
·
(
~c+

3

4
~d

)
=

3

8
|~d|2 =

3

8

(2) (1)の結果から

cos∠LOM =

−→
OL·

−−→
OM

|
−→
OL||

−−→
OM|

=

3

8√
5

2
·5
4

=
3

25

√
5

このとき sin∠LOM =

√
1−

(
3

5
√
5

)2

=
2
√
29

5
√
5

よって S1 =
1

2
|
−→
OL||

−−→
OM| sin∠LOM =

1

2
·
√
5

2
·5
4
·2
√
29

5
√
5

=

√
29

8
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別解 S1 =
1

2

√
|
−→
OL|2|

−−→
OM|2 −

(−→
OL·

−−→
OM

)2
=

1

2

√
5

4
·25
16

−
(
3

8

)2

=

√
29

8

(3)
−→
LP//

−−→
OMより，

−→
LP = p

−−→
OMとおけるから

−→
OP =

−→
OL +

−→
LP =

−→
OL + p

−−→
OM

= ~a+
1

2
~d+ p

(
~c+

3

4
~d

)
= ~a+ p~c+

(
1

2
+

3

4
p

)
~d

このとき
1

2
+

3

4
p = 1 よって p =

2

3
,

−→
OP = ~a +

2

3
~c + ~d

同様に，
−−→
MQ//

−→
OLより，

−−→
MQ = q

−→
OLとおけるから

−→
OQ =

−−→
OM+

−−→
MQ =

−−→
OM+ q

−→
OL

= ~c+
3

4
~d+ q

(
~a+

1

2
~d

)
= q~a+~c+

(
3

4
+

1

2
q

)
~d

このとき
3

4
+

1

2
q = 1 よって q =

1

2
,

−→
OQ =

1

2
~a +~c + ~d

別解 4CMO 4ELP，相似比は 1 : p = CM : EL =
3

4
:
1

2
ゆえに p =

2

3

4ALO 4GMQ，相似比は 1 : q = AL : GM =
1

2
:
1

4
ゆえに q =

1

2

(4) (1)，(3)の結果から

−→
LP =

2

3

−−→
OM =

2

3

(
~c+

3

4
~d

)
=

2

3
~c +

1

2
~d

−−→
MQ =

1

2

−→
OL =

1

2

(
~a+

1

2
~d

)
=

1

2
~a +

1

4
~d
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−→
ON =

−→
OL +

−−→
OMとなる点Nをとると，2点 P，Qは，それぞれ平行四辺

形OLNMの辺 LN，MNにあり

LP : PN = EP : PF = 2 : 1, MQ : QN = GQ : QF = 1 : 1

したがって，4NPQの面積は，(2)の結果を用いて

4NPQ =
1

2 + 1
· 1

1 + 1
S1 =

1

6
S1

よって，求める五角形OLPQMの面積 S2は

S2 = 2S1 −
1

6
S1 =

11

6
S1 =

11

6
·
√
29

8
=

11

48

√
29

O

A

B

E

F

G

D

C

P

Q
M

L

N

�

3 (1) y = −2(log3 3x)
3 + 3(log3 x+ 1)2 + 1

= −2(log3 3x)
3 + 3(log3 3x)

2 + 1

t = log3 3xとおくと，
1

3
5 x 5 3より 0 5 t 5 2

y = −2t3 + 3t2 + 1 ゆえに y′ = −6t2 + 6t = −6t(t− 1)

t 0 · · · 1 · · · 2

y′ + 0 −
y 1 ↗ 2 ↘ −3

よって t = 1 すなわち x = 1のとき 最大値 2

t = 2 すなわち x = 3のとき 最小値−3
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(2) an+2 = 5an+1 − 6anより an+2 − 5an+1 + 6an = 0 · · · 1©

(∗) an+2 − αan+1 = β(an+1 − αan)より

an+2 − (α + β)an+1 + αβan = 0 · · · 2©

1©と 2©の係数を比較して α + β = 5, αβ = 6

α, βを解とする 2次方程式は x2 − 5x+ 6 = 0

(x− 2)(x− 3) = 0 これを解いて x = 2, 3

(α, β) = (2, 3), (3, 2)を (∗)にそれぞれ代入すると{
an+2 − 2an+1 = 3(an+1 − 2an)

an+2 − 3an+1 = 2(an+1 − 3an)

a1 = 1, a2 = 4により

an+1 − 2an = (a2 − 2a1)·3n−1 = 2·3n−1

an+1 − 3an = (a2 − 3a1)·2n−1 = 2n−1

上の第 1式から第 2式の辺々の差をとると an = 2·3n−1 − 2n−1

よって lim
n→∞

an = lim
n→∞

3n−1

{
2−

(
2

3

)n−1
}

= ∞， {an}は発散する

補足 α 6= βのとき，上の結果から，定数A, Bを用いて

an = Aαn + Bβn

α = βのとき，an+2 − αan+1 = α(an+1 − αan)より

an+1 − αan = (a2 − αa1)α
n−1

an+1

αn+1
− an

αn
=

a2
α2

− a1
α

数列
{ an
αn

}
は初項

a1
α
，公差

a2
α2

− a1
α
の等差数列である．

したがって，
an
αn
は nの 1次式で，定数C，Dを用いて

an
αn

= Cn+D ゆえに an = (Cn + D)αn
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(3) f(x) = 2 +

∫ x

0

sin(x− t)f(t) dtより

f(x) = 2 + (sin x)

∫ x

0

f(t) cos t dt− (cosx)

∫ x

0

f(t) sin t dt (∗)

(∗)を微分すると

f ′(x) = (cos x)

∫ x

0

f(t) cos t dt+ f(x) sin x cosx

+ (sin x)

∫ x

0

f(t) sin t dt− f(x) sin x cosx

= (cos x)

∫ x

0

f(t) cos t dt+ (sin x)

∫ x

0

f(t) sin t dt (∗∗)

さらに微分すると

f ′′(x) = −(sinx)

∫ x

0

f(t) cos t dt+ f(x) cos2 x

+ (cos x)

∫ x

0

f(t) sin t dt+ f(x) sin2 x

= f(x)− (sinx)

∫ x

0

f(t) cos t dt+ (cos x)

∫ x

0

f(t) sin t dt

(∗)を上式に代入して整理すると f ′′(x) = 2

(∗)，(∗∗)に x = 0を代入すると f(0) = 2，f ′(0) = 0

したがって f ′(x) = 2x よって f(x) = x2 + 2 �
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4 (1)
−→
OL = ~a +

1

2
~d，

−−→
OM = ~c +

3

4
~d

|
−→
OL|2 =

∣∣∣∣~a+ 1

2
~d

∣∣∣∣2 = |~a|2 + 1

4
|~d|2 = 5

4
ゆえに |

−→
OL| =

√
5

2

|
−−→
OM|2 =

∣∣∣∣~c+ 3

4
~d

∣∣∣∣2 = |~c|2 + 9

16
|~d|2 = 25

16
ゆえに |

−−→
OM| =

5

4
−→
OL·

−−→
OM =

(
~a+

1

2
~d

)
·
(
~c+

3

4
~d

)
=

3

8
|~d|2 =

3

8

cos∠LOM =

−→
OL·

−−→
OM

|
−→
OL||

−−→
OM|

=

3

8√
5

2
·5
4

=
3

25

√
5

このとき sin∠LOM =

√
1−

(
3

5
√
5

)2

=
2
√
29

5
√
5

よって S1 =
1

2
|
−→
OL||

−−→
OM| sin∠LOM =

1

2
·
√
5

2
·5
4
·2
√
29

5
√
5

=

√
29

8

別解 S1 =
1

2

√
|
−→
OL|2|

−−→
OM|2 −

(−→
OL·

−−→
OM

)2
=

1

2

√
5

4
·25
16

−
(
3

8

)2

=

√
29

8

(2)
−→
LP//

−−→
OMより，

−→
LP = p

−−→
OMとおけるから

−→
OP =

−→
OL +

−→
LP =

−→
OL + p

−−→
OM

= ~a+
1

2
~d+ p

(
~c+

3

4
~d

)
= ~a+ p~c+

(
1

2
+

3

4
p

)
~d

このとき
1

2
+

3

4
p = 1 よって p =

2

3
,

−→
OP = ~a +

2

3
~c + ~d

同様に，
−−→
MQ//

−→
OLより，

−−→
MQ = q

−→
OLとおけるから

−→
OQ =

−−→
OM+

−−→
MQ =

−−→
OM+ q

−→
OL

= ~c+
3

4
~d+ q

(
~a+

1

2
~d

)
= q~a+~c+

(
3

4
+

1

2
q

)
~d

このとき
3

4
+

1

2
q = 1 よって q =

1

2
,

−→
OQ =

1

2
~a +~c + ~d
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別解 4CMO 4ELP，相似比は 1 : p = CM : EL =
3

4
:
1

2
ゆえに p =

2

3

4ALO 4GMQ，相似比は 1 : q = AL : GM =
1

2
:
1

4
ゆえに q =

1

2

(3) (1)，(2)の結果から

−→
LP =

2

3

−−→
OM =

2

3

(
~c+

3

4
~d

)
=

2

3
~c +

1

2
~d

−−→
MQ =

1

2

−→
OL =

1

2

(
~a+

1

2
~d

)
=

1

2
~a +

1

4
~d

−→
ON =

−→
OL +

−−→
OMとなる点Nをとると，2点 P，Qは，それぞれ平行四辺

形OLNMの辺 LN，MN上にあり

LP : PN = EP : PF = 2 : 1, MQ : QN = GQ : QF = 1 : 1

したがって，4NPQの面積は，(2)の結果を用いて

4NPQ =
1

2 + 1
· 1

1 + 1
S1 =

1

6
S1

よって，求める五角形OLPQMの面積 S2は

S2 = 2S1 −
1

6
S1 =

11

6
S1 =

11

6
·
√
29

8
=

11

48

√
29

O

A

B

E

F

G

D

C

P

Q
M

L

N
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(4)
−→
OL·

−→
OD =

(
~a+

1

2
~d

)
·~d =

1

2
，
−−→
OM·

−→
OD =

(
~c+

3

4
~d

)
·~d =

3

4

Hは T 上の点であるから，実数 s，tを用いて

−→
OH = s

−→
OL + t

−−→
OM (∗)

と表されるから

−→
DH =

−→
OH−

−→
OD = s

−→
OL + t

−−→
OM−

−→
OD

−→
OL·

−→
DH = 0，

−−→
OM·

−→
DH = 0であるから，上の諸式と (1)の結果から

−→
OL·

−→
DH =

−→
OL·(s

−→
OL + t

−−→
OM−

−→
OD)

= s|
−→
OL|2 + t

−→
OL·

−−→
OM−

−→
OL·

−→
OD

=
5

4
s+

3

8
t− 1

2
= 0 · · · 1©

−−→
OM·

−→
DH =

−−→
OM·(s

−→
OL + t

−−→
OM−

−→
OD)

= s
−→
OL·

−−→
OM+ t|

−−→
OM|2 −

−−→
OM·

−→
OD

=
3

8
s+

25

16
t− 3

4
= 0 · · · 2©

1©， 2©を解いて s =
8

29
, t =

12

29
これを (∗)に代入すると

−→
OH =

8

29

−→
OL +

12

29

−−→
OM =

8

29

(
~a+

1

2
~d

)
+

12

29

(
~c+

3

4
~d

)
=

8

29
~a +

12

29
~c +

13

29
~d

ゆえに
−→
DH =

−→
OH−

−→
OD =

8

29
~a+

12

29
~c+

13

29
~d− ~d

=
4

29
(2~a+ 3~c− 4~d)

したがって |
−→
DH| = 4

29

√
4|~a|2 + 9|~c|2 + 16|~d|2 =

4

29

√
29

よって V =
1

3
S2|

−→
DH| = 1

3
·11
48

√
29· 4

29

√
29 =

11

36
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別解 Oを原点とする座標空間を考え，その座標を O(0, 0, 0)，A(1, 0, 0)，
C(0, 1, 0)，D(0, 0, 1)とすると

L

(
1, 0,

1

2

)
, M

(
0, 1,

3

4

)
−→
OL，

−−→
OMに垂直なベクトルの 1つを

~n = (−2,−3, 4)

とする．五角形OLPQMをxy平面に正射影した図形の面積をS ′
2とすると

S ′
2 = 1− 1

2
·1
2
·1
3
=

11

12

~nと xy平面の法ベクトル~l = (0, 0, 1)となす角を θとすると

cos θ =
~n·~l
|~n||~l|

=
4√
29

このとき，S ′
2 = S2| cos θ|であるから S2 =

11

12
·
√
29

4
=

11

48

√
29

解説 平面 T 上の領域を平面 T ′に正射影した領域について，それぞれの領域の
面積を S，S ′とし，T と T ′の法ベクトルがなす角を θとすると

S ′ = S| cos θ|

が成立する．T と T ′の両方に垂直な面 (直
せつ

截面)とこれらの領域の共通部
分 PQと P′Q′について

P′Q′ = PQ| cos θ|

T 上の領域を T ′に正射影すると，その領域は | cos θ|だけ縮小される．

θ

T

T ′

S

S ′

P

Q

P′ Q′
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ベクトル積

2つのベクトル~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3)が平行でないとき，ベクトル

(a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

は，~aおよび~bに直交する．このベクトルを，~aと~bのベクトル積 (外積)という．

2つのベクトル~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3)のベクトル積は

~a ×~b = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

であり，~b× ~a = −~a×~bが成り立つ．また，その大きさについて

|~a×~b|2 = (a2b3 − a3b2)
2 + (a3b1 − a1b3)

2 + (a1b2 − a2b1)
2

= (a1
2 + a2

2 + a3
2)(b1

2 + b2
2 + b3

2)− (a1b1 + a2b2 + a3b3)
2

= |~a|2|~b|2 − (~a·~b)2

であるから，~a×~bの大きさは，~a，~bの張る平行四辺形の面積に等しい．

~a×~bと~cのなす角を θ (0 5 θ 5 π)とすると

(~a×~b)·~c = |~a×~b||~c| cos θ

両辺の絶対値をとると

|(~a×~b)·~c| = |~a×~b||~c|| cos θ|

　

~a

~b

~c

~a×~b

θh
|~a×~b|

~a，~b，~cの張る平行六面体について，~a，~bの張る平面を底面とすると，|~c|| cos θ|
は，その高さ hであるから，この平行六面体の体積 V1は

V1 = |(~a ×~b)·~c|
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとすると

四面体OABCの体積 V は V =
1

6
|(~a ×~b)·~c|

また，対称性により，|(~a×~b)·~c| = |(~b×~c)·~a| = |(~c× ~a)·~b| が成り立つ．

本題において
−→
OL×

−−→
OM =

(
−1

2
,−3

4
, 1

)
， (

−→
OL×

−−→
OM)·

−→
OD = 1

四面体OLMDの体積は
1

6
·1 =

1

6
S1 : S2 = 1 :

11

6
より V =

1

6
·11
6

=
11

36
�



526 第 5章 長崎大学

5 (1) −π

2
< θ <

π

4
, t = tan θより t < 1

直線m1 : y = (tan θ)xと直線 x = 1の
交点の座標は

P (1, tan θ)

直線m1 : y =
(
tan
(
θ +

π

4

))
xと直線

x = 1の交点の座標は

Q
(
1, tan

(
θ +

π

4

))

　

O

y

x

P

Q

f(t)

π
4

x = 1

m1

m2

1
θ

線分 PQの長さ f(t)は，tan θ = tより

f(t) = tan
(
θ +

π

4

)
− tan θ =

tan θ + tan π
4

1− tan θ tan π
4

− tan θ

=
t+ 1

1− t
− t =

1 + t2

1 − t

(2) (1)の結果により

θ = −π

4
すなわち t = −1のとき f(−1) =

1 + (−1)2

1− (−1)
= 1

θ =
π

6
すなわち t =

1√
3
のとき f

(
1√
3

)
=

1 +
(

1√
3

)2
1− 1√

3

=
2(3 +

√
3)

3

(3) f(t) =
1 + t2

1− t
=

2− (1− t2)

1− t
=

2

1− t
− (1 + t)より

f ′(t) =
2

(1− t)2
− 1 =

2− (1− t)2

(1− t)2
=

(
√
2 + 1 − t)(

√
2 − 1 + t)

(1 − t)2

したがって，f(t)の増減表は

t · · · 1−
√
2 · · · (1)

f ′(t) − 0 +

f(t) ↘ 2(
√
2− 1) ↗

lim
t→−∞

{f(t)− (−t− 1)} = 0

lim
t→1−0

f(t) = ∞

漸近線は l = −t − 1, t = 1

よって，l = f(t)のグラフは，右の図の
ようになる．

　

O

l

t

1

1−1

−1

2(
√
2−1)

1−
√
2
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別解 f(t) =
2

1− t
− (1 + t) = (1− t) +

2

1− t
− 2

t < 1より，1− t > 0であるから，相加平均・相乗平均の大小関係により

f(t) = 2

√
(1− t)· 2

1− t
− 2 = 2(

√
2− 1)

上式において，等号が成立するとき，1− t > 0に注意して

1− t =
2

1− t
ゆえに 1− t =

√
2 すなわち t = 1−

√
2

(4) (3)の結果から，t = 1−
√
2のとき，f(t)は最小値 2(

√
2 − 1)をとる．

このとき tan
(
−π

8

)
= 1−

√
2より θ = −

π

8

したがって P
(
1, tan

(
−π

8

))
， Q

(
1, tan

π

8

)
よって P(1, 1 −

√
2)， Q(1,

√
2 − 1)

補足 tan
π

8
=

√
2− 1，tan

(
−π

8

)
= 1 −

√
2の値を知らなくても本題の次の計

算から θを求めることもできる．

tan θ = t = 1−
√
2,

tan
(
θ +

π

4

)
=

t+ 1

1− t
=

(1−
√
2) + 1

1− (1−
√
2)

=
√
2− 1

上の第 1式から tan(−θ) =
√
2− 1であるから，これと第 2式から

tan(−θ) = tan
(
θ +

π

4

)
−π

2
< θ <

π

4
より，−π

4
< −θ <

π

2
, − π

4
< θ +

π

4
<

π

2
であるから

−θ = θ +
π

4
ゆえに θ = −π

8
, θ +

π

4
=

π

8

したがって，P(1, tan θ)，Q
(
1, tan

(
θ +

π

4

))
の座標は

P(1, 1−
√
2), Q(1,

√
2− 1)

�
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6 (1) t = tan θより

(i) −π

4
< θ 5 0のとき (−1 < t 5 0)

f(t) = tan
(
θ +

π

4

)
− tan θ

=
tan θ + tan π

4

1− tan θ tan π
4

− tan θ =
t+ 1

1− t·1
− t =

1 + t2

1 − t

(ii) 0 < θ <
π

4
のとき (0 < t < 1)，∠QOD =

π

4
− θにより

f(t) = CP + QC = CP + CD−QD

= (1− tan θ) + 1− tan
(π
4
− θ
)

= 2− tan θ −
tan π

4
− tan θ

1 + tan π
4
tan θ

= 2− t− 1− t

1 + t
=

1 + 2t − t2

1 + t

O

y

x O

y

xθ π
4

θ

π
4

−1 −1

1 1

1 1

A A

D D

B B

CC

m1

m2

m1

m2

P

Q

P

Q

(i) −π

4
< θ 5 0のとき (ii) 0 < θ 5 π

4
のとき

(2) θ =
π

8
のとき，t = tan

π

8
=

√
2− 1を (ii)の結果に代入すると

f(
√
2− 1) =

1 + 2(
√
2− 1)− (

√
2− 1)2

1 + (
√
2− 1)

= 4 − 2
√
2

補足 tan π
8
=

√
2− 1は，t = tan π

8
, − t = tan

(
−π

8

)
より求まる．

t = tan
π

8
= tan

(
−π

8
+

π

4

)
=

tan(−π
8
) + tan π

4

1− tan(−π
8
) tan π

4

=
−t+ 1

1 + t

t > 0に注意してこれを解くと t =
√
2− 1 ゆえに t = tan π

8
=

√
2− 1
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(3) (1)の結果から f(0) = 1

［1］t < 0のとき，(i)から

f(t)− f(0)

t
=

1

t

(
1 + t2

1− t
− 1

)
=

1 + t

1− t

ゆえに lim
t→−0

f(t)− f(0)

t
= lim

t→−0

1 + t

1− t
= 1

［2］t > 0のとき，(ii)から

f(t)− f(0)

t
=

1

t

(
1 + 2t− t2

1 + t
− 1

)
=

1− t

1 + t

ゆえに lim
t→+0

f(t)− f(0)

t
= lim

t→+0

1− t

1 + t
= 1

［1］,［2］より lim
t→0

f(t)− f(0)

t
= 1

よって，f(t)は，t = 0で微分可能である．

(4) −1 < t 5 0のとき，f(t) = −t− 1 +
2

1− t
より

f ′(t) = −1 +
2

(1− t)2
=

(
√
2 + 1− t)(

√
2− 1 + t)

(1− t)2

0 < t < 1のとき，f(t) = −t+ 3− 2

1 + t
より

f ′(t) = −1 +
2

(1 + t)2
=

(
√
2 + 1 + t)(

√
2− 1− t)

(1 + t)2

したがって，f(t)の増減表は

t (−1) · · · 1−
√
2 · · ·

√
2− 1 · · · (1)

f ′(t) − 0 + 0 −
f(t) ↘ 2

√
2− 2 ↗ 4− 2

√
2 ↘

lim
t→−1+0

f(t) = lim
t→−1+0

(
−t− 1 +

2

1− t

)
= 1

lim
t→1−0

f(t) = lim
t→1−0

(
−t+ 3− 2

1 + t

)
= 1

よって t =
√
2 − 1 すなわち θ =

π

8
のとき 最大値 4 − 2

√
2

t = 1 −
√
2 すなわち θ = −

π

8
のとき 最小値 2

√
2 − 2

�
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7 (1) f(x) = ex (x = 0)，g(x) = ax2 (x = 0)より

f ′(x) = ex, g′(x) = 2ax

2つの曲線C1 : y = f(x)とC2 : y = g(x)が x = pで接するとき{
f(p) = g(p)

f ′(p) = g′(p)
ゆえに (∗)

{
ep = ap2

ep = 2ap

(∗)の 2式から epを消去すると ap2 = 2ap ゆえに ap(p− 2) = 0

a > 0, p > 0であるから p = 2 これを (∗)の第 1式に代入すると

e2 = 4a ゆえに a =
e2

4

C1上の点 P(2, e2)における接線 lの傾きは e2であるから，lの方程式は

y − e2 = e2(x− 2) すなわち y = e2(x − 1)

(2) (1)の結果から g(x) =
e2x2

4

h(x) = log f(x)− log g(x) = log ex − log
e2x2

4

= x− 2 log x− 2 + log 4

したがって h′(x) = 1− 2

x
=

x− 2

x

x (0) · · · 2 · · ·
h′(x) − 0 +

h(x) ↘ 0 ↗

x > 0のとき，h(x) = 0であるから

log f(x)− log g(x) = 0 すなわち f(x) = g(x)

また，f(0) = 1，g(0) = 0であるから x = 0のとき f(x) = g(x)

(3) 求める面積Sは，右の図の斜線部分の面積で
あるから

S =

∫ 2

0

{f(x)− g(x)} dx

=

∫ 2

0

(
ex − e2x2

4

)
dx

=

[
ex − e2x3

12

]2
0

=
e2

3
− 1

　

O

y

x2

e2

1

C1 C2
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(4) 求める回転体の体積 V は

V = 2π

∫ 2

0

x{f(x)− g(x)} dx

= 2π

∫ 2

0

(
xex − e2x3

4

)
dx

= 2π

[
(x− 1)ex − e2x4

16

]2
0

= 2π

バウムクーヘン型求積法� �
a 5 x 5 bの範囲で f(x) = 0のとき，y = f(x)のグラフと x軸および
2直線 x = a，x = bで囲まれた部分を y軸のまわりに 1回転してでき
る立体の体積 V は

V = 2π

∫ b

a

xf(x) dx

� �
補足 2014年の長崎大の 8番で類題が出題されている 6． �

8 (1) (∗) zn+1 =
zn − 2

2zn − 1
(n = 1, 2, 3, · · · )について

zn+1 = znのとき zn =
zn − 2

2zn − 1
ゆえに zn

2 − zn + 1 = 0

これを解いて zn =
1 ±

√
3i

2

zn+1 = −znのとき −zn =
zn − 2

2zn − 1
ゆえに zn

2 = 1

これを解いて zn = ±1

(2) |zn| = 1と仮定すると，(∗)より

|zn+1|2 =
|zn − 2|2

|2zn − 1|2
=

|zn|2 − 2(zn + zn) + 4

4|zn|2 − 2(zn + zn) + 1
=

5− 2(zn + zn)

5− 2(zn + zn)
= 1

したがって |zn+1| = 1

|z1| = 1であるから，数学的帰納法により，すべての自然数 nについて

|zn| = 1

6http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki 2014.pdf 8 を参照

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2014.pdf
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(3) (∗)より zn+2 =
zn+1 − 2

2zn+1 − 1
=

zn − 2

2zn − 1
− 2

2· zn − 2

2zn − 1
− 1

=
zn − 2− 2(2zn − 1)

2(zn − 2)− (2zn − 1)
=

−3zn
−3

= zn

したがって Pn+1Pn+2 = |zn+2 − zn+1| = |zn − zn+1| = PnPn+1

よって，線分 PnPn+1の長さはすべての nに対して一定である．

(4) (∗)および (2)の結果により

zn+1 =
(zn − 2)(2zn − 1)

(2zn − 1)(2zn − 1)

=
2|zn|2 − zn − 4zn + 2

|2zn − 1|2
=

−zn − 4zn + 4

|2zn − 1|2

zn = x+ yi (x, yは実数) であるから

−zn − 4zn + 4 = −(x+ yi)− 4(x− yi) + 4

= (4− 5x) + 3yi (∗∗)

zn+1 = X + Y i (X, Y は実数)について，X < 0かつ Y > 0より

4− 5x < 0 かつ 3y > 0

|zn|2 = 1であるから x2+y2 = 1

したがって


x >

4

5
y > 0

x2 + y2 = 1

よって，点Pn(zn)の存在する範囲
は，右の図の実線部分である．た
だし，端点は含まない．

　

O

y

x
1

4
5

3
5

1

−1

−1

�

9 (1) 8 (2)を参照

(2) 8 (3)を参照
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(3) 8 (4)を参照

(4) zn+1 =
−zn − 4zn + 4

|2zn − 1|2
および |zn| = 1より

zn+1

zn
=

−zn − 4zn + 4

zn|2zn − 1|2
=

zn(−zn − 4zn + 4)

|zn|2|2zn − 1|2

=
−4(zn)

2 + 4zn − 1

|2zn − 1|2

|zn| = |zn+1|であるから，4OPnPn+1が直角三角形であるとき，∠PnOPn+1

が直角，すなわち，
zn+1

zn
が純虚数である．すべての nについて zn+2 = zn

であるから，
z2
z1
が純虚数であればよい．z1 = a+ biより

−4(z1)
2 + 4z1 − 1 = −4(a− bi)2 + 4(a− bi)− 1

= −4(a2 − b2 − 2abi) + 4(a− bi)− 1

= (−4a2 + 4b2 + 4a− 1) + 4(2a− 1)bi

上式が純虚数であることと，|z1|2 = 1より (a > 0, b > 0){
−4a2 + 4b2 + 4a− 1 = 0 · · · 1©
a2 + b2 = 1 · · · 2©

1©， 2©から b2を消去して整理すると 8a2 − 4a− 3 = 0

a > 0に注意して解くと a =
1 +

√
7

4

これを 2©に代入して整理すると b2 =
8− 2

√
7

16

b > 0 であるから b =

√
7 − 1

4

別解 (∗∗)から yと Y の符号が一致し，
|z2|
|z1|

= 1，
z2
z1
が純虚数であるから

x > 0, y > 0に注意して
z2
z1

= i ゆえに
z1 − 2

2z1 − 1
= iz1

整理すると z1
2 − 1− i

2
z1 − i = 0 ゆえに

(
z1 −

1− i

4

)2

=
7

16
(1 + i)2

したがって z1 =
1±

√
7

4
+

−1±
√
7

4
i (複号同順)

Re(z1) > 0，Im(z1) > 0であるから z1 =
1 +

√
7

4
+

−1 +
√
7

4
i

よって a =
1 +

√
7

4
, b =

−1 +
√
7

4
�
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10 (1) 回転体T1を平面 y = tで切った断面積S1(t)について次の場合分けを行う．

(i) 0 5 t 5 3 cos θのとき，S1(t)は半径 t tan θの円の面積であるから

S1(t) = π(t tan θ)2 = πt2 tan2 θ

(ii) 3 cos θ 5 t 5 3のとき，S1(t)は半径
√
92 − t2の円の面積であるから

S1(t) = π(
√
9− t2)2 = π(9− t2)

(i)，(ii)から S1(t) =

{
πt2 tan2 θ (0 5 t 5 3 cos θ)

π(9 − t2) (3 cos θ 5 t 5 3)

θ
yA

B

x

z

O yA

C

x

z

O

図 1 図 2

3

3 cos θ

π
3

3

(2) (1)の結果から

V1 =

∫ 3

0

S1(t) dt = π

∫ 3 cos θ

0

t2 tan2 θ dt+ π

∫ 3

3 cos θ

(9− t2) dt

= π

[
t3 tan2 θ

3

]3 cos θ
0

+ π

[
9t− t3

3

]3
3 cos θ

= 9π sin2 θ cos θ + π(18− 27 cos θ + 9 cos3 θ)

= 18π(1 − cos θ)

別解

)

ABをOを極とする極方程式を用いて求めると 7

V1 =
2π

3

∫ θ

0

33 sinϕdϕ = 18π

[
− cosϕ

]θ
0

= 18π(1 − cos θ)

7http://kumamoto.s12.xrea.com/N/KBdai/KBdai ri 2016.pdf (p.12を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/KBdai/KBdai_ri_2016.pdf
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(3) 回転体T2を平面 y = tで切った断面積S2(t)について次の場合分けを行う．

(i) 0 5 t 5 3

2
のとき，S2(t)は半径

√
3tの円の面積であるから

S2(t) = π(
√
3t)2 = 3πt2

(ii)
3

2
5 t 5 3のとき，円錐の底面を xy平面に正射影した図形は楕円

x2(
3
2

)2 +

(
y − 9

4

)2(
3
4

)2 = 1

yz平面上の直線ACは
y

3
+

z

3
√
3
= 1

y = tを上の 2式にそれぞれ代入して整理すると

x2 = −4t2 + 18t− 18, z = 3
√
3−

√
3t

このとき，S2(t)の面積は

S2(t) = π(x2 + z2)

= π{(−4t2 + 18t− 18) + (3
√
3−

√
3t)2} = π(9− t2)

(i)，(ii)から S2(t) =

{
3πt2

(
0 5 t 5 3

2

)
π(9 − t2)

(
3
2
5 t 5 3

)
(4) (3)の結果から

V2 =

∫ 3

0

S2(t) dt = π

∫ 3
2

0

3t2 dt+ π

∫ 2

3
2

(9− t2) dt

= π

[
t3
] 3

2

0

+ π

[
9t− t3

3

]3
3
2

= 9π

別解

)

ACをOを極とする極方程式を用いて求めると

V2 =
2π

3

∫ π
3

0

33 sinϕdϕ = 18π

[
− cosϕ

]π
3

0

= 9π

(5) (2)，(4)の結果から V2 − V1 = 18π
(
cos θ − cos

π

3

)
よって 0 < θ <

π

3
のとき V2 > V1， θ =

π

3
のとき V1 = V2，

π

3
< θ <

π

2
のとき V1 > V2 �
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11 (1) X4の確率分布は

X4 −4 −2 0 2 4 計
確率 1

16
4
16

6
16

4
16

1
16

1

X4の平均は E(X4) = −4· 1
16

+ (−2)· 4
16

+ 0· 6
16

+ 2· 4
16

+ 4· 1
16

= 0

E(X4
2) = (−4)2· 1

16
+ (−2)2· 4

16
+ 02· 6

16
+ 22· 4

16
+ 42· 1

16
= 4

X4の分散は V (X4) = E(X4
2)− E(X4)

2 = 4− 02 = 4

X5の確率分布は

X5 −5 −3 −1 1 3 5 計
確率 1

32
5
32

10
32

10
32

5
32

1
32

1

X5の平均は

E(X5) = −5· 1
32

+ (−3)· 5
32

+ (−1)·10
32

+ 1·10
32

+ 3· 5
32

+ 5· 1
32

= 0

E(X5
2) = (−5)2· 1

32
+ (−3)2· 5

32
+ (−1)2·10

32
+ 12·10

32
+ 32· 5

32
+ 52· 1

32
= 5

X5の分散は V (X5) = E(X5
2)− E(X5)

2 = 5− 02 = 5

(2) 6回目で初めて原点に戻るとき，その
推移をグラフに示すと，4通りある．
よって，求める確率は

4

(
1

2

)6

=
1

16

　

O

x

n1 2 3 4 5 6

1

2

3

−1

−2

−3
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(3) X1の平均は E(X1) = −1·(1− p) + 1·p = 2p − 1

E(X1
2) = (−1)2·(1− p) + 12·p = 1

X1の分散は V (X1) = E(X1
2)− E(X1)

2 = 1− (2p− 1)2 = 4p(1 − p)

E(Xn) = E(Xn−1 +X1), V (Xn) = V (Xn−1 +X1)で，Xn−1とX1は独立
であるから

E(Xn) = nE(X1) = n(2p − 1)

V (Xn) = nV (X1) = 4np(1 − p)

(4) 100回のうち表が x回出たとすると，裏が 100− x回であるから

x·1 + (100− x)·(−1) = 28 これを解いて x = 64

標本の大きさ n = 100，標本比率 R =
64

100
とすると，pに対する信頼度

95%の信頼区間は[
R− 1.96

√
R(1−R)

n
, R + 1.96

√
R(1−R)

n

]

ゆえに
[
0.64− 1.96· 48

1000
, 0.64 + 1.96· 48

1000

]
よって [ 0.54592, 0.73408 ] �
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5.8 2022年
出題分野

• 教育A・経済・水産・環境科学部　 1 2 数 I・II・A・B (80分)

• 教育B・薬学・歯学・工学部　 2 3 4 5 数 I・II・III・A・B (120分)

• 医学部　 2 3 6 7 数 I・II・III・A・B (120分)

• 情報データ科学部　 2 3 4 必答, 5 8 の 2題から 1題選択
数 I・II・III・A・B (120分)

1 以下はそれぞれ個別の問題である．各問いに答えよ．

(1) 点 P(x, y)が次の連立不等式

x+ 2y 5 6, 3x+ y 5 9, x = 0, y = 0

の表す領域を動くとき，2x + yの最大値，およびそのときの Pの座標を
求めよ．

(2) 0 5 θ < πのとき，次の不等式を満たす θの値の範囲を求めよ．

cos 2θ +
√
3 sin 2θ = 1

(3) 以下で定義される数列 {an}がある．

a1 = 2, an+1 = 2an − 1 (n = 1, 2, 3, · · · )

このとき，一般項 anおよび
n∑

k=1

2kakを，それぞれ求めよ．

(4) 母線の長さが 1，高さが hの円
すい

錐がある．この円錐の体積を V (h)とする
とき，V (h)の最大値，およびそのときの hの値を求めよ．
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2 空間内の 4点O(0, 0, 0)，A(1, 2, 3)，B(1, 1,−1)，C(7, 3, 5)がある．直線
OA上の動点 Pに対して，線分 BP，CPの長さの平方の和 BP2 + CP2の最小
値と，線分の長さの和BP + CPの最小値を求めたい．以下の問いに答えよ．

(1)
−→
OP = t

−→
OA (tは実数)とするとき，BP2 + CP2を tの式で表せ．

(2) BP2 + CP2の最小値と，そのときの Pの座標を求めよ．

(3) 2点B，Cから直線OAに垂線を下ろし，交点をそれぞれH，Kとすると
き，H，Kの座標を求めよ．また，2つのベクトル

−→
HB，

−→
KCのなす角を

θ (0 5 θ 5 π)とするとき，cos θの値を求めよ．

(4) BP + CPの値が最小となるのは，Pが線分HKをどのような比に分ける
ときかを説明せよ．また，そのときのPの座標，およびBP+CPの値を
求めよ．

3 以下はそれぞれ個別の問題である．各問いに答えよ．

(1) a > 0とする．a + a−1 = 18のとき，a
1
2 + a−

1
2 および a

1
3 + a−

1
3 の値をそ

れぞれ求めよ．

(2) 次の方程式

log 1
3
(9x2)· log3

( x

81

)
= −12

を解け．

(3) 0 5 θ < 2πのとき，次の不等式を満たす θの値の範囲を求めよ．

cos 2θ +
√
3 sin 2θ = 1

(4) 次の方程式
z4 = −8− 8

√
3i

を解け．ただし，iは虚数単位である．
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4 自然数 nに対して，以下で定義される xの 2次関数 fn(x)がある．

f1(x) = 3x2

f2(x) = 3x2 + 4x

...

fn+2(x) = 3x2 + 4x

∫ 1

0

fn+1(t) dt−
∫ 1

0

fn(t) dt (n = 1, 2, 3, · · · )

an =

∫ 1

0

fn(t) dtとおくとき，以下の問いに答えよ．

(1) a1, a2の値を，それぞれ求めよ．

(2) an+2を，an+1と anを用いて表せ．

(3) bn = an+1−anとする．bnと anを，それぞれnの式で表し，2次関数 fn(x)

を求めよ．

(4) x = αで，fn+1(x) − fn(x)は，すべての自然数 nに対して一定の値 βを
とる．このとき，αと β の値を求めよ．また，2つの曲線 y = fn(x)と
y = fn+1(x)，および直線 x = αで囲まれる図形の面積 Snを求めよ．

5 曲線C : y = ex上の点P(t, et)における接線を lとする．ただし，0 < t < 1で
ある．以下の問いに答えよ．

(1) lの方程式を求めよ．また，lと y軸との交点をQとし，lと x軸との交点
をRとする．このとき，2点Q，Rの座標を，それぞれ求めよ．

(2) 不定積分
∫

log x dxおよび
∫

(log x)2 dxを，それぞれ求めよ．

(3) lと x軸および y軸で囲まれた図形をD1とし，これを y軸の周りに 1回転
してできる回転体の体積を V1(t)とする．同様に，Cと lおよび y軸で囲
まれた図形をD2とし，これを y軸の周りに 1回転してできる回転体の体
積を V2(t)とする．このとき，V1(t)と V2(t)を，それぞれ tを用いて表せ．

(4) V (t) = V1(t) + V2(t)とするとき，V (t)の最小値，およびそのときの tの
値を求めよ．
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6 原点をOとする xy座標平面上に，
だ

楕円C :
x2

a2
+

y2

b2
= 1 (a > b > 0)と，C上

を動く点 P(a cosα, b sinα)
(
0 < α <

π

2

)
がある．以下の問いに答えよ．

(1) Cの方程式の両辺を xで微分し，PにおけるCの接線の傾きを求めよ．ま

た，この接線の方程式は
cosα

a
x+

sinα

b
y = 1であることを示せ．

(2) Pにおける Cの接線と x軸および y軸とで囲まれる三角形の面積 Sの最
小値を求めよ．また，このときのPを点Qとし，QにおけるCの接線を
lとする．Qの座標および lの方程式を，a，bを用いて表せ．

(3) C上の点R(a cos β, b sin β)
(π
2
< β < π

)
における接線mが，(2)で求め

た lと垂直に交わるものとし，その交点をAとする．このとき，tan βの
値およびRの座標を，a，bを用いて表せ．

(4) (2)と (3)におけるQ，R，Aについて，線分OQ，OR，OAの長さの平方
OQ2，OR2，OA2をそれぞれ a，bを用いて表し，線分OQ，OR，OAの
長さの大小を比較せよ．

7 自然数 nに対して，In =

∫ e

1

(log x)n dxとする．ただし，eは自然対数の底で

あり，無理数である．以下の問いに答えよ．

(1) I1, I2の値を，それぞれ求めよ．また，In+1を Inを用いて表せ．

(2) aおよび bを有理数とする．a + be = 0ならば a = 0かつ b = 0であるこ
とを，背理法を用いて証明せよ．

(3) すべての nに対して，In = An + Bne (An, Bnは有理数)と表すことがで
きる．このことを数学的帰納法を用いて証明せよ．

(4) (3)における Anに対して，Cn =
An

(−1)n+1n!
とする．このとき，Cnおよ

びAnを，それぞれ nを用いて表せ．

(5) (3)におけるBnは，Bn = 1 +
n∑

i=1

(−1)inPiであることを数学的帰納法を

用いて証明し，I5の値を求めよ．

ただし，nPr =
n!

(n− r)!
(rは r 5 nの自然数)であり，0! = 1とする．
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8 動点 Pは数直線上の座標 1あるいは−1にある．表が出る確率 p (0 < p < 1)，
裏が出る確率 1− pのコインを投げ，その結果によりPに以下のような操作を
行う．� �
操作

• 表が出たとき，Pが 1にあれば−1に，−1にあれば 1に移動させる．

• 裏が出たとき，Pは動かさない．� �
コインを n回投げたときの Pの座標をXnとし，Xn = 1となる確率を qnとす
る．最初に Pは 1にあるものとして，以下の問いに答えよ．

(1) q1, q2, q3を，それぞれ pを用いて表せ．

(2) qn+1を pと qnを用いて表せ．

(3) qnを pと nを用いて表せ．

(4) 確率変数Xnの平均E(Xn)，分散 V (Xn)，標準偏差 σ(Xn)を，それぞれ p

と nを用いて表せ．
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解答例
1 (1) 連立不等式

x+ 2y 5 6, 3x+ y 5 9, x = 0, y = 0

の表す領域は，右図の境界を含む斜線部分．
境界線 x+ 2y = 6，3x+ 2y = 9の交点は(

12

5
,
9

5

)
2x+ y = kとおくと，直線 y = −2x+ kが
この領域を通るとき，kが最大となるのは，
上の交点を通るときである．

　

O

y

x

9

63

3 (12
5
, 9
5
)

k

したがって P

(
12

5
,
9

5

)
で，kは最大値

33

5
をとる．

(2) 不等式 cos 2θ +
√
3 sin 2θ = 1 (0 5 θ < π)より

sin
(
2θ +

π

6

)
= 1

2
,

π

6
5 2θ +

π

6
< 2π +

π

6

したがって
π

6
5 2θ +

π

6
5 5π

6
よって 0 5 θ 5

π

3

(3) a1 = 2, an+1 = 2an − 1より an+1 − 1 = 2(an − 1)

{an − 1}は初項 a1 − 1 = 1，公比 2の等比数列であるから

an − 1 = 1·2n−1 ゆえに an = 2n−1 + 1

これから 2kak = 2k(2k−1 + 1) = k2k + 2k · · · 1©

ここで，(k + 1)2k+1 − k2k = k2k + 2k+1より

k2k = {(k + 1)2k+1 − k2k} − 2k+1 · · · 2©

1©， 2©より，2kak = {(k + 1)2k+1 − k2k} − 2k+1 + 2kであるから

n∑
k=1

2kak =
n∑

k=1

{(k + 1)2k+1 − k2k} −
n∑

k=1

2k+1 +
n∑

k=1

2k

= (n+ 1)2n+1 − 2− 4(2n − 1)

2− 1
+ n(n+ 1)

= (n − 1)2n+1 + n2 + n + 2
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(4) 円錐の底面の半径を rとすると

r2 = 1− h2 (0 < h < 1)

したがって

V (h) =
π

3
r2h =

π

3
(1− h2)h

=
π

3
(h− h3)

　

h

r

1

V (h)を微分すると V ′(h) =
π

3
(1− 3h2)

これから V (h)の増減表は

h (0) · · · 1√
3

· · · (1)

V ′(h) + 0 −
V (h) ↗ 極大 ↘

よって h =
1
√
3
のとき，最大値 V

(
1√
3

)
=

2
√
3

27
π �

2 (1)
−→
OP = t

−→
OA = t(1, 2, 3)，

−→
OB = (1, 1,−1)，

−→
OC = (7, 3, 5) より

−→
BP =

−→
OP−

−→
OB = (t− 1, 2t− 1, 3t+ 1),

−→
CP =

−→
OP−

−→
OC = (t− 7, 2t− 3, 3t− 5)

したがって

BP2 + CP2 = |
−→
BP|2 + |

−→
CP|2

= (t− 1)2 + (2t− 1)2 + (3t+ 1)2

+ (t− 7)2 + (2t− 3)2 + (3t− 5)2

= 28t2 − 56t + 86

(2) (1)の結果から BP2 + CP2 = 28(t− 1)2 + 58

よって t = 1，すなわち，P(1, 2, 3)のとき，最小値 58をとる．
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(3)
−→
OH =

−→
OB·

−→
OA

|
−→
OA|2

−→
OA，

−→
OK =

−→
OC·

−→
OA

|
−→
OA|2

−→
OAであるから 8

|
−→
OA|2 = 14,

−→
OB·

−→
OA = 0,

−→
OC·

−→
OA = 28

ゆえに
−→
OH = ~0，

−→
OK = 2

−→
OA = 2(1, 2, 3)

よって H(0, 0, 0), K(2, 4, 6)

また
−→
HB =

−→
OB = (1, 1,−1)，

−→
KC =

−→
OC−

−→
OK = (5,−1,−1)

したがって，
−→
HB，

−→
KCのなす角 θは

cos θ =

−→
HB·

−→
KC

|
−→
HB||

−→
KC|

=
1·5 + 1·(−1) + (−1)(−1)√

3·3
√
3

=
5

9

(4) BP + CPの値が最小となるとき，4BPH 4CPKであるから

|
−→
HB| : |

−→
KC| =

√
3 : 3

√
3 = 1 : 3 ゆえに HP : PK = 1 : 3

−→
OP =

1

1 + 3

−→
OK =

1

4
·2
−→
OA =

1

2

−→
OAであるから P

(
1

2
, 1,

3

2

)

BP2 = OB2 +OP2 = OB2 +

(
1

2
OA

)2

= 3 +
1

4
·14 =

26

4
ゆえに BP =

√
26

2

CP = 3BPであるから BP + CP = 4BP = 4·
√
26

2
= 2

√
26 �

3 (1) (a
1
2 + a−

1
2 )2 = a+ a−1 + 2 = 18 + 2 = 20

a
1
2 + a−

1
2 > 0であるから a

1
2 + a−1

2 = 2
√
5

(a
1
3 + a−

1
3 )3 − 3(a

1
3 + a−

1
3 ) = a+ a−1 = 18より，x = a

1
3 + a−

1
3 とおくと

x3 − 3x = 18 ゆえに (x− 3)(x2 + 3x+ 6) = 0

x > 0であるから x = 3 よって a
1
3 + a−1

3 = 3

8http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2017.pdf (p.5の補足を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2017.pdf


546 第 5章 長崎大学

(2) (∗) log 1
3
(9x2)· log3

( x

81

)
= −12

真数は正であるから

9x2 > 0 かつ
x

81
> 0 すなわち x > 0 · · · 1©

(∗)を変形すると −(2 log3 x+ 2)(log3 x− 4) = −12

(log3 x)
2 − 3 log3 x− 10 = 0 ゆえに (log3 x+ 2)(log3 x− 5) = 0

したがって log3 x = −2, 5 1©に注意して x =
1

9
, 243

(3) 不等式 cos 2θ +
√
3 sin 2θ = 1 (0 5 θ < 2π)より

sin
(
2θ +

π

6

)
= 1

2
,

π

6
5 2θ +

π

6
< 4π +

π

6

したがって
π

6
5 2θ +

π

6
5 5π

6
, 2π +

π

6
5 2θ +

π

6
5 2π +

5π

6

よって 0 5 θ 5
π

3
, π 5 θ 5

4π

3

(4) z4 = −8− 8
√
3i = 16

(
−1

2
−

√
3

2
i

)
= 24

(
cos

4π

3
+ i sin

4π

3

)
|z| = 2，4 arg z =

4π

3
+ 2kπ ゆえに arg z =

π

3
+

k

2
π

0 5 arg z < 2πであるから k = 0, 1, 2, 3

したがって |z| = 2, arg z =
π

3
,
5π

6
,
4π

3
,
11π

6

よって z = 1 +
√
3i, −

√
3 + i, − 1 −

√
3i,

√
3 − i �



5.8. 2022年 547

4 (1) 漸化式から

a1 =

∫ 1

0

f1(t) dt =

∫ 1

0

3t2 dt =

[
t3
]1
0

= 1

a2 =

∫ 1

0

f2(t) dt =

∫ 1

0

(3t2 + 4t) dt =

[
t3 + 2t2

]1
0

= 3

(2) (∗) fn+2(x) = 3x2 + 4an+1x− anであるから

an+2 =

∫ 1

0

fn+2(t) dt =

∫ 1

0

(3t2 + 4an+1t− an) dt

=

[
t3 + 2an+1t

2 − ant

]1
0

= 1 + 2an+1 − an

(3) (2)の結果から an+2 − an+1 = an+1 − an + 1 ゆえに bn+1 = bn + 1

{bn}は初項b1 = a2 − a1 = 3− 1 = 2，公差 1の等差数列であるから

bn = 2 + 1(n− 1) = n + 1

an+1 − an = n+ 1であるから，n = 2のとき

n−1∑
k=1

(ak+1 − ak) =
n−1∑
k=1

(k + 1)

ゆえに an − 1 =
1

2
(n− 1)(n+ 2) 整理すると an =

1

2
n(n+ 1)

これは，n = 1のときも成立するから an =
1

2
n(n + 1)

n = 3のとき，これを (∗)に代入すると

fn(x) = 3x2 + 2(n− 1)nx− 1

2
(n− 2)(n− 1)

上式は，n = 1, 2のときも成立するから

fn(x) = 3x2 + 2(n − 1)nx −
1

2
(n − 2)(n − 1)
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(4) (3)の結果から

(∗∗) fn+1(x)− fn(x) = 2{n(n+ 1)− (n− 1)n}x

− 1

2
{(n− 1)n− (n− 2)(n− 1)}

= 4nx− (n− 1)

= n(4x− 1) + 1

x =
1

4
のとき，すべての自然数 nに対して，上式は 1であるから

α =
1

4
, β = 1

gn(x) = fn+1(x) − fn(x)とおくと，(∗∗)より，gn(x)は 1次関数であり，
gn(x) = 0の解を γとすると

γ =
1

4
− 1

4n
= α− 1

4n
ゆえに α− γ =

1

4n

gn(α) = 1より Sn =
1

2
(α− γ)gn(α) =

1

2
· 1
4n

·1 =
1

8n

補足 gn(α) = 0，gn(γ) = 0のとき Sn =
1

2
|α− γ|{gn(α) + gn(γ)} �
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5 (1) C : y = exを微分すると y′ = ex

C上の点 P(t, et)における接線 lは

y − et = et(x− t)

すなわち y = et(x − t + 1)

x = 0のとき，y = et(1− t)であるから

Q(0, et(1 − t))

y = 0のとき，x = t− 1であるから

R(t − 1, 0)

　

O

y

x

C

l

t

et

R

P

Q

1

D1

D2

H

(2) 部分積分法により∫
log x dx =

∫
(x)′ log x dx = x log x−

∫
dx

= x(log x − 1) + C1 (C1は積分定数),∫
(log x)2 dx =

∫
(x)′(log x)2 dx = x(log x)2 − 2

∫
log x dx

= x(log x)2 − 2x(log x− 1) + C2

= x{(log x)2 − 2 log x + 2} + C2 (C2は積分定数)

別解 t = log xとおくと，x = et，
dx

dt
= etであるから∫

log x dx =

∫
ett dt = et{t− (t)′}+ C1

= et(t− 1) + C1

= x(log x− 1) + C1,∫
(log x)2 dx =

∫
ett2 dt = et{t2 − (t2)′ + (t2)′′}+ C2

= et(t2 − 2t+ 2) + C2

= x{(log x)2 − 2 log x+ 2}+ C2

ここでは，次の積分公式を利用している 9．∫
epxf(x) dx =

epx

p

{
f(x)− f ′(x)

p
+

f ′′(x)

p2
− f ′′′(x)

p3
+ · · ·

}
+ C∫

exf(x) dx = ex {f(x)− f ′(x) + f ′′(x)− f ′′′(x) + · · · }+ C

9http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai math 2015 kouki.pdf (p.7を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_math_2015_kouki.pdf
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(3) V1(t)，V2(t)の体積は，前ページの図から (C : x = log y)

V1(t) =
1

3
πOR2·OQ

=
π

3
(1− t)2·et(1− t) =

π

3
et(1 − t)3,

V2(t) =
1

3
πPH2·QH− π

∫ et

1

(log y)2 dy

=
π

3
t2·{et − et(1− t)} − π

[
y{(log y)2 − 2 log y + 2}

]et
1

=
π

3
ett3 − π{et(t2 − 2t+ 2)− 2}

= π

{
et

(
t3

3
− t2 + 2t − 2

)
+ 2

}
別解 バウムクーヘン型の求積法を用いると 10，D2を y軸の周りに 1回転させ

てできる立体の体積 V2(t)は，C : y = ex，l : y = etx+ (1− t)etより

V2(t)

2π
=

∫ t

0

x{ex − etx− (1− t)et} dx

=

[
ex(x− 1)− 1

3
etx3 − 1

2
(1− t)etx2

]t
0

= et
(
t3

6
− t2

2
+ t− 1

)
+ 1

(4) (3)の結果から

V (t) = V1(t) + V2(t) =
π

3
et(1− t)3 + π

{
et
(
t3

3
− t2 + 2t− 2

)
+ 2

}
= π

{
et
(
t− 5

3

)
+ 2

}
,

V ′(t) = et
(
t− 2

3

)
0 < t < 1における V (t)の増減表は

t (0) · · · 2
3

· · · 1

V ′(t) − 0 +

V (t) ↘ 極小 ↗

よって，V (t)は t =
2

3
のとき，最小値 V

(
2

3

)
= π(2 − e

2
3 )をとる． �

10http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai i 2016.pdf 2

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2016.pdf
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6 (1) C :
x2

a2
+

y2

b2
= 1の両辺を xで微分すると (y 6= 0)

2x

a2
+

2yy′

b2
= 0 ゆえに y′ = − b2x

a2y

C上の点P(a cosα, b sinα)における接線の傾きは，b sinα 6= 0に注意して

y′ = −b2·a cosα
a2·b sinα

= −
b cosα

a sinα

したがって，C上の点 Pにおける接線 lの方程式は

y − b sinα = −b cosα

a sinα
(x− a cosα)

両辺に
sinα

b
を掛けると

sinα

b
(y − b sinα) = −cosα

a
(x− a cosα)

整理すると
cosα

a
x+

sinα

b
y = 1

(2) (1)で示した接線の x切片，y切片がそれぞれ，
a

cosα
,

b

sinα
であるから

S =
1

2
· a

cosα
· b

sinα
=

ab

sin 2α
= ab

(
0 < α <

π

2

)
α =

π

4
で Sは最小値 abをとる．Q

(
a
√
2
,

b
√
2

)
，l :

x
√
2a

+
y

√
2b

= 1

(3) C上の点R(a cos β, b sin β)
(π
2
< β < π

)
における接線mは

cos β

a
x+

sin β

b
y = 1

2直線 l，mの法線ベクトルは，それぞれ
(

1√
2a

,
1√
2b

)
，
(
cos β

a
,
sin β

b

)
であり，これらは垂直であるから

cos β√
2a2

+
sin β√
2b2

= 0 ゆえに tanβ = −
b2

a2

このとき
1

cos2 β
= 1+ tan2 β =

a4 + b4

a4
，

1

sin2 β
= 1+

1

tan2 β
=

a4 + b4

b4

π

2
< β < πより，cos β = − a2√

a4 + b4
，sin β =

b2√
a4 + b4

であるから

R

(
−

a3

√
a4 + b4

,
b3

√
a4 + b4

)
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(4) (2)の結果から，lの方程式は

l : bx+ ay =
√
2ab

また，(3)の結果から，mの方程式は

m : −ax+ by =
√
a4 + b4

これらの 2式から，lとmの交点A(x, y)について

(bx+ ay)2 + (−ax+ by)2 = (
√
2ab)2 + (

√
a4 + b4)2

(a2 + b2)(x2 + y2) = (a2 + b2)2

x2 + y2 = a2 + b2

OA2= a2 + b2

また，(2)，(3)の結果から

OQ2 =
a2 + b2

2
, OR2 =

a6 + b6

a4 + b4

以上の結果から

OA2 −OR2 = a2 + b2 − a6 + b6

a4 + b4
=

a2b2(a2 + b2)

a4 + b4
> 0,

OR2 −OQ2 =
a6 + b6

a4 + b4
− a2 + b2

2
=

(a2 + b2)(a2 − b2)2

2(a4 + b4)
> 0

したがって OA2 > OR2 > OQ2 よって OA > OR > OQ �
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7 (1) In =

∫ e

1

(log x)n dxより (nは自然数)

I1 =

∫ e

1

log x dx =

[
x(log x− 1)

]e
1

= 1,

I2 =

∫ e

1

(log x)2 dx =

[
x{(log x)2 − 2 log x+ 2}

]e
1

= e − 2,

In+1 =

∫ e

1

(x)′(log x)n+1 dx

=

[
x(log x)n+1

]e
1

− (n+ 1)

∫ e

1

(log x)n dx

= e − (n + 1)In

(2) a+ be = 0について (a, bは有理数)，b 6= 0とすると

e = −a

b

上式の左辺は無理数，右辺は有理数であるから，不合理．

b = 0であるから，これを a+ be = 0に代入すると a = 0

よって，a+ be = 0ならば (a, bは有理数)，a = 0かつ b = 0

(3) (∗) In = An +Bne (An, Bnは有理数)

［1］n = 1のとき，I1 = 1 + 0·eより，(∗)は成立する．
［2］n = kのとき，(∗)が成立する，すなわち，

Ik = Ak +Bke (Ak, Bkは有理数)

であると仮定すると，(1)で示した漸化式により

Ik+1 = e− (k + 1)Ik = e− (k + 1)(Ak +Bke)

= −(k + 1)Ak + {1− (k + 1)Bk}e

これから

Ak+1 = −(k + 1)Ak, Bk+1 = 1− (k + 1)Bk (∗∗)

とおくと，Ak+1, Bk+1は有理数であるから，n = k + 1のときも (∗)
は成立する．

［1］,［2］により，すべての自然数 nについて，(∗)は成立する．
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(4) (∗∗)の第 1式の両辺を (−1)k+1(k + 1)!で割ると

Ak+1

(−1)k(k + 1)!
=

Ak

(−1)kk!
ゆえに

An

(−1)nn!
=

A1

(−1)11!

A1 = 1であるから An = (−1)n+1n! また Cn =
An

(−1)n+1n!
= 1

(5) (#) Bn = 1 +
n∑

i=1

(−1)inPi

［1］n = 1のとき，I1 = 1 + 0·eより，B1 = 0

(#)より B1 = 1 +
1∑

i=1

(−1)i1Pi = 1 + (−1) = 0

よって，n = 1のとき，(#)は成立する．

［2］n = kのとき，(#)が成立する，すなわち

Bk = 1 +
k∑

i=1

(−1)ikPi

が成り立つと仮定すると，(∗∗)の第 2式から

Bk+1 = 1− (k + 1)Bk

= 1− (k + 1)

{
1 +

k∑
i=1

(−1)ikPi

}

= 1 + (−1)1k+1P1 +
k∑

i=1

(−1)i+1
k+1Pi+1

= 1 + (−1)1k+1P1 +
k+1∑
i=2

(−1)ik+1Pi = 1 +
k+1∑
i=1

(−1)ik+1Pi

よって，n = k + 1のときも (#)は成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(#)は成立する．

(4)および上の結果を用いて

I5 = A5 +B5e = (−1)65! +

{
1 +

5∑
i=1

(−1)i5Pi

}
e

= 120 + (1− 5 + 20− 60 + 120− 120)e

= 120 − 44e
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補足 I1 = 1, In+1 = e− (n+ 1)Inより

(−1)n+1

(n+ 1)!
In+1 −

(−1)n

n!
In =

(−1)n+1e

(n+ 1)!

したがって，n = 2のとき

n−1∑
k=1

{
(−1)k+1

(k + 1)!
Ik+1 −

(−1)k

k!
Ik

}
=

n−1∑
k=1

(−1)k+1e

(k + 1)!

(−1)n

n!
In + 1 =

n∑
k=2

(−1)ke

k!

n∑
k=2

(−1)ke

k!
=

n∑
k=0

(−1)ke

k!
であるから

In = (−1)n+1n! + (−1)nn!
n∑

k=0

(−1)ke

k!

= (−1)n+1n! + e
n∑

k=0

(−1)n−kn!

k!

= (−1)n+1n! + e

n∑
k=0

(−1)kn!

(n− k)!
= (−1)n+1n! + e

n∑
k=0

(−1)knPk

上式は，n = 1のときも成立する．よって

An = (−1)n+1n!, Bn =
n∑

k=0

(−1)knPk = 1 +
n∑

k=1

(−1)knPk

また，t = log xとおくと，x = et，
dx

dt
= etであるから (p.12参照)

In =

∫ e

1

(log x)n dx =

∫ 1

0

ettn dt =

[
et

n∑
k=0

(−1)k(tn)(k)
]1
0

=

[
et

n−1∑
k=0

(−1)knPkt
n−k + et(−1)nn!

]1
0

= e
n∑

k=0

(−1)knPk + (−1)n+1n!

�
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8 (1) q1は，1回目に裏が出る確率であるから q1 = 1 − p

操作により，次の確率漸化式が成立する．

qn+1 = (1− p)qn + p(1− qn) すなわち qn+1 = (1− 2p)qn + p (∗)

これを変形すると

qn+1 −
1

2
= (1− 2p)

(
qn −

1

2

)

数列
{
qn −

1

2

}
は初項 q1 −

1

2
=

1

2
(1− 2p)，公比 1− 2pの等比数列より

qn −
1

2
=

1

2
(1− 2p)·(1− 2p)n−1 よって qn =

1

2
{1 + (1− 2p)n} (∗∗)

n = 2, 3を (∗∗)に代入すると

q2 = 1 − 2p + 2p2, q3 = 1 − 3p + 6p2 − 4p3

(2) (∗)より qn+1 = (1 − 2p)qn + p

(3) (∗∗)より qn =
1

2
{1 + (1 − 2p)n}

(4)
Xn 1 −1 合計

P (Xn) qn 1− qn 1

E(Xn) = 1qn + (−1)(1− qn) = 2qn − 1 = (1 − 2p)n

E(Xn
2) = 12qn + (−1)2(1− qn) = 1

したがって

V (Xn) = E(Xn
2)− E(Xn)

2 = 1 − (1 − 2p)2n

σ(Xn) =
√

V (Xn) =
√
1 − (1 − 2p)2n

�
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出題分野 (文系 理系 医学部)

文系 出題分野 (2011-2022) 120分

J 熊本大学 文系 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式 1

I 2次関数
図形と計量 1 1

データの分析 2

式と証明
複素数と方程式

II 図形と方程式 4

三角関数 2 1

指数関数と対数関数
微分法と積分法 3 3·4 2 2·3·4 1·4 4 4 1 3 2 1·3 4

場合の数と確率 2 2 3 2 4 2

A 整数の性質 2 1 3

図形の性質
平面上のベクトル

B 空間のベクトル 4 3 1 2 1 4 2 1

数列 2 4 3 3 3 4 1 3 3 3

確率分布と統計
数字は問題番号

557
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6.1 2015年 (文系)

出題分野 1 2 3 4

1 aを実数とする。曲線 C1 : y = x2上の点 (a, a2)における接線を lとする。曲
線C2を y = x2 − 1とする。以下の問いに答えよ。

(1) lとC2とで囲まれた部分の面積を求めよ。

(2) a =
1√
2
とする。曲線C3 : y = −x2 + 1とC2とで囲まれた部分は lによっ

て 2つの部分に分けられる。これらのうち，点
(
0,

1

2

)
を含む部分の面積

を求めよ。

2 座標空間内の 3点A(1, 1, 1)，B(3, 0, 1)，C(1, 2, 0)を含む平面をHとする。
以下の問いに答えよ。

(1) 点 P(−3, 2, 2)はH上の点であることを示せ。

(2) 点Q(1,−3,−4)を通る直線がHと直交するとき，その交点の座標を求めよ。

3 4ABCにおいて，∠Bと∠Cは鋭角とする。点Aを通り辺BCに直交する直線を
引き，辺BCとの交点をX1とし，線分AX1の長さを 1とする。また，BX1 = 1，
CX1 = 8とする．各 n = 1, 2, 3, · · · に対して以下の操作を行う。

辺BC上の点Xnを通り辺ACに平行な直線を引き，辺ABとの交点
をYnとする。また，点Ynを通り辺BCに平行な直線を引き，辺AC

との交点をZnとする。点Znを通り辺BCに直交する直線を引き，辺
BCとの交点をXn+1とする。

線分 ZnXn+1の長さを lnとするとき，以下の問いに答えよ。

(1) l1を求めよ。

(2) ln+1を lnを用いて表せ。

(3) 数列 {ln}の一般項を求めよ。

4 f(x)は xの 3次多項式とし，x3の係数は 1，定数項は 0とする。2つの異なる
実数 α，βに対して f ′(α) = f ′(β) = 0が満たされているとする。以下の問いに
答えよ。

(1) f(α)，f(β)を α，βを用いて表せ。

(2) 不等式 α < β < 3αが成り立つとき，3次方程式 f(x) = −1の実数解の個
数を求めよ。
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解答例

1 (1) y = x2を微分すると y′ = 2x

C1上の点 (a, a2)における接線 lの方程式は

y − a2 = 2a(x− a) すなわち y = 2ax− a2

lとC2 : y = x2 − 1の共有点の x座標は

2ax− a2 = x2 − 1 これを解いて x = a± 1

求める面積は∫ a+1

a−1

{(2ax− a2)− (x2 − 1)} dx = −
∫ a+1

a−1

(x− a+ 1)(x− a− 1) dx

= −
(
−1

6

)
{(a+ 1)− (a− 1)}3 =

4

3

(2) a =
1√
2
のとき，lの方程式は

l : y =
√
2x− 1

2

lとC3の共有点の x座標は

√
2x− 1

2
= −x2 + 1

ゆえに x =
1√
2
(= a), − 3√

2

　

O

y

xa−1

a
1−1

C2

lC3

a+1

1

−1

−a2

f(x) = −x2 +1とし，f(x)の原始関数の 1つをF (x) = −1

3
x3 + xとする．

求める面積を Sとすると

S = 2

∫ a−1

−1

f(x) dx+

∫ a

a−1

{f(x)− (2ax− a2)} dx

= 2

[
F (x)

]a−1

−1

+

[
F (x)

]a
a−1

+

[
−ax2 + a2x

]a
a−1

= F (a) + F (a− 1)− 2F (−1)− a2 + a

= −1

3
a3 + a− 1

3
(a− 1)3 + a− 1− 2×

(
−2

3

)
− a2 + a

= −2

3
a3 + 2a+

2

3

このとき，a =
1√
2
であるから S =

5
√
2 + 4

6
�
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2 (1) A(1, 1, 1)，B(3, 0, 1)，C(1, 2, 0)，P(−3, 2, 2)から

−→
AB = (2,−1, 0),

−→
AC = (0, 1,−1),

−→
AP = (−4, 1, 1)

−→
AP = α

−→
AB+ β

−→
ACとおくと (α，βは実数)

(−4, 1, 1) = α(2,−1, 0) + β(0, 1,−1)

したがって 2α = −4，−α + β = 1，−β = 1

これを解いて α = −2，β = −1

ゆえに
−→
AP = −2

−→
AB−

−→
AC よって，点 Pは平面H上の点である．

(2) 平面Hを媒介変数 s，tを用いて表すと

(x, y, z) =
−→
OA+ s

−→
AB + t

−→
AC

= (1, 1, 1) + s(2,−1, 0) + t(0, 1,−1)

= (1 + 2s, 1− s+ t, 1− t) · · · 1©

−→
AB = (2,−1, 0)，

−→
AC = (0, 1,−1)に垂直なベクトルの 1つを

~n = (1, 2, 2)

とおく．Qを通り ~nに平行な直線を媒介変数 kを用いて表すと

(x, y, z) = (1,−3,−4) + k(1, 2, 2)

= (1 + k,−3 + 2k,−4 + 2k) · · · 2©

求める交点 (x, y, z)は， 1©， 2©から

x = 1 + 2s = 1 + k

y = 1− s+ t = −3 + 2k

z = 1− t = −4 + 2k

これを解いて s = 1，t = 1，k = 2，x = 3，y = 1，z = 0

よって，求める交点は (3, 1, 0) �
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3 (1) 座標平面上に点 A(0, 1)，B(−1, 0)，
C(8, 0)，Xn(xn, 0) (n = 1, 2, 3, · · · )を
とる．直線ABの方程式は

y = x+ 1 · · · 1©

直線ACの方程式は

y = −1

8
x+ 1 · · · 2©

　

O

y

xXn Xn+1

Yn Znln

A 1

B C
−1 8

直線XnYnは点 (xn, 0)を通り，傾き−1

8
の直線であるから

y = −1

8
(x− xn) · · · 3©

点Ynの y座標 lnは， 1©， 3©を解いて ln =
1 + xn

9
· · · 4©

このとき，x1 = 0 であるから l1 =
1

9

(2) 点Znの y座標が lnであるから，その x座標は， 2©より

ln = −x

8
+ 1 これを解いて x = 8(1− ln)

これが点Xn+1の x座標であるから xn+1 = 8(1− ln)

したがって，上式および 4©から

ln+1 =
1 + xn+1

9
=

1 + 8(1− ln)

9
= −

8

9
ln + 1

(3) (1)，(2)の結果から ln+1 = −8

9
ln + 1 · · · 1©，l1 =

1

9
ここで，定数 cを

c = −8

9
c+ 1 · · · 2©

とおくと， 1©， 2©から

ln+1 − c = −8

9
(ln − c) ゆえに ln − c = (l1 − c)

(
−8

9

)n−1

2©を解いて c =
9

17
また l1 − c =

1

9
− 9

17
= − 64

153

よって ln =
9

17
− 64

153

(
−8

9

)n−1

=
9

17
+

8

17

(
−
8

9

)n

�
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4 (1) xの 3次式 f(x)の x3の係数が 1，f ′(α) = f ′(β) = 0 であるから

f ′(x) = 3(x− α)(x− β) = 3x2 − 3(α + β)x+ 3αβ

また，f(x)の定数項は 0であるから

f(x) = x3 − 3

2
(α + β)x2 + 3αβx

したがって

f(α) = α3 − 3

2
(α + β)α2 + 3α2β =

α2(3β − α)

2

f(β) = β3 − 3

2
(α + β)β2 + 3αβ2 =

β2(3α − β)

2

(2) f(x)の増減表は

x · · · α · · · β · · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ f(α) ↘ f(β) ↗

α < β < 3α より，0 < α < β，3α− β > 0 であるから，f(β) > 0

したがって，y = f(x)のグラフの概形は，次のようになる．

xα β

y = f(x)

0

よって，y = f(x)および y = −1のグラフから，3次方程式 f(x) = −1の
実数解の個数は 1個． �
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6.2 2016年 (文系)

出題分野 1 2 3 4

1 下図のように，4ABCの外部に 3点D，E，Fを4ABD，4BCE，4CAFがそ
れぞれ正三角形になるようにとる。4ABCの面積を S，3辺の長さをBC = a，
CA = b，AB = cとおくとき，以下の問いに答えよ。

(1) ∠BAC = θとおくとき，sin θを b，c，Sを用いて，cos θを，a，b，cを用
いて表せ。

(2) DC2を a，b，c，Sを用いて表し，DC2 = EA2 = FB2 が成り立つことを
示せ。

(3) 3つの正三角形の面積の平均をTとおくとき，DC2をSとTを用いて表せ。

A

B C

D

E

F

2 1つのさいころを 3回投げる。1回目に出る目の数，2回目に出る目の数，3回
目に出る目の数をそれぞれX1，X2，X3とし，5つの数

2, 5, 2−X1, 5 +X2, X3

からなるデータを考える。以下の問いに答えよ。

(1) データの範囲が 7以下である確率を求めよ。

(2) X3がデータの中央値に等しい確率を求めよ。

(3) X3がデータの平均値に等しい確率を求めよ。

(4) データの中央値と平均値が一致するとき，X3が中央値に等しい条件付き
確率を求めよ。
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3 自然数 aに対して

S(a) =
a∑

k=1

1
√
k + 1 +

√
k

とおく。以下の問いに答えよ。

(1) 和 S(a)を求めよ。

(2) S(a)が整数となる自然数 aを小さい順に並べた数列を

a1, a2, a3, · · · , an, · · ·

とする。一般項 anを求めよ。

(3) (2)の数列 {an}について，an (n = 1, 2, 3, · · · )を 4で割った余りは 0か 3

であることを示せ。

(4) (2)の数列 {an}と自然数N に対して和
N∑

n=1

1

an
を求めよ。

4 2次関数 f(x)に対して

F (x) =

∫ x

0

f(t) dt

とおく。aを正の数とし，F (x)が x = aと x = −aで極値をとるとき，以下の
問いに答えよ。

(1) すべての xについて F (−x) = −F (x)が成り立つことを示せ。

(2) F (x) + F (a) = 0を満たす xをすべて求めよ。

(3) 関数
F (x)

F ′(0)
の極大値を求めよ。
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解答例

1 (1) 面積の公式から S =
1

2
bc sin θ ゆえに sin θ =

2S

bc

余弦定理により cos θ =
b2 + c2 − a2

2bc

(2) 4ACDに余弦定理を適用すると，(1)の結果により

DC2 = CA2 +AD2 − 2CA·ADcos(θ + 60◦)

= b2 + c2 − 2bc(cos θ cos 60◦ − sin θ sin 60◦)

= b2 + c2 − 2bc

(
b2 + c2 − a2

2bc
·1
2
− 2S

bc
·
√
3

2

)
=

1

2
(a2 + b2 + c2) + 2

√
3S · · · (∗)

(∗)は，a，b，cに関する対称式であるから DC2 = EA2 = FB2

(3) T =
1

3
(4BCE +4CAF +4ABD)であるから

T =
1

3

(
1

2
a2 sin 60◦ +

1

2
b2 sin 60◦ +

1

2
c2 sin 60◦

)
=

√
3

12
(a2 + b2 + c2)

ゆえに a2 + b2 + c2 = 4
√
3T

これを (∗)に代入すると

DC2 =
1

2
·4
√
3T + 2

√
3S = 2

√
3(S + T )

�

2 (1) 5つのデータの最大値と最小値はそれぞれ 5 + X2，2 − X1 であるから，
データの範囲は

(5 +X2)− (2−X1) = X1 +X2 + 3

これが 7以下であるから

X1 +X2 + 3 5 7 ゆえに X1 +X2 5 4

これを満たす (X1, X2)の組は，次の 6通り．

(X1, X2) = (1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (3, 1)

このとき，X3は，1～6の 6通りであるから，求める確率は
6× 6

63
=

1

6
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(2) 2−X1 < 2 < 5 < 5 +X2 であるから，X3がデータの中央値であるとき

2 5 X3 5 5 これを満たすX3は 4通り

このとき，X1，X2は，ともに 1～6の 6通りであるから，求める確率は

4× 6× 6

63
=

2

3

(3) 条件から X3 =
2 + 5 + (2−X1) + (5 +X2) +X3

5

整理すると 4(X3 − 3) = X2 −X1 + 2 · · · 1©

このとき，1 5 X1 5 6，1 5 X2 5 6 であるから

−3 5 X2 −X1 + 2 5 7 · · · 2©

1©， 2©より，X2 −X1 + 2 = 0, 4 であるから

X2 = X1 − 2 (X1 = 3, 4, 5, 6) のとき X3 = 3

X2 = X1 + 2 (X1 = 1, 2, 3, 4) のとき X3 = 4

よって，求める確率は
4 + 4

63
=

1

27

(4) 2−X1 < 2 < 5 < 5 +X2 より，中央値は 2，5，X3のいずれかである．

i) 中央値が 2のとき

2 + 5 + (2−X1) + (5 +X2) +X3

5
= 2 ゆえに X1 = X2 +X3 + 4

このとき (X1, X2, X3) = (6, 1, 1)の 1通り

ii) 中央値が 5のとき

2 + 5 + (2−X1) + (5 +X2) +X3

5
= 5 ゆえに X1 + 11 = X2 +X3

このとき (X1, X2, X3) = (1, 6, 6)の 1通り

iii) 中央値がX3のとき，(3)の結果より 8通り

i)～iii)から，求める条件付き確率は

8

63
1 + 1 + 8

63

=
4

5
�
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3 (1)
a∑

k=1

1
√
k + 1 +

√
k
=

a∑
k=1

(
√
k + 1−

√
k) =

√
a + 1 − 1

(2) S(a)が整数 n = 1に等しいとき，(1)の結果から

√
a+ 1− 1 = n ゆえに a = n(n+ 2)

よって，求める数列の一般項は an = n(n + 2)

(3) n = 2m− 1のとき (mは整数)

an = (2m− 1){(2m− 1) + 2} = (2m− 1)(2m+ 1)

= 4m2 − 1 = 4(m2 − 1) + 3

n = 2mのとき (mは整数)

an = 2m(2m+ 2) = 4m(m+ 1)

よって，anを 4で割った余りは 0か 3である．

(4) (2)の結果から

N∑
n=1

1

an
=

N∑
n=1

1

n(n+ 2)

=
1

2

N∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ 2

)
=

1

2

(
1 +

1

2
− 1

N + 1
− 1

N + 2

)
=

N(3N + 5)

4(N + 1)(N + 2)

�
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4 (1) F (x) =

∫ x

0

f(t) dtを xで微分すると F ′(x) = f(x)

条件より，F (x)は x = ±aで極値をとるから

F ′(±a) = 0 すなわち f(±a) = 0

2次関数 f(x)は，x+ a，x− aを因数にもつから，定数 k 6= 0を用いて

f(x) = k(x+ a)(x− a) = k(x2 − a2)

とおける．したがって

F (x) =

∫ x

0

f(t) dt =

∫ x

0

k(t2 − a2) dt

= k

[
t3

3
− a2t

]x
0

= k

(
x3

3
− a2x

)
· · · (∗)

このとき F (−x) = k

{
(−x)3

3
− a2(−x)

}
= −k

(
x3

3
− a2x

)
= −F (x)

(2) (∗)より F (a) = −2

3
ka3 · · · 1©

F (x) + F (a) = 0のとき k

(
x3

3
− a2x

)
− 2

3
ka3 = 0

k 6= 0であるから，これを整理すると

x3 − 3a2x− 2a3 = 0 ゆえに (x+ a)2(x− 2a) = 0

よって，求める xは x = −a, 2a

(3) F ′(0) = f(0) より F ′(0) = −ka2

g(x) =
F (x)

F ′(0)
とおくと g(x) = −F (x)

ka2
．これを微分すると

g′(x) = −F ′(x)

ka2
= −f(x)

ka2
= −k(x+ a)(x− a)

ka2
= − 1

a2
(x+ a)(x− a)

このとき，g(x)の増減表は

x · · · −a · · · a · · ·
g′(x) − 0 + 0 −
g(x) ↘ 極小 ↗ 極大 ↘

よって，求める極大値は， 1©により

g(a) = −F (a)

ka2
= −

−2
3
ka3

ka2
=

2

3
a

�
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6.3 2017年 (文系)

出題分野 1 2 3 4

1 原点をOとする座標空間内に 3点A(2, 0, 0)，B(0, 4, 0)，C(0, 0, c)がある。
ただし，c > 0とする。∠BAC = θとし，4ABCの面積を S とするとき，以下
の問いに答えよ。

(1) cos θ，sin θを cを用いて表せ。

(2) 点 Oを中心とする半径 1の球面上の点を Hとする。ベクトル
−→
HA，

−→
HB，−→

HCがいずれもベクトル
−→
OHに垂直であるとき，cの値を求めよ。

(3) (2)の条件のもとで，面積 Sを求めよ。

2 nは 5以上の自然数とする。赤玉 3個と白玉 7個が入っている袋から玉を 1個
取り出し，色を確認してからもとに戻すという試行を n回行う。以下の問いに
答えよ。

(1) n回目に 3度目の赤玉が出る確率を求めよ。

(2) 2度以上連続することなく 3度赤玉が出る確率を求めよ。

(3) n回目に 3度目の赤玉が出たとき，2度以上連続することなく 3度赤玉が
出ている条件付き確率を求めよ。

3 f(x) = x2 + xとし，数列 {an}を次のように定める。

a1 = 8とする。an (n = 1)に対して，座標平面上の曲線 y = f(x)

上の点 (an
2, f(an

2))における接線と直線 y = xとの交点の x座標を
an+1とする。ただし，an

2は anの 2乗を表す。

以下の問いに答えよ。

(1) すべての自然数 nに対し，an > 0が成り立つことを示せ。

(2) bn = log2 anとおくとき，bn+1を bnを用いて表せ。

(3) 数列 {an}の一般項を求めよ。

4 tは 0でない実数とする。座標平面上の曲線C1 : y = (x− t)2 + 2t3 − t2 と曲線
C2 : y = 2x3 − x2について，以下の問いに答えよ。

(1) 曲線C1と曲線C2の共有点が 2個になるような tを求めよ。
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(2) tを (1)で求めた値とし，曲線 C1と曲線 C2の共有点をA，Bとする。た
だし，点Aの x座標は，点 Bの x座標より小さいとする。このとき，点
A，Bにおける曲線C2の接線 `A，`Bと曲線C1 で囲まれた部分の面積を
求めよ。
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解答例

1 (1) A(2, 0, 0)，B(0, 4, 0)，C(0, 0, c)より
−→
AB = (−2, 4, 0),

−→
AC = (−2, 0, c)

2つのベクトル
−→
AB，

−→
ACのなす角が θであるから

cos θ =

−→
AB·

−→
AC

|
−→
AB||

−→
AC|

=
4

2
√
5
√
c2 + 4

=
2√

5(c2 + 4)

また，sin θ > 0であるから

sin θ =
√
1− cos2 θ =

√
1− 4

5(c2 + 4)
=

√
5c2 + 16

5(c2 + 4)

(2) H(x, y, z)とおくと，Hは原点Oを中心とする半径 1の球面上の点であ
るから

x2 + y2 + z2 = 1 · · · 1©
−→
HA = (2− x,−y,−z)，

−→
HB = (−x, 4− y,−z)，

−→
HC = (−x,−y, c− z)が

いずれも
−→
OH = (x, y, z)に垂直であるから

(2− x)x− y2 − z2 = 0

−x2 + (4− y)y − z2 = 0

−x2 − y2 + (c− z)z = 0

1©に注意してこれらを整理すると

2x = 1, 4y = 1, cz = 1

上の 3式から，x =
1

2
，y =

1

4
，z =

1

c
を 1©に代入して(

1

2

)2

+

(
1

4

)2

+
1

c2
= 1

c > 0に注意してこれを解くと c =
4

√
11

(3) (1)の結果から

S =
1

2
|
−→
AB||

−→
AC| sin θ =

1

2
·2
√
5·
√
c2 + 4×

√
5c2 + 16

5(c2 + 4)
=

√
5c2 + 16

これに (2)の結果を代入すると

S =

√
5× 16

11
+ 16 =

16
√
11

�
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2 (1) n− 1回目までに赤玉が 2度出て，n回目に赤玉が出る確率であるから

n−1C2

(
3

10

)2(
7

10

)n−3

× 3

10
=

(n− 1)(n− 2)

2
· 3

2

102
· 7

n−3

10n−3
× 3

10

=
27(n − 1)(n − 2)·7n−3

2·10n

(2) n回の試行で 2度以上連続することなく赤玉が 3度出る順の総数は，n− 3

個の白玉を一列に並べ，赤玉をその間と両側を含めた n− 2箇所から赤玉
を配置する 3箇所を選ぶ組合せの総数であるから，求める確率は

n−2C3

(
3

10

)3(
7

10

)n−3

=
(n− 2)(n− 3)(n− 4)

6
· 27
103

· 7
n−3

10n−3

=
9(n − 2)(n − 3)(n − 4)·7n−3

2·10n

(3) n回目に 3度目の赤玉が出る事象をA，2度以上連続することなく 3度赤
玉が出る事象をBとすると，求める条件付き確率は

PA(B) =
P (A ∩B)

P (A)

事象A ∩Bは，n− 1回目まで赤玉が連続することなく 2度出て，n回目
に赤玉が出ることである．その総数は，(2)と同様に n − 3個の白玉とそ
の最後に赤玉 1個を一列に並べ，白玉の間とその前を含めた n− 3箇所か
ら赤玉を配置する 2箇所を選ぶ組合せの総数であるから，その確率は

P (A ∩B) = n−3C2

(
3

10

)2(
7

10

)n−3

× 3

10

=
(n− 3)(n− 4)

2
· 9

102
· 7

n−3

10n−3
× 3

10

=
27(n− 3)(n− 4)·7n−3

2·10n

また，P (A)は，(1)で求めた確率であるから，求める条件付き確率は

PA(B) =
27(n− 3)(n− 4)·7n−3

2·10n
× 2·10n

27(n− 1)(n− 2)·7n−3

=
(n − 3)(n − 4)

(n − 1)(n − 2)

�
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3 (1) f(x) = x2 + xを微分すると f ′(x) = 2x+ 1

曲線 y = f(x)上の点 (t, f(t))における接線の方程式は

y − (t2 + t) = (2t+ 1)(x− t)

すなわち y = (2t+ 1)x− t2

これと直線 y = xの方程式から yを消去すると

(2t+ 1)x− t2 = x ゆえに 2t

(
x− 1

2
t

)
= 0

t = an
2とすると，an > 0のとき，t 6= 0であるから

x =
1

2
t すなわち an+1 =

1

2
an

2 > 0

a1 = 8 > 0により，すべての自然数 nに対して an > 0

(2) an > 0より (n = 1)，an+1 =
1

2
an

2の両辺を 2を底とする対数をとると

log2 an+1 = log2
1

2
an

2 ゆえに log2 an+1 = 2 log2 an − 1

bn = log2 anであるから bn+1 = 2bn − 1

(3) (2)の結果から bn+1 − 1 = 2(bn − 1)

また b1 = log2 a1 = log2 8 = 3

数列 {bn − 1}は，初項が b1 − 1 = 2，公比 2の等比数列であるから

bn − 1 = 2·2n−1 すなわち bn = 2n + 1

bn = log2 anより，an = 2bnであるから an = 22n+1 �
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4 (1) C1，C2の方程式から，yを消去すると

2x3 − x2 = (x− t)2 + 2t3 − t2

2(x3 − t3)− 2x2 + 2tx = 0

(x− t)(x2 + tx+ t2)− x(x− t) = 0

(x− t){x2 + (t− 1)x+ t2} = 0 · · · (∗)

2曲線C1，C2の共有点が 2個となるのは，(∗)から，次の場合がある．

(i) x = tが方程式 x2 + (t− 1)x+ t2 = 0の解であるとき

t2 + (t− 1)t+ t2 = 0 すなわち t(3t− 1) = 0

ここで，t 6= 0に注意して，t =
1

3
を (∗)に代入すると

(
x− 1

3

)(
x2 − 2

3
x+

1

9

)
= 0 すなわち

(
x− 1

3

)3

= 0

このとき，方程式 (∗)が 3重解をもち，不適．

(ii) 方程式 x2 + (t− 1)x+ t2 = 0が重解をもつとき，係数について

(t− 1)2 − 4t2 = 0 すなわち (3t− 1)(t+ 1) = 0

t =
1

3
は (i)から，不適であるから，t = −1を方程式 (∗)に代入すると

(x+ 1)(x2 − 2x+ 1) = 0 すなわち (x+ 1)(x− 1)2 = 0

このとき，2曲線C1，C2の共有点の x座標は x = −1, 1

(i)，(ii)より，求める tの値は t = −1
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(2) (1)の結果から C1 : y = (x+ 1)2 − 3，C2 : y = 2x3 − x2

条件により A(−1,−3)，B(1, 1)

y = 2x3 − x2を微分すると

y′ = 6x2 − 2x

x = −1のとき，y′ = 8

x = 1のとき，y′ = 4

2直線 `A，`Bの方程式は

`A : y − (−3) = 8(x+ 1)

y = 8x+ 5

`B : y − 1 = 4(x− 1)

y = 4x− 3

　

O

y

x
A

B

1
−1−2

C1C2`A

`B

C

D
−7

2直線 `A，`Bの交点をCとすると，その x座標は

8x+ 5 = 4x− 3 これを解いて x = −2

`B上の x = −1における点をDとすると D(−1,−7)

求める面積は上の図の斜線部分で，その面積を Sとすると

S = 4ACD+

∫ 1

−1

{(x2 + 2x− 2)− (4x− 3)} dx

=
1

2
·1·{−3− (−7)}+

∫ 1

−1

(x− 1)2 dx

= 2 +

[
1

3
(x− 1)3

]1
−1

=
14

3

�
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6.4 2018年 (文系)

出題分野 1 2 3 4

1 p，qを整数とする。関数 f(x) = x3 − px2 + (p2 − 2p)x+ qについて，以下の問
いに答えよ。

(1) f(x)が極値をもつときの整数 pの値をすべて求めよ。

(2) 方程式 f(x) = 0が負の解 1つと相異なる正の解 2つをもつとき，整数 p，
qの値を求めよ。

2 正三角形 ABCが半径 1の円に内接しているとする。Pは点 A，Bと異なる点
で，A，Bを両端とし点Cを含まない弧の上を動くものとする。以下の問いに
答えよ。

(1) ∠PBA = θとおくとき，PA，PB，PCをそれぞれ θを用いて表せ。また，
PA + PB + PCの最大値を求めよ。

(2) PA2 + PB2 + PC2を求めよ。

3 m，nを整数とする。xy平面上の 4点 (m, n)，(m − 1, n)，(m − 1, n − 1)，
(m, n− 1)を頂点にもつ正方形をR(m,n)と表す。初めに 1辺の長さが 1のさい
ころがR(1,1)に 1の目を上に置かれている。1枚の硬貨を投げて表が出たらさ
いころを x軸方向に+1だけ転がして移し，裏が出たら y軸方向に+1だけ転
がして移す。以下の問いに答えよ。ただし，さいころの向かい合う面の目の数
の和は 7であるとする。

(1) 硬貨を 5回投げたあとにさいころがR(3,4)の位置にある確率を求めよ。

(2) 硬貨を 2回投げたあとにさいころの 6の目が上にあるという条件の下で，
硬貨を 5回投げたあとにさいころがR(3,4)の位置にある条件付き確率を求
めよ。

(3) 硬貨を 5回投げたあとにさいころの 1の目が上にある確率を求めよ。

4 初項が 1である数列 {an}に対して Sn =
n∑

k=1

akとおく。{Sn}が

Sn+1 = 2Sn + n2 + 2n (n = 1)

をみたすとき，以下の問いに答えよ。

(1) a2，a3を求めよ。

(2) n = 2のとき，an+1を anと nを用いて表せ。

(3) n = 2のとき，anを nの式で表せ。
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解答例

1 (1) f(x) = x3 − px2 + (p2 − 2p)x+ qより f ′(x) = 3x2 − 2px+ p2 − 2p

f ′(x) = 0の判別式をDとすると，D/4 > 0であるから

(−p)2 − 3(p2 − 2p) > 0 ゆえに p(p− 3) < 0

pは整数であるから p = 1, 2

(2) (1)の結果は，方程式 f(x) = 0が異なる 3つの実数解をもつための必要条
件である．

(i) p = 1のとき，f(x) = x3 − x2 − x+ qより

f ′(x) = 3x2 − 2x− 1 = (x− 1)(3x+ 1)

与えられた条件を満たすとき，f(0) > 0，f(1) < 0であるから

q > 0, q − 1 < 0 すなわち 0 < q < 1

qは整数であるから，これを満たす qは存在しない．

(ii) p = 2のとき，f(x) = x3 − 2x2 + qより

f ′(x) = 3x2 − 4x = x(3x− 4)

与えられた条件を満たすとき，f(0) > 0，f

(
4

3

)
< 0であるから

q > 0, q − 32

27
< 0 すなわち 0 < q <

32

27

qは整数であるから q = 1

(i),(ii)より p = 2, q = 1 �
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2 (1) ∠PBA = θより，右の図から

∠PBC = 60◦ + θ, ∠PCB = 60◦ − θ

4PBA，4PBCは半径 1の円に内接している
から，正弦定理により

PA

sin θ
= 2·1,

PB

sin(60◦ − θ)
=

PC

sin(60◦ + θ)
= 2·1

　 A

B C

P

θ
60◦

ゆえに PA = 2 sin θ

PB = 2 sin(60◦ − θ), PC = 2 sin(60◦ + θ)

加法定理により sin(60◦ − θ) + sin(60◦ + θ) = 2 sin 60◦ cos θ =
√
3 cos θ

したがって PA + PB + PC = 2{sin θ + sin(60◦ − θ) + sin(60◦ + θ)}
= 2(sin θ +

√
3 cos θ)

= 4 sin(θ + 60◦)

よって，PA + PB + PCは，θ = 30◦のとき，最大値 4をとる．

(2) 2 sin2 x = 1− cos 2xであるから

PA2 + PB2 + PC2 = 2{2 sin2 θ + 2 sin2(60◦ − θ) + 2 sin2(60◦ + θ)}
= 2{3− cos 2θ − cos(120◦ − 2θ)− cos(120◦ + 2θ)}
= 6− 2{cos 2θ + cos(120◦ − 2θ) + cos(120◦ + 2θ)}

ここで，加法定理により

cos(120◦ − 2θ) + cos(120◦ + 2θ) = 2 cos 120◦ cos 2θ = − cos 2θ

上式より，cos 2θ + cos(120◦ − 2θ) + cos(120◦ + 2θ) = 0 であるから

PA2 + PB2 + PC2 = 6

�
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3 (1) さいころがR(m,n)からR(m+i,n+j)の位置に移る確率を P(i,j)とすると

P(i,j) = i+jCi

(
1

2

)i+j

=
i+jCi

2i+j
· · · (∗)

である (i, jは 0以上の整数)．

R(1,1)からR(3,4)に移る確率であるから，(∗)に i = 2，j = 3を代入して

P(2,3) =
5C2

25
=

10

32
=

5

16

(2) 事象A，Bを，次のように定める

A : 硬貨を 2回投げたあとにさいころの 6の目が上にある．

B : 硬貨を 5回投げたあとにさいころがR(3,4)の位置にある．

P (A)は，R(1,1)からR(3,1)またはR(1,3)の位置に移る確率であるから，(∗)
により

P (A) = P(2,0) + P(0,2) =
2C2

22
+

2C0

22
=

1

4
+

1

4
=

1

2

P (A∩B)は，R(1,1)からR(3,1)またはR(1,3)の位置を通って，R(3,4)の位置
に移る確率であるから

P (A ∩B) = P(2,0)P(0,3) + P(0,2)P(2,1)

=
2C2

22
·3C0

23
+

2C0

22
·3C2

23

=
1

4
·1
8
+

1

4
·3
8
=

1

8

よって，求める条件付き確率は

PA(B) =
P (A ∩B)

P (A)
=

1
8
1
2

=
1

4
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(3) 硬貨を 5回投げたあとにさいころの 1の目が上にあるとき，途中反転する
(1の目が上から下，下から上)．5回投げる中で反転は 2度起き，さいころ
の 1の目が下にくるのは硬貨を 2回目または 3回目に投げたあとである．

さいころが 2回で反転する事象をXとすると，Xが起きるのは．硬貨が
「表表」または「裏裏」の順に出るときであるから，その確率は

P (X) =

(
1

2

)2

+

(
1

2

)2

=
1

2

さいころが 3回で反転する事象を Y とすると，Y が起きるのは，硬貨が
「表裏表」または「裏表裏」の順に出るときであるから，その確率は

P (Y ) =

(
1

2

)3

+

(
1

2

)3

=
1

4

求める確率は，X, Y または Y, Xの順に起こる確率であるから

P (X)P (Y ) + P (Y )P (X) =
1

2
·1
4
+

1

4
·1
2
=

1

4

�
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4 (1) S1 = a1 = 1，Sn+1 = 2Sn + n2 + 2n · · · (∗)

(∗)に n = 1, 2を代入すると

S2 = 2S1 + 12 + 2·1 = 5

S3 = 2S2 + 22 + 2·2 = 18

よって a2 = S2 − S1 = 5− 1 = 4， a3 = S3 − S2 = 18− 5 = 13

(2) (∗)より Sn+1 = 2Sn + n2 + 2n

Sn = 2Sn−1 + (n− 1)2 + 2(n− 1)

上の 2式の辺々を引くと an+1 = 2an + 2n + 1

(3) 1次関数 f(n) = pn+ qが，すべての nについて，次式を満たすとき

f(n+ 1) = 2f(n) + 2n+ 1 · · · 1©

したがって p(n+ 1) + q = 2(pn+ q) + 2n+ 1

整理すると pn+ p+ q = (2p+ 2)n+ 2q + 1

上式は，nに関する恒等式であるから

p = 2p+ 2, p+ q = 2q + 1 これを解いて p = −2, q = −3

ゆえに f(n) = −2n− 3 · · · 2©

(2)の結果と 1©の辺々を引くと

an+1 − f(n+ 1) = 2{an − f(n)}

f(2) = −2·2− 3 = −7であるから，a2 − f(2) = 4− (−7) = 11より

an − f(n) = 11·2n−2 ゆえに an = 11·2n−2 + f(n)

これに 2©を代入して an = 11·2n−2 − 2n − 3 (n = 2) �
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6.5 2019年 (文系)

出題分野 1 2 3 4

1 次の条件によって定められる数列 {an}がある。

a1 = 1, an+1 =
2

an
+ 1 (n = 1, 2, 3, · · · )

以下の問いに答えよ。

(1) 自然数 nに対して an 6= 2を示せ。

(2) bn =
3

an − 2
+ 1とおくとき，数列 {bn}の一般項を求めよ。

(3) 数列 {an}の一般項を求めよ。

(4) an >
5

2
を満たす自然数 nを求めよ。

2 1個のさいころを投げて，出た目の数を aとする。aが偶数のときは b =
1

2
a，a

が奇数のときは b =
1

2
(a+ 3)とする。以下の問いに答えよ。

(1) a > bとなる確率を求めよ。

(2) sin
π

5
> 0.5および cos

π

5
< 0.9を示せ。

(3) S = cos
π

a
+ sin

π

b
とおく。a > bであるとき，S < 1.7となる条件付き確

率を求めよ。

3 以下の問いに答えよ。

(1) 実数 a，bに対して，f(x) = x2 + ax + bとおく。y = f(x)は x軸およ
び直線 y = 2x + 3に接しているとする。実数 a，bを求めよ。このとき，
y = f(x)，x軸および直線 y = 2x+ 3 で囲まれた部分の面積を求めよ。

(2) 座標平面上の曲線 C1 : y = x2 + 2px − 2pおよび C2 : y = x3の共有点が
ちょうど 2個になるような実数 pの値をすべて求めよ。

4 座標平面上の直線 `を y = ax− a− 2，直線mを y = bx+3bとおく。直線 `と
直線mは互いに直交しながら座標平面上を動くとする。ただし，a，bは `とm

の条件を保ちながら実数値をとって変化するものとする。以下の問いに答えよ。

(1) 直線 `と直線mの交点 Pの軌跡を求めよ。

(2) 点 A(1,−2)，点 B(−3, 0)に対して，線分 APおよび線分 BPの長さを a

を用いて表せ。

(3) 4APBの面積が最大となるときの aの値を求めよ。
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解答例

1 (1) a1 6= 2であるから，第m + 1項で初めて am+1 = 2になると仮定すると，

漸化式 an+1 =
2

an
+ 1 · · · (∗)に n = mを代入すると

2 =
2

am
+ 1 すなわち am = 2

第m項ですでに am = 2となり，矛盾を生じる．

よって，すべての自然数 nに対して an 6= 2

(2) bn =
3

an − 2
+ 1 · · · (∗∗)より bn =

an + 1

an − 2
これと (∗)により

an+1 + 1 =
2

an
+ 2 =

2(an + 1)

an

an+1 − 2 =
2

an
− 1 =

−(an − 2)

an

上の 2式から
an+1 + 1

an+1 − 2
= −2·an + 1

an − 2
すなわち bn+1 = −2bn

{bn}は初項 b1 =
a1 + 1

a1 − 2
=

1 + 1

1− 2
= −2，公比−2の等比数列であるから

bn = b1·(−2)n−1 = (−2)n

補足 {an}の特性方程式 x =
2

x
+1の解が 2,−1であるから，数列

{
an + 1

an − 2

}
は

等比数列である．

(3) (∗∗)より bn − 1 =
3

an − 2
ゆえに an − 2 =

3

bn − 1

上式および (2)の結果から an =
3

(−2)n − 1
+ 2

(4) (3)の結果を an >
5

2
に代入すると

3

(−2)n − 1
+ 2 >

5

2
ゆえに

3

(−2)n − 1
>

1

2
=

3

6

したがって 0 < (−2)n − 1 < 6 ゆえに 1 < (−2)n < 7

これを満たす自然数 nは n = 2
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分数漸化式

p，q，r 6= 0，sを定数とする漸化式

an+1 =
pan + q

ran + s
· · · (∗)

の一般項について，以下に述べる．
ps− qr = 0のとき，右辺は定数となるので，ps− qr 6= 0とする．
(∗)の特性方程式

x =
px+ q

rx+ s
すなわち rx2 + (s− p)x− q = 0 · · · (∗∗)

の解を α，βとすると

an+1 − α =
pan + q

ran + s
− pα + q

rα + s
=

(ps− qr)(an − α)

(rα + s)(ran + s)
· · · (∗ ∗ ∗)

an+1 − β =
(ps− qr)(an − β)

(rβ + s)(ran + s)

i) α 6= βのとき，上の 2式から

an+1 − β

an+1 − α
=

rα + s

rβ + s
·an − β

an − α

したがって
an − β

an − α
=

a1 − β

a1 − α

(
rα + s

rβ + s

)n−1

上式から，anが求まる．

ii) α = βのとき，(∗)の係数の係数について

(s− p)2 + 4rq = 0 ゆえに (p+ s)2 = 4(ps− qr) · · · 1©

また，αは (∗∗)の重解であるから

α =
p− s

2r
ゆえに rα + s =

1

2
(p+ s) · · · 2©

1©， 2©により，(∗ ∗ ∗)は

an+1 − α =
(ps− qr)(an − α)

(rα + s){r(an − α) + rα + s}

=
1
4
(p+ s)2(an − α)

1
2
(p+ s){r(an − α) + 1

2
(p+ s)}
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逆数をとると
1

an+1 − α
=

1

an − α
+

2r

p+ s

このとき，数列
{

1

an − α

}
は初項が

1

a1 − α
，公差が

2r

p+ s
の等差数列であるから

1

an − α
=

1

a1 − α
+

2r

p+ s
(n− 1)

これから，anが求まる．

例えば，大分大学 2001年の漸化式 1

a1 = 3, an+1 =
2an

3an + 5

の特性方程式 x =
2x

3x+ 5
の解が 0,−1であるから

an+1 + 1 =
5(an + 1)

3an + 5

したがって
an+1

an+1 + 1
=

2

5
· an
an + 1

ゆえに
an

an + 1
=

3

4

(
2

5

)n−1

よって an =
3·2n−1

4·5n−1 − 3·2n−1

次に，宮崎大学 2003年の漸化式 2

a1 =
q

p
(p > q > 0), an+1 =

1

2− an
(n = 1, 2, · · · )

の特性方程式 x =
1

2− x
，すなわち x2 − 2x+ 1 = 0は重解 1をもつから

1

an+1 − 1
=

1

an − 1
− 1

ゆえに
1

an − 1
=

1
q
p
− 1

− (n− 1) よって an =
(n− 1)p− (n− 2)q

np− (n− 1)q
�

1http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita 2001.pdf 1
2http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki 2003.pdf 12

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2003.pdf
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2 (1) aに対する bの値は，次のようになる．

a 1 2 3 4 5 6

b 2 1 3 2 4 3

このとき，a > bとなるのは，次の 4通り

a 2 4 5 6

b 1 2 4 3

よって，求める確率は
4

6
=

2

3

(2) sin
π

5
> sin

π

6
=

1

2
より sin

π

5
> 0.5

cos
π

5
< cos

π

6
=

√
3

2
=

√
3

4
<

√
0.81 = 0.9 ゆえに cos

π

5
< 0.9

(3) cos
π

4
= sin

π

4
=

1√
2
=

√
0.5,

√
0.49 <

√
0.5 <

√
0.64より

0.7 < cos
π

4
= sin

π

4
< 0.8

(2)および上の結果に注意すると，a < bとなる (a, b)について

(a, b) = (2, 1)のとき S = cos
π

2
+ sin π = 0 < 1.7

(a, b) = (4, 2)のとき S = cos
π

4
+ sin

π

2
> 0.7 + 1 = 1.7

(a, b) = (5, 4)のとき S = cos
π

5
+ sin

π

4
< 0.9 + 0.8 = 1.7

(a, b) = (6, 3)のとき S = cos
π

6
+ sin

π

3
=

√
3 >

√
1.72 = 1.7

よって，求める条件付き確率は
2

4
=

1

2

補足 a < bである事象をX，S < 1.7である事象を Y とすると

PX(Y ) =
P (X ∩ Y )

P (X)
=

2
6
4
6

=
1

2

(a, b) = (1, 2)のとき S = cos π + sin
π

2
= 0 < 1.7

(a, b) = (3, 3)のとき S = cos
π

3
+ sin

π

3
=

1

2
+

√
3

2
< 1.7

P (Y ) =
4

6
より，PX(Y ) 6= P (Y )であるから，Xと Y は独立ではない．�



6.5. 2019年 (文系) 587

3 (1) y = x2 + ax+ bが x軸に接するから，係
数について

a2 − 4b = 0 · · · 1©

y = x2 + ax + bと y = 2x + 3から yを
消去して整理すると

x2 + (a− 2)x+ b− 3 = 0

この方程式は重解をもつから

(a− 2)2 − 4(b− 3) = 0 · · · 2©

　

O

y

x−2 −1

1

3

4

−3
2

y = x2 + ax+ b

y = 2x+ 3

1©， 2©を解いて a = 4, b = 4

3点
(
−3

2
, 0

)
，(−1, 0)，(−1, 1)を頂点する三角形の面積は

1

2
·1
2
·1 =

1

4

よって，求める面積を Sとすると 3

S =

∫ −1

−2

(x2 + 4x+ 4) dx− 1

4

=

∫ −1

−2

(x+ 2)2 dx− 1

4
=

[
1

3
(x+ 2)3

]−1

−2

− 1

4
=

1

12

(2) y = x2 + 2px− 2pと y = x3から yを消去すると

x2 + 2px− 2p = x3 ゆえに (x− 1)(x2 − 2p) = 0 · · · (∗)

(i) x2 − 2p = 0が重解をもつとき p = 0

これを (∗)に代入して (x− 1)x2 = 0

(ii) x2 − 2p = 0が 1を解にもつとき 1− 2p = 0 ゆえに p =
1

2
これを (∗)に代入して (x+ 1)(x− 1)2 = 0

(i),(ii)で得られた結果は条件を満たす．よって p = 0,
1

2
�

3http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai bun 2009.pdf 4 の補足を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2009.pdf
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4 (1) ` : y = ax− a− 2は y + 2 = a(x− 1)より，
点A(1,−2)を通り，傾き aの直線．

m : y = bx + 3bは y = b(x + 3)より，点
B(−3, 0)を通り，傾き bの直線．

`とmは直交するから，`とmの交点Pは，
線分ABを直径とする円周上を動く．
線分ABの中点をCとすると C(−1,−1)

CA =
√

(1 + 1)2 + (−2 + 1)2 =
√
5

　

O

y

x

A

B

1−3

` m

−1

−1

P

C

−2

求める点Pの軌跡は，2直線 `，mが x軸と垂直ではないことに注意して

(x + 1)2 + (y + 1)2 = 5, (x, y) 6= (1, 0), (−3,−2)

(2) `⊥mより，ab = −1であるから

` : ax− y − a− 2 = 0, m : x+ ay + 3 = 0

線分APの長さは，点A(1,−2)と直線mの距離であるから

AP =
|1 + a·(−2) + 3|√

12 + a2
=

2|a − 2|
√
a2 + 1

線分BPの長さは，点B(−3, 0)と直線 `の距離であるから

BP =
|a·(−3) + 0− a− 2|√

a2 + (−1)2
=

2|2a + 1|
√
a2 + 1

(3) 4APBの面積が最大となるとき，Pは線分 ABの垂直二等分線上にある
から，AP = BPより

2|a− 2|√
a2 + 1

=
2|2a+ 1|√
a2 + 1

ゆえに |a− 2| = |2a+ 1|

これを解いて a =
1

3
,−3

別解 直線ABの傾きは，その偏角を θとすると tan θ = −1

2
4APBの面積が最大となるとき，`の傾き aは

a = tan(θ ± 45◦) =
tan θ ± tan 45◦

1∓ tan θ tan 45◦
=

−1
2
± 1

1± 1
2

=
−1± 2

2± 1
=

1

3
,−3

�
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6.6 2020年 (文系)

出題分野 1 2 3 4

1 aを定数とし，y = (sin θ + a)(cos θ + a)とする。ただし，0 5 θ < 2πとする。
以下の問いに答えよ。

(1) t = sin θ + cos θとするとき，yを aと tを用いて表せ。

(2) tのとりうる値の範囲を求めよ。

(3) yの最大値と最小値を aを用いて表せ。

2 a < b < cを満たす実数 a，cと整数 bに対し，g(x) = (x− a)(x− b)(x− c)と
する。また，f(x) = g(x)− g′(x)とする。以下の問いに答えよ。

(1) f(a) < 0，f(b) > 0，f(c) < 0となることを示せ。

(2) f(x) = (x+ 1)(x2 − 4x+ 2)のとき，a，b，cの値を求めよ。

(3) (2)で求めた a，b，cから定まる曲線 y = g(x)と y = f(x)で囲まれた部分
の面積を求めよ。

3 xy平面において，x，yがともに整数であるとき，点 (x, y)を格子点とよぶ。n

を自然数とするとき，3直線 y =
2

3
x +

n

3
，y = x − n，x = nで囲まれた図形

をDnとする。また，Dnの周上および内部の格子点の個数をLnとする。以下
の問いに答えよ。

(1) L3を求めよ。

(2) kを 0以上の整数とする。直線 ` : x = n+ 3kがDnと交わるとき，Dnの
周上および内部の格子点で `上にあるものの個数を nと kを用いて表せ。

(3) Lnを nを用いて表せ。

4 k，s，tを実数とする。座標空間に原点O，A(1,−1, 1)，B(0, 1, 1)，C(−1, 0, k)

の 4点をとる。
−→
OD = (1− s)

−→
OAで定まる点をD，

−→
OE = t

−→
OB+ (1− t)

−→
OCで定

まる点をEとし，
−→
OP =

−→
DEにより定まる点をPとする。以下の問いに答えよ。

(1) 点 Pの座標を k，s，tを用いて表せ。

(2) 点 Pが 0 5 s 5 1，0 5 t 5 1を満たしながら動くとき，点 Pが動いてで
きる平行四辺形をP (k)とし，その面積を S(k)とする。kが実数全体を動
くとき，S(k)の最小値と，そのときの kの値を求めよ。

(3) (2)で求めた kに対し，平行四辺形 P (k)を底面とし，点Oを頂点とする
四角錐の体積を求めよ。
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解答例

1 (1) y = (sin θ + a)(cos θ + a)より

y = sin θ cos θ + a(sin θ + cos θ) + a2

t = sin θ + cos θの両辺を平方すると

t2 = 1 + 2 sin θ cos θ ゆえに sin θ cos θ =
t2 − 1

2

よって y =
t2 − 1

2
+ at+ a2 =

t2

2
+ at + a2 −

1

2

(2) t = sin θ + cos θより t =
√
2 sin

(
θ +

π

4

)
0 5 θ < 2πであるから −

√
2 5 t 5

√
2

(3) y = f(t)とおくと，(1)の結果から

f(t) =
1

2
(t+ a)2 +

a2 − 1

2
(−

√
2 5 t 5

√
2)

したがって，y = f(t)は，下に凸の放物線である．

軸は t = −a，定義域−
√
2 5 t 5

√
2の中央は t = 0

(i) 0 < −a すなわち a < 0 のとき

最大値 f(−
√
2) = a2 −

√
2a +

1

2

(ii) −a 5 0 すなわち a = 0 のとき

最大値 f(
√
2) = a2 +

√
2a +

1

2

(i) 0 < −aのとき (a < 0) (ii) −a 5 0のとき (a = 0)

t

t = −a

−
√
2

√
20

t

t = −a

−
√
2

√
20

2次関数 (下に凸の放物線)の閉区間における最大値� �
定義域の中央が軸より左側にあるとき定義域の左端で最大値をとり，
定義域の中央が軸より右側にあるとき定義域の右端で最大値をとる．� �
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最小値は，次の 3つの場合に分けて求める．

(i)
√
2 < −a すなわち a < −

√
2 のとき

最小値 f(
√
2) = a2 +

√
2a +

1

2

(ii) −
√
2 5 −a 5

√
2 すなわち −

√
2 5 a 5

√
2 のとき

最小値 f(−a) =
a2 − 1

2

(iii) −a < −
√
2 すなわち

√
2 < a のとき

最小値 f(−
√
2) = a2 −

√
2a +

1

2

(i)
√
2 < −aのとき (ii) −

√
2 5 −a 5

√
2のとき (iii) −a < −

√
2のとき

(a < −
√
2) (−

√
2 5 a 5

√
2) (

√
2 < a)

t

t = −a

−
√
2

√
2 t

t = −a

√
2−

√
2

t

t = −a

√
2−

√
2

�

2 (1) g(x) = (x− a)(x− b)(x− c)より g(a) = g(b) = g(c) = 0 · · · (∗)

g(x) = x3 − (a+ b+ c)x2 + (ac+ bc+ ca)x− abcであるから

g′(x) = 3x2 − 2(a+ b+ c)x+ ab+ bc+ ca

= (x− a)(x− b) + (x− b)(x− c) + (x− c)(x− a)

a < b < cであるから

(∗∗)


g′(a) = (a− b)(a− c) > 0

g′(b) = (b− c)(b− a) < 0

g′(c) = (c− a)(c− b) > 0

f(x) = g(x)− g′(x)は，(∗)，(∗∗)により

f(a) = g(a)− g′(a) < 0,

f(b) = g(b)− g′(b) > 0,

f(c) = g(c)− g′(c) < 0
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(2) p = a+ b+ c，q = ab+ bc+ ca，r = abcとおくと，(1)の結果から

g(x) = x3 − px2 + qx− r, g′(x) = 3x2 − 2px+ q

ゆえに g(x)− g′(x) = x3 − (p+ 3)x2 + (2p+ q)x− q − r

また f(x) = (x+ 1)(x− 2− 4x+ 2) = x3 − 3x2 − 2x+ 2

f(x) = g(x)− g′(x)であるから

x3 − 3x2 − 2x+ 2 = x3 − (p+ 3)x2 + (2p+ q)x− q − r

同じ次数の項の係数を比較すると

−3 = −(p+ 3), −2 = 2p+ q, 2 = −q − r

これを解いて p = 0, q = −2, r = 0

a, b, cを解とする 3次方程式は，t3 − pt2 + qt− r = 0，すなわち

t3 − 2t = 0 これを解いて t = 0, ±
√
2

a < b < cであるから a = −
√
2, b = 0, c =

√
2

(3) y = g(x)，y = f(x)の共有点の x座標は，f(x)− g(x) = −g′(x)より

f(x)− g(x) = 0 すなわち − g′(x) = −(3x2 − 2) = 0

これを解いて x = ±
√

2

3

−
√

2

3
5 x 5

√
2

3
において

f(x)− g(x) = −g′(x) = −3x2 + 2 = 0

よって，求める面積を Sとすると

S =

∫ √
2
3

−
√

2
3

{f(x)− g(x)} dx =

∫ √
2
3

−
√

2
3

(−3x2 + 2) dx

=

[
−x3 + 2x

]√ 2
3

−
√

2
3

=
8
√
6

9

�
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3 (1) n = 3のとき，3直線

y =
2

3
x+ 1, y = x− 3, x = 3

で囲まれた領域D3で，直線 x = j上の格
子点の個数は (3 5 j 5 12)[

2

3
j + 1

]
− (j − 3) + 1 =

[
15− j

3

]

　

O

y

x12

9

3

x=j

D3

1

j

よって，求める個数は ([x]は xを超えない最大の整数を表す)[
3

3

]
+

[
4

3

]
+

[
5

3

]
+

[
6

3

]
+

[
7

3

]
+

[
8

3

]
+

[
9

3

]
+

[
10

3

]
+

[
11

3

]
+

[
12

3

]
=

([
3

3

]
+

[
4

3

]
+

[
5

3

])
+

([
6

3

]
+

[
7

3

]
+

[
8

3

])
+

([
9

3

]
+

[
10

3

]
+

[
11

3

])
+

[
12

3

]
=3 + 6 + 9 + 4 = 22

補足 次頁の定理を参照．

(2) 3直線

y =
2

3
x+

n

3
, y = x− n, x = n

で囲まれた領域Dnで，直線 x = j上の格
子点の個数を ajとすると (n 5 j 5 4n)

aj =

[
2

3
j +

n

3

]
− (j − n) + 1

=

[
4n− j

3

]
+ 1 · · · (∗)

　

O

y

x4n

3n

n

x=j

Dn

n
3

j

求める個数は an+3k =

[
4n− (n+ 3k)

3

]
+ 1 = n − k + 1
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(3) (∗)より an+3k+1 =

[
4n− (n+ 3k + 1)

3

]
+ 1 = n− k

an+3k+2 =

[
4n− (n+ 3k + 2)

3

]
+ 1 = n− k

上の 2式および (2)の結果により

Ln =
4n∑
j=n

aj =
n−1∑
k=0

(an+3k + an+3k+1 + an+3k+2) + a4n

=
n−1∑
k=0

{(n− k + 1) + (n− k) + (n− k)}+ 1

=
n∑

k=1

{(k + 1) + k + k}+ 1 =
n∑

k=1

(3k + 1) + 1

= 3·1
2
n(n+ 1) + n+ 1 =

1

2
(n + 1)(3n + 2)

別解 (∗)により

Ln =
4n∑
j=n

aj =
4n∑
j=n

([
4n− j

3

]
+ 1

)
=

4n∑
j=n

[
4n− j

3

]
+

4n∑
j=n

=

([
1

3

]
+

[
2

3

]
+

[
3

3

])
+

([
4

3

]
+

[
5

3

]
+

[
6

3

])
+ · · ·+

([
3n− 2

3

]
+

[
3n− 1

3

]
+

[
3n

3

])
+ (3n+ 1)

= 1 + 4 + · · ·+ (3n− 2) + (3n+ 1)

=
1

2
(n+ 1){1 + (3n+ 1)} =

1

2
(n + 1)(3n + 2)

定理 a，nを整数とすると，次式が成立する．

(A)

[
a

n

]
+

[
a + 1

n

]
+ · · · +

[
a + n − 1

n

]
= a

証明 連続する n個の整数 a, a+ 1, · · · , a+ n− 1中で nの倍数を a+ qとする．

q = 0のとき (A)のすべての項が
a

n
であるから，(A)の値は

a

n
·n = a

q 6= 0のとき
[
a

n

]
=

[
a+ 1

n

]
= · · · =

[
a+ q − 1

n

]
=

a+ q

n
− 1,[

a+ q

n

]
=

[
a+ q + 1

n

]
= · · · =

[
a+ n− 1

n

]
=

a+ q

n

(A)の値は
(
a+ q

n
− 1

)
q +

a+ q

n
(n− q) = a 証終 �
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4 (1) ~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OCとおくと

−→
OD = (1− s)~a,

−→
OE = t~b+ (1− t)~c

したがって
−→
OP =

−→
DE =

−→
OE−

−→
OD

= {t~b+ (1− t)~c} − (1− s)~a

= −~a+~c+ s~a+ t(~b−~c) · · · (∗)

−~a+~c = (−2, 1, k − 1)，~b−~c = (1, 1, 1− k)であるから

−→
OP = (−2, 1, k − 1) + s(1,−1, 1) + t(1, 1, 1− k)

= (−2 + s+ t, 1− s+ t, k − 1 + s+ t(1− k))

よって P(−2 + s + t, 1 − s + t, k − 1 + s + t(1 − k))

(2) ~d = ~b−~cとおくと，(∗)において 0 5 s 5 1，0 5 t 5 1より，
−→
OPの描く

図形は，2つのベクトル

~a = (1,−1, 1), ~d = (1, 1, 1− k)

によって張られる平行四辺形であるから，その面積 S(k)は

S(k) =

√
|~a|2|~d|2 − (~a·~d)2

このとき |~a|2 = 12 + (−1)2 + 12 = 3

|~d|2 = 12 + 12 + (1− k)2 = k2 − 2k + 3

~a·~d = 1·1 + (−1)·1 + 1(1− k) = 1− k

したがって S(k) =
√
3(k2 − 2k + 3)− (1− k)2

=
√
2(k − 1)2 + 6

よって，S(k)は，k = 1のとき，最小値
√
6をとる．

別解 ~aと~dのベクトル積 (外積)は ~a× ~d = (k − 2, k, 2)

ゆえに S(k) = |~a× ~d| =
√
(k − 2)2 + k2 + 4 =

√
2(k − 1)2 + 6

注意 ベクトル積 (外積)は，高校数学の範囲外であるが，検算として利用でき
る．2018年度の熊大入試において，四面体の体積についてベクトル積を
用いた受験生の解答があったが，間違いではなかったため，減点されるこ
とはなかったそうである (熊大入試連絡会)．
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(3) k = 1より，平行四辺形 P (1)は，次の 2つのベクトルに平行である．

~a = (1,−1, 1), ~d = (1, 1, 0)

これらに垂直な単位ベクトルの 1つは (外積と平行なベクトル)

~e =
1√
6
(−1, 1, 2)

(∗)より，P (1)上の 1点C(~c)をもとに (s = 1, t = 0)，点Oから P (1)を
含む平面に垂線OHを引くと，~c = (−1, 0, 1)より

~c·~e = 1√
6
{−1·(−1) + 0·1 + 1·2} =

3√
6
,

OH = |~c·~e| = 3√
6

求める四角錐の体積は
1

3
S(1)·OH =

1

3

√
6· 3√

6
= 1

補足 右の図において

~c·~e = |~c||~e| cos θ = |~c| cos θ,

OH = |~c|| cos θ|

ゆえに OH = |~c·~e|

　

O

C

H
θ

P (1)

~e

~c

例えば，P (1)上の位置ベクトル−~a+~c = (−2, 1, 0)でもよい．

(−~a+~c)·~e = 1√
6
{−2·(−1) + 1·1 + 0·2} =

3√
6

別解 ~f = −~a+~cとおくと (~d = ~b−~c)，(∗)は
−→
OP = ~f + s~a+ t~d (0 5 s 5 1, 0 5 t 5 1)

P (1)の頂点を P0(~f)，P1(~f + ~a)，P2(~f + ~d)，P3(~f + ~a+ ~d) とおくと

−−→
P0O = −~f,

−−−→
P0P1 = ~a,

−−−→
P0P2 = ~d

四面体OP0P1P2の体積 V は，~a×~d = (−1, 1, 2)，−~f = (2,−1, 0)より

V =
1

6

∣∣∣(~a× ~d)·(−~f)
∣∣∣ = 1

6
|(−1)·2 + 1·(−1) + 2·0| = 1

2

よって，求める体積は 2V = 2× 1

2
= 1
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ベクトル積

2つのベクトル~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3)が平行でないとき，ベクトル

(a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

は，~aおよび~bに直交する．このベクトルを，~aと~bのベクトル積 (外積)という．

2つのベクトル~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3)のベクトル積は

~a ×~b = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

であり，~b× ~a = −~a×~bが成り立つ．また，その大きさについて

|~a×~b|2 = (a2b3 − a3b2)
2 + (a3b1 − a1b3)

2 + (a1b2 − a2b1)
2

= (a1
2 + a2

2 + a3
2)(b1

2 + b2
2 + b3

2)− (a1b1 + a2b2 + a3b3)
2

= |~a|2|~b|2 − (~a·~b)2

であるから，~a×~bの大きさは，~a，~bの張る平行四辺形の面積に等しい．

~a×~bと~cのなす角を θ (0 5 θ 5 π)とすると

(~a×~b)·~c = |~a×~b||~c| cos θ

両辺の絶対値をとると

|(~a×~b)·~c| = |~a×~b||~c|| cos θ|

　

~a

~b

~c

~a×~b

θh
|~a×~b|

~a，~b，~cの張る平行六面体について，~a，~bの張る平面を底面とすると，|~c|| cos θ|
は，その高さ hであるから，この平行六面体の体積 V1は

V1 = |(~a ×~b)·~c|
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとすると

四面体OABCの体積 V は V =
1

6
|(~a ×~b)·~c|

また，対称性により，|(~a×~b)·~c| = |(~b×~c)·~a| = |(~c× ~a)·~b| が成り立つ． �
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6.7 2021年 (文系)

出題分野 1 2 3 4

1 2つの関数 f(x) =
3

2
x2 − 2x− 4，g(x) =

1

2
x2 − x− 2について，曲線 y = f(x)

と曲線 y = g(x)の 2つの交点の x座標を a, b (a > b)とする。

(1) a, bを求めよ。

(2) 2つの曲線 y = f(x)，y = g(x)で囲まれた部分の面積 Sを求めよ。

(3) 実数 tは t > |a|かつ t > |b|を満たすとする。4つの不等式

x = a, y 5 f(x), y = g(x), x 5 t

を満たす領域の面積を S1，また，4つの不等式

x 5 b, y 5 f(x), y = g(x), x = −t

を満たす領域の面積をS2とする。S1とS2の和が (2)のSと等しいときの
tの値を求めよ。

2 空間の点Oを通らない平面 αをとる。α上の 3点A，B，Cは三角形をなすと

し，
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとおく。直線 `は媒介変数 tを用いて

1

3
(~b+ 2~c) +

t

3
(2~a−~b−~c)

と表されるとする。

(1) `は平面 α上にあることを示せ。

(2) `と辺ACの交点をXとする。
−→
OXを~a，~b，~cを用いて表せ，

(3) A，Bの中点をDとし，
−→
OE = 2

−→
ODとなる点 Eを考える。点Oと `上の

点Yを通る直線は 2点E，Cを通る直線と交点をもつとし，その交点をF

とする。このとき，
−→
OFを~a，~b，~c を用いて表せ。
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3 曲線C : y = x3 − 2x2 + x上に点P1(2, 2)がある。自然数 n (n = 1, 2, 3, · · · )に
対して点 Pnから点 Pn+1 を次のように定める。

点 Pnを接点とするCの接線を `nとし，Cと `nの共有点のうち，

Pnと異なるものを Pn+1とする。

点 Pnの x座標を anとする。

(1) P2の座標を求めよ。

(2) 接線 `nの傾きおよび y切片をそれぞれ anを用いて表せ。

(3) 数列 {an}の一般項を求めよ。

4 aを a > 1である実数とする。xについての連立不等式{
x3 + 2ax2 − a2x− 2a3 < 0

3x2 − x < 4a− 12ax

の解について考える。連立不等式の解のうち整数であるものの個数をm(a) と
する。

(1) 連立不等式を解け。

(2) a > 2のとき，m(a)の最小値を求めよ。

(3) m(a) = 4となる aの値の範囲を求めよ。



600 第 6章 熊本大学

解答例

1 (1) f(x) =
3

2
x2 − 2x − 4，g(x) =

1

2
x2 − x − 2について，2曲線 y = f(x)と

y = g(x)の共有点の x座標は

3

2
x2 − 2x− 4 =

1

2
x2 − x− 2 ゆえに (x+ 1)(x− 2) = 0

よって，2つの共有点の x座標は (a > b) a = 2, b = −1

(2) −1 5 x 5 2において

g(x)− f(x) = −(x2 − x− 2) = −(x+ 1)(x− 2) = 0

よって S =

∫ 2

−1

{g(x)− f(x)} =
1

6
{2− (−1)}3 =

9

2

(3) (1)の結果から t > |2| かつ t > | − 1| すなわち t > 2

S1 =

∫ t

2

{f(x)− g(x)} dx, S2 =

∫ −1

−t

{f(x)− g(x)} dx

h(x) = f(x)− g(x) = x2 − x− 2とおくと

−S =

∫ 2

−1

h(x) dx, S1 =

∫ t

2

h(x) dx, S2 =

∫ −1

−t

h(x) dx

S1 + S2 = Sより，S2 − S + S1 = 0であるから

S2 − S + S1 =

∫ −1

−t

h(x) dx+

∫ 2

−1

h(x) dx+

∫ t

2

h(x) dx

=

∫ t

−t

h(x) dx = 2

∫ t

0

(x2 − 2) dx = 2

[
x3

3
− 2x

]t
0

= 2

(
t3

3
− 2t

)
=

2

3
t(t2 − 6) = 0

t > 2に注意してこれを解くと t =
√
6 �

x=−t x= t

x=−1
x=2

y=g(x)

y=f(x)
S

S1

S2
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2 (1) `上の点について

1

3
(~b+ 2~c) +

t

3
(2~a−~b−~c)

=
2t

3
~a+

(
1

3
− t

3

)
~b+

(
2

3
− t

3

)
~c · · · (∗)

このとき，~a，~b，~cの係数の和は

2t

3
+

(
1

3
− t

3

)
+

(
2

3
− t

3

)
= 1

よって，`は平面 α上の点である．

(2) Xは (∗)の~bの係数が 0となる点であるから

1

3
− t

3
= 0 すなわち t = 1

に対応する点であるから
−→
OX =

2~a +~c

3

　

F C(~c)

A(~a)
B(~b)

E
`

D

O

Y

α

X

2

1

Z

(3) `上の点Yについて，
−→
OY =

1

3
(~b+ 2~c) +

t

3
(2~a−~b−~c)，

−→
OC = ~cより

−→
CY =

−→
OY −

−→
OC =

1

3
(~b+ 2~c) +

t

3
(2~a−~b−~c)−~c

=
1

3
(~b−~c) +

t

3
{2(~a−~c)− (~b−~c)}

=
1

3

−→
CB +

t

3
(2
−→
CA−

−→
CB) =

2t

3

−→
CA+

(
1

3
− t

3

)−→
CB

−→
CYは

−→
CD =

1

2
(
−→
CA+

−→
CB)と平行であるから

2t

3
=

1

3
− t

3
これを解いて t =

1

3
−→
CY =

2

9
(
−→
CA+

−→
CB) =

4

9

−→
CD すなわち CY : YD = 4 : 5 · · · 1©

−→
OZ = 2

−→
OYとなる点 Zをとると，条件から

4OYD 4OZE, YD : ZE = 1 : 2 · · · 2©

1©， 2©および4CYF 4EZFより CF : FE = CY : ZE = 2 : 5

このとき，
−→
OC = ~c，

−→
OE = 2

−→
OD = ~a+~b であるから

−→
OF =

5
−→
OC+ 2

−→
OE

2 + 5
=

5~c+ 2(~a+~b)

7
=

1

7
(2~a + 2~b + 5~c)

�
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3 (1) f(x) = x3 − 2x2 + xとおくと f ′(x) = 3x2 − 4x+ 1

曲線C : y = f(x)上の点 (t, f(t))における接線を `とすると

y − (t3 − 2t2 + t) = (3t2 − 4t+ 1)(x− t)

整理すると ` : y = (3t2 − 4t+ 1)x− 2t3 + 2t2

Cと `の共有点の x座標は

x3 − 2x2 + x = (3t2 − 4t+ 1)x− 2t3 + 2t2

整理すると (x− t)2(x+ 2t− 2) = 0 ゆえに x = t,−2t+ 2

したがって，Cと `の共有点で点 (t, f(f))と異なる点は

(−2t+ 2, f(−2t+ 2)) (∗)

点 P1(2, f(2))のとき

P2(−2, f(−2)) すなわち P2(−2,−18)

(2) `nは `の方程式において，t = anとすればよいから

`n : y = (3an
2 − 4an + 1)x− 2an

3 + 2an
2

よって，`nの傾き 3an
2 − 4an + 1，y切片−2an

3 + 2an
2

(3) P1(2, 2)および (∗)から，a1 = 2

an+1 = −2an + 2 ゆえに an+1 −
2

3
= −2

(
an −

2

3

)

したがって an−
2

3
=

(
a1 −

2

3

)
(−2)n−1 よって an =

4

3
(−2)n−1 +

2

3

補足 3次関数 C : y = f(x)のグラフ上の点
Pn(an, f(an))における接線 `nとする．
Cと `nの共有点のうち，Pnと異なるも
のをPn+1(an+1, f(an+1))とし，Cの変
曲点の x座標を cとすると

an+1 − c = −2(an − c)

が成立する．

　

Pn

Pn+1

Pn−1

`n−1 `n
C

c anan−1

an+1

x

�
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4 (1)

{
x3 + 2ax2 − a2x− 2a3 < 0

3x2 − x < 4a− 12ax

第 1式から (x+ 2a)(x+ a)(x− a) < 0

a > 1に注意して x < −2a, − a < x < a · · · 1©

第 2式から (x+ 4a)(3x− 1) < 0

a > 1に注意して −4a < x <
1

3
· · · 2©

1©， 2©の共通範囲を求めて

−4a < x < −2a, − a < x <
1

3

(2) m(a)を

−1

3
< x < a, 2a < x < 4a

に含まれる整数の個数として求めてもよい．集合 P, Qを

P = {x | 0 5 x < a, xは整数 }
Q = {x | 2a < x < 4a, xは整数 }

とし，集合 P, Qの要素の個数をそれぞれ n(P ), n(Q)とおくと

m(a) = n(P ) + n(Q)

[a]を a以下の最大の整数とすると

(∗) n(P ) =

{
[a] (aが整数)

[a] + 1 (aが整数でない)

s = a− [a]とおくと，a = [a] + sより

Q = {x | 2[a] + 2s < x < 4[a] + 4s, xは整数 }

(i) s = 0のとき

Q = {x | 2[a] + 1 5 x 5 4[a]− 1, xは整数 }
n(Q) = 4[a]− 1− (2[a] + 1) + 1 = 2[a]− 1

(ii) 0 < s 5 1

4
のとき

Q = {x | 2[a] + 1 5 x 5 4[a], xは整数 }
n(Q) = 4[a]− (2[a] + 1) + 1 = 2[a]
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(iii)
1

4
< s <

1

2
のとき

Q = {x | 2[a] + 1 5 x 5 4[a] + 1, xは整数 }
n(Q) = 4[a] + 1− (2[a] + 1) + 1 = 2[a] + 1

(iv) s =
1

2
のとき

Q = {x | 2[a] + 2 5 x 5 4[a] + 1, xは整数 }
n(Q) = 4[a] + 1− (2[a] + 2) + 1 = 2[a]

(v)
1

2
< s 5 3

4
のとき

Q = {x | 2[a] + 2 5 x 5 4[a] + 2, xは整数 }
n(Q) = 4[a] + 2− (2[a] + 2) + 1 = 2[a] + 1

(vi)
3

4
< s < 1のとき

Q = {x | 2[a] + 2 5 x 5 4[a] + 3, xは整数 }
n(Q) = 4[a] + 3− (2[a] + 2) + 1 = 2[a] + 2

(∗)および (i)～(vi)から

(∗∗) m(a) =


3[a]− 1 (s = 0)

3[a] + 1 (0 < s 5 1
4
, s = 1

2
)

3[a] + 2 (1
4
< s < 1

2
, 1

2
< s 5 3

4
)

3[a] + 3 (3
4
< s < 1)

a > 2より，2 < a 5 9

4
, a =

5

2
のとき，m(a)は最小値 7をとる．

(3) m(a) = 4となるのは，(∗∗)より

3[a] + 1 = 4, 0 < s 5 1

4
, s =

1

2
すなわち 1 < a 5

5

4
, a =

3

2

�
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6.8 2022年 (文系)

出題分野 1 2 3 4

1 座標空間の 6点

A(2, 0, 0), B(0, 3, 0), C(0, 0, 1)

D

(
3,−1,

5

6

)
, E

(
8, 4,−1

3

)
, F

(
5, 3,

1

2

)
について，以下の問いに答えよ。

(1) 3点A，B，Cは一直線にないこと，および 3点D，E，Fは一直線上にな
いことを示せ。

(2) 3点A，B，Cを通る平面と，3点D，E，Fを通る平面の交わりとして得
られる直線を `とする。`上の点を 1つと，`と平行なベクトルを 1つ求
めよ。

2 袋の中に赤玉 2個と白玉 2個の合計 4個の玉が入っている。AとBの 2人で次
のルールに従ってゲームをする。

• A，Bの順で繰り返しプレイヤーになる。

• プレイヤーは袋から玉を同時に 2個取り出す。取り出した玉の色が同じな
らば，プレイヤーの勝利とする。取り出した玉の色が異なるならば，それ
らを袋に戻してよくかき混ぜ，プレイヤーを交替する。

• Aが勝利するか，Aが勝利せずに Aの後に Bがプレイヤーになり，Bが
勝利するか，Bが勝利せずにプレイヤーを交替することによって 1巡が終
了する。

• 勝者が決まるとゲームは終了する。

以下の問いに答えよ。

(1) Bが 1巡目で勝者になる確率を求めよ。

(2) N を自然数とし，N 巡目以内に Bが勝者になる確率を pN とする。pN >

0.396となるNの最小値を求めよ。ただし，log2 3 = 1.585，log2 5 = 2.322

とする。

(3) N を自然数とする。N 巡目以内に勝者になる確率は，AとBのどちらが
大きいか。
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3 数列 {an}は漸化式

an+2 =
an+1 + an

2
(n = 1, 2, 3, · · · )

を満たしているとする。a1 < a2のとき，以下の問いに答えよ。

(1) n = 3, 4, 5, · · · に対して
a1 < an < a2

が成り立つことを示せ。

(2) n = 1, 2, 3, · · · に対して

bn = a2n−1, cn = a2n

として数列 {bn}, {cn}を定めると，

bn < bn+1 < cn+1 < cn

が n = 1, 2, 3, · · · に対して成り立つことを示せ。

4 座標平面上の曲線 y = x3 − 4x2 − 4をCとする。曲線C上の点A(4,−4)を通
り，傾きが kの直線を `とする。曲線Cと直線 `が点Aの他に相異なる 2つの
共有点 P，Qをもつとき，以下の問いに答えよ。

(1) kのとりうる値の範囲を求めよ。

(2) 点P，Qにおける曲線Cの接線をそれぞれ `P，`Qとする。kが (1)の範囲
にあるとき，接線 `Pと `Qの交点が描く曲線の方程式を求めよ。

(3) (2)の曲線と x軸によって囲まれる部分の面積を求めよ。
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解答例

1 (1) A(2, 0, 0)，B(0, 3, 0)，C(0, 0, 1)より

−→
AB = (−2, 3, 0),

−→
AC = (−2, 0, 1)

−→
ABと

−→
ACの x成分が等しく，y成分および z成分が異なる．

したがって，3点A，B，Cは一直線上にない．

D

(
3,−1,

5

6

)
，E

(
8, 4,−1

3

)
，F

(
5, 3,

1

2

)
より

−→
DE =

(
5, 5,−7

6

)
,

−→
DF =

(
2, 4,−1

3

)

これから
1

5

−→
DE =

(
1, 1,− 7

30

)
，

1

2

−→
DF =

(
1, 2,−1

6

)
1

5

−→
DEと

1

2

−→
DFの x成分が等しく，y成分および z成分が異なる．

したがって，3点D，E，Fは一直線上にない．

(2)
−→
ABおよび

−→
ACに垂直なベクトルの 1つを ~u = (3, 2, 6)とし，

−→
DEおよび

−→
DFに垂直なベクトルの 1つを~v = (9,−2, 30)とする．

平面ABC上の点 P(x, y, z)について，~u·
−→
AP = 0であるから

3(x− 2) + 2y + 6z = 0 ゆえに 3x+ 2y + 6z = 6 · · · 1©

平面DEF上の点Q(x, y, z)について，~v·
−→
DQ = 0であるから

9(x− 3)− 2(y + 1) + 30

(
z − 5

6

)
= 0

整理すると 9x− 2y + 30z = 54 · · · 2©

1©， 2©から yを消去すると x = −3z + 5 · · · 3©

3©を 1©に代入すると z =
2

3
y + 3 · · · 4©

y = 3tとおくと， 3©， 4©より x = −6t− 4，z = 2t+ 3

したがって ` : (x, y, z) = (−4, 0, 3) + t(−6, 3, 2)

よって，`は点 (−4, 0, 3)を通り，ベクトル (−6, 3, 2)に平行． �
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2 (1) 違う色の玉を取り出す確率は 2C1 × 2C1

4C2

=
2× 2

6
=

2

3

同じ色の玉を取り出す確率は，上の余事象の確率であるから 1− 2

3
=

1

3

よって，Bが 1巡目で勝者になる確率は
2

3
× 1

3
=

2

9

(2) N 巡目でBが勝者になる確率は

{(
2

3

)2
}N−1

× 2

9
=

2

9

(
4

9

)N−1

よって，N 巡目以内にBが勝者になる確率 pN は

pN =
N∑
k=1

2

9

(
4

9

)k−1

=
2

9
×

1−
(
4
9

)N
1− 4

9

=
2

5

{
1−

(
4

9

)N
}

pN > 0.396となるとき
2

5

{
1−

(
4

9

)N
}

> 0.396

(
4

9

)N

<
1

100
ゆえに

(
3

2

)N

> 10

上の第 2式について 2を底とする対数をとると

N(log2 3− 1) > 1 + log2 5 ゆえに 0.585N > 3.322

したがって N >
3322

585
= 5.6 · · · よって N の最小値は 6

(3) N 巡目でAが勝者になる確率は
1

3

{(
2

3

)2
}N−1

=
1

3

(
4

9

)N−1

N 巡目以内にAが勝者になる確率を qN とすると

qN =
N∑
k=1

1

3

(
4

9

)k−1

=
1

3
×

1−
(
4
9

)N
1− 4

9

=
3

5

{
1−

(
4

9

)N
}

したがって qN − pN =
1

5

{
1−

(
4

9

)N
}

> 0

よって，求める確率は，Aの方が大きい． �
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3 (1) an+2 =
an+1 + an

2
より

an+2 +
1

2
an+1 = an+1 +

1

2
an, an+2 − an+1 = −1

2
(an+1 − an)

したがって

an+1 +
1

2
an = a2 +

1

2
a1, an+1 − an = (a2 − a1)

(
−1

2

)n−1

上の 2式から，an+1を消去すると

an =
2

3

{
1−

(
−1

2

)n−1
}
a2 +

2

3

{
1

2
+

(
−1

2

)n−1
}
a1 (∗)

a2 > a1であるから，n = 3, 4, 5, · · · に対して

an − a1 =
2

3

{
1−

(
−1

2

)n−1
}
(a2 − a1) > 0,

an − a2 =
2

3

{
1

2
+

(
−1

2

)n−1
}
(a1 − a2) < 0

よって a1 < an < a2 (n = 3, 4, 5, · · · )

(2) bn = a2n−1, cn = a2n (n = 1, 2, 3, · · · )は (∗)により

bn =
2

3

{
1−

(
1

4

)n−1
}
a2 +

2

3

{
1

2
+

(
1

4

)n−1
}
a1,

cn =
2

3

{
1 + 2

(
1

4

)n}
a2 +

2

3

{
1

2
− 2

(
1

4

)n}
a1

したがって

bn+1 − bn = 2

(
1

4

)n

(a2 − a1) > 0,

cn − cn+1 =

(
1

4

)n

(a2 − a1) > 0,

cn+1 − bn+1 =

(
1

4

)n

(a2 − a1) > 0

よって bn < bn+1 < cn+1 < cn (n = 1, 2, 3, · · · ) �
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4 (1) C : y = x3 − 4x2 − 4上の点A(4,−4)を通り，傾き kの直線 `の方程式は

y + 4 = k(x− 4) すなわち y = kx− 4k − 4

Cと `の方程式から，yを消去して整理すると

x3 − 4x2 − kx+ 4k = 0 ゆえに (x− 4)(x2 − k) = 0

この方程式が異なる 3つの実数解をもつから，k > 0に注意して

k > 0, 42 − k 6= 0 すなわち 0 < k < 16, 16 < k

(2) (1)の結果から，2点 P，Qの x座標をそれぞれ−
√
k,

√
kとすると

P(−
√
k,−k

√
k − 4k − 4), Q(

√
k, k

√
k − 4k − 4)

f(x) = x3 − 4x2 − 4とおくと，f ′(x) = 3x2 − 8xより

f ′(−
√
k) = 3k + 8

√
k, f ′(

√
k) = 3k − 8

√
k

したがって，2直線 `P，`Qの方程式は

`P : y + k
√
k + 4k + 4 = (3k + 8

√
k)x+ (3k + 8

√
k)
√
k

`Q : y − k
√
k + 4k + 4 = (3k − 8

√
k)x− (3k − 8

√
k)
√
k

上の第 1式から第 2式を引くと

2k
√
k = 16

√
kx+ 6k

√
k ゆえに x = −k

4
· · · 1©

また，第 1式と第 2式の辺々を加えると

2y + 8k + 8 = 6kx+ 16k ゆえに y = 3kx+ 4k − 4

1©をこれに代入して y = −3

4
k2 + 4k − 4 · · · 2©

O

y

x

C

`

4

A

P
Q

`P

`Q

√
k−

√
k
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1©および (1)の結果から x < −4,−4 < x < 0

1©から k = −4x．これを 2©に代入すると

y = −3

4
(−4x)2 + 4(−4x)− 4 = −12x2 − 16x− 4

よって，求める曲線の方程式は

y = −12x2 − 16x − 4 (x < −4,−4 < x < 0)

(3) (2)の曲線と x軸との共有点の x座標は

−12x2 − 16x− 4 = 0 ゆえに (3x+ 1)(x+ 1) = 0

これを解いて x = −1,−1

3

(2)の曲線と x軸で囲まれた区間−1 5 x 5 −1

3
は (2)の結果を満たす．

したがって，求める面積を Sとすると

S =

∫ − 1
3

−1

(−12x2 − 16x− 4) dx

= −12

∫ − 1
3

−1

(x+ 1)

(
x+

1

3

)
dx

= −12

(
−1

6

){
−1

3
− (−1)

}3

=
16

27

�

�
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理系 出題分野 (2011-2022) 120分

J 熊本大学 理系 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式 1

I 2次関数
図形と計量
データの分析
式と証明
複素数と方程式

II 図形と方程式 3

三角関数
指数関数と対数関数
微分法と積分法 1 2

式と曲線 4 4

複素数平面 3 2 2 3

関数
III 極限 3 4 4

微分法とその応用 3 3 2 4 3

積分法 3 4 3 4 3·4 4

積分法の応用 4 4 4 3 3·4 3

場合の数と確率 1 2 2

A 整数の性質 2 1

図形の性質
平面上のベクトル 2

B 空間のベクトル 2 1 2 1 1 1 1 1

数列 1 3·4 2 4 2 1 2

確率分布と統計
C 行列 (旧課程) 2 数字は問題番号

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2014.pdf


6.9. 2015年 (理系) 613

6.9 2015年 (理系)

出題分野 1 2 3 4

1 f(x)は xの 3次多項式とし，x3の係数は 1，定数項は 0とする。2つの異なる
実数 α，βに対して f ′(α) = f ′(β) = 0が満たされているとする。以下の問いに
答えよ。

(1) f(α)，f(β)を α，βを用いて表せ。

(2) 不等式 α < β < 3αが成り立つとき，3次方程式 f(x) = −1の実数解の個
数を求めよ。

2 p，q，rを実数とする。空間内の 3点A(1, p, 0)，B(q, 1, 1)，C(−1,−1, r)が
一直線上にあるとき，以下の問いに答えよ。ただし，Oを原点とする。

(1) pは 1でも−1でもないことを示せ。

(2) q，rを pを用いて表せ。

(3) p′，q′，r′を実数とし，空間内の3点をA′(1, p′, 0)，B′(q′, 1, 1)，C′(−1,−1, r′)

とする。ベクトル
−−→
OA′，

−−→
OB′，

−−→
OC′がいずれもベクトル

−→
ABに垂直である

とき，p′，q′，r′を pを用いて表せ。

(4) (3)における 3点A′，B′，C′は一直線上にないことを示せ。

3 4ABCにおいて，∠Bと∠Cは鋭角とする。点Aを通り辺BCに直交する直線を
引き，辺BCとの交点をX1とし，線分AX1の長さを 1とする。また，BX1 = 1，
CX1 = 8とする．各 n = 1, 2, 3, · · · に対して以下の操作を行う。

辺BC上の点Xnを通り辺ACに平行な直線を引き，辺ABとの交点
をYnとする。また，点Ynを通り辺BCに平行な直線を引き，辺AC

との交点をZnとする。点Znを通り辺BCに直交する直線を引き，辺
BCとの交点をXn+1とする。

線分 ZnXn+1の長さを lnとするとき，以下の問いに答えよ。

(1) l1を求めよ。

(2) ln+1を lnを用いて表せ。

(3) ln >
1

2
となる最小の奇数 nを求めよ。必要ならば，3.169 < log2 9 < 3.17

を用いてもよい。
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4 数列 {an}を

an =

∫ nπ

0

e−x| sin x| dx (n = 1, 2, 3, · · · )

と定めるとき，以下の問いに答えよ。

(1) an+1 − anを求めよ。

(2) {an}の一般項を求めよ。

(3) lim
n→∞

anを求めよ。
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解答例

1 (1) xの 3次式 f(x)の x3の係数が 1，f ′(α) = f ′(β) = 0 であるから

f ′(x) = 3(x− α)(x− β) = 3x2 − 3(α + β)x+ 3αβ

また，f(x)の定数項は 0であるから

f(x) = x3 − 3

2
(α + β)x2 + 3αβx

したがって

f(α) = α3 − 3

2
(α + β)α2 + 3α2β =

α2(3β − α)

2

f(β) = β3 − 3

2
(α + β)β2 + 3αβ2 =

β2(3α − β)

2

(2) f(x)の増減表は

x · · · α · · · β · · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ f(α) ↘ f(β) ↗

α < β < 3α より，0 < α < β，3α− β > 0 であるから，f(β) > 0

したがって，y = f(x)のグラフの概形は，次のようになる．

xα β

y = f(x)

0

よって，y = f(x)および y = −1のグラフから，3次方程式 f(x) = −1の
実数解の個数は 1個．
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解説

3次式 f(x)の x3の係数を aとし，f ′(α) = f ′(β) = 0を満たすとすると (α < β)

f ′(x) = 3a(x− α)(x− β) = 3a{x2 − (α + β)x+ αβ}
f ′′(x) = 3a{2x− (α + β)}
f ′′′(x) = 6a

f(x)を x = αを極として，テイラー展開 4を行うと

f(x) = f(α) + f ′(α)(x− α) +
1

2!
f ′′(α)(x− α)2 +

1

3!
f ′′′(α)(x− α)3

したがって f(x)− f(α) =
3a

2
(α− β)(x− α)2 + a(x− α)3

= a(x− α)2
(
x− 3β − α

2

)

同様にして f(x)− f(β) = a(x− β)2
(
x− 3α− β

2

)
a > 0のとき，y = f(x)のグラフは次のようになる．

xα βα+β
2

3β−α
2

3α−β
2

y = f(x)

とくに，数列
3α− β

2
, α,

α + β

2
, β,

3β − α

2
は，等差数列をなす．

本題において，f(0) = 0，α < β < 3αより，0 <
3α− β

2
であるから

f

(
3α− β

2

)
> 0

よって，y = f(x)および y = −1のグラフから，3次方程式 f(x) = −1の実数
解の個数は 1個． �

4 http://kumamoto.s12.xrea.com/chie/taylor.pdfを参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/chie/taylor.pdf
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2 (1) A(1, p, 0)，B(q, 1, 1)，C(−1,−1, r) より

−→
AB = (q − 1, 1− p, 1),

−→
AC = (−2,−1− p, r)

−→
AB//

−→
ACであるから，これらの z成分に注目すると

−→
AC = r

−→
AB ゆえに

{
−2 = r(q − 1) · · · 1©
−1− p = r(1− p) · · · 2©

1©より r 6= 0 · · · 3©

p = 1は， 2©を満たさない．

p = −1を 2©に代入すると，r = 0となり， 3©に反する．

よって p 6= ±1

(2)
−→
AB//

−→
AC であるから，これらの x成分，y成分により

(q − 1)(−1− p)− (1− p)·(−2) = 0 ゆえに q =
3 − p

p + 1

−→
BA//

−→
BC であるから，これらの y成分，z成分により

(p− 1)(r − 1)− (−1)(−2) = 0 ゆえに r =
p + 1

p − 1

(3) (2)の結果より，A(1, p, 0)，B

(
3− p

p+ 1
, 1, 1

)
であるから

(p+ 1)
−→
AB = (2− 2p, 1− p2, 1 + p)

−−→
OA′ = (1, p′, 0)は

−→
ABと垂直なので

2− 2p+ p′(1− p2) = 0 ゆえに p′ = −
2

p + 1

−−→
OB′ = (q′, 1, 1)は

−→
ABと垂直なので

q′(2− 2p) + 1− p2 + 1 + p = 0 ゆえに q′ = −
(p + 1)(p − 2)

2(p − 1)

−−→
OC′ = (−1,−1′, r′)は

−→
ABと垂直なので

−(2− 2p)− (1− p2) + r′(1 + p) = 0 ゆえに r′ = −
(p + 3)(p − 1)

p + 1
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(4) (3)の結果から A′
(
1,− 2

p+ 1
, 0

)
,

B′
(
−(p+ 1)(p− 2)

2(p− 1)
, 1, 1

)
,

C′
(
−1,−1,−(p+ 3)(p− 1)

p+ 1

)
したがって

−−→
A′B′ =

(
−p2 − p+ 4

2(p− 1)
,
p+ 3

p+ 1
, 1

)
−−→
A′C′ =

(
−2,

−p+ 1

p+ 1
,−(p+ 3)(p− 1)

p+ 1

)
−−→
A′B′//

−−→
A′C′ であるとき，これらの x成分，y成分から

−p2 − p+ 4

2(p− 1)
·−p+ 1

p+ 1
− p+ 3

p+ 1
·(−2) = 0

整理すると p2 + 5p+ 8 = 0 · · · (∗)

この方程式の判別式をDとすると

D = 52 − 4·1·8 = −7 < 0

したがって，方程式 (∗)は実数解をもたない．
よって，3点A′，B′，C′は一直線上にない． �
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3 (1) 座標平面上に点 A(0, 1)，B(−1, 0)，
C(8, 0)，Xn(xn, 0) (n = 1, 2, 3, · · · )を
とる．直線ABの方程式は

y = x+ 1 · · · 1©

直線ACの方程式は

y = −1

8
x+ 1 · · · 2©

　

O

y

xXn Xn+1

Yn Znln

A 1

B C
−1 8

直線XnYnは点 (xn, 0)を通り，傾き−1

8
の直線であるから

y = −1

8
(x− xn) · · · 3©

点Ynの y座標 lnは， 1©， 3©を解いて ln =
1 + xn

9
· · · 4©

このとき，x1 = 0 であるから l1 =
1

9

(2) 点Znの y座標が lnであるから，その x座標は， 2©より

ln = −x

8
+ 1 これを解いて x = 8(1− ln)

これが点Xn+1の x座標であるから xn+1 = 8(1− ln)

したがって，上式および 4©から

ln+1 =
1 + xn+1

9
=

1 + 8(1− ln)

9
= −

8

9
ln + 1

(3) (1)，(2)の結果から ln+1 = −8

9
ln + 1，l1 =

1

9

この漸化式から ln =
9

17
+

8

17

(
−8

9

)n

ln >
1

2
のとき

9

17
+

8

17

(
−8

9

)n

>
1

2
ゆえに

(
−8

9

)n

> − 1

16

nは奇数であるから (−1)n
(
8

9

)n

> − 1

16
ゆえに

(
8

9

)n

<
1

16

したがって n >
4

log2 9− 3

このとき，3.169 < log2 9 < 3.17 より

23.5 · · · = 4

3.17− 3
<

4

log2 9− 3
<

4

3.169− 3
= 23.6 · · ·

よって，求める最小の奇数 nは n = 25 �
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4 (1) an+1 − an =

∫ (n+1)π

0

e−x| sinx| dx−
∫ nπ

0

e−x| sinx| dx

=

∫ (n+1)π

nπ

e−x| sinx| dx

t = x− nπ とおくと
dx

dt
= 1，

x nπ −→ (n+ 1)π

t 0 −→ π

an+1 − an =

∫ π

0

e−(nπ+t)| sin(t+ nπ)| dt

= e−nπ

∫ π

0

e−t sin t dt = e−nπa1

= e−nπ

[
−e−t

2
(sin t+ cos t)

]π
0

=
e−π + 1

2
e−nπ

(2) a1 =

∫ π

0

e−x| sinx| dx =

∫ π

0

e−x sin x dx

= −1

2

[
e−x(sinx+ cos x)

]π
0

=
e−π + 1

2

上式および (1)の結果より，an+1−an = e−nπa1 であるから，n = 2のとき

n−1∑
k=1

(ak+1 − ak) = a1

n−1∑
k=1

e−kπ

an = a1

n−1∑
k=0

e−kπ = a1 ×
1− e−nπ

1− e−π

=
e−π + 1

2
× 1− e−nπ

1− e−π
=

(1 + e−π)(1− e−nπ)

2(1− e−π)

上式は，n = 1のときも成立するから

an =
(1 + e−π)(1 − e−nπ)

2(1 − e−π)

(3) lim
n→∞

e−nπ = 0 であるから

lim
n→∞

an =
1 + e−π

2(1 − e−π)

�
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6.10 2016年 (理系)

出題分野 1 2 3 4

1 1辺の長さ 1の正四面体OABCを考える。0 < s <
1

2
に対しOAを s : (1 − s)

に内分する点をPとし，0 < t < 1に対しOCを t : (1− t)に内分する点をQと
する。

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとおくとき，以下の問いに答えよ。

(1)
−→
PB，

−→
PQをそれぞれ~a，~b，~c，s，t を用いて表せ。

(2) ∠BPQ = 90◦であるとき，tを sを用いて表せ。

(3) (2)の条件の下で，tの最大値とそのときの sの値を求めよ。

(4) (3)で求めた s，tに対して，PQ2を求めよ。

2 自然数 aに対して

S(a) =
a∑

k=1

1
√
k + 1 +

√
k

とおく。以下の問いに答えよ。

(1) 和 S(a)を求めよ。

(2) S(a)が整数となる自然数 aを小さい順に並べた数列を

a1, a2, a3, · · · , an, · · ·

とする。一般項 anを求めよ。

(3) (2)の数列 {an}について，an (n = 1, 2, 3, · · · )を 4で割った余りは 0か 3

であることを示せ。

(4) (2)の数列 {an}と自然数N に対して和
N∑

n=1

1

an
を求めよ。
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3 0 < θ <
π

2
を満たす θに対して，α = 2(cos θ + i sin θ)とする。ただし，iは虚

数単位である。n = 1, 2, 3, · · · に対して

zn = αn − 2αn−1

とおく。以下の問いに答えよ。

(1) θ =
π

3
とするとき，znを極形式で表せ。

(2) θ =
π

3
とするとき，

n∑
k=1

|zk| > 500となる最小の nを求めよ。

(3) z1000が実数となるような θの値の個数を求めよ。

4 x = 1で定義された関数

f(x) =
log x

x2

について，以下の問いに答えよ。

(1) x = 1における f(x)の最大値とそのときの xの値を求めよ。

(2) (1)で求めた xの値を aとする。曲線 y = f(x)と 2直線 y = 0，x = a で
囲まれた図形をDとする。Dの面積を求めよ。

(3) (2)の図形Dを y軸の周りに 1回転させてできる立体の体積を求めよ。
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解答例

1 (1)
−→
OP = s~a，

−→
OQ = t~cであるから

−→
PB =

−→
OB−

−→
OP

= ~b − s~a

−→
PQ =

−→
OQ−

−→
OP

= t~c − s~a

　 O

A(~a)

B(~b)

C(~c)

P
s

1−s

t

1−t

Q

(2) ∠BPQ = 90◦のとき，
−→
PB·

−→
PQ = 0 であるから，(1)の結果から

(~b− s~a)·(t~c− s~a) = 0 整理すると t~b·~c− s~a·~b− st~c·~a+ s2|~a|2 = 0

~a·~b = ~b·~c = ~c·~a = 1·1 cos 60◦ = 1

2
，|~a| = 1 であるから

1

2
t− 1

2
s− 1

2
st+ s2·12 = 0 ゆえに (1− s)t = s(1− 2s)

このとき，0 < s <
1

2
に注意して t =

s(1 − 2s)

1 − s

(3) (2)の結果から

t =
s(1− 2s)

1− s
= 2s+ 1− 1

1− s
= 3−

{
2(1− s) +

1

1− s

}
· · · 1©

0 < s <
1

2
より 1− s > 0であるから，相加平均・相乗平均の関係により

2(1− s) +
1

1− s
= 2

√
2(1− s)· 1

1− s
= 2

√
2 · · · 2©

上式で等号が成立するとき，0 < s <
1

2
に注意して

2(1− s) =
1

1− s
すなわち s = 1− 1√

2
=

2 −
√
2

2

このとき， 1©， 2©より tの最大値は 3 − 2
√
2
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(4) (1)，(3)の結果から

PQ2 = |
−→
PQ|2 = |t~c− s~a|2 = t2|~c|2 − 2st~c·~a+ s2|~a|2

= s2 − st+ t2

=

(
2−

√
2

2

)2

− 2−
√
2

2

(
3− 2

√
2
)
+
(
3− 2

√
2
)2

=
27 − 19

√
2

2

�

2 (1)
a∑

k=1

1
√
k + 1 +

√
k
=

a∑
k=1

(
√
k + 1−

√
k) =

√
a + 1 − 1

(2) S(a)が整数 n = 1に等しいとき，(1)の結果から
√
a+ 1− 1 = n ゆえに a = n(n+ 2)

よって，求める数列の一般項は an = n(n + 2)

(3) n = 2m− 1のとき (mは整数)

an = (2m− 1){(2m− 1) + 2} = (2m− 1)(2m+ 1)

= 4m2 − 1 = 4(m2 − 1) + 3

n = 2mのとき (mは整数)

an = 2m(2m+ 2) = 4m(m+ 1)

よって，anを 4で割った余りは 0か 3である．

(4) (2)の結果から

N∑
n=1

1

an
=

N∑
n=1

1

n(n+ 2)

=
1

2

N∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ 2

)
=

1

2

(
1 +

1

2
− 1

N + 1
− 1

N + 2

)
=

N(3N + 5)

4(N + 1)(N + 2)

�
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3 (1) α = 2(cos θ + i sin θ) より

zn = αn − 2αn−1 = {2(cos θ + i sin θ)}n − 2{2(cos θ + i sin θ)}n−1

= 2n(cosnθ + i sinnθ)− 2n{cos(n− 1)θ + i sin(n− 1)θ}
= 2n{cosnθ − cos(n− 1)θ}+ 2ni{sinnθ − sin(n− 1)θ}

= −2n+1 sin
2n− 1

2
θ sin

θ

2
+ 2n+1i cos

2n− 1

2
θ sin

θ

2
· · · (∗)

θ =
π

3
であるから

zn = −2n+1 sin
2n− 1

6
π sin

π

6
+ 2n+1i cos

2n− 1

6
π sin

π

6

= −2n sin

(
n+ 1

3
π − π

2

)
+ 2ni cos

(
n+ 1

3
π − π

2

)
= 2n

(
cos

n + 1

3
π + i sin

n + 1

3
π

)

補足 zn = −2n sin
2n− 1

6
π + 2ni cos

2n− 1

6
π = 2ni

(
cos

2n− 1

6
π + i sin

2n− 1

6
π

)
= 2n

(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)(
cos

2n− 1

6
π + i sin

2n− 1

6
π

)
= 2n

(
cos

n+ 1

3
π + i sin

n+ 1

3
π

)
別解 zn = αn − 2αn−1 = αn−1(α− 2) · · · 1©

α− 2 = 2(cos θ + i sin θ)− 2 = 2(cos θ − 1 + i sin θ)

= 4

(
− sin2 θ

2
+ i sin

θ

2
cos

θ

2

)
= 4i sin

θ

2

(
i sin

θ

2
+ cos

θ

2

)
= 4 sin

θ

2

(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)(
cos

θ

2
+ i sin

θ

2

)
= 4 sin

θ

2

(
cos

θ + π

2
+ i sin

θ + π

2

)
上式および 1©から

zn = 2n−1 {cos(n− 1)θ + i sin(n− 1)} ·4 sin θ

2

(
cos

θ + π

2
+ i sin

θ + π

2

)
= 2n+1 sin

θ

2

(
cos

(2n− 1)θ + π

2
+ i sin

(2n− 1)θ + π

2

)

これに θ =
π

3
を代入すると zn = 2n

(
cos

n+ 1

3
π + i sin

n+ 1

3
π

)
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(2) (1)の結果より，|zk| = 2kであるから

n∑
k=1

|zk| =
n∑

k=1

2k =
2(2n − 1)

2− 1
= 2(2n − 1)

n∑
k=1

|zk| > 500のとき 2(2n − 1) > 500 ゆえに 2n > 251

これを満たす最小の整数 nは 8

(3) (∗)より z1000 = −21001 sin
1999

2
θ sin

θ

2
+ 21001i cos

1999

2
θ sin

θ

2
z1000が実数であるとき，自然数 jを用いて

1999

2
θ =

2j − 1

2
π ゆえに θ =

2j − 1

1999
π

このとき，0 < θ <
π

2
であるから 1 5 j 5 500

よって，求める θの個数は 500 (個) �
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4 (1) f(x) =
log x

x2
を微分すると

f ′(x) = (log x)′
1

x2
+ log x

(
1

x2

)′

=
1

x
· 1
x2

+ log x

(
− 2

x3

)
=

1− 2 log x

x3

f ′(x) = 0とすると x =
√
e

f(x) =
log x

x2
(x = 1)の増減表は，次のようになる．

x 1 · · ·
√
e · · ·

f ′(x) + 0 −
f(x) 0 ↗ 極大 ↘

よって，求める最大値は f(
√
e) =

1

2e
(2) 求める面積を Sとすると，(1)の結果から

S =

∫ √
e

1

log x

x2
dx = −

∫ √
e

1

(
1

x

)′

log x dx

= −
[
1

x
log x

]√e

1

+

∫ √
e

1

1

x
·1
x
dx

= −
[
1

x
(log x+ 1)

]√e

1

= 1 −
3

2
√
e

O

y

x√
e

1

2e
y = f(x)

1

(3) 求める立体の体積を V とすると

V = 2π

∫ √
e

1

x· log x
x2

dx = 2π

∫ √
e

1

(log x)(log x)′ dx = π

[
(log x)2

]√e

1

=
π

4

バウムクーヘン型求積法� �
a 5 x 5 bの範囲で f(x) = 0のとき，y = f(x)のグラフと x軸および
2直線 x = a，x = bで囲まれた部分を y軸のまわりに 1回転してでき
る立体の体積 V は

V = 2π

∫ b

a

xf(x) dx

� �
�
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6.11 2017年 (理系)

出題分野 1 2 3 4

1 原点をOとする座標空間内に 3点A(a, 0, 0)，B(0, b, 0)，C(0, 0, c)がある。
ただし，a > 0，b > 0，c > 0とする。∠BAC = θとし，4ABCの面積を Sと
するとき，以下の問いに答えよ。

(1) cos θ，sin θを a，b，cを用いて表せ。

(2) 点 Oを中心とする半径 1の球面上の点を Hとする。ベクトル
−→
HA，

−→
HB，−→

HCがいずれもベクトル
−→
OHに垂直であるとき，

1

a2
+

1

b2
+

1

c2
= 1

が成り立つことを示せ。

(3) (2)の条件のもとで a = 3としたとき，面積 Sの最小値とそのときの b，c

の値を求めよ。

2 s > 0，t > 0とする。原点をOとする複素数平面において，α = 2−i，β = s+ti

を表す点をそれぞれA，Bとする。さらに，点Cを直線OBに関して点Aと反
対側にとり，4OBCが正三角形になるようにする。点 Cを表す複素数を zと
するとき，以下の問いに答えよ。

(1) zを s，tを用いて表せ。

(2) α，βが等式 4α2 + β2 − 2αβ = 0を満たすとき，βと zをそれぞれ求めよ。

(3) (2)で求めたβとzに対して，直線ACと直線OBの交点をDとし，∠CDB =

θとする。このとき，cos θの値を求めよ。

3 関数 f(x) = log2 x− x+ 1 (x > 0)について，以下の問いに答えよ。

(1) f(x)の極値を求めよ．

(2) 方程式 f(x) = 0の解をすべて求めよ。なお， lim
x→∞

f(x) = −∞を用いても
よい。

(3) 座標平面上の曲線 y = f(x)と x軸で囲まれた部分の面積を求めよ。



6.11. 2017年 (理系) 629

4 f(x) = x2 + xとし，jは自然数とする。数列 {an}を次のように定める。

a1 = 2とする。an (n = 1)に対して，座標平面上の曲線 y = f(x)

上の点 (an
j, f(an

j))における接線と直線 y = xとの交点の x座標を
an+1とする。ただし，an

jは anの j乗を表す。

以下の問いに答えよ。

(1) すべての自然数 nに対し，an > 0が成り立つことを示せ。

(2) bn = log2 anとおくとき，bn+1を bnを用いて表せ。

(3) 数列 {an}の一般項を求めよ。
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解答例

1 (1) A(a, 0, 0)，B(0, b, 0)，C(0, 0, c)より

−→
AB = (−a, b, 0),

−→
AC = (−a, 0, c)

2つのベクトル
−→
AB，

−→
ACのなす角が θであるから

cos θ =

−→
AB·

−→
AC

|
−→
AB||

−→
AC|

=
a2√

a2 + b2
√
a2 + c2

=
a2√

(a2 + b2)(a2 + c2)

また，sin θ > 0であるから

sin θ =
√
1− cos2 θ =

√
1− a4

(a2 + b2)(a2 + c2)
=

√
a2b2 + b2c2 + c2a2

(a2 + b2)(a2 + c2)

(2) H(x, y, z)とおくと，Hは原点Oを中心とする半径 1の球面上の点であ
るから

x2 + y2 + z2 = 1 · · · (∗)
−→
HA = (a− x,−y,−z)，

−→
HB = (−x, b− y,−z)，

−→
HC = (−x,−y, c− z)が

いずれも
−→
OH = (x, y, z)に垂直であるから

(a− x)x− y2 − z2 = 0

−x2 + (b− y)y − z2 = 0

−x2 − y2 + (c− z)z = 0

(∗)に注意してこれらを整理すると ax = 1, by = 1, cz = 1

上の 3式から，x =
1

a
，y =

1

b
，z =

1

c
を (∗)に代入して 1

a2
+

1

b2
+

1

c2
= 1

(3) (1)の結果から S =
1

2
|
−→
AB||

−→
AC| sin θ

=
1

2
·
√
a2 + b2·

√
a2 + c2 ×

√
a2b2 + b2c2 + c2a2

(a2 + b2)(a2 + c2)

=
1

2

√
a2b2 + b2c2 + c2a2

上式および (2)の結果により

S =
1

2

√
a2b2c2

(
1

a2
+

1

b2
+

1

c2

)
=

1

2
abc · · · (∗∗)
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a = 3を (2)の結果と (∗∗)に代入すると

1

b2
+

1

c2
=

8

9
· · · 1©

S =
3

2
bc

2数
1

b2
，

1

c2
> 0について相加平均・相乗平均の大小関係により

8

9
=

1

b2
+

1

c2
= 2

√
1

b2
· 1
c2

=
2

bc
すなわち bc = 9

4

したがって S =
3

2
bc = 3

2
·9
4
=

27

8

上式において，等号が成立するのは，
1

b2
=

1

c2
のときであるから， 1©より

b = c =
3

2
のとき，Sは最小値

27

8
をとる．

補足 b2と c2の相乗平均・調和平均の関係により

√
b2·c2 = 2

1

b2
+

1

c2

(等号が成立するのは b = cのとき)

これに
1

b2
+

1

c2
=

8

9
を代入すると bc = 9

4

解説 n個の正数 x1, x2, · · · , xnの相加平均A，相乗平均G，調和平均Hは

A =
x1 + x2 + · · ·+ xn

n

G = n
√
x1x2 · · · xn

1

H
=

1

n

(
1

x1

+
1

x2

+ · · ·+ 1

xn

)

A = Gが成り立つから 5，n個の整数
1

x1

,
1

x2

, · · · , 1

xn

の相加平均・相乗

平均の大小関係により

1

n

(
1

x1

+
1

x2

+ · · ·+ 1

xn

)
= n

√
1

x1

· 1
x2

· · · 1

xn

ゆえに
1

H
= 1

G

したがって A = G = H

なお，等号が成立するのは，x1 = x2 = · · · = xnのときに限る． �
5http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2002.pdf 3 を参照

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2002.pdf
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2 (1) 点Cは直線OBに関して点Aと反対側にあり，4OBCが正三角形である
から

z =
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
β =

(
1

2
+

√
3

2
i

)
(s+ ti)

=
s −

√
3t

2
+

√
3s + t

2
i

(2) 4α2 + β2 − 2αβ = 0より
(
β

α

)2

− 2

(
β

α

)
+ 4 = 0

2点A，Bの位置関係に注意してこれを解くと

β

α
= 1 +

√
3i = 2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
w = cos

π

3
+ i sin

π

3
とおくと，

β

α
= 2w，

z

β
= wより

β = 2wα = (1 +
√
3i)(2− i) = 2 +

√
3 + (−1 + 2

√
3)i

z = 2w2α = (−1 +
√
3i)(2− i) = −2 +

√
3 + (1 + 2

√
3)i

(3) (2)の結果から

z − α

β
=

2w2α− α

2wα

=
2w2 − 1

2w
=

1

2

(
2w − 1

w

)
=

1

2

{
2

(
1

2
+

√
3

2
i

)
−

(
1

2
−

√
3

2
i

)}
=

1

4
(1 + 3

√
3i)

　

O

y

x

B(β)

C(z)

A(α)

D
θ

上の図から，θ = arg
z − α

β
であるから

cos θ =
1√

12 + (3
√
3)2

=
1

2
√
7
=

√
7

14

�
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3 (1) f(x) = log2 x− x+ 1を微分すると

f ′(x) =
1

x log 2
− 1 =

1

log 2

(
1

x
− 1

log2 e

)
したがって，f(x)の増減表は

x (0) · · · log2 e · · ·
f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ 極大 ↘

極大値 f(log2 e) = log2(log2 e)− log2 e+ 1 = log2

(
2 log2 e

e

)
(2) (1)で示した増減表により，f(x) = 0の解の個数は高々2個．

f(1) = 0, f(2) = 0

よって，求める解は x = 1, 2

補足 log2 x− x+ 1 = 0の解は，y = log2 xと y = x− 1の交点の x座標．

凸関数のグラフと直線の共有点は高々2個．

(3) (1),(2)の結果から，求める面積は，右の図の
斜線部分で，その面積を Sとすると

S =

∫ 2

1

(
log x

log 2
− x+ 1

)
dx

=

[
x(log x− 1)

log 2
− 1

2
(x− 1)2

]2
1

=
3

2
−

1

log 2

　

O

y

x

y = f(x)

1 2

�
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4 (1) f(x) = x2 + xを微分すると f ′(x) = 2x+ 1

曲線 y = f(x)上の点 (t, f(t))における接線の方程式は

y − (t2 + t) = (2t+ 1)(x− t)

すなわち y = (2t+ 1)x− t2

これと直線 y = xの方程式から yを消去すると

(2t+ 1)x− t2 = x ゆえに 2t

(
x− 1

2
t

)
= 0

t = an
jとすると，an > 0のとき，t 6= 0であるから

x =
1

2
t すなわち an+1 =

1

2
an

j > 0

a1 = 2 > 0により，すべての自然数 nに対して an > 0

(2) an > 0より (n = 1)，an+1 =
1

2
an

jの両辺を 2を底とする対数をとると

log2 an+1 = log2
1

2
an

j ゆえに log2 an+1 = j log2 an − 1

bn = log2 an · · · 1©であるから bn+1 = jbn − 1

(3) b1 = log2 a1 = log2 2 = 1， 1©から an = 2bn · · · 2©

(i) j = 1のとき，(2)の結果から bn+1 = bn − 1

数列 {bn}は，初項 1，公差−1の等差数列であるから

bn = 1 + (−1)(n− 1) すなわち bn = 2− n

2©から an = 22−n

(ii) j = 2のとき，(2)の結果から bn+1 −
1

j − 1
= j

(
bn −

1

j − 1

)
数列

{
bn −

1

j − 1

}
は，初項 b1−

1

j − 1
，公比 jの等比数列であるから

bn −
1

j − 1
=

(
b1 −

1

j − 1

)
jn−1 すなわち bn =

(j − 2)jn−1 + 1

j − 1

2©から an = 2
(j−2)jn−1+1

j−1 �
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6.12 2018年 (理系)

出題分野 1 2 3 4

1 tを実数とする。空間の 4点A(1, 5, 0)，B(4, 2, 0)，C(t, 2t, t−1)，D(1, 6, 1)
について，∠BACが直角であるとき，以下の問いに答えよ。

(1) tの値を求めよ。

(2) DからA，B，Cを通る平面に垂線を下ろし，A，B，Cを通る平面との交
点をHとする。

−→
HDを求めよ。

(3) 四面体ABCDの体積を求めよ。

2 初項が 1である数列 {an}に対して Sn =
n∑

k=1

akとおく。{Sn}が

Sn+1 = 2Sn + n2 + 2n (n = 1)

をみたすとき，以下の問いに答えよ。

(1) a2，a3を求めよ。

(2) n = 2のとき，an+1を anと nを用いて表せ。

(3) n = 2のとき，anを nの式で表せ。

3 nを 2以上の自然数とする。区間 [0, 1]を n等分して，その両端と分点を順に
0 = x0, x1, x2, · · · , xn−1, xn = 1とする。関数 f(x) = ax2 + bx+ c (a > 0, b =
0, c > 0)に対して，区間 [xk−1, xk]を底辺とし，高さが f(xk)である長方形
の面積を Lk とする。ただし，k = 1, 2, · · · , nである。すべての nに対して

L1 + Ln =
10

n
+

8

n3
であるとき，以下の問いに答えよ。

(1) a，b，cを求めよ。

(2) lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

kLkを求めよ。

(3) lim
n→∞

1

n2

n∑
k=1

k2Lk を求めよ。

4 −3 5 x 5 0に対して，F (x) =

∫ x+3

x

√
3t2 + t3 dtとおく。以下の問いに答えよ。

(1) −3 < x < 0に対して，F ′(x) = 0の解を求めよ。

(2) F (x)の最小値を求めよ。
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解答例

1 (1) A(1, 5, 0)，B(4, 2, 0)，C(t, 2t, t− 1)より

−→
AB = (3,−3, 0),

−→
AC = (t− 1, 2t− 5, t− 1)

∠BAC = 90◦のとき，
−→
AB·

−→
AC = 0であるから

3(t− 1)− 3(2t− 5) + 0(t− 1) = 0 これを解いて t = 4

(2) (1)の結果から
−→
AB = (3,−3, 0)，

−→
AC = (3, 3, 3)

−→
AD = (1, 6, 1)− (1, 5, 0) = (0, 1, 1)

−→
ABと

−→
ACに垂直なベクトルの 1つを

~n = (1, 1,−2)

とおくと，
−→
HD = k~nであるから (kは実数)，

−→
AD =

−→
AH+

−→
HDより

−→
AD =

−→
AH+ k~n

~n⊥
−→
AHであるから ~n·

−→
AD = k|~n|2

したがって −1 = 6k ゆえに k = −1

6

よって
−→
HD = −1

6
~n =

(
−
1

6
,−

1

6
,
1

3

)
別解 (1)の結果から

−→
AB = (3,−3, 0)，

−→
AC = (3, 3, 3)

~e1 =

−→
AB

|
−→
AB|
，~e2 =

−→
AC

|
−→
AC|

とおくと，~e1⊥~e2であるから

−→
HD =

−→
AD− (

−→
AD·~e1)~e1 − (

−→
AD·~e2)~e2

=
−→
AD− (

−→
AD·

−→
AB)

|
−→
AB|2

−→
AB− (

−→
AD·

−→
AC)

|
−→
AC|2

−→
AC

−→
AD = (1, 6, 1)− (1, 5, 0) = (0, 1, 1)より

−→
AD·

−→
AB = −3，

−→
AD·

−→
AC = 6

また，|
−→
AB|2 = 18，|

−→
AC|2 = 27であるから

−→
HD = (0, 1, 1) +

1

6
(3,−3, 0)− 2

9
(3, 3, 3) =

(
−1

6
,−1

6
,
1

3

)
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(3) よって，求める四面体ABCDの体積は

1

3
4ABC·|

−→
HD| = 1

3
·1
2
|
−→
AB||

−→
AC||

−→
HD|

=
1

6
·3
√
2·3

√
3· 1√

6
=

3

2

別解 Dから平面ABCに下ろした垂線の長さを h，~e =
~n

|~n|
とおくと

h = |
−→
AD·~e| = 1√

6

よって，求める四面体ABCDの体積は

1

3
4ABC·h =

1

3
·1
2
|
−→
AB||

−→
AC|h =

3

2

補足 2つのベクトル~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3)が平行でないとき，

ベクトル
(a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

は，~aおよび~bに直交する．このベクトルを，~aと~bのベクトル積と言い，
~a ×~bで表す 6 ．本題において，

−→
AB = (3,−3, 0)，

−→
AC = (3, 3, 3)より

−→
AB×

−→
AC = (−9,−9, 18)

四面体ABCDの体積を V とすると

V =
1

6
|(
−→
AB×

−→
AC)·

−→
AD|

であるから，
−→
AD = (0, 1, 1)より

V =
1

6
|9| = 3

2

ベクトル積 (外積)は高校数学の範囲外であるが，検算として利用できる．

�

6http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2004.pdf (p.10を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2004.pdf
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2 (1) S1 = a1 = 1，Sn+1 = 2Sn + n2 + 2n · · · (∗)

(∗)に n = 1, 2を代入すると

S2 = 2S1 + 12 + 2·1 = 5

S3 = 2S2 + 22 + 2·2 = 18

よって a2 = S2 − S1 = 5− 1 = 4， a3 = S3 − S2 = 18− 5 = 13

(2) (∗)より Sn+1 = 2Sn + n2 + 2n

Sn = 2Sn−1 + (n− 1)2 + 2(n− 1)

上の 2式の辺々を引くと an+1 = 2an + 2n + 1

(3) 1次関数 f(n) = pn+ qが，すべての nについて，次式を満たすとき

f(n+ 1) = 2f(n) + 2n+ 1 · · · 1©

したがって p(n+ 1) + q = 2(pn+ q) + 2n+ 1

整理すると pn+ p+ q = (2p+ 2)n+ 2q + 1

上式は，nに関する恒等式であるから

p = 2p+ 2, p+ q = 2q + 1 これを解いて p = −2, q = −3

ゆえに f(n) = −2n− 3 · · · 2©

(2)の結果と 1©の辺々を引くと

an+1 − f(n+ 1) = 2{an − f(n)}

f(2) = −2·2− 3 = −7であるから，a2 − f(2) = 4− (−7) = 11より

an − f(n) = 11·2n−2 ゆえに an = 11·2n−2 + f(n)

これに 2©を代入して an = 11·2n−2 − 2n − 3 (n = 2) �
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3 (1) f(x) = ax2 + bx+ c，xk =
k

n
，Lk =

1

n
f(xk)より

L1 =
1

n
f

(
1

n

)
=

1

n

{
a

(
1

n

)2

+ b

(
1

n

)
+ c

}

=
1

n

(
a

n2
+

b

n
+ c

)
,

Ln =
1

n
f(1) =

1

n
(a+ b+ c)

したがって L1 + Ln =
1

n

(
a

n2
+

b

n
+ a+ b+ 2c

)
条件式から L1 + Ln =

1

n

(
8

n2
+ 10

)
上の 2式から a = 8, b = 0, a+ b+ 2c = 10 ゆえに c = 1

(2) kLk = k· 1
n
f

(
k

n

)
=

k

n
f

(
k

n

)
· · · (∗)

(1)の結果より，f(x) = 8x2 + 1であるから

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

kLk = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

k

n
f

(
k

n

)
=

∫ 1

0

xf(x) dx

=

∫ 1

0

x(8x2 + 1) dx =

[
2x4 +

x2

2

]1
0

=
5

2

(3) (∗)に k

n
を掛けると

k2

n
Lk =

(
k

n

)2

f

(
k

n

)

lim
n→∞

1

n2

n∑
k=1

k2Lk = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

k2

n
Lk = lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

(
k

n

)2

f

(
k

n

)
=

∫ 1

0

x2f(x) dx =

∫ 1

0

x2(8x2 + 1) dx

=

[
8

5
x5 +

x3

3

]1
0

=
29

15

�
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4 (1) f(t) =
√
3t2 + t3とおくと，F (x) =

∫ x+3

x

f(t) dtより (−3 5 x 5 0)

F ′(x) = f(x+ 3)− f(x) =
{f(x+ 3)}2 − {f(x)}2

f(x+ 3) + f(x)

=
3(x+ 3)2 + (x+ 3)3 − (3x2 + x3)

f(x+ 3) + f(x)
=

9(x+ 3)(x+ 2)

f(x+ 3) + f(x)

よって，−3 < x < 0における F ′(x) = 0の解は x = −2

(2) (1)で求めた F ′(x)により，F (x)の増減表は次のようになる．

x −3 · · · −2 · · · 0

F ′(x) − 0 +

F (x) ↘ 極小 ↗

f(x) = |x|
√
x+ 3，−3 5 x 5 0に注意して，F (x)を求める．

F (x) =

∫ 0

x

f(t) dt+

∫ x+3

0

f(t) dt

=

∫ x

0

t
√
t+ 3 dt+

∫ x+3

0

t
√
t+ 3 dt · · · 1©

まず
∫ x

0

t
√
t+ 3 dt =

∫ x

0

{(t+ 3)
3
2 − 3

√
t+ 3} dt

=

[
2

5
(t+ 3)

5
2 − 2(t+ 3)

3
2

]x
0

=

[
2

5
(t− 2)(t+ 3)

3
2

]x
0

=
2

5
(x− 2)(x+ 3)

3
2 +

12

5

√
3 · · · 2©

1©， 2©より

F (x) =
2

5
{(x− 2)(x+ 3)

3
2 + (x+ 1)(x+ 6)

3
2}+ 24

5

√
3

増減表から，求める最小値は

F (−2) =
2

5
(−4− 4

3
2 ) +

24

5

√
3 =

24

5
(
√
3 − 1)

�
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6.13 2019年 (理系)

出題分野 1 2 3 4

1 次の条件によって定められる数列 {an}がある。

a1 = 1, an+1 =
2

an
+ 1 (n = 1, 2, 3, · · · )

以下の問いに答えよ。

(1) 自然数 nに対して an 6= 2を示せ。

(2) bn =
3

an − 2
+ 1とおくとき，数列 {bn}の一般項を求めよ。

(3) 数列 {an}の一般項を求めよ。

(4) an >
5

2
を満たす自然数 nを求めよ。

2 1個のさいころを投げて，出た目の数を aとする。aが偶数のときは b =
1

2
a，a

が奇数のときは b =
1

2
(a+ 3)とする。以下の問いに答えよ。

(1) a > bとなる確率を求めよ。

(2) sin
π

5
> 0.5および cos

π

5
< 0.9を示せ。

(3) S = cos
π

a
+ sin

π

b
とおく。a > bであるとき，S < 1.7となる条件付き確

率を求めよ。

3 座標平面上の曲線C1 : y = x2 + 2ax− 2a+ 1およびC2 : y = x3 + 1を考える。
以下の問いに答えよ。

(1) 曲線C1と曲線C2の共有点がちょうど 2個になるような実数 aの値を求め
よ。ただし，a 6= 0とする。

(2) (1)で求めた aに対し，曲線C1と曲線C2で囲まれた部分を x軸の周りに
回転してできる立体の体積を求めよ。

4 座標平面上の曲線 y = x sin 3x+3x2
(
0 5 x 5 π

2

)
をCとする。曲線Cの接線

で原点を通るものを `とし，その接点の x座標を aとする。ただし，0 < a <
π

2
とする。以下の問いに答えよ。

(1) aの値を求めよ。

(2) 曲線Cと直線 `の共有点の座標をすべて求めよ。

(3) 曲線Cと直線 `で囲まれた部分の面積を求めよ。
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解答例

1 (1) a1 6= 2であるから，第m + 1項で初めて am+1 = 2になると仮定すると，

漸化式 an+1 =
2

an
+ 1 · · · (∗)に n = mを代入すると

2 =
2

am
+ 1 すなわち am = 2

第m項ですでに am = 2となり，矛盾を生じる．

よって，すべての自然数 nに対して an 6= 2

(2) bn =
3

an − 2
+ 1 · · · (∗∗)より bn =

an + 1

an − 2
これと (∗)により

an+1 + 1 =
2

an
+ 2 =

2(an + 1)

an

an+1 − 2 =
2

an
− 1 =

−(an − 2)

an

上の 2式から
an+1 + 1

an+1 − 2
= −2·an + 1

an − 2
すなわち bn+1 = −2bn

{bn}は初項 b1 =
a1 + 1

a1 − 2
=

1 + 1

1− 2
= −2，公比−2の等比数列であるから

bn = b1·(−2)n−1 = (−2)n

補足 {an}の特性方程式 x =
2

x
+1の解が 2,−1であるから，数列

{
an + 1

an − 2

}
は

等比数列である．

(3) (∗∗)より bn − 1 =
3

an − 2
ゆえに an − 2 =

3

bn − 1

上式および (2)の結果から an =
3

(−2)n − 1
+ 2

(4) (3)の結果を an >
5

2
に代入すると

3

(−2)n − 1
+ 2 >

5

2
ゆえに

3

(−2)n − 1
>

1

2
=

3

6

したがって 0 < (−2)n − 1 < 6 ゆえに 1 < (−2)n < 7

これを満たす自然数 nは n = 2
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分数漸化式

p，q，r 6= 0，sを定数とする漸化式

an+1 =
pan + q

ran + s
· · · (∗)

の一般項について，以下に述べる．
ps− qr = 0のとき，右辺は定数となるので，ps− qr 6= 0とする．
(∗)の特性方程式

x =
px+ q

rx+ s
すなわち rx2 + (s− p)x− q = 0 · · · (∗∗)

の解を α，βとすると

an+1 − α =
pan + q

ran + s
− pα + q

rα + s
=

(ps− qr)(an − α)

(rα + s)(ran + s)
· · · (∗ ∗ ∗)

an+1 − β =
(ps− qr)(an − β)

(rβ + s)(ran + s)

i) α 6= βのとき，上の 2式から

an+1 − β

an+1 − α
=

rα + s

rβ + s
·an − β

an − α

したがって
an − β

an − α
=

a1 − β

a1 − α

(
rα + s

rβ + s

)n−1

上式から，anが求まる．

ii) α = βのとき，(∗)の係数の係数について

(s− p)2 + 4rq = 0 ゆえに (p+ s)2 = 4(ps− qr) · · · 1©

また，αは (∗∗)の重解であるから

α =
p− s

2r
ゆえに rα + s =

1

2
(p+ s) · · · 2©

1©， 2©により，(∗ ∗ ∗)は

an+1 − α =
(ps− qr)(an − α)

(rα + s){r(an − α) + rα + s}

=
1
4
(p+ s)2(an − α)

1
2
(p+ s){r(an − α) + 1

2
(p+ s)}



644 第 6章 熊本大学

逆数をとると
1

an+1 − α
=

1

an − α
+

2r

p+ s

このとき，数列
{

1

an − α

}
は初項が

1

a1 − α
，公差が

2r

p+ s
の等差数列であるから

1

an − α
=

1

a1 − α
+

2r

p+ s
(n− 1)

これから，anが求まる．

例えば，大分大学 2001年の漸化式 7

a1 = 3, an+1 =
2an

3an + 5

の特性方程式 x =
2x

3x+ 5
の解が 0,−1であるから

an+1 + 1 =
5(an + 1)

3an + 5

したがって
an+1

an+1 + 1
=

2

5
· an
an + 1

ゆえに
an

an + 1
=

3

4

(
2

5

)n−1

よって an =
3·2n−1

4·5n−1 − 3·2n−1

次に，宮崎大学 2003年の漸化式 8

a1 =
q

p
(p > q > 0), an+1 =

1

2− an
(n = 1, 2, · · · )

の特性方程式 x =
1

2− x
，すなわち x2 − 2x+ 1 = 0は重解 1をもつから

1

an+1 − 1
=

1

an − 1
− 1

ゆえに
1

an − 1
=

1
q
p
− 1

− (n− 1) よって an =
(n− 1)p− (n− 2)q

np− (n− 1)q
�

7http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita 2001.pdf 1
8http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki 2003.pdf 12

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2001.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2003.pdf


6.13. 2019年 (理系) 645

2 (1) aに対する bの値は，次のようになる．

a 1 2 3 4 5 6

b 2 1 3 2 4 3

このとき，a > bとなるのは，次の 4通り

a 2 4 5 6

b 1 2 4 3

よって，求める確率は
4

6
=

2

3

(2) sin
π

5
> sin

π

6
=

1

2
より sin

π

5
> 0.5

cos
π

5
< cos

π

6
=

√
3

2
=

√
3

4
<

√
0.81 = 0.9 ゆえに cos

π

5
< 0.9

(3) cos
π

4
= sin

π

4
=

1√
2
=

√
0.5,

√
0.49 <

√
0.5 <

√
0.64より

0.7 < cos
π

4
= sin

π

4
< 0.8

(2)および上の結果に注意すると，a < bとなる (a, b)について

(a, b) = (2, 1)のとき S = cos
π

2
+ sin π = 0 < 1.7

(a, b) = (4, 2)のとき S = cos
π

4
+ sin

π

2
> 0.7 + 1 = 1.7

(a, b) = (5, 4)のとき S = cos
π

5
+ sin

π

4
< 0.9 + 0.8 = 1.7

(a, b) = (6, 3)のとき S = cos
π

6
+ sin

π

3
=

√
3 >

√
1.72 = 1.7

よって，求める条件付き確率は
2

4
=

1

2

補足 a < bである事象をX，S < 1.7である事象を Y とすると

PX(Y ) =
P (X ∩ Y )

P (X)
=

2
6
4
6

=
1

2

(a, b) = (1, 2)のとき S = cos π + sin
π

2
= 0 < 1.7

(a, b) = (3, 3)のとき S = cos
π

3
+ sin

π

3
=

1

2
+

√
3

2
< 1.7

P (Y ) =
4

6
より，PX(Y ) 6= P (Y )であるから，Xと Y は独立ではない．�
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3 (1) C1 : y = x2 + 2ax− 2a+ 1とC2 : y = x3 + 1から yを消去すると

x3 + 1 = x2 + 2ax− 2a+ 1 ゆえに (x− 1)(x2 − 2a) = 0 · · · (∗)

C1とC2の共有点がちょうど 2個のとき，方程式 (∗)の実数解は 2個ある．

a 6= 0より，x2 − 2a = 0は重解をもたないから，方程式 x2 − 2a = 0は
x = 1 を解にもつ．したがって

12 − 2a = 0 ゆえに a =
1

2

これを (∗)に代入すると (x− 1)2(x+ 1) = 0

これは，条件を満たすから a =
1

2

(2) (1)の結果から C1 : y = x2 + x

|x3 + 1|2 − |x2 + x|2

=(x3 + 1)2 − (x2 + x)2

=(x3 + x2 + x+ 1)(x3 − x2 − x+ 1)

=(x+ 1)2(x− 1)2(x2 + 1) = 0

したがって |x3 + 1| = |x2 + x|

　

O

y

x

2

1
−1

1

C1 C2

求める回転体の体積は，右の図の斜線部分を x軸のまわりに 1回転させた
ものであるから，その体積を V とすると

V

π
=

∫ 1

−1

(x3 + 1)2 dx−
∫ 1

0

(x2 + x)2 dx

=

∫ 1

−1

(x6 + 2x3 + 1) dx−
∫ 1

0

(x4 + 2x3 + x2) dx

= 2

∫ 1

0

(x6 + 1) dx−
∫ 1

0

(x4 + 2x3 + x2) dx

=

∫ 1

0

(2x6 − x4 − 2x3 − x2 + 2) dx

=

[
2

7
x7 − 1

5
x5 − 1

2
x4 − 1

3
x3 + 2x

]1
0

=
263

210

よって V =
263

210
π �
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4 (1) y = x sin 3x+ 3x2を微分すると y′ = sin 3x+ 3x cos 3x+ 6x

C上の x座標が aである点における接線の方程式は

y − (a sin 3a+ 3a2) = (sin 3a+ 3a cos 3a+ 6a)(x− a)

すなわち y = (sin 3a+ 3a cos 3a+ 6a)x− 3a2(1 + cos 3a) · · · 1©

これが原点を通るから −3a2(1 + cos 3a) = 0

0 < a <
π

2
より，0 < 3a <

3

2
πであるから

3a = π よって a =
π

3

(2) (1)の結果を 1©に代入することにより ` : y = πx

Cと `の共有点の x座標は

x sin 3x+ 3x2 = πx すなわち x(π − sin 3x− 3x) = 0 · · · (∗)

f(x) = π − sin 3x− 3x
(
0 5 x 5 π

2

)
とおくと

f ′(x) = −3 cos 3x− 3 = −3(1 + cos 3x) 5 0

したがって，f(x)は単調減少であり，

f(0) = π > 0, f
(π
3

)
= 0, f

(π
2

)
= 1− π

2
< 0

であるから，方程式 (∗)の解は x = 0,
π

3

よって，求める共有点の座標は (0, 0),

(
π

3
,
π2

3

)
(3) (2)の結果から，0 5 x 5 π

3
において，x(π− sin 3x− 3x) = 0であるから，

求める面積を Sとすると

S =

∫ π
3

0

x(π − sin 3x− 3x) dx

= 3

∫ π
3

0

x
(π
3
− x
)
dx−

∫ π
3

0

x sin 3x dx

=
3

6

(π
3

)3
+

[
x

3
cos 3x− 1

9
sin 3x

]π
3

0

=
π3

54
−

π

9

�
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6.14 2020年 (理系)

出題分野 1 2 3 4

1 以下の問いに答えよ。

(1) xが自然数のとき，x2を 5で割ったときの余りは 0，1，4のいずれかであ
ることを示せ。

(2) 自然数 x，y，zが x2 + 5y = 2z2を満たすとき，x，y，zはすべて 5の倍
数であることを示せ。

(3) x2 + 5y2 = 2z2を満たす自然数 x，y，zの組は存在しないことを示せ。

2 α，βを複素数とし，複素数平面上の点O(0)，A(α)，B(β)，C(|α|2)，D(αβ)を
考える．3点O，A，Bは三角形をなすとする。また，複素数 zに対し，Im(z)

によって zの虚部を表すことにする。以下の問いに答えよ。

(1) 4OABの面積を S1，4OCDの面積を S2とするとき，
S2

S1

を求めよ。

(2) 4OABの面積 S1は
1

2
|Im(αβ)|で与えられることを示せ。

(3) 実数 a，bに対し，複素数 zを z = a+ biで定める。1 5 a 5 2，1 5 b 5 3

のとき，3点O(0)，P(z)，Q

(
1

z

)
を頂点とする4OPQの面積の最大値と

最小値を求めよ。

3 0 < t <
π

2
のとき，曲線 y =

1

cos2 x

(
0 5 x <

π

2

)
，x軸，y軸および直線 x = t

で囲まれた図形を y軸のまわりに 1回転してできる立体の体積を V (t)とする。
以下の問いに答えよ。

(1) 0 < a < b <
π

2
のとき，

π(b2 − a2)
1

cos2 a
5 V (b)− V (a) 5 π(b2 − a2)

1

cos2 b

を示せ。

(2) (1)の不等式を用いて，
d

dt
V (t) = 2πt

1

cos2 t
を示せ。

(3) V
(π
3

)
を求めよ。
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4 正の実数 tに対し，座標平面上の 2点F(t, 0)，F′(3t, 0)からの距離の和が 2
√
2t

であるような点Pの軌跡をCとする。直線 y = x− 1を `とする。以下の問い
に答えよ。

(1) Cと `が相異なる 2つの共有点をもつような tの範囲を求めよ。

(2) tが (1)で求めた範囲を動くとき，Cと `の 2つの共有点および原点Oを
頂点とする三角形の面積の最大値を求めよ。
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解答例

1 (1) 法 5について

x ≡ 0 のとき x2 ≡ 0 (mod 5)

x ≡ 1 のとき x2 ≡ 1 (mod 5)

x ≡ 2 のとき x2 ≡ 4 (mod 5)

x ≡ 3 のとき x2 ≡ 9 ≡ 4 (mod 5)

x ≡ 4 のとき x2 ≡ 16 ≡ 1 (mod 5)

よって，題意は成立する．

(2) x2 + 5y = 2z2より，法 5について

(∗) x2 ≡ 2z2 (mod 5)

(1)の結果から，(∗)の左辺は法 5について，0，1，4のいずれかに等しい．
一方，右辺は 0，2，8 ≡ 3 (mod 5)のいずれかに等しい．

したがって，x2 ≡ 0, 2z2 ≡ 0 (mod 5)，すなわち，x ≡ z ≡ 0 (mod 5)

x = 5x′, z = 5z′ (x′, z′は整数)を x2 + 5y = 2z2に代入すると

(5x′)2 + 5y = 2(5z′)2 ゆえに y = 5(2z′2 − x′2)

y ≡ 0 (mod 5)であるから，x，y，zはすべて 5の倍数である．

(3) x2 + 5y2 = 2z2を満たす自然数 x，y，zが存在し，これら 3数の最大公約
数が 1であるものを仮定する．

x2 + 5y2 = 2z2より，法 5について

(∗) x2 ≡ 2z2 (mod 5)

(1)の結果から，(∗)の左辺は法 5について，0，1，4のいずれかに等しい．
一方，右辺は 0，2，8 ≡ 3 (mod 5)のいずれかに等しい．

したがって，x2 ≡ 0, 2z2 ≡ 0 (mod 5)，すなわち，x ≡ z ≡ 0 (mod 5)

x = 5x′, z = 5z′ (x′, z′は整数)を x2 + 5y2 = 2z2に代入すると

(5x′)2 + 5y2 = 2(5z′)2 ゆえに y2 = 5(2z′2 − x′2)

y2 ≡ 0 (mod 5)より，y ≡ 0 (mod 5)であるから，x, y, zが 5を共通因
数にもつことになり，仮定に反する．よって，題意は証明された． �
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2 (1) 2点C(|α|2)，D(αβ)は，それぞれ2点
A(α)，B(β)を原点を中心に |α|倍の
相似拡大，さらに原点を中心に argα

だけ回転 (× α
|α|)したものであるから

S2

S1

=
4OCD

4OAB
= |α|2

　

O

Im

Re

A(α)
B(β)

A′(|α|α)
B′(|α|β)

C(|α|2)

D(αβ)Im(αβ)

(2) 4OCDの底辺を |α|2，高さを |Im(αβ)| とみると S2 =
1

2
|α|2|Im(αβ)|

(1)の結果から S1 =
1

|α|2
S2 よって S1 =

1

|α|2
·1
2
|α|2|Im(αβ)| = 1

2
|Im(αβ)|

別解 θ = ∠α0βとすると cos θ + i sin θ =

β

|β|
α

|α|
=

|α|
|β|

·β
α

=
|α|
|β|

·αβ
αα

=
αβ

|α||β|

sin θ =
Im(αβ)

|α||β|
であるから S1 =

1

2
|α||β|| sin θ| = 1

2
|Im(αβ)|

(3) (2)の結果から，3点O(0)，P(z)，Q

(
1

z

)
を頂点とする三角形の面積は

4OPQ =
1

2

∣∣∣∣Im(z·1z
)∣∣∣∣ = 1

2

∣∣∣∣Im(z

z

)∣∣∣∣
z = a+ bi (1 5 a 5 2, 1 5 b 5 3)であるから

z

z
=

a− bi

a+ bi
=

(a− bi)2

a2 + b2
=

a2 − b2

a2 + b2
− 2ab

a2 + b2
i,

1

2

∣∣∣∣Im(z

z

)∣∣∣∣ = 1

2

∣∣∣∣− 2ab

a2 + b2

∣∣∣∣ = ab

a2 + b2
=

b
a

1 +
(
b
a

)2
b

a
= u，4OPQ = S(u)とおくと S(u) =

u

1 + u2

(
1

2
5 u 5 3

)

ゆえに S ′(u) =
1− u2

(1 + u2)2

u 1
2

· · · 1 · · · 3

S ′(u) + 0 −
S(u) 2

5
↗ 1

2
↘ 3

10

よって 最大値
1

2
，最小値

3

10
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別解 Im

(
z

z

)
= −Im

(z
z

)
であるから

4OPQ =
1

2

∣∣∣Im(z
z

)∣∣∣
θ = arg(z)，w =

z

z
とすると

w =
∣∣∣z
z

∣∣∣ = |z|
|z|

= 1,

arg(w) = arg
(z
z

)
= arg(z)− arg(z)

= θ − (−θ) = 2θ

　

P(z)

O

Im

Re
θ

1 2

1

3

P′(w)

点P′(w)は，点P(z)から単位円周上の点P′への写像で，その偏角について

arg(w) = 2 arg(z)

が成立する．z = a + bi (1 5 a 5 2, 1 5 b 5 3)より，θ = arg(z)のとり
得る値の範囲を θ1 5 θ 5 θ2とすると，上の図から

tan θ1 =
1

2
, tan θ2 = 3

(
0 < θ1 <

π

4
< θ2 <

π

2

)
したがって 4OPQ =

1

2
sin 2θ · · · (∗)

このとき sin 2θ1 =
2 tan θ1

1 + tan2 θ1
=

4

5
, sin 2θ2 =

2 tan θ2
1 + tan2 θ2

=
3

5

(∗)より，4OPQは，θ =
π

4
のとき，最大値

1

2
，

θ = θ2のとき，最小値
3

10
�
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3 (1) 曲線 y =
1

cos2 x

(
0 5 x <

π

2

)
が x軸と区間

a 5 x 5 bにおいて囲まれた斜線部分を y軸
のまわりに 1回転してできる立体の体積は

V (b)− V (a)

右の図の長方形ABCD，長方形ABEFを y

軸のまわりに 1回転してできる立体の体積
をそれぞれ V1，V2とすると

　

O

y

xa b

1

1
cos2 a

1
cos2 b

A B

E
F

C
D

V1 = πb2· 1

cos2 a
− πa2· 1

cos2 a
= π(b2 − a2)

1

cos2 a

V2 = πb2· 1

cos2 b
− πa2· 1

cos2 b
= π(b2 − a2)

1

cos2 b

V1 5 V (b)− V (a) 5 V2であるから

π(b2 − a2)
1

cos2 a
5 V (b)− V (a) 5 π(b2 − a2)

1

cos2 b

(2) (1)の結果から，0 < a < b <
π

2
に注意して

π(b+ a)
1

cos2 a
5 V (b)− V (a)

b− a
5 π(b+ a)

1

cos2 b
· · · (∗)

0 < t <
π

2
，0 < u <

π

2
に対して，(∗)より

0 < t < u <
π

2
のとき

π(u+ t)
1

cos2 t
5 V (u)− V (t)

u− t
5 π(u+ t)

1

cos2 u
· · · 1©

0 < u < t <
π

2
のとき

π(u+ t)
1

cos2 u
5 V (u)− V (t)

u− t
5 π(u+ t)

1

cos2 t
· · · 2©

lim
u→t

π(u+ t)
1

cos2 u
= 2πt

1

cos2 t
· · · 3©，lim

u→t
π(u+ t)

1

cos2 t
= 2πt

1

cos2 t
· · · 4©

1©～ 4©から， d

dt
V (t) = lim

u→t

f(u)− f(t)

u− t
は，はさみうちの原理により

d

dt
V (t) = 2πt

1

cos2 t
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(3) (2)の結果を利用すると

V
(π
3

)
= 2π

∫ π
3

0

x

cos2 x
dx = 2π

∫ π
3

0

x(tanx)′ dx

= 2π

[
x tanx+ log cos x

]π
3

0

= 2π

(
π
√
3
− log 2

)

バウムクーヘン型求積法� �
a 5 x 5 bの範囲で f(x) = 0のとき，y = f(x)のグラフと x軸および
2直線 x = a，x = bで囲まれた部分を y軸のまわりに 1回転してでき
る立体の体積 V は

V = 2π

∫ b

a

xf(x) dx

� �
補足 バウムクーヘン型求積法は，教科書では扱っていないが，問題集・参考書

では重要公式として扱われている．熊大ではバウムクーヘン型求積法を用
いる出題が目立ち，近年だけでも 2014年 (理系)，2016年 (理系・医医)で
出題されている．2016年では理系・医医の共通問題として出題され，理系
の 5割，医医の 7割の受験生がバウムクーヘン型求積法を用いて解答した
そうである (熊大入試連絡会)．本題 (3)は多くの受験生が，(1)，(2)の出
来と関係なく独立して解答できたものと予想される．勿論，教科書にない
公式 (バウムクーヘン型求積法)であるからということで減点されること
はなかったそうである．熊大は発展的な解法に対しても寛大である．2018

年の空間のベクトルで四面体の体積をベクトル積 (外積)を用いた解答に
ついても間違っていなかっため，正解として減点されることはなかったそ
うである (熊大入試連絡会)．2020年文系でも外積を用いることができる
問題が出題された．2020年文系 4番の解答にベクトル積 (外積)に関する
解説を行っている． �
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4 (1) 2点 F(t, 0)，F′(3t, 0)からの距離
の和が一定である点 Pの描く軌跡
Cは楕円で，その中心は (2t, 0)で
ある．楕円Cの直軸の長さを2a，短
軸の長さを 2bとすると (a > b > 0)

2a = 2
√
2t,

√
a2 − b2 =

1

2
FF′ = t

これを解いて a =
√
2t，b = t

　

F F′

2tt 3tO

y

x

t

−t
−1

C

`

(2+
√
2)t

(2−
√
2)t

1

H
A

B

β
α

したがって，楕円Cの方程式は
(x− 2t)2

2t2
+

y2

t2
= 1

これと直線 ` : y = x− 1の方程式から yを消去すると

(x− 2t)2

2t2
+
(x− 1)2

t2
= 1 ゆえに 3x2−4(t+1)x+2(t2+1) = 0 · · · (∗)

Cと `が相異なる 2つの共有点をもつとき，(∗)の係数について

D/4 = {−2(t+ 1)}2 − 3·2(t2 + 1) = −2(t2 − 4t+ 1) > 0

これを解いて 2 −
√
3 < t < 2 +

√
3

(2) 2次方程式 (∗)の解を α, βとすると (α < β)

β − α =
2(t+ 1) +

√
D/4

3
−

2(t+ 1)−
√

D/4

3

=
2
√
D/4

3
=

2

3

√
−2(t2 − 4t+ 1)

Cと `の 2つの交点A(α, α− 1)，B(β, β − 1)を結ぶ線分の長さは

AB =
√
2(β − α) =

2
√
2

3

√
−2(t2 − 4t+ 1)

原点Oから直線 ` : x− y − 1 = 0に垂線OHを引くと

OH =
| − 1|√

12 + (−1)2
=

1√
2

4OABの面積を Sとすると

S =
1

2
AB·OH =

1

2
·2
√
2

3

√
−2(t2 − 4t+ 1)· 1√

2

=
1

3

√
−2(t2 − 4t+ 1) =

1

3

√
−2(t− 2)2 + 6

(1)の結果に注意して，t = 2のとき，最大値

√
6

3
をとる． �
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6.15 2021年 (理系)

出題分野 1 2 3 4

1 空間の点Oを通らない平面 αをとる。α上の 3点A，B，Cは三角形をなすと

し，
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとおく。直線 `は媒介変数 tを用いて

1

3
(~b+ 2~c) +

t

3
(2~a−~b−~c)

と表されるとする。

(1) `は平面 α上にあることを示せ。

(2) 4ABCの各辺と直線 `との交点の個数をそれぞれ求めよ。また，交点が
ある場合，各交点Xについて，

−→
OXを~a，~b，~cを用いてそれぞれ表せ。

(3) A，Bの中点をDとし，
−→
OE = 2

−→
ODとなる点 Eを考える。点Oと `上の

点Yを通る直線は 2点E，Cを通る直線と交点をもつとし，その交点をF

とする。このとき，
−→
OFを~a，~b，~c を用いて表せ。

2 曲線C : y = x3 − 2x2 + x上に点P1(2, 2)がある。自然数 n (n = 1, 2, 3, · · · )に
対して点 Pnから点 Pn+1 を次のように定める。

点 Pnを接点とするCの接線を `nとし，Cと `nの共有点のうち，

Pnと異なるものを Pn+1とする。

点 Pnの x座標を anとする。

(1) P2の座標を求めよ。

(2) 接線 `nの傾きおよび y切片をそれぞれ anを用いて表せ。

(3) 数列 {an}の一般項を求めよ。
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3 複素数wは実部，虚部ともに正であるとする。相異なる複素数 α，β，γは

{(w + 2)α}2 + (wβ)2 − (2γ)2 = 4(w + 2)α2 + 2w2αβ − 8αγ

を満たすとする。α，β，γを表す複素数平面上の点をそれぞれA，B，Cとする。

(1)

(
γ − α

β − α

)2

をwを用いて表せ。

(2) 4ABCが正三角形であるときのwの値を求めよ。

(3) 4ABCが正三角形であるとする。w = αかつ4ABCの重心が点
w2

2
であ

るとき，βと γの値を求めよ。

4 次の問いに答えよ。

(1) 0 5 x 5 πのとき，sin x = sin 2xの解を求めよ。

(2)

∫ 2π

0

| sinx− sin 2x| dxを求めよ。

(3) nを正の整数とするとき，定積分
∫ 2π

0

| sinnx− sin 2nx| dxを求めよ。

(4) cを正の数とするとき， lim
n→∞

∫ c

0

| sinnx− sin 2nx| dxを求めよ。
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解答例

1 (1) `上の点Xについて

−→
OX =

1

3
(~b+ 2~c) +

t

3
(2~a−~b−~c) =

2t

3
~a+

(
1

3
− t

3

)
~b+

(
2

3
− t

3

)
~c

このとき，~a，~b，~cの係数の和は

2t

3
+

(
1

3
− t

3

)
+

(
2

3
− t

3

)
= 1

よって，`は平面 α上の点である．

(2)
−→
OXの~a，~b，~cの係数が 0となる点を
それぞれX1, X2, X3とすると

−−→
OX1 =

~b + 2~c

3
,

−−→
OX2 =

2~a +~c

3
,

−−→
OX3 =

4~a−~b

3

直線 `と4ABCの各辺との交点の個数
について，辺BC上はX1の1個，辺CA

上はX2の 1個，辺AB上は 0個．

　

F C(~c)

A(~a)
B(~b)

E
`

D

O

Y

M

α

X2
G

2

1

X1

X3

1

2

Z

(3) YはCD上の点であるから
−→
CY = s

−→
CD =

s

2
(
−→
CA+

−→
CB) (sは実数)

−→
CA =

3

2

−−→
CX2，

−→
CB = 3

−−→
CX1 を代入すると

−→
CY =

3s

4

−−→
CX2 +

3s

2

−−→
CX1

Yは直線X1X2上の点であるから
3s

4
+

3s

2
= 1

これを解いて s =
4

9
すなわち CY : YD = 4 : 5 · · · 1©

−→
OZ = 2

−→
OYとなる点 Zをとると，条件から

4OYD 4OZE, YD : ZE = 1 : 2 · · · 2©

1©， 2©および4CYF 4EZFより CF : FE = CY : ZE = 2 : 5

このとき，
−→
OC = ~c，

−→
OE = 2

−→
OD = ~a+~b であるから

−→
OF =

5
−→
OC+ 2

−→
OE

2 + 5
=

5~c+ 2(~a+~b)

7
=

1

7
(2~a + 2~b + 5~c)
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別解 X3は線分ABを 1 : 4に外分する点，DはABの中点であるから

X3A : AB = 1 : 3 ゆえに X3A : AD = 2 : 3

4CADと直線 `について，メネラウスの定理を適用すると

CX2

X2A
·AX3

X3D
·DY
YC

= 1 ゆえに
2

1
·2
5
·DY
YC

= 1

したがって CY : YD = 4 : 5 (以下同様)

別解 `上の点Yについて，
−→
OY =

1

3
(~b+ 2~c) +

t

3
(2~a−~b−~c)，

−→
OC = ~cより

−→
CY =

−→
OY −

−→
OC =

1

3
(~b+ 2~c) +

t

3
(2~a−~b−~c)−~c

=
1

3
(~b−~c) +

t

3
{2(~a−~c)− (~b−~c)}

=
1

3

−→
CB +

t

3
(2
−→
CA−

−→
CB) =

2t

3

−→
CA+

(
1

3
− t

3

)−→
CB

−→
CYは

−→
CD =

1

2
(
−→
CA+

−→
CB)と平行であるから

2t

3
=

1

3
− t

3
これを解いて t =

1

3

−→
CY =

2

9
(
−→
CA+

−→
CB) =

4

9

−→
CD すなわち CY : YD = 4 : 5 (以下同様)

補足 直線 `について
−→
OX =

1

3
(~b+ 2~c) +

t

3
(2~a−~b−~c)

BCの中点をMとすると，この直線の方向ベクトル 2~a−~b−~cは

2~a−~b−~c = −{(~b− ~a) + (~c− ~a)} = −(
−→
AB +

−→
AC) = −2

−−→
AM

したがって，`は中線AMと平行である．

2つの中線AMとCDの交点Gは4ABCの重心であるから

CG : GD = 2 : 1

`//AMであるから CY : YG = CX2 : X2A = 2 : 1

CD : CY = 1 :

(
2

3

)2

= 9 : 4 ゆえに CY : YD = 4 : 5

�
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2 (1) f(x) = x3 − 2x2 + xとおくと f ′(x) = 3x2 − 4x+ 1

曲線C : y = f(x)上の点 (t, f(t))における接線を `とすると

y − (t3 − 2t2 + t) = (3t2 − 4t+ 1)(x− t)

整理すると ` : y = (3t2 − 4t+ 1)x− 2t3 + 2t2

Cと `の共有点の x座標は

x3 − 2x2 + x = (3t2 − 4t+ 1)x− 2t3 + 2t2

整理すると (x− t)2(x+ 2t− 2) = 0 ゆえに x = t,−2t+ 2

したがって，Cと `の共有点で点 (t, f(f))と異なる点は

(−2t+ 2, f(−2t+ 2)) (∗)

点 P1(2, f(2))のとき

P2(−2, f(−2)) すなわち P2(−2,−18)

(2) `nは `の方程式において，t = anとすればよいから

`n : y = (3an
2 − 4an + 1)x− 2an

3 + 2an
2

よって，`nの傾き 3an
2 − 4an + 1，y切片−2an

3 + 2an
2

(3) P1(2, 2)および (∗)から，a1 = 2

an+1 = −2an + 2 ゆえに an+1 −
2

3
= −2

(
an −

2

3

)

したがって an−
2

3
=

(
a1 −

2

3

)
(−2)n−1 よって an =

4

3
(−2)n−1 +

2

3

補足 3次関数 C : y = f(x)のグラフ上の点
Pn(an, f(an))における接線 `nとする．
Cと `nの共有点のうち，Pnと異なるも
のをPn+1(an+1, f(an+1))とし，Cの変
曲点の x座標を cとすると

an+1 − c = −2(an − c)

が成立する．

　

Pn

Pn+1

Pn−1

`n−1 `n
C

c anan−1

an+1

x

�
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3 (1) {(w + 2)α}2 + (wβ)2 − (2γ)2 = 4(w + 2)α2 + 2w2αβ − 8αγ

これをwについて整理すると

w2(α2 − 2αβ + β2) = 4(γ2 − 2γα + α2)

w2(β − α)2 = 4(γ − α)2

α, β, γは相異なる複素数であるから(
γ − α

β − α

)2

=
w2

4

(2) (1)の結果から
γ − α

β − α
= ±w

2

wの実部，虚部はともに正であるから 0 < argw <
π

2

(i)
γ − α

β − α
=

w

2
のとき arg

(
γ − α

β − α

)
= arg

(w
2

)
= argw

0 < arg

(
γ − α

β − α

)
<

π

2

(ii)
γ − α

β − α
= −w

2
のとき arg

(
γ − α

β − α

)
= arg

(
−w

2

)
= argw + π

π < arg

(
γ − α

β − α

)
<

3

2
π

4ABCが正三角形であるとき∣∣∣∣γ − α

β − α

∣∣∣∣ = 1 かつ arg

(
γ − α

β − α

)
=

π

3
,
5

3
π

arg

(
γ − α

β − α

)
=

5

3
πは，(i)，(ii)ともに満たさない．

arg

(
γ − α

β − α

)
=

π

3
は (i)を満たし，このとき

∣∣∣w
2

∣∣∣ = ∣∣∣∣γ − α

β − α

∣∣∣∣ = 1 かつ arg
(w
2

)
= arg

(
γ − α

β − α

)
=

π

3

したがって (∗) w

2
= cos

π

3
+ i sin

π

3
よって w = 1 +

√
3i
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(3) (∗)より

α = 2·w
2
= 2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
= 1 +

√
3i

w2

2
= 2

(w
2

)2
= 2

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)
= −1 +

√
3i

BCの中点をMとすると M(−2 +
√
3i)

　

O

y

x

A

B

M

C

G

1−1

√
3

−2

2
√
3

AM = 3より BM = CM =
√
3 よって β = −2 + 2

√
3i, γ = −2

�

4 (1) sinx = sin 2xより

sinx = 2 sin x cos x ゆえに sinx(1− 2 cos x) = 0

0 5 x 5 πのとき，これを解くと x = 0,
π

3
, π

(2) f(x) = sinx− sin 2xとし，I =

∫ π

0

|f(x)| dxとおくと

I =

∫ 2π

0

|f(x)| dx =

∫ π

0

|f(x)| dx+

∫ 2π

π

|f(x)| dx

∫ 2π

π

|f(x)| dxについて，x = 2π − u とおくと

dx

du
= −1

x π −→ 2π

u π −→ 0

f(2π − x) = sin(2π − x)− sin 2(2π − x)

= − sinx+ sin 2x = −f(x)

∫ 2π

π

|f(x)| dx =

∫ 0

π

|f(2π − u)| (−1)du

=

∫ π

0

|f(u)| du =

∫ π

0

|f(x)| dx

したがって

I = 2

∫ π

0

|f(x)| dx
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f(x) = sinx(1− 2 cos x)より |f(x)| =

{
−f(x) (0 5 x 5 π

3
)

f(x) (π
3
5 x 5 π)

f(x)の原始関数の 1つを F (x) = − cos x+
1

2
cos 2xとおくと

I

2
= −

∫ π
3

0

f(x) dx+

∫ π

π
3

f(x) dx = −
[
F (x)

]π
3

0

+

[
F (x)

]π
π
3

= F (0)− 2F
(π
3

)
+ F (π) = −1

2
− 2

(
−3

4

)
+

3

2
=

5

2

よって I = 2× 5

2
= 5

(3) In =

∫ 2π

0

| sinnx− sin 2nx| dxとおく．

t = nxとすると
dt

dx
= n

x 0 −→ 2π

t 0 −→ 2nπ

In =

∫ 2nπ

0

| sin t− sin 2t| 1
n
dt =

1

n

∫ 2nπ

0

| sinx− sin 2x| dx (∗)

f(x)は周期 2πの周期関数であるから，(2)の結果を用いて

In =
1

n

∫ 2nπ

0

|f(x)| dx =
1

n
·n
∫ 2π

0

|f(x)| dx

=

∫ 2π

0

|f(x)| dx = I = 5
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(4) Jn =

∫ c

0

| sinnx− sin 2nx|とおく．

t = nxとすると
dt

dx
= n

x 0 −→ c

t 0 −→ nc

Jn =

∫ nc

0

| sin t− sin 2t| 1
n
dt =

1

n

∫ nc

0

|f(t)| dt = 1

n

∫ nc

0

|f(x)| dx

nc

2π
以下の最大の整数をN とすると

(∗∗) N 5 nc

2π
< N + 1 ゆえに 2Nπ 5 nc < 2(N + 1)π

(∗)および (2)の結果により，IN =
1

N

∫ 2Nπ

0

|f(x)| dx = 5であるから

∫ 2Nπ

0

|f(x)| dx = 5N

したがって

1

n

∫ 2Nπ

0

|f(x)| dx 5 1

n

∫ nc

0

|f(x)| dx <
1

n

∫ 2(N+1)π

0

|f(x)| dx

1

n
·5N 5 Jn <

1

n
·5(N + 1)

(∗∗)より nc

2π
− 1 < N，N + 1 5 nc

2π
+ 1であるから

5

n

(nc
2π

− 1
)
< Jn <

5

n

(nc
2π

+ 1
)

5c

2π
− 5

n
< Jn <

5c

2π
+

5

n

このとき lim
n→∞

(
5c

2π
− 5

n

)
=

5c

2π
, lim

n→∞

(
5c

2π
+

5

n

)
=

5c

2π

よって，はさみうちの原理により lim
n→∞

Jn =
5c

2π
�
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6.16 2022年 (理系)

出題分野 1 2 3 4

1 aを実数とし，座標空間の点P1(a, 0, 0)，P2(a+1, 0, 0)，Q(0, 1, 0)，R(0, 0, 3)
を考える。G1，G2をそれぞれ4P1QR，4P2QRの重心とする。以下の問いに
答えよ。

(1) P1，P2を通る直線と，G1，G2を通る直線は平行であることを示せ。

(2) 四角形 P1P2G2G1の面積を求めよ。

(3) 四角形 P1P2G2G1を底面とする四角錐Q-P1P2G2G1の体積を求めよ。

2 袋の中に赤玉 2個と白玉 2個の合計 4個の玉が入っている。AとBの 2人で次
のルールに従ってゲームをする。

• A，Bの順で繰り返しプレイヤーになる。

• プレイヤーは袋から玉を同時に 2個取り出す。取り出した玉の色が同じな
らば，プレイヤーの勝利とする。取り出した玉の色が異なるならば，それ
らを袋に戻してよくかき混ぜ，プレイヤーを交替する。

• Aが勝利するか，Aが勝利せずに Aの後に Bがプレイヤーになり，Bが
勝利するか，Bが勝利せずにプレイヤーを交替することによって 1巡が終
了する。

• 勝者が決まるとゲームは終了する。

以下の問いに答えよ。

(1) Bが 1巡目で勝者になる確率を求めよ。

(2) N を自然数とし，N 巡目以内に Bが勝者になる確率を pN とする。pN >

0.396となるNの最小値を求めよ。ただし，log2 3 = 1.585，log2 5 = 2.322

とする。

(3) N を自然数とする。N 巡目以内に勝者になる確率は，AとBのどちらが
大きいか。



666 第 6章 熊本大学

3 x，yを実数とし，f(p) = p2 + xp+ yとおく。このとき，以下の問いに答えよ。

(1) pの 2次方程式 f(p) = 0が実数解を持つような点 (x, y)全体の集合をD

とおく。Dを xy平面上に図示せよ。

(2) pの 2次方程式 f(p) = 0は実数解を持つとする。f(p) = 0の実数解がすべ
て 1以下で，少なくとも 1つの実数解は 0以上となるような点 (x, y)全体
の集合をEとおく。Eを xy平面上に図示せよ。

(3) 点 (x, y)が (2)の集合E全体を動くとき，x2 + y2 − 4y + 4の最小値を求
めよ。

4 関数 f(x) =

√
1 + sin2 πx

2
について，以下の問いに答えよ。

(1) f(x) (0 5 x 5 1)の最小値と最大値を求めよ。

(2) 0 5 x 5 1において，
√
2x 5 f(x) 5

√
2となることを示せ。

(3) 数列 {an}を

an =

∫ 1

0

{f(x)}n dx (n = 1, 2, 3, · · · )

で定める。 lim
n→∞

n
√
anの値を求めよ。ただし， lim

n→∞

log(n+ 1)

n
= 0を用い

てよい。
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解答例

1 (1) P1(a, 0, 0)，P2(a+ 1, 0, 0)より
−−−→
P1P2 = (1, 0, 0)

Q(0, 1, 0)，R(0, 0, 3)．4P1QR，4P2QRのそれぞれの重心G1，G2は

G1

(
a

3
,
1

3
, 1

)
, G2

(
a+ 1

3
,
1

3
, 1

)
ゆえに

−−−→
G1G2 =

(
1

3
, 0, 0

)

したがって
−−−→
G1G2 =

1

3

−−−→
P1P2

よって，P1，P2を通る直線と，G1，G2を通る直線は平行である．

(2)
−−−→
P1P2 = (1, 0, 0)，

−−−→
P1G1 =

(
−2a

3
,
1

3
, 1

)
より

|
−−−→
P1P2|2 = 1, |

−−−→
P1G1|2 =

4a2

9
+

10

9
,

−−−→
P1P2·

−−−→
P1G1 = −2a

3

したがって 4P1P2G1 =
1

2

√
|
−−−→
P1P2|2|

−−−→
P1G1|2 − (

−−−→
P1P2·

−−−→
P1G1)2

=
1

2

√
1

(
4a2

9
+

10

9

)
−
(
−2a

3

)2

=

√
10

6

求める四角形 P1P2G2G1の面積を Sとすると

S = 4P1P2G1 +4G1G2P2

= 4P1P2G1 +
1

3
4P1P2G1

=
4

3
4P1P2G1 =

4

3
·
√
10

6
=

2
√
10

9

　

G1 G2

P1 P2

(3)
−−→
P1R = (−a, 0, 3)．

−−−→
P1P2および

−−−→
P1G1に垂直な単位ベクトルの 1つを

~n =
1√
10

(0,−3, 1)

とする．点Rから四角形 P1P2G1G2に引いた垂線の長さ hは

h = |
−−→
P1R·~n| =

3√
10

よって，求める立体の体積を V とすると

V =
1

3
Sh =

1

3
·2
√
10

9
· 3√

10
=

2

9
�
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2 (1) 違う色の玉を取り出す確率は 2C1 × 2C1

4C2

=
2× 2

6
=

2

3

同じ色の玉を取り出す確率は，上の余事象の確率であるから 1− 2

3
=

1

3

よって，Bが 1巡目で勝者になる確率は
2

3
× 1

3
=

2

9

(2) N 巡目でBが勝者になる確率は

{(
2

3

)2
}N−1

× 2

9
=

2

9

(
4

9

)N−1

よって，N 巡目以内にBが勝者になる確率 pN は

pN =
N∑
k=1

2

9

(
4

9

)k−1

=
2

9
×

1−
(
4
9

)N
1− 4

9

=
2

5

{
1−

(
4

9

)N
}

pN > 0.396となるとき
2

5

{
1−

(
4

9

)N
}

> 0.396

(
4

9

)N

<
1

100
ゆえに

(
3

2

)N

> 10

上の第 2式について 2を底とする対数をとると

N(log2 3− 1) > 1 + log2 5 ゆえに 0.585N > 3.322

したがって N >
3322

585
= 5.6 · · · よって N の最小値は 6

(3) N 巡目でAが勝者になる確率は
1

3

{(
2

3

)2
}N−1

=
1

3

(
4

9

)N−1

N 巡目以内にAが勝者になる確率を qN とすると

qN =
N∑
k=1

1

3

(
4

9

)k−1

=
1

3
×

1−
(
4
9

)N
1− 4

9

=
3

5

{
1−

(
4

9

)N
}

したがって qN − pN =
1

5

{
1−

(
4

9

)N
}

> 0

よって，求める確率は，Aの方が大きい． �
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3 (1) f(p) = p2 + xp+ yについて，f(p) = 0が実数
解を持つから係数について

x2 − 4y = 0 ゆえに y 5 1

4
x2

よって，D : y 5 1

4
x2の表す領域は，右の図の

斜線部分で境界線を含む．

　

O

y

x

y = 1
4
x2

(2) f(p) =
(
p+

x

2

)2
+ y − x2

4

［1］f(p) = 0の 2つの解がともに 0 5 p 5 1にあるとき，

0 5 −x

2
5 1，y − x2

4
5 0，f(0) = 0，f(1) = 0より

−2 5 x 5 0, y 5 x2

4
, y = 0, y = −x− 1

［2］f(p) = 0の 1つの解が p 5 0，他の 1つの解が 0 5 p 5 1にあるとき，
f(0) 5 0，f(1) = 0より

y 5 0, y = −x− 1

Eの表す領域は，［1］または［2］を満たす領域で境界線を含む．

O

y

x−2

1

−1

(3) f(x, y) = x2 + y2 − 4y + 4とおくと，f(x, y) = x2 + (y − 2)2は点 (x, y)

と点 (0, 2)の距離の 2乗である．これを最小にするE上の点は

y =
1

4
x2 (−2 5 x 5 0)

にあるから，−2 5 x 5 0における次式の最小値を求めればよい．

f

(
x,

1

4
x2

)
= x2 +

(
1

4
x2 − 2

)2

=
1

16
x4 + 4

よって，求める最小値は f(0, 0) = 4 �
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4 (1) f(x) (0 5 x 5 1)は単調増加であるから

最小値 f(0) = 1, 最大値 f(1) =
√
2

(2) g(x) = sin
πx

2
とおく (0 5 x 5 1)．

y = g(x)は上に凸であり，曲線 y = g(x)

は，2点 (0, 0)，(1, 1) を結ぶ線分

y = x (0 5 x 5 1)

の下側にないから

g(x) = x = 0 (0 5 x 5 1)

　

O

y

x1

1

x

x

g(x)

が成り立つ．したがって，0 5 x 5 1において

f(x)2 − 2x2 = 1 + sin2 πx

2
− 2x2

= 1− x2 + g(x)2 − x2 = 0

f(x) > 0であるから f(x) =
√
2x (0 5 x 5 1)

上式および (1)の結果から
√
2x 5 f(x) 5

√
2 (0 5 x 5 1)

(3) (2)の結果から∫ 1

0

(
√
2x)n dx 5

∫ 1

0

{f(x)}n dx 5
∫ 1

0

(
√
2)n dx

したがって
(
√
2)n

n+ 1
5 an 5 (

√
2)n ゆえに

√
2

n
√
n+ 1

5 n
√
an 5

√
2 · · · (∗)

lim
n→∞

log n
√
n+ 1 = lim

n→∞

log(n+ 1)

n
= 0より lim

n→∞
n
√
n+ 1 = 1 · · · (∗∗)

(∗)，(∗∗)から，はさみうちの原理により lim
n→∞

n
√
an =

√
2 �
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医学部 出題分野 (2011-2022) 120分

J 熊本大学 医学部 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式
I 2次関数
図形と計量 1

データの分析
式と証明 4

複素数と方程式
II 図形と方程式 4 2

三角関数 1

指数関数と対数関数
微分法と積分法 4

式と曲線 3

複素数平面 3 2 3 2 2

関数
III 極限 4 4 2

微分法とその応用 2·3 1 2·4 3

積分法 3 3 4 4 4 4

積分法の応用 4 2 3 1·3 1·4 3

場合の数と確率 1 1 2 4

A 整数の性質 1 3

図形の性質
平面上のベクトル 1

B 空間のベクトル 2 4 2 1 2 1 1 1

数列 3·4 3

確率分布と統計
C 行列 (旧課程) 2 数字は問題番号

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2014.pdf
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6.17 2015年 (医学部)

出題分野 1 2 3 4

1 4ABCの 3辺の長さをBC = a，AC = b，AB = cとし，条件

a+ b+ c = 1, 9ab = 1

が成り立つとする．以下の問いに答えよ。

(1) aの値の範囲を求めよ。

(2) θ = ∠Cとするとき，cos θの値の範囲を求めよ。

2 p，q，rを実数とする。空間内の 3点A(1, p, 0)，B(q, 1, 1)，C(−1,−1, r)が
一直線上にあるとき，以下の問いに答えよ。ただし，Oを原点とする。

(1) pは 1でも−1でもないことを示せ。

(2) q，rを pを用いて表せ。

(3) p′，q′，r′を実数とし，空間内の3点をA′(1, p′, 0)，B′(q′, 1, 1)，C′(−1,−1, r′)

とする。ベクトル
−−→
OA′，

−−→
OB′，

−−→
OC′がいずれもベクトル

−→
ABに垂直である

とき，p′，q′，r′を pを用いて表せ。

(4) (3)における 3点A′，B′，C′は一直線上にないことを示せ。
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3 aと bを正の実数とする。4ABCにおいて，∠Bと∠Cは鋭角とする。点Aを
通り辺BCに直交する直線を引き，辺BCとの交点をX1とし，線分AX1の長
さを 1とする。また，BX1 = a，CX1 = bとする。各 n = 1, 2, 3, · · · に対して
以下の操作を行う。

辺BC上の点Xnを通り辺ACに平行な直線を引き，辺ABとの交点
をYnとする。また，点Ynを通り辺BCに平行な直線を引き，辺AC

との交点をZnとする。点Znを通り辺BCに直交する直線を引き，辺
BCとの交点をXn+1とする。

線分 ZnXn+1の長さを lnとするとき，以下の問いに答えよ。

(1) l1を a，bを用いて表せ。

(2) ln+1を ln，a，bを用いて表せ。

(3) b = 8aのとき，ln >
1

2
となる最小の奇数nを求めよ。必要ならば，3.169 <

log2 9 < 3.17を用いてもよい。

4 rを正の実数とする。数列 {an}を

an =

∫ nπ

0

e−rx| sin x| dx (n = 1, 2, 3, · · · )

と定めるとき，以下の問いに答えよ。

(1) an+1 − anを求めよ。

(2) {an}の一般項を求めよ。

(3) lim
n→∞

anを rを用いて表せ。

(4) (3)で求めた rの式を f(r)とおく。 lim
r→+0

rf(r)を求めよ。
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解答例

1 (1) 三角形の成立条件により

a+ b > c, b+ c > a, c+ a > b

a+ b+ c = 1より，c = 1− a− bを上の 3式に代入すると

a+ b > 1− a− b, b+ (1− a− b) > a, (1− a− b) + a > b

したがって a+ b >
1

2
, a <

1

2
, b <

1

2

9ab = 1 より，b =
1

9a
であるから

a+
1

9a
>

1

2
· · · 1©, a <

1

2
· · · 2©,

1

9a
<

1

2
· · · 3©

ここで，a > 0 であるから，相加・相乗平均の関係により

a+
1

9a
= 2

√
a· 1
9a

=
2

3

ゆえに，a > 0について， 1©は成立する．

3©を解くと a >
2

9
よって，これと 2©から

2

9
< a <

1

2

(2) 余弦定理により cos θ =
a2 + b2 − c2

2ab

c = 1− a− b，ab =
1

9
，b =

1

9a
であるから

cos θ =
a2 + b2 − (1− a− b)2

2ab
=

2a+ 2b− 2ab− 1

2ab

=
2a+ 2b− 2·1

9
− 1

2·1
9

= 9(a+ b)− 11

2

= 9

(
a+

1

9a

)
− 11

2
= 9a+

1

a
− 11

2

ここで，f(a) = 9a+
1

a
− 11

2

(
2

9
< a <

1

2

)
とおくと

f ′(a) = 9− 1

a2

=
(3a+ 1)(3a− 1)

a2

a (2
9
) · · · 1

3
· · · (1

2
)

f ′(a) − 0 +

f(a) (1) ↘ 1
2

↗ (1)

よって
1

2
5 cos θ < 1 �
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2 (1) A(1, p, 0)，B(q, 1, 1)，C(−1,−1, r) より

−→
AB = (q − 1, 1− p, 1),

−→
AC = (−2,−1− p, r)

−→
AB//

−→
ACであるから，これらの z成分に注目すると

−→
AC = r

−→
AB ゆえに

{
−2 = r(q − 1) · · · 1©
−1− p = r(1− p) · · · 2©

1©より r 6= 0 · · · 3©

p = 1は， 2©を満たさない．

p = −1を 2©に代入すると，r = 0となり， 3©に反する．

よって p 6= ±1

(2)
−→
AB//

−→
AC であるから，これらの x成分，y成分により

(q − 1)(−1− p)− (1− p)·(−2) = 0 ゆえに q =
3 − p

p + 1

−→
BA//

−→
BC であるから，これらの y成分，z成分により

(p− 1)(r − 1)− (−1)(−2) = 0 ゆえに r =
p + 1

p − 1

(3) (2)の結果より，A(1, p, 0)，B

(
3− p

p+ 1
, 1, 1

)
であるから

(p+ 1)
−→
AB = (2− 2p, 1− p2, 1 + p)

−−→
OA′ = (1, p′, 0)は

−→
ABと垂直なので

2− 2p+ p′(1− p2) = 0 ゆえに p′ = −
2

p + 1

−−→
OB′ = (q′, 1, 1)は

−→
ABと垂直なので

q′(2− 2p) + 1− p2 + 1 + p = 0 ゆえに q′ = −
(p + 1)(p − 2)

2(p − 1)

−−→
OC′ = (−1,−1′, r′)は

−→
ABと垂直なので

−(2− 2p)− (1− p2) + r′(1 + p) = 0 ゆえに r′ = −
(p + 3)(p − 1)

p + 1
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(4) (3)の結果から A′
(
1,− 2

p+ 1
, 0

)
,

B′
(
−(p+ 1)(p− 2)

2(p− 1)
, 1, 1

)
,

C′
(
−1,−1,−(p+ 3)(p− 1)

p+ 1

)
したがって

−−→
A′B′ =

(
−p2 − p+ 4

2(p− 1)
,
p+ 3

p+ 1
, 1

)
−−→
A′C′ =

(
−2,

−p+ 1

p+ 1
,−(p+ 3)(p− 1)

p+ 1

)
−−→
A′B′//

−−→
A′C′ であるとき，これらの x成分，y成分から

−p2 − p+ 4

2(p− 1)
·−p+ 1

p+ 1
− p+ 3

p+ 1
·(−2) = 0

整理すると p2 + 5p+ 8 = 0 · · · (∗)

この方程式の判別式をDとすると

D = 52 − 4·1·8 = −7 < 0

したがって，方程式 (∗)は実数解をもたない．
よって，3点A′，B′，C′は一直線上にない． �
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3 (1) 座標平面上に点 A(0, 1)，B(−a, 0)，
C(b, 0)，Xn(xn, 0) (n = 1, 2, 3, · · · )を
とる．直線ABの方程式は

y =
1

a
x+ 1 · · · 1©

直線ACの方程式は

y = −1

b
x+ 1 · · · 2©

　

O

y

xXnXn+1

Yn Zn
ln

A 1

B C
−a b

直線XnYnは点 (xn, 0)を通り，傾き−1

b
の直線であるから

y = −1

b
(x− xn) · · · 3©

点Ynの y座標 lnは， 1©， 3©を解いて ln =
a+ xn

a+ b
· · · 4©

このとき，x1 = 0 であるから l1 =
a

a + b

(2) 点Znの y座標が lnであるから，その x座標は， 2©より

ln = −x

b
+ 1 これを解いて x = b(1− ln)

これが点Xn+1の x座標であるから xn+1 = b(1− ln)

したがって，上式および 4©から

ln+1 =
a+ xn+1

a+ b
=

a+ b(1− ln)

a+ b
= −

b

a + b
ln + 1

(3) b = 8a のとき，(1)，(2)の結果から ln+1 = −8

9
ln + 1，l1 =

1

9

この漸化式から ln =
9

17
+

8

17

(
−8

9

)n

ln >
1

2
のとき

9

17
+

8

17

(
−8

9

)n

>
1

2
ゆえに

(
−8

9

)n

> − 1

16

nは奇数であるから (−1)n
(
8

9

)n

> − 1

16
ゆえに

(
8

9

)n

<
1

16

したがって n >
4

log2 9− 3

このとき，3.169 < log2 9 < 3.17 より

23.5 · · · = 4

3.17− 3
<

4

log2 9− 3
<

4

3.169− 3
= 23.6 · · ·

よって，求める最小の奇数 nは n = 25 �
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4 (1) an+1 − an =

∫ (n+1)π

0

e−rx| sinx| dx−
∫ nπ

0

e−rx| sin x| dx

=

∫ (n+1)π

nπ

e−rx| sinx| dx

t = x− nπ とおくと
dx

dt
= 1，

x nπ −→ (n+ 1)π

t 0 −→ π

an+1 − an =

∫ π

0

e−r(nπ+t)| sin(t+ nπ)| dt

= e−rnπ

∫ π

0

e−rt sin t dt = e−rnπa1

= e−rnπ

[
− e−rt

r2 + 1
(r sin t+ cos t)

]π
0

=
e−rπ + 1

r2 + 1
e−nrπ

(2) a1 =

∫ π

0

e−rx| sinx| dx =

∫ π

0

e−rx sinx dx

= − 1

r2 + 1

[
e−rx(r sinx+ cos x)

]π
0

=
e−rπ + 1

r2 + 1

上式および (1)の結果より，an+1−an = e−nπa1 であるから，n = 2のとき
n−1∑
k=1

(ak+1 − ak) = a1

n−1∑
k=1

e−rkπ

an = a1

n−1∑
k=0

e−rkπ = a1 ×
1− e−rnπ

1− e−rπ

=
e−rπ + 1

r2 + 1
× 1− e−rnπ

1− e−rπ
=

(1 + e−rπ)(1− e−rnπ)

(1 + r2)(1− e−rπ)

上式は，n = 1のときも成立するから

an =
(1 + e−rπ)(1 − e−rnπ)

(1 + r2)(1 − e−rπ)

(3) r > 0 より， lim
n→∞

e−rnπ = 0 であるから

lim
n→∞

an =
1 + e−rπ

(1 + r2)(1 − e−rπ)

(4) rf(r) =
r(1 + e−rπ)

(1 + r2)(1− e−rπ)
=

1 + e−rπ

(1 + r2)π
× −rπ

e−rπ − 1
であるから

lim
r→+0

rf(r) =
1 + 1

π
× 1 =

2

π

�
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6.18 2016年 (医学部)

出題分野 1 2 3 4

1 4ABCと，Aを通り BCに平行な直線 lを考える。kを正の数とし，直線 l上

に点Pを
−→
AP = k

−→
BCとなるようにとる。また直線 l上に点Qを，線分PBと線

分QCが 1点で交わるようにとる。その交点をRとする。
−→
AB = ~b，

−→
AC = ~cと

おき，またmを
−→
AQ = m

−→
APにより定める。以下の問いに答えよ。

(1)
−→
ARを~b，~c，k，mを用いて表せ。

(2) |~b| = 1，|~c | = 2，cos∠BAC =
3

4
，m = −1 とする。

−→
BRと

−→
CRが直交す

るとき，kの値を求めよ。

2 x = 1で定義された関数

f(x) =
log x

x2

について，以下の問いに答えよ。

(1) x = 1における f(x)の最大値とそのときの xの値を求めよ。

(2) (1)で求めた xの値を aとする。曲線 y = f(x)と 2直線 y = 0，x = a で
囲まれた図形をDとする。Dの面積を求めよ。

(3) (2)の図形Dを y軸の周りに 1回転させてできる立体の体積を求めよ。

3 0 < θ <
π

2
を満たす θに対して，α = 2(cos θ + i sin θ)とする。ただし，iは虚

数単位である。n = 1, 2, 3, · · · に対して

zn = αn − 2αn−1

とおく。以下の問いに答えよ。

(1) θ =
π

3
とするとき，znを極形式で表せ。

(2) θ =
π

3
とするとき，

n∑
k=1

|zk| > 500となる最小の nを求めよ。

(3) z1000が実数となるような θの値の個数を求めよ。
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4 a，bを実数とし，曲線C : y = x3 − 3ax2 + bxを考える。Cの接線の傾きの最
小値が−3であるとき，以下の問いに答えよ。

(1) bを aを用いて表せ。

(2) Cが x軸の正の部分，負の部分とそれぞれ 1点で交わるとする。このとき
aの値の範囲を求めよ。

(3) aが (2)で求めた範囲にあるとき，Cと x軸で囲まれた図形の面積の最小
値を求め，そのときの aの値を求めよ。



6.18. 2016年 (医学部) 681

解答例

1 (1) BC : AP = 1 : k，AP : PQ = 1 : 1−m より BC : PQ = 1 : k(1−m)

4RBC 4RPQ より BR : PR = 1 : k(1−m)

A

B C

PQ

R
l

1

k(1−m)km

−→
AP = k

−→
BC = k(~c−~b) であるから

−→
AR =

k(1−m)
−→
AB +

−→
AP

1 + k(1−m)
=

k(1−m)~b+ k(~c−~b)

1 + k(1−m)
=

−km~b + k~c

1 + k(1 − m)

(2) m = −1より，
−→
AQ = −

−→
AP = −k(~c−~b) であるから

−→
BP =

−→
AP−

−→
AB = k(~c−~b)−~b = −(k + 1)~b+ k~c

−→
CQ =

−→
AQ−

−→
AC = −k(~c−~b)−~c = k~b− (k + 1)~c

A PQ

B C

R

l

−→
BR⊥

−→
CRのとき，

−→
BP⊥

−→
CQ より

−→
BP·

−→
CQ = 0であるから

{−(k + 1)~b+ k~c}·{k~b− (k + 1)~c} = 0

−k(k + 1)|~b|2 + {k2 + (k + 1)2}~b·~c− k(k + 1)|~c|2 = 0

|~b| = 1，|~c| = 2，~b·~c = |~b||~c| cos∠BAC = 1·2·3
4
=

3

2
であるから

−k(k + 1)·12 + {k2 + (k + 1)2}·3
2
− k(k + 1)·22 = 0

整理すると 4k2 + 4k − 3 = 0 ゆえに (2k − 1)(2k + 3) = 0

k > 0 であるから k =
1

2
�
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2 (1) f(x) =
log x

x2
を微分すると

f ′(x) = (log x)′
1

x2
+ log x

(
1

x2

)′

=
1

x
· 1
x2

+ log x

(
− 2

x3

)
=

1− 2 log x

x3

f ′(x) = 0とすると x =
√
e

f(x) =
log x

x2
(x = 1)の増減表は，次のようになる．

x 1 · · ·
√
e · · ·

f ′(x) + 0 −
f(x) 0 ↗ 極大 ↘

よって，求める最大値は f(
√
e) =

1

2e
(2) 求める面積を Sとすると，(1)の結果から

S =

∫ √
e

1

log x

x2
dx = −

∫ √
e

1

(
1

x

)′

log x dx

= −
[
1

x
log x

]√e

1

+

∫ √
e

1

1

x
·1
x
dx

= −
[
1

x
(log x+ 1)

]√e

1

= 1 −
3

2
√
e

O

y

x√
e

1

2e
y = f(x)

1

(3) 求める立体の体積を V とすると

V = 2π

∫ √
e

1

x· log x
x2

dx = 2π

∫ √
e

1

(log x)(log x)′ dx = π

[
(log x)2

]√e

1

=
π

4

バウムクーヘン型求積法� �
a 5 x 5 bの範囲で f(x) = 0のとき，y = f(x)のグラフと x軸および
2直線 x = a，x = bで囲まれた部分を y軸のまわりに 1回転してでき
る立体の体積 V は

V = 2π

∫ b

a

xf(x) dx

� �
�
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3 (1) α = 2(cos θ + i sin θ) より

zn = αn − 2αn−1 = {2(cos θ + i sin θ)}n − 2{2(cos θ + i sin θ)}n−1

= 2n(cosnθ + i sinnθ)− 2n{cos(n− 1)θ + i sin(n− 1)θ}
= 2n{cosnθ − cos(n− 1)θ}+ 2ni{sinnθ − sin(n− 1)θ}

= −2n+1 sin
2n− 1

2
θ sin

θ

2
+ 2n+1i cos

2n− 1

2
θ sin

θ

2
· · · (∗)

θ =
π

3
であるから

zn = −2n+1 sin
2n− 1

6
π sin

π

6
+ 2n+1i cos

2n− 1

6
π sin

π

6

= −2n sin

(
n+ 1

3
π − π

2

)
+ 2ni cos

(
n+ 1

3
π − π

2

)
= 2n

(
cos

n + 1

3
π + i sin

n + 1

3
π

)

補足 zn = −2n sin
2n− 1

6
π + 2ni cos

2n− 1

6
π = 2ni

(
cos

2n− 1

6
π + i sin

2n− 1

6
π

)
= 2n

(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)(
cos

2n− 1

6
π + i sin

2n− 1

6
π

)
= 2n

(
cos

n+ 1

3
π + i sin

n+ 1

3
π

)
別解 zn = αn − 2αn−1 = αn−1(α− 2) · · · 1©

α− 2 = 2(cos θ + i sin θ)− 2 = 2(cos θ − 1 + i sin θ)

= 4

(
− sin2 θ

2
+ i sin

θ

2
cos

θ

2

)
= 4i sin

θ

2

(
i sin

θ

2
+ cos

θ

2

)
= 4 sin

θ

2

(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)(
cos

θ

2
+ i sin

θ

2

)
= 4 sin

θ

2

(
cos

θ + π

2
+ i sin

θ + π

2

)
上式および 1©から

zn = 2n−1 {cos(n− 1)θ + i sin(n− 1)} ·4 sin θ

2

(
cos

θ + π

2
+ i sin

θ + π

2

)
= 2n+1 sin

θ

2

(
cos

(2n− 1)θ + π

2
+ i sin

(2n− 1)θ + π

2

)

これに θ =
π

3
を代入すると zn = 2n

(
cos

n+ 1

3
π + i sin

n+ 1

3
π

)
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(2) (1)の結果より，|zk| = 2kであるから

n∑
k=1

|zk| =
n∑

k=1

2k =
2(2n − 1)

2− 1
= 2(2n − 1)

n∑
k=1

|zk| > 500のとき 2(2n − 1) > 500 ゆえに 2n > 251

これを満たす最小の整数 nは 8

(3) (∗)より z1000 = −21001 sin
1999

2
θ sin

θ

2
+ 21001i cos

1999

2
θ sin

θ

2
z1000が実数であるとき，自然数 jを用いて

1999

2
θ =

2j − 1

2
π ゆえに θ =

2j − 1

1999
π

このとき，0 < θ <
π

2
であるから 1 5 j 5 500

よって，求める θの個数は 500 (個) �

4 (1) y = x3 − 3ax2 + bxを微分すると

y′ = 3x2 − 6ax+ b = 3(x− a)2 − 3a2 + b

y′の最小値が−3であるから

−3a2 + b = −3 よって b = 3a2 − 3

(2) y = x(x2 − 3ax+ b) より，このグラフの x軸
の負の部分，正の部分で交わる点の x座標を
それぞれ α，βとすると (α < 0 < β)，α，β

は 2次方程式 x2 − 3ax+ b = 0の解であるか
ら，解と係数の関係により

α + β = 3a, αβ = b · · · (∗)

このとき，b < 0であるから，(1)の結果から

3a2 − 3 < 0 よって −1 < a < 1

　

O

y

xα β
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(3) (∗)から，y = x3 − (α + β)x2 + αβx．図形の面積を Sとすると

S =

∫ 0

α

{x3 − (α + β)x2 + αβx}dx−
∫ β

0

{x3 − (α + β)x2 + αβx}dx

=

[
1

4
x4 − 1

3
(α + β)x3 +

1

2
αβx2

]0
α

−
[
1

4
x4 − 1

3
(α + β)x3 +

1

2
αβx2

]β
0

=
1

12
(α4 + β4)− 1

6
αβ(α2 + β2)

ここで，(1)の結果および (∗)に注意して

αβ = b = 3a2 − 3

α2 + β2 = (α + β)2 − 2αβ = (3a)2 − 2(3a2 − 3) = 3a2 + 6

α4 + β4 = (α2 + β2)2 − 2(αβ)2

= (3a2 + 6)2 − 2(3a2 − 3)2 = −9a4 + 72a2 + 18

したがって

S =
1

12
(−9a4 + 72a2 + 18)− 1

6
(3a2 − 3)(3a2 + 6)

= −9

4
a4 +

9

2
a2 +

9

2
dS

da
= −9a3 + 9a = −9a(a+ 1)(a− 1)

Sの増減表は次のようになる．

a −1 · · · 0 · · · 1
dS
da

− 0 +

極小
S ↘ ↗9

2

a = 0のとき，Sは最小値
9

2
をとる． �
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6.19 2017年 (医学部)

出題分野 1 2 3 4

1 半径 1の円に外接する4ABCについて，∠CAB = 2x，∠ABC = 2y，∠BCA =

2zとする。4ABCの面積を Sとするとき，以下の問いに答えよ。

(1) S =
1

tan x
+

1

tan y
+

1

tan z
が成り立つことを示せ。

(2) z =
π

6
のとき，Sの最小値とそのときの x，yを求めよ。

2 s > 0，t > 0とする。複素数平面上の α = −i，β = 2− 2i，γ = s+ ti を表す
点をそれぞれA，B，Cとする。さらに，点Dを直線ACに関して点Bと反対
側にとり，4ACDが正三角形になるようにする。点Dを表す複素数を zとす
るとき，以下の問いに答えよ。

(1) zを s，tを用いて表せ。

(2) α，β，γが等式 4(β−α)2 +(γ−α)2 − 2(β−α)(γ−α) = 0を満たすとき，
γと zをそれぞれ求めよ。

(3) (2)で求めたγとzに対して，直線ACと直線BDの交点をFとし，∠DFC =

θとする。このとき，cos θの値を求めよ。

3 f(x) =
(x− 1)(x− 2)

x2
(x > 0)とする。座標平面上の曲線 y = f(x)をCとし，

点P(t, f(t)) (t > 0)における曲線Cの接線を `とする。以下の問いに答えよ。

(1) 接線 `と曲線Cが点P以外に共有点をもたないような tの最大値を求めよ。

(2) (1)で求めた tの値をaとする。実数kに対し，直線 `k : y = k(x−a)+f(a)

と曲線Cの共有点の個数を求めよ。

(3) (2)の直線 `kと曲線Cの共有点が 2個のとき，それら共有点の x座標のう

ち小さい方の値が
1

3
となるような kを求め，そのときの曲線Cと直線 `k

で囲まれた部分の面積を求めよ。
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4 nは 2以上の自然数とする。1から 2nまでの自然数の順列 a1, a2, · · · , a2n に
対して，分数の和

a1
an+1

+
a2
an+2

+ · · ·+ an
a2n

· · · (∗)

を考える。1から 2nまでの自然数のすべての順列に対して (∗)がとり得る値の
最大値を Snとする。以下の問いに答えよ。

(1) S2を求めよ。

(2) Snを与える順列 a1, a2, · · · , a2nの例を 1つ挙げ，その理由を述べよ。

(3) lim
n→∞

Sn

n log n
を求めよ。
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解答例

1 (1) 右の図のように4ABCの内心を Iとし，この内
接円と 3辺 BC，CA，ABとの接点をそれぞれ
D，E，Fとする．4AEIについて

tanx =
EI

AE
ゆえに AE =

1

tanx

AE = AFであるから

4AEI = 4AFI =
1

2
· 1

tanx
·1 =

1

2 tanx

　 A

B CD

EF

I

x x

y
y

z
z

1

同様に 4BDI = 4BFI =
1

2 tan y
， 4CDI = 4CEI =

1

2 tan z

Sはこれらの三角形の面積の和であるから

S = 2

(
1

2 tan x
+

1

2 tan y
+

1

2 tan z

)
=

1

tanx
+

1

tan y
+

1

tan z

(2) 2x+ 2y + 2z = πより，z =
π

6
のとき，x+ y =

π

3
· · · 1© であるから

S =
1

tanx
+

1

tan y
+

1

tan π
6

=
cos x

sin x
+

cos y

sin y
+
√
3

=
cosx sin y + sin x cos y

sin x sin y
+
√
3 =

2 sin(x+ y)

cos(x− y)− cos(x+ y)
+
√
3

=

√
3

cos(x− y)− 1
2

+
√
3

1©より，0 < x, y <
π

3
であるから

Sは x = y =
π

6
のとき，最小値 3

√
3
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補足 x, y, z > 0，x+ y + z =
π

2
のとき，

S =
1

tanx
+

1

tan y
+

1

tan z

の最小値を求める．

z = θ (θは定数)に対し，Sが最小となるときの x，yの値は

S =
1

tanx
+

1

tan y
+

1

tan θ
=

cos x

sin x
+

cos y

sin y
+

1

tan θ

=
cosx sin y + sin x cos y

sin x sin y
+

1

tan θ

=
2 sin(x+ y)

cos(x− y)− cos(x+ y)
+

1

tan θ

0 5 |x − y| < x + y =
π

2
− θに注意すると，S が最小となるのは，y = x，

z =
π

2
− 2x > 0のときであるから

S =
1

tanx
+

1

tanx
+

1

tan
(
π
2
− 2x

) (
0 < x <

π

4

)
=

2

tanx
+ tan 2x =

2

tanx
+

2 tan x

1− tan2 x

ここで，t = tanx，f(t) =
2

t
+

2t

1− t2
(0 < t < 1)とおくと

f(t) =
2

t
− 1

t+ 1
− 1

t− 1

f ′(t) = − 2

t2
+

1

(t+ 1)2
+

1

(t− 1)2
=

2(3t2 − 1)

t2(t+ 1)2(t− 1)2

したがって，f(t)の増減表は

t (0) · · · 1√
3

· · · (1)

f ′(t) − 0 +

極小
f(t) ↘ ↗

3
√
3

Sが最小となるのは，tanx =
1√
3
，すなわち，x = y = z =

π

6
のとき，

最小値 3
√
3をとる．
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発展 x, y, z > 0，x+ y + z =
π

2
のとき，

S =
1

tanx
+

1

tan y
+

1

tan z

の最小値を求める．

束縛条件を平面

P : x+ y + z =
π

2
(x, y, z > 0)

とし，P 上の正則な平面曲線

C(t) = (x, y, z)

= (x(t), y(t), z(t))

が t = t0で極値をとり，その点Aを

(α, β, γ) = (x(t0), y(t0), z(t0))

　

π
2

π
2

x

y

z

π
2

C(t)A

P

~n

とする．C(t)は P 上にあるから，x+ y + z =
π

2
を tで微分すると

dx

dt
+

dy

dt
+

dz

dt
= 0,

d2x

dt2
+

d2y

dt2
+

d2z

dt2
= 0 · · · (∗)

上の第 1式から

(1, 1, 1)·
(
dx

dt
,
dy

dt
,
dz

dt

)
= 0 · · · (∗∗)

C(t)の接方向は，常に P の法ベクトル ~n = (1, 1, 1)に垂直である．

C(t)上の点 (x, y, z)について，Sは tの関数であるから

f(t) =
1

tanx
+

1

tan y
+

1

tan z

とおくと

f ′(t) = − 1

sin2 x
·dx
dt

− 1

sin2 y
·dy
dt

− 1

sin2 z
·dz
dt

,

f ′′(t) =
2 cos x

sin3 x

(
dx

dt

)2

+
2 cos y

sin3 y

(
dy

dt

)2

+
2 cos z

sin3 z

(
dz

dt

)2

− 1

sin2 x
·d

2x

dt2
− 1

sin2 y
·d

2y

dt2
− 1

sin2 z
·d

2z

dt2
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t = t0で Sが極値をとるための必要条件は，f ′(t0) = 0であるから

− 1

sin2 α

dx

dt
− 1

sin2 β

dy

dt
− 1

sin2 γ

dz

dt
= 0(

− 1

sin2 α
,− 1

sin2 β
,− 1

sin2 γ

)
·
(
dx

dt
,
dy

dt
,
dz

dt

)
= 0

Aを通るC(t)の任意の接方向に対して上式が成り立つので，(∗∗)より(
− 1

sin2 α
,− 1

sin2 β
,− 1

sin2 γ

)
//(1, 1, 1)

0 < α, β, γ <
π

2
であるから

sinα = sin β = sin γ すなわち α = β = γ =
π

6

このとき，C(t)は正則であるから
(
dx

dt
,
dy

dt
,
dz

dt

)
6= ~0

また，(∗)の第 2式に注意して

f ′′(t0) = 8
√
3

{(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+

(
dz

dt

)2
}

− 4

(
d2x

dt2
+

d2y

dt2
+

d2z

dt2

)

= 8
√
3

{(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+

(
dz

dt

)2
}

> 0

f ′(t0) = 0，f ′′(t0) > 0より，f(t)は極小値 f(t0)をとる．

よって，点A
(π
6
,
π

6
,
π

6

)
で Sは極小値，すなわち，最小値 3

√
3をとる． �
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2 (1) 点Dは直線ACに関して点Bと反対側にあり，4ACDが正三角形である
から

z = α +
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
(γ − α) = −i+

(
1

2
+

√
3

2
i

)
{s+ (t+ 1)i}

=
s −

√
3(t + 1)

2
+

√
3s + t − 1

2
i

(2) 4(β − α)2 + (γ − α)2 − 2(β − α)(γ − α) = 0より(
γ − α

β − α

)2

− 2

(
γ − α

β − α

)
+ 4 = 0

2点A，Bの位置関係に注意してこれを解くと
γ − α

β − α
= 1 +

√
3i = 2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
w = cos

π

3
+ i sin

π

3
とおくと，

γ − α

β − α
= 2w，

z − α

γ − α
= wより

γ − α = 2w(β − α) = (1 +
√
3i)(2− i) = 2 +

√
3 + (−1 + 2

√
3)i

z − α = 2w2(β − α) = (−1 +
√
3i)(2− i) = −2 +

√
3 + (1 + 2

√
3)i

α = −iより γ = 2 +
√
3 + (−2 + 2

√
3)i

z = −2 +
√
3 + 2

√
3i

(3) (2)の結果から

z − β

γ − α
=

z − α− (β − α)

γ − α

=
2w2(β − α)− (β − α)

2w(β − α)

=
2w2 − 1

2w
=

1

2

(
2w − 1

w

)
=

1

2

{
2

(
1

2
+

√
3

2
i

)
−

(
1

2
−

√
3

2
i

)}
=

1

4
(1 + 3

√
3i)

　

O

y

x

C(γ)

D(z)

B(β)

F θ

A(α)

上の図から，θ = arg
z − β

γ − α
であるから

cos θ =
1√

12 + (3
√
3)2

=
1

2
√
7
=

√
7

14

�
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3 (1) f(x) =
(x− 1)(x− 2)

x2
= 1− 3

x
+

2

x2
より

f ′(x) =
3

x2
− 4

x3
=

3x− 4

x3
,

f ′′(x) = − 6

x3
+

12

x4
= −6(x− 2)

x4
,

lim
x→∞

f(x) = 1

f(x)の増減表 (x > 0)および y = f(x)のグラフは，次のようになる．

x (0) · · · 4
3

· · · 2 · · ·
f ′(x) − 0 + + +

f ′′(x) + + + 0 −
極小 変曲点

f(x) −1
8

0

O

y

x

1

1 2

y = f(x)4
3

曲線C : y = f(x)上の点 P(t, f(t)) (t > 0)における接線 `が点 P以外に
共有点をもたない tの値は

0 < t 5 4

3
, t = 2

よって，求める tの最大値は t = 2
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別解 f(x) =
(x− 1)(x− 2)

x2
= 1− 3

x
+

2

x2
より，f ′(x) =

3

x2
− 4

x3
であるから

f(x)− {f ′(t)(x− t) + f(t)}

=1− 3

x
+

2

x2
−
(
3

t2
− 4

t3

)
(x− t)−

(
1− 3

t
+

2

t2

)
=− 3

{
1

x
− 1

t
+

1

t2
(x− t)

}
+ 2

{
1

x2
− 1

t2
+

2

t3
(x− t)

}
=− 3

{
−x− t

xt
+

1

t2
(x− t)

}
+ 2

{
−(x2 − t2)

x2t2
+

2

t3
(x− t)

}
=− 3(x− t)

(
− 1

xt
+

1

t2

)
+ 2(x− t)

(
−x+ t

x2t2
+

2

t3

)
=− 3(x− t)·−t+ x

xt2
+ 2(x− t)·−t(x+ t) + 2x2

x2t3

=− 3(x− t)2· 1

xt2
+ 2(x− t)·(x− t)(2x+ t)

x2t3

=(x− t)2
{
− 3

xt2
+

2(2x+ t)

x2t3

}
=

(x− t)2{(−3t+ 4)x+ 2t}
x2t3

方程式 f(x)− {f ′(t)(x− t) + f(t)} = 0の解 x > 0が 1個であるのは

−3t+ 4 = 0 すなわち 0 < t 5 4

3
のとき x = tの 1個

2t

3t− 4
= t すなわち t = 2のとき x = 2の 1個

よって，求める tの最大値は t = 2

補足 y = f(x)と y = f ′(t)(x − t) + f(t)は，x = tで 1次の接触をなす．f(x)

は有理関数であるから，f(x)− {f ′(t)(x− t) + f(t)}は (x− t)2を因数に

もつ．別解では関数 h0(x) = 1，h1(x) =
1

x
，h2(x) =

1

x2
を考え，

hi(x)− {h′
i(t)(x− t) + hi(t)}

は (x− t)2を因数にもつことに注意し (i = 1, 2)，

f(x) = h0(x)− 3h1(x) + 2h2(x)

として計算した．

(2) (1)の結果から，変曲点 (2, 0)における接線の傾きは f ′(2) =
1

4
直線 lk : y = k(x− 2)と曲線Cの共有点の個数は，(1)のグラフから

k 5 0のとき 2個

0 < k <
1

4
のとき 3個

1

4
5 kのとき 1個
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(3) f

(
1

3

)
= 10

kは 2点
(
1

3
, 10

)
，(2, 0)を結ぶ直線の傾きで

あるから

k =
0− 10

2− 1
3

= −6

求める面積は，右の図の斜線部分で，その面
積を Sとすると

　

O

y

x2
`k

C

1
3

10

1

S =

∫ 2

1
3

{
−6(x− 2)−

(
1− 3

x
+

2

x2

)}
dx

=

[
−3(x− 2)2 − x+ 3 log x+

2

x

]2
1
3

=
5

3
+ 3 log 6

解説 2曲線C1 : y = f(x)とC2 : y = g(x)の共有点 Pの x座標を αとする．

1. f(α) = g(α)であるとき，C1とC2は Pで 0次の接触をなすという．

2. f(α) = g(α)，f ′(α) = g′(α)であるとき，C1とC2は Pで 1次の接触をな
すといい，PにおけるC1およびC2の接線が一致する．

3. f(α) = g(α)，f ′(α) = g′(α)，f ′′(α) = g′′(α)であるとき，C1とC2はPで
2次の接触をなすといい，PにおけるC1およびC2の接触円 (曲率円)9が
一致する．

P P P

0次の接触 1次の接触 2次の接触

C1 C2C1C1

C2

C2

一般に，f (k)(α) = g(k)(α) (k = 0, 1, 2, · · · , n)が成り立つとき，C1と C2

は Pで n次の接触をなすという．

準備 ライプニッツの公式 (Leibniz formula)

{f(x)g(x)}(n) =
n∑

k=0

nCkf
(n−k)(x)g(k)(x)

証明は，数学的帰納法により示すことができる．
9http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2009.pdf 3 解説を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2009.pdf
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補題 2つの有理関数 f(x)，g(x)が x = αで 1次の接触をなすとき，有理関数 ϕ1(x)

を用いて
f(x)− g(x) = (x− α)ϕ1(x)

これを微分して f ′(x)− g′(x) = ϕ1(x) + (x− α)ϕ′
1(x)

f ′(α) = g′(α)であるから，有理関数 ϕ2(x)を用いて

ϕ1(x) + (x− α)ϕ′
1(x) = (x− α)ϕ2(x)

ゆえに ϕ1(x) = (x− α){ϕ2(x)− ϕ′
1(x)}

したがって f(x)− g(x) = (x− α)2{ϕ2(x)− ϕ′
1(x)}

よって，f(x)− g(x)は (x− α)2を因数にもつ．

定理� �
2つの有理関数 f(x)，g(x)が x = αで n次の接触をなすとき，f(x) − g(x)は
(x− α)n+1を因数にもつ．� �
証明 n = 0のとき，明らか．n = 1のとき，補題により示された．

n次の接触をなすとき，0 5 k 5 nについて，k次の接触をなす．

n = kのとき成り立つと仮定すると，有理関数 ϕ(x)を用いて

f(x)− g(x) = (x− α)k+1ϕ(x)

と表せる．ライプニッツの公式を用いてこれを k + 1回微分すると

f (k+1)(x)− g(k+1)(x) = (k + 1)!ϕ(x) +
k+1∑
j=1

k+1Cj{(x− α)k+1}(k+1−j)ϕ(j)(x)

f (k+1)(α) = g(k+1)(α)であるから，上式は x− αを因数にもつ．

また，1 5 j 5 k + 1のとき {(x − α)k+1}(k+1−j)は x − αを因数にもつので，
ϕ(x)は有理関数 φ(x)を用いて

ϕ(x) = (x− α)φ(x)

したがって，n = k + 1のとき，次式が成り立つ．

f(x)− g(x) = (x− α)k+2φ(x)

このとき，f(x)− g(x)は (x− α)k+2を因数にもつ．

よって，数学的帰納法により，定理は示された． �
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4 (1) S2は分母が 1と 2の組合せについて調べればよいので

4

1
+

3

2
=

11

2
,

3

1
+

4

2
= 5 よって S2 =

11

2

(2) 1から 2nまでの自然数を分母と分子にもつ分数で最大のものは
2n

1

2から2n−1までの自然数を分母と分子にもつ分数で最大のものは
2n− 1

2
順次この法則によりできる分数の和

2n

1
+

2n− 1

2
+ · · ·+ n+ 1

n

が Snである．この法則に従わない部分和

c

a
+

d

b
(a < b < c < d)

をもつ Snが存在すると仮定すると(
d

a
+

c

b

)
−
(
c

a
+

d

b

)
=

(b− a)(d− c)

ab
> 0

すなわち
c

a
+

d

b
<

d

a
+

c

b

これは，Snであることに反する．よって

Sn =
2n

1
+

2n− 1

2
+ · · ·+ n+ 1

n

となり，求める順列の例の 1つは

a1 = 2n, a2 = 2n − 1, · · · , an = n + 1,

an+1 = 1, an+2 = 2, · · · , a2n = n

(3) (2)の結果から，Sn =
n∑

k=1

2n+ 1− k

k
であるから

Sn

n log n
=

1

n log n

n∑
k=1

2n+ 1− k

k

=
1

n log n

n∑
k=1

(
2n+ 1

k
− 1

)

=
1

log n

(
−1 +

2n+ 1

n

n∑
k=1

1

k

)
· · · 1©
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ここで，自然数 kについて，
1

k
>

∫ k+1

k

dx

x
であるから

n∑
k=1

1

k
>

n∑
k=1

∫ k+1

k

dx

x
=

∫ n+1

1

dx

x
= log(n+ 1) > log n

次に，2以上の自然数 kについて，
1

k
<

∫ k

k−1

dx

x
であるから

n∑
k=1

1

k
= 1 +

n∑
k=2

1

k
< 1 +

n∑
k=2

∫ k

k−1

dx

x
= 1 +

∫ n

1

dx

x
= log n+ 1

上の 2式から log n <

n∑
k=1

1

k
< log n+ 1 · · · 2©

1©， 2©から

1

log n

(
−1 +

2n+ 1

n
log n

)
<

Sn

n log n
<

1

log n

{
−1 +

2n+ 1

n
(log n+ 1)

}
− 1

log n
+ 2 +

1

n
<

Sn

n log n
< − 1

log n
+

(
2 +

1

n

)(
1 +

1

log n

)
はさみうちの原理により

lim
n→∞

Sn

n log n
= 2

補足 2©はオイラーの定数 γに関係している．

γ = lim
n→∞

(
n∑

k=1

1

k
− log n

)
; 0.5772156649 · · ·

は無理数であるかどうかさえ分かっていない． �
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6.20 2018年 (医学部)

出題分野 1 2 3 4

1 tを実数とする。空間の 4点A(1, 5, 0)，B(4, 2, 0)，C(t, 2t, t−1)，D(1, 6, 1)
について，以下の問いに答えよ。

(1) 4ABCが直角三角形になる tの値をすべて求めよ。

(2) A，B，C，Dが同一平面上にあるような tの値を求めよ。

(3) ∠BACが直角のとき，四面体ABCDの体積を求めよ。

2 m，nを整数とする。xy平面上の 4点 (m, n)，(m − 1, n)，(m − 1, n − 1)，
(m, n− 1)を頂点にもつ正方形をR(m,n)と表す。初めに 1辺の長さが 1のさい
ころがR(1,1)に 1の目を上に置かれている。1枚の硬貨を投げて表が出たらさ
いころを x軸方向に+1だけ転がして移し，裏が出たら y軸方向に+1だけ転
がして移す。以下の問いに答えよ。ただし，さいころの向かい合う面の目の数
の和は 7であるとする。

(1) 硬貨を 5回投げたあとにさいころがR(3,4)の位置にある確率を求めよ。

(2) 硬貨を 2回投げたあとにさいころの 6の目が上にあるという条件の下で，
硬貨を 5回投げたあとにさいころがR(3,4)の位置にある条件付き確率を求
めよ。

(3) 硬貨を 5回投げたとき，初めから 5回目の移動までにさいころの 6通りの
目がすべて上に現れる確率を求めよ。

3 複素数平面上で |z + i| − |z− i| = 1をみたす点 zの全体をHとおく。以下の問
いに答えよ。ただし，複素数の偏角 θの範囲は 0 5 θ < 2πとする。

(1) Hの点 zに対して，zの偏角 θ1のとりうる値の範囲を求めよ。

(2) Hの点 zに対してw =
1

z
とする。wの絶対値 r2と偏角 θ2のとりうる値の

範囲をそれぞれ求めよ。

4 関数 f(x) =
√
3x2 + x3 (x = −3)について，以下の問いに答えよ。

(1) f(x)の極大値を求めよ。

(2) −3 5 x 5 0とするとき，F (x) =

∫ x+3

x

f(t) dtの最大値と最小値を求めよ。



700 第 6章 熊本大学

解答例

1 (1) A(1, 5, 0)，B(4, 2, 0)，C(t, 2t, t− 1)より

−→
AB = (3,−3, 0),

−→
AC = (t− 1, 2t− 5, t− 1),
−→
BC = (t− 4, 2t− 2, t− 1)

(i) ∠BAC = 90◦のとき，
−→
AB·

−→
AC = 0であるから

3(t− 1)− 3(2t− 5) + 0(t− 1) = 0 これを解いて t = 4

(ii) ∠ABC = 90◦のとき，
−→
AB·

−→
BC = 0であるから

3(t− 4)− 3(2t− 2) + 0(t− 1) = 0 これを解いて t = −2

(iii) ∠ACB = 90◦のとき，
−→
AC·

−→
BC = 0であるから

(t− 1)(t− 4) + (2t− 5)(2t− 2) + (t− 1)2 = 0

整理すると 2t2 − 7t+ 5 = 0 これを解いて t = 1,
5

2

(i)～(iii)から t = 4,−2, 1,
5

2

(2) ~b =
1

3

−→
AB，~d =

−→
ADとおくと ~b = (1,−1, 0)，~d = (0, 1, 1)

A，B，C，Dが同一平面上にあるとき，定数 x，yを用いて
−→
AC = x~b+ y~d

ゆえに (t− 1, 2t− 5, t− 1) = x(1,−1, 0) + y(0, 1, 1)

= (x,−x+ y, y)

したがって (∗)


t− 1 = x

2t− 5 = −x+ y

t− 1 = y

(∗)の第 1，第 3式から x = y これを第 2式に代入すると

2t− 5 = 0 よって t =
5

2

別解 ~b，~dに垂直なベクトルの 1つは ~n = (1, 1,−1)

~n⊥
−→
ACであるから，~n·

−→
AC = 0より

1(t− 1) + 1(2t− 5)− 1(t− 1) = 0 これを解いて t =
5

2
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(3) (1)(i)より，t = 4であるから C(4, 8, 3) ゆえに
−→
AC = (3, 3, 3)

−→
AB = (3,−3, 0)と

−→
AC = (3, 3, 3)に垂直な単位ベクトルの 1つを

~e =
1√
6
(1, 1,−2)

とおく．
−→
AD = (0, 1, 1)であるから，Dから平面ABCに下ろした垂線の

長さを hとすると

h = |
−→
AD·~e| = 1√

6

よって，求める四面体ABCDの体積は

1

3
4ABC·h =

1

3
·1
2
|
−→
AB||

−→
AC|h

=
1

6
·3
√
2·3

√
3· 1√

6
=

3

2

補足 2つのベクトル~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3)が平行でないとき，

ベクトル
(a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

は，~aおよび~bに直交する．このベクトルを，~aと~bのベクトル積と言い，
~a ×~bで表す 10 ．本題において，

−→
AB = (3,−3, 0)，

−→
AC = (3, 3, 3)より

−→
AB×

−→
AC = (−9,−9, 18)

四面体ABCDの体積を V とすると

V =
1

6
|(
−→
AB×

−→
AC)·

−→
AD|

であるから，
−→
AD = (0, 1, 1)より

V =
1

6
|9| = 3

2

ベクトル積 (外積)は高校数学の範囲外であるが，検算として利用できる．

�

10http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2004.pdf (p.10を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2004.pdf
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2 (1) さいころがR(m,n)からR(m+i,n+j)の位置に移る確率を P(i,j)とすると

P(i,j) = i+jCi

(
1

2

)i+j

=
i+jCi

2i+j
· · · (∗)

である (i, jは 0以上の整数)．

R(1,1)からR(3,4)に移る確率であるから，(∗)に i = 2，j = 3を代入して

P(2,3) =
5C2

25
=

10

32
=

5

16

(2) 事象A，Bを，次のように定める

A : 硬貨を 2回投げたあとにさいころの 6の目が上にある．

B : 硬貨を 5回投げたあとにさいころがR(3,4)の位置にある．

P (A)は，R(1,1)からR(3,1)またはR(1,3)の位置に移る確率であるから，(∗)
により

P (A) = P(2,0) + P(0,2) =
2C2

22
+

2C0

22
=

1

4
+

1

4
=

1

2

P (A∩B)は，R(1,1)からR(3,1)またはR(1,3)の位置を通って，R(3,4)の位置
に移る確率であるから

P (A ∩B) = P(2,0)P(0,3) + P(0,2)P(2,1)

=
2C2

22
·3C0

23
+

2C0

22
·3C2

23

=
1

4
·1
8
+

1

4
·3
8
=

1

8

よって，求める条件付き確率は

PA(B) =
P (A ∩B)

P (A)
=

1
8
1
2

=
1

4
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(3) 1枚の硬貨を投げて表，裏が出る事象をそれぞれX，Y とする．5回目の
移動までにさいころの 6通りの目がすべて出るには，最初の 3回目までに
Xと Y が少なくとも 1回ずつ起こる．最初の 3回で 1回目がXであるの
は，次の (i)～(iii)である．

(i) 最初の 3回がX, X, Y の順に起こるとき，さいころの展開図により，
4, 5回目はX, Xの順に起こる．

O

y

x1

1
X X

(ii) 最初の 3回がX, Y, Xの順に起こるとき，さいころの展開図により，
4, 5回目はX, Y または Y, Xの順に起こる．

O

y

x1

1
X

Y

O

y

x1

1

XY

(iii) 最初の 3回がX, Y, Y の順に起こるとき，さいころの展開図により，
4, 5回目はX, Y または Y, Xの順に起こる．

O

y

x1

1

X

Y

O

y

x1

1

XY

(i)～(iii)より，1回目がXであるのは，5通りである．また，1回目が Y

であるのは，(i)～(iii)の展開図を直線 y = xに関して対称移動したもので

あるから，5通りである．このとき，X，Y が起こる確率はともに
1

2
であ

るから，求める確率は

(5 + 5)

(
1

2

)5

=
5

16
�
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3 (1) z = x+ yiとおき (x, yは実数)，これを |z + i| − |z − i| = 1に代入すると

|x+ (y + 1)i| − |x+ (y − 1)i| = 1√
x2 + (y + 1)2 =

√
x2 + (y − 1)2 + 1

両辺を 2乗すると

x2 + (y + 1)2 = x2 + (y − 1)2 + 2
√

x2 + (y − 1)2 + 1

4y − 1 = 2
√
x2 + (y − 1)2

上式から 4y − 1 = 0であり，再び両辺を 2乗すると

(4y − 1)2 = 4{x2 + (y − 1)2}
−4x2 + 12y2 = 3

ゆえに −x2

3
4

+
y2

1
4

= 1

(
y = 1

2

)
したがって，Hの概形は次のようになる．

O

y

x

y = x√
3y = − x√

3

1
2

H

上の概形から，zの偏角 θ1のとりうる値の範囲は
π

6
< θ1 <

5

6
π

補足 与えれた方程式から，Hは双曲線で，焦点は y軸上の 2点 (0,±1)で，2頂

点が
(
0,±1

2

)
であるから，離心率 e = 2より，−x2

a2
+

y2

b2
= 1とおくと 11

b =
1

2
,

√
a2 + b2

b
= 2 ゆえに a =

√
3

2

なお，楕円 (ellipse)，放物線 (parabola)，双曲線 (hyperbola)．

11http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou jou 2010.pdf (p.11を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2010.pdf
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(2) (1)で求めた概形から |z| = 1

2
， r2 =

1

|z|
であるから 0 < r2 5 2

また，θ2 = − arg zであるから，0 5 θ < 2πに注意して

−5

6
π + 2π < θ2 < −π

6
+ 2π すなわち

7

6
π < θ2 <

11

6
π

解説 2次曲線の極方程式の極は 2次曲線の焦点であるから，2次曲線の焦点を
複素数平面の原点とする出題もある 12 ．

例えば，|z + 2i| − |z| = ±1に対し，r = |z|，θ = arg zとおくと，前ペー

ジで調べたように，離心率 e = 2および点
(
1

2
,−π

2

)
を通ることから

C : r =
3
2

1− 2 sin θ
· · · (∗)

となる．Cを0 5 θ < 2πで考えると，1−2 sin θ = 0，すなわち，θ = π
6
, 5

6
π

のとき，漸近線と平行となり，これに対応するC上の点は存在しない．な
お，θ = π

6
− 0のとき，Cは第 1象限の無限遠点あり，θ = π

6
+ 0のとき，

Cは第 3象限の無限遠点にある．また，θ = 5
6
π− 0のとき，Cは第 4象限

の無限遠点にあり，θ = 5
6
π + 0のとき，Cは第 2象限の無限遠点にある．

O

y

x

z

−i

− i
2

−3
2
i

θ r−3
2

3
2

C

(∗)から，Cを複素数平面上の点 zを

z = x+ yi = r(cos θ + i sin θ) =
3(cos θ + i sin θ)

2(1− 2 sin θ)

と表すことができる． �

12http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou kou 2002.pdf 3

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2002.pdf
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4 (1) f(x) =
√
3x2 + x3 (x = −3)より f ′(x) =

3x(x+ 2)

2
√
3x2 + x3

したがって f(x)の増減表は次のようになる．

x −3 · · · −2 · · · 0 · · ·
f ′(x) + 0 − +

極大 極小f(x) 0 ↗ ↘ ↗2 0

増減表から，求める極大値は f(−2) = 2

(2) F (x) =

∫ x+3

x

f(t) dtより (−3 5 x 5 0)

F ′(x) = f(x+ 3)− f(x) =
{f(x+ 3)}2 − {f(x)}2

f(x+ 3) + f(x)

=
3(x+ 3)2 + (x+ 3)3 − (3x2 + x3)

f(x+ 3) + f(x)
=

9(x+ 3)(x+ 2)

f(x+ 3) + f(x)

f(x) = |x|
√
x+ 3であるから，F (x)の増減表は次のようになる．

x −3 · · · −2 · · · 0

F ′(x) − 0 +

F (x) ↘ 極小 ↗

−3 5 x 5 0に注意して，F (x)を求める．

F (x) =

∫ 0

x

f(t) dt+

∫ x+3

0

f(t) dt

=

∫ x

0

t
√
t+ 3 dt+

∫ x+3

0

t
√
t+ 3 dt · · · 1©

まず
∫ x

0

t
√
t+ 3 dt =

∫ x

0

{(t+ 3)
3
2 − 3

√
t+ 3} dt

=

[
2

5
(t+ 3)

5
2 − 2(t+ 3)

3
2

]x
0

=

[
2

5
(t− 2)(t+ 3)

3
2

]x
0

=
2

5
(x− 2)(x+ 3)

3
2 +

12

5

√
3 · · · 2©



6.20. 2018年 (医学部) 707

1©， 2©より

F (x) =
2

5
{(x− 2)(x+ 3)

3
2 + (x+ 1)(x+ 6)

3
2}+ 24

5

√
3

増減表の xの値から

F (−3) =
2

5
(−2·3

3
2 ) +

24

5

√
3 =

12

5

√
3

F (−2) =
2

5
(−4− 4

3
2 ) +

24

5

√
3 =

24

5
(
√
3− 1)

F (0) =
2

5
(−2·3

3
2 + 6

3
2 ) +

24

5

√
3 =

12

5
(
√
3 +

√
6)

よって 最大値 F (0) =
12

5
(
√
3 +

√
6)，

最小値 F (−2) =
24

5
(
√
3 − 1) �
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6.21 2019年 (医学部)

出題分野 1 2 3 4

1 座標平面上の曲線C1 : y = x2 + 2ax− 2a+ 1およびC2 : y = x3 + 1を考える。
以下の問いに答えよ。

(1) 曲線C1と曲線C2の共有点がちょうど 2個になるような実数 aの値を求め
よ。ただし，a 6= 0とする。

(2) (1)で求めた aに対し，曲線C1と曲線C2で囲まれた部分を x軸の周りに
回転してできる立体の体積を求めよ。

2 座標平面上の直線 `を y = ax− a− 2，直線mを y = bx+3bとおく。直線 `と
直線mは互いに直交しながら座標平面上を動くとする。ただし，a，bは `とm

の条件を保ちながら実数値をとって変化するものとする。以下の問いに答えよ。

(1) 直線 `と直線mの交点 Pの軌跡を求めよ。

(2) 点 A(1,−2)，点 B(−3, 0)に対して，線分 APおよび線分 BPの長さを a

を用いて表せ。

(3) 4APBの面積が最大となるときの aの値を求めよ。

3 座標平面上の曲線 y = x sin 3x+3x2
(
0 5 x 5 π

2

)
をCとする。曲線Cの接線

で原点を通るものを `とし，その接点の x座標を aとする。ただし，0 < a <
π

2
とする。以下の問いに答えよ。

(1) aの値を求めよ。

(2) 曲線Cと直線 `の共有点の座標をすべて求めよ。

(3) 曲線Cと直線 `で囲まれた部分の面積を求めよ。
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4 赤球と白球の 2色の球を用いて行うゲームがあり，手元にある球全体に対する
赤球の比率が pであるとき，確率 p2でゲームに勝つものとする。nを 2以上の
整数とし，赤球，白球ともに n個入っている箱から n個の球を取り出してゲー
ムを行った。以下の問いに答えよ。

(1) kを 0以上 n以下の整数とする。取り出した n個の球のうち赤球が k個と

なる確率は
(nCk)

2

2nCn

となることを示せ。

(2) kを 1以上 n以下の整数とする。取り出した n個の球のうち赤球が k個

となり，さらにゲームに勝つ確率は
n

2(2n− 1)
·(n−1Ck−1)

2

2n−2Cn−1

であることを

示せ。

(3) ゲームに勝つ確率は
n

2(2n− 1)
であることを示せ。
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解答例

1 (1) C1 : y = x2 + 2ax− 2a+ 1とC2 : y = x3 + 1から yを消去すると

x3 + 1 = x2 + 2ax− 2a+ 1 ゆえに (x− 1)(x2 − 2a) = 0 · · · (∗)

C1とC2の共有点がちょうど 2個のとき，方程式 (∗)の実数解は 2個ある．

a 6= 0より，x2 − 2a = 0は重解をもたないから，方程式 x2 − 2a = 0は
x = 1 を解にもつ．したがって

12 − 2a = 0 ゆえに a =
1

2

これを (∗)に代入すると (x− 1)2(x+ 1) = 0

これは，条件を満たすから a =
1

2

(2) (1)の結果から C1 : y = x2 + x

|x3 + 1|2 − |x2 + x|2

=(x3 + 1)2 − (x2 + x)2

=(x3 + x2 + x+ 1)(x3 − x2 − x+ 1)

=(x+ 1)2(x− 1)2(x2 + 1) = 0

したがって |x3 + 1| = |x2 + x|

　

O

y

x

2

1
−1

1

C1 C2

求める回転体の体積は，右の図の斜線部分を x軸のまわりに 1回転させた
ものであるから，その体積を V とすると

V

π
=

∫ 1

−1

(x3 + 1)2 dx−
∫ 1

0

(x2 + x)2 dx

=

∫ 1

−1

(x6 + 2x3 + 1) dx−
∫ 1

0

(x4 + 2x3 + x2) dx

= 2

∫ 1

0

(x6 + 1) dx−
∫ 1

0

(x4 + 2x3 + x2) dx

=

∫ 1

0

(2x6 − x4 − 2x3 − x2 + 2) dx

=

[
2

7
x7 − 1

5
x5 − 1

2
x4 − 1

3
x3 + 2x

]1
0

=
263

210

よって V =
263

210
π �



6.21. 2019年 (医学部) 711

2 (1) ` : y = ax− a− 2は y + 2 = a(x− 1)より，
点A(1,−2)を通り，傾き aの直線．

m : y = bx + 3bは y = b(x + 3)より，点
B(−3, 0)を通り，傾き bの直線．

`とmは直交するから，`とmの交点Pは，
線分ABを直径とする円周上を動く．
線分ABの中点をCとすると C(−1,−1)

CA =
√

(1 + 1)2 + (−2 + 1)2 =
√
5

　

O

y

x

A

B

1−3

` m

−1

−1

P

C

−2

求める点Pの軌跡は，2直線 `，mが x軸と垂直ではないことに注意して

(x + 1)2 + (y + 1)2 = 5, (x, y) 6= (1, 0), (−3,−2)

(2) `⊥mより，ab = −1であるから

` : ax− y − a− 2 = 0, m : x+ ay + 3 = 0

線分APの長さは，点A(1,−2)と直線mの距離であるから

AP =
|1 + a·(−2) + 3|√

12 + a2
=

2|a − 2|
√
a2 + 1

線分BPの長さは，点B(−3, 0)と直線 `の距離であるから

BP =
|a·(−3) + 0− a− 2|√

a2 + (−1)2
=

2|2a + 1|
√
a2 + 1

(3) 4APBの面積が最大となるとき，Pは線分 ABの垂直二等分線上にある
から，AP = BPより

2|a− 2|√
a2 + 1

=
2|2a+ 1|√
a2 + 1

ゆえに |a− 2| = |2a+ 1|

これを解いて a =
1

3
,−3

別解 直線ABの傾きは，その偏角を θとすると tan θ = −1

2
4APBの面積が最大となるとき，`の傾き aは

a = tan(θ ± 45◦) =
tan θ ± tan 45◦

1∓ tan θ tan 45◦
=

−1
2
± 1

1± 1
2

=
−1± 2

2± 1
=

1

3
,−3

�
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3 (1) y = x sin 3x+ 3x2を微分すると y′ = sin 3x+ 3x cos 3x+ 6x

C上の x座標が aである点における接線の方程式は

y − (a sin 3a+ 3a2) = (sin 3a+ 3a cos 3a+ 6a)(x− a)

すなわち y = (sin 3a+ 3a cos 3a+ 6a)x− 3a2(1 + cos 3a) · · · 1©

これが原点を通るから −3a2(1 + cos 3a) = 0

0 < a <
π

2
より，0 < 3a <

3

2
πであるから

3a = π よって a =
π

3

(2) (1)の結果を 1©に代入することにより ` : y = πx

Cと `の共有点の x座標は

x sin 3x+ 3x2 = πx すなわち x(π − sin 3x− 3x) = 0 · · · (∗)

f(x) = π − sin 3x− 3x
(
0 5 x 5 π

2

)
とおくと

f ′(x) = −3 cos 3x− 3 = −3(1 + cos 3x) 5 0

したがって，f(x)は単調減少であり，

f(0) = π > 0, f
(π
3

)
= 0, f

(π
2

)
= 1− π

2
< 0

であるから，方程式 (∗)の解は x = 0,
π

3

よって，求める共有点の座標は (0, 0),

(
π

3
,
π2

3

)
(3) (2)の結果から，0 5 x 5 π

3
において，x(π− sin 3x− 3x) = 0であるから，

求める面積を Sとすると

S =

∫ π
3

0

x(π − sin 3x− 3x) dx

= 3

∫ π
3

0

x
(π
3
− x
)
dx−

∫ π
3

0

x sin 3x dx

=
3

6

(π
3

)3
+

[
x

3
cos 3x− 1

9
sin 3x

]π
3

0

=
π3

54
−

π

9

�
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4 (1) 2n個の球から n個取り出すとき，n個の赤球から k個取り出し，n個の白
球から n− k個取り出す確率であるから

nCk·nCn−k

2nCn

=
(nCk)

2

2nCn

(2) 取り出したn個の球のうち赤球がk個取り出されるとき，勝つ確率は
(
k

n

)2

であるから，(1)の結果により

(nCk)
2

2nCn

(
k

n

)2

=
1

2nCn

(
k

n
·nCk

)2

· · · (∗)

がゲームに勝つ確率である．ここで

nCk =
n!

k!(n− k)!
=

n

k
· (n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
=

n

k
·n−1Ck−1

2nCn =
(2n)!

n!n!
=

2n(2n− 1)

n2
· (2n− 2)!

(n− 1)!(n− 1)!
=

2(2n− 1)

n
·2n−2Cn−1

上の 2式をそれぞれ変形すると

k

n
·nCk = n−1Ck−1,

1

2nCn

=
n

2(2n− 1)
· 1

2n−2Cn−1

これらを (∗)に代入することにより

(∗) = n

2(2n− 1)
· 1

2n−2Cn−1

(n−1Ck−1)
2 =

n

2(2n− 1)
·(n−1Ck−1)

2

2n−2Cn−1

(3) n = 2および k = 1の整数について，

(1 + x)n−1(1 + x)n−1 = (1 + x)2n−2

上式の両辺の xn−1の係数を比較することにより
n∑

k=1

n−1Ck−1·n−1Cn−k = 2n−2Cn−1

すなわち
n∑

k=1

(n−1Ck−1)
2 = 2n−2Cn−1

これと (2)の結果により，ゲームに勝つ確率は

n∑
k=1

n

2(2n− 1)
·(n−1Ck−1)

2

2n−2Cn−1

=
n

2(2n− 1)
· 1

2n−2Cn−1

n−1∑
k=1

(n−1Ck−1)
2

=
n

2(2n− 1)
·2n−2Cn−1

2n−2Cn−1

=
n

2(2n− 1)

�
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出題分野 1 2 3 4

1 xy平面上において，媒介変数 t

(
0 5 t 5 2

3
π

)
によって

{
x = sin t

y = 1− cos 3t

と表される曲線をCとする。以下の問いに答えよ。

(1) C上の点で x座標が最大になる点 Pと y座標が最大になる点Qの座標を
それぞれ求めよ。

(2) C上の点
(
1

2
, 1

)
における接線の方程式を求めよ。

(3) Cと x軸で囲まれた図形の面積を求めよ。

2 α，βを複素数とし，複素数平面上の点O(0)，A(α)，B(β)，C(|α|2)，D(αβ)を
考える．3点O，A，Bは三角形をなすとする。また，複素数 zに対し，Im(z)

によって zの虚部を表すことにする。以下の問いに答えよ。

(1) 4OABの面積を S1，4OCDの面積を S2とするとき，
S2

S1

を求めよ。

(2) 4OABの面積 S1は
1

2
|Im(αβ)|で与えられることを示せ。

(3) 実数 a，bに対し，複素数 zを z = a+ biで定める。1 5 a 5 2，1 5 b 5 3

のとき，3点O(0)，P(z)，Q

(
1

z

)
を頂点とする4OPQの面積の最大値と

最小値を求めよ。

3 以下の問いに答えよ。

(1) xが自然数のとき，x2を 5で割ったときの余りは 0，1，4のいずれかであ
ることを示せ。

(2) x2 + 5y2 = 2z2を満たす自然数 x，y，zの組は存在しないことを示せ。
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4 xy平面において，x，yがともに整数であるとき，点 (x, y)を格子点とよぶ。2

以上の整数 nに対し，

0 < x < n, 1 < 2y <
(
1 +

x

n

)n
をみたす格子点 (x, y)の個数を P (n)で表す。以下の問いに答えよ。

(1) 不等式

n−1∑
k=1

{
n log2

(
1 +

k

n

)
− 1

}
5 P (n) <

n−1∑
k=1

n log2

(
1 +

k

n

)
を示せ。

(2) 極限値 lim
n→∞

P (n)

n2
を求めよ。

(3) (2)で求めた極限値を Lとする。不等式

L− P (n)

n2
>

1

2n

を示せ。
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解答例

1 (1) x = f(t) = sin t，y = g(t) = 1− cos 3tとおくと
(
0 5 t 5 2

3
π

)
f ′(t) = cos t, g′(t) = 3 sin 3t

t 0 · · · π
2

· · · 2
3
π

f ′(t) + 0 −
f(t) 0 ↗ 1 ↘

√
3
2

t 0 · · · π
3

· · · 2
3
π

g′(t) + 0 −
g(t) 0 ↗ 2 ↘ 0

上の増減表から 点 Pは
(
f
(π
2

)
, g
(π
2

))
すなわち (1, 1)

点Qは
(
f
(π
3

)
, g
(π
3

))
すなわち

(√
3

2
, 2

)

(2) Cの点
(
1

2
, 1

)
，すなわち，点

(
f
(π
6

)
, g
(π
6

))
における接線の傾きは

dy

dx
=

dy

dt
· dt
dx

=

dy
dt
dx
dt

=
g′(π

6
)

f ′(π
6
)
=

3
√
3
2

= 2
√
3

求める接線は，点
(
1

2
, 1

)
を通り，傾き 2

√
3の直線の方程式であるから

y − 1 = 2
√
3

(
x− 1

2

)
すなわち y = 2

√
3x −

√
3 + 1

(3) 求める面積をSとすると，(1)の結果に注意して

S =

∫ f(π
2
)

f(0)

y dx−
∫ f(π

2
)

f( 2
3
π)

y dx

=

∫ f( 2
3
π)

f(0)

y dx =

∫ 2π
3

0

g(t)f ′(t) dt

=

∫ 2π
3

0

(1− cos 3t) cos t dt

=

∫ 2π
3

0

(
cos t− 1

2
cos 4t− 1

2
cos 2t

)
dt

=

[
sin t− 1

8
sin 4t− 1

4
sin 2t

] 2
3
π

0

=
9

16

√
3

　

O

y

x

Q

P1

2

1
√
3
2t=0

t= π
3

t= π
2

t= 2π
3

�
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2 (1) 2点C(|α|2)，D(αβ)は，それぞれ2点
A(α)，B(β)を原点を中心に |α|倍の
相似拡大，さらに原点を中心に argα

だけ回転 (× α
|α|)したものであるから

S2

S1

=
4OCD

4OAB
= |α|2

　

O

Im

Re

A(α)
B(β)

A′(|α|α)
B′(|α|β)

C(|α|2)

D(αβ)Im(αβ)

(2) 4OCDの底辺を |α|2，高さを |Im(αβ)| とみると S2 =
1

2
|α|2|Im(αβ)|

(1)の結果から S1 =
1

|α|2
S2 よって S1 =

1

|α|2
·1
2
|α|2|Im(αβ)| = 1

2
|Im(αβ)|

別解 θ = ∠α0βとすると cos θ + i sin θ =

β

|β|
α

|α|
=

|α|
|β|

·β
α

=
|α|
|β|

·αβ
αα

=
αβ

|α||β|

sin θ =
Im(αβ)

|α||β|
であるから S1 =

1

2
|α||β|| sin θ| = 1

2
|Im(αβ)|

(3) (2)の結果から，3点O(0)，P(z)，Q

(
1

z

)
を頂点とする三角形の面積は

4OPQ =
1

2

∣∣∣∣Im(z·1z
)∣∣∣∣ = 1

2

∣∣∣∣Im(z

z

)∣∣∣∣
z = a+ bi (1 5 a 5 2, 1 5 b 5 3)であるから

z

z
=

a− bi

a+ bi
=

(a− bi)2

a2 + b2
=

a2 − b2

a2 + b2
− 2ab

a2 + b2
i,

1

2

∣∣∣∣Im(z

z

)∣∣∣∣ = 1

2

∣∣∣∣− 2ab

a2 + b2

∣∣∣∣ = ab

a2 + b2
=

b
a

1 +
(
b
a

)2
b

a
= u，4OPQ = S(u)とおくと S(u) =

u

1 + u2

(
1

2
5 u 5 3

)

ゆえに S ′(u) =
1− u2

(1 + u2)2

u 1
2

· · · 1 · · · 3

S ′(u) + 0 −
S(u) 2

5
↗ 1

2
↘ 3

10

よって 最大値
1

2
，最小値

3

10
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別解 Im

(
z

z

)
= −Im

(z
z

)
であるから

4OPQ =
1

2

∣∣∣Im(z
z

)∣∣∣
θ = arg(z)，w =

z

z
とすると

w =
∣∣∣z
z

∣∣∣ = |z|
|z|

= 1,

arg(w) = arg
(z
z

)
= arg(z)− arg(z)

= θ − (−θ) = 2θ

　

P(z)

O

Im

Re
θ

1 2

1

3

P′(w)

点P′(w)は，点P(z)から単位円周上の点P′への写像で，その偏角について

arg(w) = 2 arg(z)

が成立する．z = a + bi (1 5 a 5 2, 1 5 b 5 3)より，θ = arg(z)のとり
得る値の範囲を θ1 5 θ 5 θ2とすると，上の図から

tan θ1 =
1

2
, tan θ2 = 3

(
0 < θ1 <

π

4
< θ2 <

π

2

)
したがって 4OPQ =

1

2
sin 2θ · · · (∗)

このとき sin 2θ1 =
2 tan θ1

1 + tan2 θ1
=

4

5
, sin 2θ2 =

2 tan θ2
1 + tan2 θ2

=
3

5

(∗)より，4OPQは，θ =
π

4
のとき，最大値

1

2
，

θ = θ2のとき，最小値
3

10
�
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3 (1) 法 5について

x ≡ 0 のとき x2 ≡ 0 (mod 5)

x ≡ 1 のとき x2 ≡ 1 (mod 5)

x ≡ 2 のとき x2 ≡ 4 (mod 5)

x ≡ 3 のとき x2 ≡ 9 ≡ 4 (mod 5)

x ≡ 4 のとき x2 ≡ 16 ≡ 1 (mod 5)

よって，題意は成立する．

(2) x2 + 5y2 = 2z2より，法 5について

(∗) x2 ≡ 2z2 (mod 5)

(1)の結果から，(∗)の左辺は法 5について，0，1，4のいずかれに等しい．
一方，右辺は 0，2，8 ≡ 3 (mod 5)のいずれかに等しい．

したがって，x2 ≡ 0, 2z2 ≡ 0 (mod 5)，すなわち，x ≡ z ≡ 0 (mod 5)

x = 5x′, z = 5z′ (x′, z′は整数)を x2 + 5y2 = 2z2に代入すると

(5x′)2 + 5y2 = 2(5z′)2 ゆえに y2 = 5(2z′2 − x′2)

y2 ≡ 0より，y ≡ 0 (mod 5)であるから，y = 5y′ (y′は整数)とおける．

このとき，x = 5x′，y = 5y′，z = 5z′より，x′ < x，y′ < y，z′ < z

x2 + 5y2 = 2z2を満たす (x, y, z)の組が存在するとき，

(x′, y′, z′) (x′ < x, y′ < y, z′ < z)

が存在し，無限に小さい数の組が存在することになり (無限降下)，このこ
とは自然数が下に有限であることに反する．よって，x2 + 5y2 = 2z2を満
たす自然数 x，y，zの組は存在しない．

別解 x2 + 5y2 = 2z2を満たす自然数 x，y，zが存在し，これら 3数の最大公約
数が 1であるものを仮定する．

x2 + 5y2 = 2z2より，法 5について

(∗) x2 ≡ 2z2 (mod 5)

(1)の結果から，(∗)の左辺は法 5について，0，1，4のいずかれに等しい．
一方，右辺は 0，2，8 ≡ 3 (mod 5)のいずれかに等しい．

したがって，x2 ≡ 0, 2z2 ≡ 0 (mod 5)，すなわち，x ≡ z ≡ 0 (mod 5)

x = 5x′, z = 5z′ (x′, z′は整数)を x2 + 5y2 = 2z2に代入すると

(5x′)2 + 5y2 = 2(5z′)2 ゆえに y2 = 5(2z′2 − x′2)

y2 ≡ 0 (mod 5)より，y ≡ 0 (mod 5)であるから，x, y, zが 5を共通因
数にもつことになり，仮定に反する．よって，題意は証明された． �
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4 (1) 1 < 2y <
(
1 +

x

n

)n
より 0 < y < n log2

(
1 +

x

n

)
U = {1, 2, · · · , n− 1}とし，U の部分集合A，Bを

A =

{
k

∣∣∣∣n log2

(
1 +

k

n

)
は整数である, k ∈ U

}
B =

{
k

∣∣∣∣n log2

(
1 +

k

n

)
は整数でない, k ∈ U

}
とすると ([a]は aを超えない最大の整数)

P (n) =
∑
k∈A

{
n log2

(
1 +

k

n

)
− 1

}
+
∑
k∈B

[
n log2

(
1 +

k

n

)]
したがって

P (n) <
∑
k∈A

n log2

(
1 +

k

n

)
+
∑
k∈B

n log2

(
1 +

k

n

)

=
n−1∑
k=1

n log2

(
1 +

k

n

)
,

P (n) =
∑
k∈A

{
n log2

(
1 +

k

n

)
− 1

}
+
∑
k∈B

{
n log2

(
1 +

k

n

)
− 1

}
· · · 1©

=
n−1∑
k=1

{
n log2

(
1 +

k

n

)
− 1

}
が成立する ( 1©はB = φのとき等号)．上の 2式から

n−1∑
k=1

{
n log2

(
1 +

k

n

)
− 1

}
5 P (n) <

n−1∑
k=1

n log2

(
1 +

k

n

)
(2) (1)の結果から

1

n

n−1∑
k=1

log2

(
1 +

k

n

)
− n− 1

n2
5 P (n)

n2
<

1

n

n−1∑
k=1

log2

(
1 +

k

n

)
· · · (∗)

lim
n→∞

n− 1

n2
= 0,

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=1

log2

(
1 +

k

n

)
=

∫ 1

0

log2(1 + x) dx

=
1

log 2

[
(1 + x) log(1 + x)− x

]1
0

= 2− 1

log 2

(∗)にはさみうちの原理を適用すると lim
n→∞

P (n)

n2
= 2 −

1

log 2
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(3) (1)の結果から P (n) <
n−1∑
k=1

n log2

(
1 +

k

n

)
=

n−1∑
k=0

n log2

(
1 +

k

n

)

P (n)

n2
<

1

n

n−1∑
k=0

log2

(
1 +

k

n

)
· · · 2©

(2)の結果および y = log2(1 + x)が上に凸であるから

L =

∫ 1

0

log2(1 + x) dx =
n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

log2(1 + x) dx

>
1

2n

n−1∑
k=0

{
log2

(
1 +

k

n

)
+ log2

(
1 +

k + 1

n

)}

　

O

y

xk
n

k+1
n

y=log2(1+x)

上式および 2©から

L− P (n)

n2
>

1

2n

n−1∑
k=0

{
log2

(
1 +

k

n

)
+ log2

(
1 +

k + 1

n

)}

− 1

n

n−1∑
k=0

log2

(
1 +

k

n

)

=
1

2n

n−1∑
k=0

{
log2

(
1 +

k + 1

n

)
− log2

(
1 +

k

n

)}
=

1

2n
(log2 2− log2 1) =

1

2n

解説 a 5 x 5 bにおいて，関数 f(x)が f ′′(x) < 0であるとき

g(x) = f(x)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a)− f(a)

とおくと，g(a) = g(b) = 0であるから，平均値の定理 (ロルの定理)により

g′(c) = 0 (a < c < b)

を満たす cが存在する．このとき，g′′(x) = f ′′(x) < 0であるから，g′(x)

は単調減少により，cは唯一存在する．したがって，g(x)の増減表は

x a · · · c · · · b

g′(x) + 0 −
g(x) 0 ↗ 極大 ↘ 0

a 5 x 5 bにおいて，g(x) = 0が成立する．なお，等号は，x = a, bのと
きに限る．
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よって，a < x < bにおいて，関数 f(x)が f ′′(x) < 0のとき

f(x) = f(a) +
f(b)− f(a)

b− a
(x− a)

が成立する．なお，等号は，x = a, bのときに限る．

f(x) = log2(1 + x)とおくと，f ′′(x) < 0より，
k

n
< x <

k + 1

n
において

f(x) > f

(
k

n

)
+ n

{
f

(
k + 1

n

)
− f

(
k

n

)}(
x− k

n

)
これから

L =

∫ 1

0

f(x) dx =
n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

f(x) dx

>
n−1∑
k=0

f

(
k

n

)∫ k+1
n

k
n

dx

+ n
n−1∑
k=0

{
f

(
k + 1

n

)
− f

(
k

n

)}∫ k+1
n

k
n

(
x− k

n

)
dx

=
1

n

n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
+ n

n−1∑
k=0

{
f

(
k + 1

n

)
− f

(
k

n

)}[
1

2

(
x− k

n

)2 ] k+1
n

k
n

=
1

n

n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
+

1

2n

n−1∑
k=0

{
f

(
k + 1

n

)
− f

(
k

n

)}

=
1

n

n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
+

f(1)− f(0)

2n

=
1

n

n−1∑
k=0

log2

(
1 +

k

n

)
+

1

2n

2©より L >
P (n)

n2
+

1

2n
よって L− P (n)

n2
>

1

2n
�
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6.23 2021年 (医学部)

出題分野 1 2 3 4

1 空間の点Oを通らない平面 αをとる。α上の 3点A，B，Cは三角形をなすと

し，
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとおく。kを 1より大きい定数とする。直線 `

は媒介変数 tを用いて

k

3
(~b+ 2~c) +

tk

3
(2~a−~b−~c)

と表せるとする。`上を点Xが動くとき，2点O，Xを通る直線と平面 α の交
点Yの軌跡をmとする。

(1) 4ABCの各辺とmとの交点の個数をそれぞれ求めよ。また，交点がある
場合，各交点 Zについて，

−→
OZを~a，~b，~cを用いてそれぞれ表せ。

(2) A，Bの中点をDとする。`を含み αに平行な平面を βとし，O，Dを通
る直線と平面 βの交点をEとする。点Oとm上の点Yを通る直線は 2点
E，Cを通る直線と交点をもつとし，その交点をFとする。このとき，

−→
OF

を~a，~b，~cおよび kを用いて表せ。

2 複素数wは実部，虚部ともに正であるとする。相異なる複素数 α，β，γは

{(w + 2)α}2 + (wβ)2 − (2γ)2 = 4(w + 2)α2 + 2w2αβ − 8αγ

を満たすとする。α，β，γを表す複素数平面上の点をそれぞれA，B，Cとする。

(1)
γ − α

β − α
の偏角 θ (0 5 θ < 2π) のとりうる範囲を求めよ。

(2) 4ABCが正三角形であるときのwの値を求めよ。

(3) 4ABCが正三角形であるとする。w = αかつ4ABCの重心が点
w2

2
であ

るとき，βと γの値を求めよ。
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3 媒介変数 tを用いて表された曲線

C : x =
1

2
(et + e−t), y =

1

2
(et − e−t)

を考える。

(1) 点Mの座標を (0, 1)とする。曲線C上の点Pに対して，MPを最小にす
る tの値 t0を求めよ。

(2) (1)の t0に対する曲線 C上の点をQとする。Qにおける Cの接線を `と
するとき，曲線Cと接線 `および x軸で囲まれた部分Dの面積を求めよ。

(3) (2)のDを y軸の周りに 1回転させてできる立体の体積を求めよ。

4 次の問いに答えよ。

(1) nを正の整数とするとき，定積分
∫ 2π

0

| sinnx− sin 2nx| dxを求めよ。

(2) cを正の数とするとき， lim
n→∞

∫ c

0

| sinnx− sin 2nx| dxを求めよ。



6.23. 2021年 (医学部) 725

解答例

1 (1) `上の点Xについて，k 6= 0より

1

k

−→
OX =

1

3
(~b+ 2~c) +

t

3
(2~a−~b−~c)

=
2t

3
~a+

(
1

3
− t

3

)
~b+

(
2

3
− t

3

)
~c

このとき，~a，~b，~cの係数の和は

2t

3
+

(
1

3
− t

3

)
+

(
2

3
− t

3

)
= 1

これから，
1

k

−→
OXは α上の点であり，

−→
OY =

2t

3
~a+

(
1

3
− t

3

)
~b+

(
2

3
− t

3

)
~c

−→
OYの~a，~b，~cの係数が 0となる点を
それぞれ Z1, Z2, Z3とすると

−−→
OZ1 =

~b + 2~c

3
,

−−→
OZ2 =

2~a +~c

3
,

−−→
OZ3 =

4~a−~b

3

　

F C(~c)

A(~a)
B(~b)

X

E

`

m

β

D

O

Y

M

α

Z2
G

2

1

Z1

Z3

1

2

直線mと4ABCの各辺との交点の個数について，辺BC上は Z1の 1個，
辺CA上は Z2の 1個，辺AB上は 0個．

(2) YはCD上の点であるから
−→
CY = s

−→
CD =

s

2
(
−→
CA+

−→
CB) (sは実数)

−→
CA =

3

2

−−→
CZ2，

−→
CB = 3

−−→
CZ1 を代入すると

−→
CY =

3s

4

−−→
CZ2 +

3s

2

−−→
CZ1

Yは直線 Z1Z2上の点であるから
3s

4
+

3s

2
= 1

これを解いて s =
4

9
すなわち CY : YD = 4 : 5 · · · 1©

条件から 4OYD 4OXE (1)の結果から YD : XE = 1 : k · · · 2©

1©， 2©および4CYF 4EXFより CF : FE = CY : XE = 4 : 5k

このとき，
−→
OC = ~c，

−→
OE = k

−→
OD =

k

2
(~a+~b) であるから

−→
OF =

5k
−→
OC+ 4

−→
OE

4 + 5k
=

5k~c+ 4·k
2
(~a+~b)

4 + 5k
=

k

5k + 4
(2~a + 2~b + 5~c)
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別解 Z3は線分ABを 1 : 4に外分する点，DはABの中点であるから

Z3A : AB = 1 : 3 ゆえに Z3A : AD = 2 : 3

4CADと直線mについて，メネラウスの定理を適用すると

CZ2

Z2A
·AZ3

Z3D
·DY
YC

= 1 ゆえに
2

1
·2
5
·DY
YC

= 1

したがって CY : YD = 4 : 5 (以下同様)

補足 直線mについて

−→
OY =

1

k

−→
OX =

1

3
(~b+ 2~c) +

t

3
(2~a−~b−~c)

BCの中点をMとすると，この直線の方向ベクトル 2~a−~b−~cは

2~a−~b−~c = −{(~b− ~a) + (~c− ~a)} = −(
−→
AB +

−→
AC) = −2

−−→
AM

したがって，mは中線AMと平行である．

2つの中線AMとCDの交点Gは4ABCの重心であるから

CG : GD = 2 : 1

m//AMであるから CY : YG = CZ2 : Z2A = 2 : 1

CD : CY = 1 :

(
2

3

)2

= 9 : 4 ゆえに CY : YD = 4 : 5

�

2 (1) {(w + 2)α}2 + (wβ)2 − (2γ)2 = 4(w + 2)α2 + 2w2αβ − 8αγ

これをwについて整理すると

w2(α2 − 2αβ + β2) = 4(γ2 − 2γα + α2)

w2(β − α)2 = 4(γ − α)2

α, β, γは相異なる複素数であるから(
γ − α

β − α

)2

=
w2

4
ゆえに

γ − α

β − α
= ±w

2
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wの実部，虚部はともに正であるから 0 < argw <
π

2

(i)
γ − α

β − α
=

w

2
のとき arg

(
γ − α

β − α

)
= arg

(w
2

)
= argw

0 < arg

(
γ − α

β − α

)
<

π

2

(ii)
γ − α

β − α
= −w

2
のとき arg

(
γ − α

β − α

)
= arg

(
−w

2

)
= argw + π

π < arg

(
γ − α

β − α

)
<

3

2
π

θ = arg

(
γ − α

β − α

)
であるから (0 5 θ < 2π)

0 < θ <
π

2
, π < θ <

3

2
π

(2) 4ABCが正三角形であるとき∣∣∣∣γ − α

β − α

∣∣∣∣ = 1 かつ arg

(
γ − α

β − α

)
=

π

3
,
5

3
π

arg

(
γ − α

β − α

)
=

5

3
πは，(i)，(ii)ともに満たさない．

arg

(
γ − α

β − α

)
=

π

3
は (i)を満たし，このとき

∣∣∣w
2

∣∣∣ = ∣∣∣∣γ − α

β − α

∣∣∣∣ = 1 かつ arg
(w
2

)
= arg

(
γ − α

β − α

)
=

π

3

したがって (∗) w

2
= cos

π

3
+ i sin

π

3
よって w = 1 +

√
3i

(3) (∗)より

α = 2·w
2
= 2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
= 1 +

√
3i

w2

2
= 2

(w
2

)2
= 2

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)
= −1 +

√
3i

BCの中点をMとすると M(−2 +
√
3i)

　

O

y

x

A

B

M

C

G

1−1

√
3

−2

2
√
3

AM = 3より BM = CM =
√
3 よって β = −2 + 2

√
3i, γ = −2

�
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3 (1) 媒介変数 tを用いて表された曲線

C : x =
1

2
(et + e−t), y =

1

2
(et − e−t) (∗)

は，(∗∗) x =
√

y2 + 1である．C上の点 P(x, y)とM(0, 1)の距離は

MP2 = x2 + (y − 1)2 = y2 + 1 + (y − 1)2 = 2

(
y − 1

2

)2

+
3

2

MPが最小となるとき，y =
1

2
であるから

1

2
(et − e−t) =

1

2
ゆえに e2t − et − 1 = 0

et > 0に注意して et =
1 +

√
5

2
よって t0 = log

1 +
√
5

2

(2) y =
1

2
を (∗∗)を代入して Q

(√
5

2
,
1

2

)
x2 − y2 = 1であるから

2x− 2yy′ = 0 ゆえに yy′ = x

C上の点Qにおける接線 `の傾きは

1

2
y′ =

√
5

2
ゆえに y′ =

√
5

　

O

y

x

` C

√
5
2

1
2

2√
5
1

Q

D
A B

したがって，`の方程式は

y − 1

2
=

√
5

(
x−

√
5

2

)
すなわち y =

√
5x− 2

`と x軸の交点をAとする．Qから x軸に垂線QBを引くと

4QAB =
1

2

(√
5

2
− 2√

5

)
1

2
=

√
5

40

(∗)の定積分
∫ √

5
2

1

y dxについて
1

2
(et0 + e−t0) =

√
5

2
,

1

2
(et0 − e−t0) =

1

2

dx

dt
=

1

2
(et − e−t)

x 1 −→
√
5
2

t 0 −→ t0
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∫ √
5

2

1

y dx =
1

4

∫ t0

0

(
et − e−t

)2
dt =

1

4

∫ t0

0

(e2t − 2 + e−2t) dt

=
1

4

[
1

2
e2t − 2t− 1

2
e−2t

]t0
0

=
1

2
·1
2
(et0 + e−t0)·1

2
(et0 − e−t0)− 1

2
t0

=
1

2
·
√
5

2
·1
2
− 1

2
log

1 +
√
5

2
=

√
5

8
− 1

2
log

1 +
√
5

2

したがって，領域Dの面積を Sとすると

S = 4QAB−
∫ √

5
2

1

y dx

=

√
5

40
−

(√
5

8
− 1

2
log

1 +
√
5

2

)

=
1

2
log

1 +
√
5

2
−

√
5

10

別解
√
x2 − 1の積分 (一般には，

√
x2 + Aの積分)13

(x
√
x2 − 1)′ =

√
x2 − 1 + x· x√

x2 − 1
= 2

√
x2 − 1 +

1√
x2 − 1

{log(x+
√
x2 − 1}′ =

1 +
x√

x2 − 1

x+
√
x2 − 1

=
1√

x2 − 1

上の第 1式から第 2式の辺々を引くと

{x
√
x2 − 1− log(x+

√
x2 − 1)}′ = 2

√
x2 − 1

したがって
∫ √

x2 − 1 dx =
1

2
{x

√
x2 − 1− log(x+

√
x2 − 1)}+ C

∫ √
5

2

1

y dx =

∫ √
5

2

1

√
x2 − 1 dx

=
1

2

[
x
√
x2 − 1− log(x+

√
x2 − 1)

]√
5

2

1

=

√
5

8
− 1

2
log

√
5 + 1

2
(以下同様)

13http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai kiseki ri.pdf (p.162 (物理ページ p.167))

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_kiseki_ri.pdf
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(3) 曲線C : x =
√

y2 + 1と x軸，y軸，直線 y =
1

2
で囲まれた部分を y軸の

周りに 1回転させてできる立体の体積を V1とすると

V1 = π

∫ 1
2

0

x2 dy = π

∫ 1
2

0

(y2 + 1) dx = π

[
y3

3
+ y

] 1
2

0

=
13

24
π

`と x軸，y軸，直線 y =
1

2
で囲まれた部分を y軸の周りに 1回転させて

できる円錐台の体積を V2とすると

V2 =
π

3


(

2√
5

)2

+
2√
5
·
√
5

2
+

(√
5

2

)2
 1

2
=

61

120
π

求める回転体の体積を V とすると

V =
13

24
π − 61

120
π =

π

30

補足 上面の半径 a，底面の半径 b，高さ hの円錐台の体積は 14

π

3
(a2 + ab+ b2)h

別解 4QABを y軸の周りに 1回転させてできる立体の体積を V3とすると

V3 = π

(√
5

2

)2
1

2
− V2 =

5

8
π − 61

120
π =

7

60
π

曲線C : y =
√
x2 − 1と x軸，直線 x =

√
5

2
で囲まれた部分を y軸の周り

に 1回転させてできる立体の体積を V4とすると，バウムクーヘン型の求
積法により 15

V4 = 2π

∫ √
5

2

1

x
√
x2 − 1 dx =

2π

3

[
(x2 − 1)

3
2

]√
5
2

1

=
π

12

よって V = V3 − V4 =
7

60
π − π

12
=

π

30

補足 4QABの重心の x座標は
1

3

(
1· 2√

5
+ 2·

√
5

2

)
=

7
√
5

15

V3は，パップス=ギュルダンの定理により 16

V3 = 2π·7
√
5

15
·4QAB = 2π·7

√
5

15
·
√
5

40
=

7

60
π

�
14http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou 2019.pdf (p.4)
15http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai i 2016.pdf 2
16http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2012.pdf 1

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_2019.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2012.pdf
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4 (1) In =

∫ 2π

0

| sinnx− sin 2nx| dxとおく．

t = nxとすると
dt

dx
= n

x 0 −→ 2π

t 0 −→ 2nπ

In =

∫ 2nπ

0

| sin t− sin 2t| 1
n
dt =

1

n

∫ 2nπ

0

| sinx− sin 2x| dx (∗)

ここで，f(x) = sin x− sin 2xとし，f(x)の原始関数の 1つを

F (x) = − cos x+
1

2
cos 2xとおく．

f(x+ 2π) = sin(x+ 2π)− sin 2(x+ 2π) = f(x),

f(2π − x) = sin(2π − x)− sin 2(2π − x) = − sin x+ sin 2x = −f(x)

f(x)は周期 2πの周期関数で，|f(2π − x)| = |f(x)|であるから

In =
1

n

∫ 2nπ

0

|f(x)| dx =
1

n
·n
∫ 2π

0

|f(x)| dx =

∫ 2π

0

|f(x)| dx

=

∫ π

0

|f(x)| dx+

∫ 2π

π

|f(x)| dx

∫ 2π

π

|f(x)| dxについて，x = 2π−uとおくと
dx

du
= −1

x π −→ 2π

u π −→ 0∫ 2π

π

|f(x)| dx =

∫ 0

π

|f(2π − u)| (−1)du =

∫ π

0

|f(u)| du =

∫ π

0

|f(x)| dx

したがって In = 2

∫ π

0

|f(x)| dx

f(x) = sinx(1− 2 cos x)より |f(x)| =

{
−f(x) (0 5 x 5 π

3
)

f(x) (π
3
5 x 5 π)

In
2

= −
∫ π

3

0

f(x) dx+

∫ π

π
3

f(x) dx = −
[
F (x)

]π
3

0

+

[
F (x)

]π
π
3

= F (0)− 2F
(π
3

)
+ F (π) = −1

2
− 2

(
−3

4

)
+

3

2
=

5

2

よって In = 2× 5

2
= 5
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(2) Jn =

∫ c

0

| sinnx− sin 2nx|とおく．

t = nxとすると
dt

dx
= n

x 0 −→ c

t 0 −→ nc

Jn =

∫ nc

0

| sin t− sin 2t| 1
n
dt =

1

n

∫ nc

0

|f(t)| dt = 1

n

∫ nc

0

|f(x)| dx

nc

2π
以下の最大の整数をN とすると

(∗∗) N 5 nc

2π
< N + 1 ゆえに 2Nπ 5 nc < 2(N + 1)π

(∗)および (1)の結果により，IN =
1

N

∫ 2Nπ

0

|f(x)| dx = 5であるから

∫ 2Nπ

0

|f(x)| dx = 5N

したがって

1

n

∫ 2Nπ

0

|f(x)| dx 5 1

n

∫ nc

0

|f(x)| dx <
1

n

∫ 2(N+1)π

0

|f(x)| dx

1

n
·5N 5 Jn <

1

n
·5(N + 1)

(∗∗)より nc

2π
− 1 < N，N + 1 5 nc

2π
+ 1であるから

5

n

(nc
2π

− 1
)
< Jn <

5

n

(nc
2π

+ 1
)

5c

2π
− 5

n
< Jn <

5c

2π
+

5

n

このとき lim
n→∞

(
5c

2π
− 5

n

)
=

5c

2π
, lim

n→∞

(
5c

2π
+

5

n

)
=

5c

2π

よって，はさみうちの原理により lim
n→∞

Jn =
5c

2π
�
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6.24 2022年 (医学部)

出題分野 1 2 3 4

1 aを実数とし，座標空間の点P1(a, 0, 0)，P2(a+1, 0, 0)，Q(0, 1, 0)，R(0, 0, 3)
を考える。G1，G2をそれぞれ4P1QR，4P2QRの重心とする。以下の問いに
答えよ。

(1) P1，P2を通る直線と，G1，G2を通る直線は平行であることを示せ。

(2) 四角形 P1P2G2G1の面積を求めよ。

(3) 四角形 P1P2G2G1を底面とする四角錐Q-P1P2G2G1の体積を求めよ。

2 関数 f(x) =

√
1 + sin2 πx

2
について，以下の問いに答えよ。

(1) f(x) (0 5 x 5 1)の最大値を求めよ。

(2) 0 5 x 5 1において，f(x) =
√
2xとなることを示せ。

(3) 数列 {an}を

an =

∫ 1

0

{f(x)}n dx (n = 1, 2, 3, · · · )

で定める。 lim
n→∞

n
√
anの値を求めよ。ただし， lim

n→∞

log(n+ 1)

n
= 0を用い

てよい。



734 第 6章 熊本大学

3 pを正の実数とする。曲線 y = sin x (x > 0)の接線で点 (−p, 0)を通るものをす
べて考え，それらの接点の x座標を小さい方から順に a1, a2, a3, · · · , an, · · ·
とする。このとき，以下の問いに答えよ。

(1) n = 1, 2, 3, · · · に対して，tan an = an + pが成り立つことを示せ。

(2) n = 1, 2, 3, · · · に対して，an+1 − an > πが成り立つことを示せ。

(3) a1 =
π

3
のとき，n = 1, 2, 3, · · · に対して，tan an+1 > nπ +

√
3が成り立

つことを示せ。

4 以下の問いに答えよ。

(1) m 5 nであって，mn+ 2 = m+nCmを満たす正の整数の組 (m, n) を 1つ
求めよ。

(2) m 5 nであって，mn+2 = m+nCmを満たす正の整数の組 (m, n) は，(1)

で求めた組に限ることを示せ。
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解答例

1 (1) P1(a, 0, 0)，P2(a+ 1, 0, 0)より
−−−→
P1P2 = (1, 0, 0)

4P1QR，4P2QRのそれぞれの重心G1，G2は

G1

(
a

3
,
1

3
, 1

)
, G2

(
a+ 1

3
,
1

3
, 1

)
ゆえに

−−−→
G1G2 =

(
1

3
, 0, 0

)

したがって
−−−→
G1G2 =

1

3

−−−→
P1P2

よって，P1，P2を通る直線と，G1，G2を通る直線は平行である．

(2)
−−−→
P1P2 = (1, 0, 0)，

−−−→
P1G1 =

(
−2a

3
,
1

3
, 1

)
より

|
−−−→
P1P2|2 = 1, |

−−−→
P1G1|2 =

4a2

9
+

10

9
,

−−−→
P1P2·

−−−→
P1G1 = −2a

3

したがって 4P1P2G1 =
1

2

√
|
−−−→
P1P2|2|

−−−→
P1G1|2 − (

−−−→
P1P2·

−−−→
P1G1)2

=
1

2

√
1

(
4a2

9
+

10

9

)
−
(
−2a

3

)2

=

√
10

6

求める四角形 P1P2G2G1の面積を Sとすると

S = 4P1P2G1 +4G1G2P2

= 4P1P2G1 +
1

3
4P1P2G1

=
4

3
4P1P2G1 =

4

3
·
√
10

6
=

2
√
10

9

　

G1 G2

P1 P2

(3)
−−→
P1Q = (−a, 1, 0)．

−−−→
P1P2および

−−−→
P1G1に垂直な単位ベクトルの 1つを

~n =
1√
10

(0,−3, 1)

とする．点Rから四角形 P1P2G1G2に引いた垂線の長さ hは

h = |
−−→
P1Q·~n| = 3√

10

よって，求める立体の体積を V とすると

V =
1

3
Sh =

1

3
·2
√
10

9
· 3√

10
=

2

9
�
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2 (1) f(x) (0 5 x 5 1)は単調増加であるから，最大値は f(1) =
√
2

(2) g(x) = sin
πx

2
とおく (0 5 x 5 1)．

曲線 y = g(x)は上に凸であり，2点 (0, 0)，
(1, 1) を結ぶ線分

y = x (0 5 x 5 1)

の下側にないから

g(x) = x = 0 (0 5 x 5 1)

　

O

y

x1

1

x

x

g(x)

が成り立つ．したがって，0 5 x 5 1において

f(x)2 − 2x2 = 1 + sin2 πx

2
− 2x2

= 1− x2 + g(x)2 − x2 = 0

f(x) > 0であるから f(x) =
√
2x (0 5 x 5 1)

(3) (1)，(2)の結果から
√
2x 5 f(x) 5

√
2 (0 5 x 5 1)∫ 1

0

(
√
2x)n dx 5

∫ 1

0

{f(x)}n dx 5
∫ 1

0

(
√
2)n dx

したがって
(
√
2)n

n+ 1
5 an 5 (

√
2)n ゆえに

√
2

n
√
n+ 1

5 n
√
an 5

√
2 · · · (∗)

lim
n→∞

log n
√
n+ 1 = lim

n→∞

log(n+ 1)

n
= 0より lim

n→∞
n
√
n+ 1 = 1 · · · (∗∗)

(∗)，(∗∗)から，はさみうちの原理により lim
n→∞

n
√
an =

√
2 �



6.24. 2022年 (医学部) 737

3 (1) y = sinxを微分すると y′ = cosx

曲線 y = sin x上の点 (an, sin an)における接線の方程式は

y − sin an = (x− an) cos an

これが点 (−p, 0)を通るから，cos an 6= 0に注意して

− sin an = (−p− an) cos an よって tan an = an + p

(2) f(x) = tan x− xとおくと f ′(x) =
1

cos2 x
− 1 = tan2 x = 0

anは方程式 f(x) = pの解である (p > 0)．f(x)は単調増加であり，

f((n− 1)π) = −(n− 1) 5 0, lim
x→ 2n−1

2
π−0

f(x) = ∞

であるから，開区間 In =

(
(n− 1)π,

2n− 1

2
π

)
に方程式 f(x) = pの解

anが唯一存在する．an ∈ In，an+1 ∈ In+1より

an+1 − an > 0 · · · 1©

f(an) = f(an+1)であるから

tan an − an = tan an+1 − an+1 · · · 2©

1©， 2©より tan an+1 − tan an = an+1 − an > 0

tan an = tan(an + π)であるから

tan(an + π) < tan an+1

このとき，an + π ∈ In+1, an+1 ∈ In+1に注意して

an + π < an+1 よって an+1 − an > π

(3) 2©から，an+1 − an = tan an+1 − tan an．これを (2)の結果に代入すると

tan an+1 − tan an > π

したがって
n∑

k=1

(tan ak+1 − tan ak) >
n∑

k=1

π

a1 =
π

3
より tan an+1 − tan

π

3
> nπ よって tan an+1 > nπ +

√
3 �
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4 (1) f(m, n) = m+nCm −mn− 2 (m 5 n)とおくと

f(1, n) = (1 + n)− 1·n− 2 = −1

f(2, n) =
1

2
(n+ 2)(n+ 1)− 2n− 2 =

1

2
(n+ 1)(n− 2)

f(m, n) = 0を満たす正の整数の組 (m, n)を 1つ求めればよいから

(m, n) = (2, 2)

(2) 正の整数 l = 2, 3, · · · ,m− 1について

m+nCl+1 − m+nCl =
(m+ n)!

(l + 1)!(m+ n− l − 1)!
− m+nCm

=
m+ n− l

l + 1
·m+nCm − m+nCm

=
m+ n− 2l − 1

l + 1
·m+nCm

=
n−m+ 2(m− 1− l) + 1

l + 1
·m+nCm > 0

ゆえに m+nC2 < m+nC3 < · · · < m+nCm−1 < m+nCm

したがって，2 5 m 5 nを満たす整数m, nについて次式が成立する．

m+nCm − m+nC2 = 0 (∗)

ただし，上式について等号が成立するとき，m = 2である．

f(m, n) = m+nCm − m+nC2 + m+nC2 −mn− 2

とすると，2 5 m 5 nであるから

m+nC2 −mn− 2 =
1

2
(m+ n)(m+ n− 1)−mn− 2

=
1

2
(m+ 1)(m− 2) +

1

2
(n+ 1)(n− 2) = 0 (∗∗)

が成立する．ただし，等号が成立するとき，m = n = 2である．

(∗)，(∗∗)から，f(m, n) = 0となるのは，(1)の結果に限る．
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別解 1 (1)で 1 5 m 5 2のとき，(m, n) = (2, 2)がただ 1つの解である．

m = 3のとき，(m, n)の解が存在しないことを示せばよい．

m = 3のとき m+nC2 < m+nC3 < · · · < m+nCm

また m+nC2 − (mn+ 2) =
1

2
{n(n− 1) +m(m− 1)− 4}

n = m = 3より n(n− 1) = m(m− 1) = 3·2 > 4

よって m+nC2 > mn+ 2

別解 2 与えられた等式から

g(m, n) =
m+nCm

mn+ 2
=

(m+ n)!

m!n!(mn+ 2)

とおく．(1)の結果から g(m, n) = 1を満たす整数m, n (2 5 m 5 n)を
求めればよい．

g(m, n+ 1)

g(m, n)
− 1 =

(m+ n+ 1)(mn+ 2)

(n+ 1)(mn+m+ 2)
− 1

=
{(n+ 1) +m}(mn+ 2)

(n+ 1){(mn+ 2) +m}
− 1

=
m(mn+ 2)−m(n+ 1)

(n+ 1){(mn+ 2) +m}

=
m{(m− 1)n+ 1}

(n+ 1){(mn+ 2) +m}
> 0

g(m, n+ 1) > g(m, n)であるから，mを固定すると，g(m, n)は nにつ
いて単調増加．また，g(m, n)はm，nの対称式であるから，同様に nを
固定すると，g(m, n)はmについて単調増加．したがって

g(m, n) = g(2, 2) = 1

が成立する．ただし，等号が成立するとき，m = n = 2である．

よって，求める正の整数の組 (m, n)は (1)の結果に限る． �





第 7 章 大分大学

出題分野
(理工学部 経済学部 教育学部 医学部)

理工学部 出題分野 (2011-2022) 100分

J 大分大学 理工学部 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式
I 2次関数
図形と計量
データの分析
式と証明 2

複素数と方程式
II 図形と方程式 2 2 1

三角関数 2 2

指数関数と対数関数 1 1

微分法と積分法 1 1 3 2 2 3

式と曲線 4

複素数平面
関数

III 極限 4

微分法とその応用 4 4 4

積分法 4 3

積分法の応用 4 4 4 4 3 4 4

場合の数と確率 1 4 3 2

A 整数の性質
図形の性質 3 2 2 1

平面上のベクトル 3 3 2 1 2 3

B 空間のベクトル 2 1 3 1

数列 1 3 4 3 1

確率分布と統計
C 行列 (旧課程) 数字は問題番号

741

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2014.pdf
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経済学部 出題分野 (2011-2022) 80分

J 大分大学 経済学部 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式
I 2次関数
図形と計量 5

データの分析
式と証明
複素数と方程式

II 図形と方程式 6 1

三角関数 2 2

指数関数と対数関数 5 1 1

微分法と積分法 1 5 6 1 3 2 5 2 5 5 5 3

場合の数と確率 1 4 3 2

A 整数の性質
図形の性質 2 3 2 6 2 1

平面上のベクトル 3 3 2 1 2

B 空間のベクトル 2 1 3 1

数列 5 1 5 5 3 4 1

確率分布と統計
2019年度までは 4題 (100分)，2020年度以降は 3題 (80分)

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2014.pdf
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教育学部 出題分野 (2011-2022) 80分

J 大分大学 教育学部 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式
I 2次関数
図形と計量 5

データの分析
式と証明
複素数と方程式

II 図形と方程式 2 7 1

三角関数 2 2

指数関数と対数関数 1

微分法と積分法 1 5 5 1 3 2 5 2 5 5 5 3

場合の数と確率 6 3 2

A 整数の性質
図形の性質 2 2 1

平面上のベクトル 3 3 2 1 2

B 空間のベクトル 2 1 1

数列 1 6 3 4 1

確率分布と統計
数字は問題番号

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2014.pdf
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医学部 出題分野 (2011-2022) 80分

J 大分大学 医学部 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式 6 8 7

I 2次関数
図形と計量 6

データの分析
式と証明
複素数と方程式 8

II 図形と方程式
三角関数 7

指数関数と対数関数 8

微分法と積分法 7

式と曲線
複素数平面 7 8

関数
III 極限 10 6·7 6 6 5

微分法とその応用 7 7 6

積分法 7 9 8 8

積分法の応用 9 6 8 9 8 6 6

場合の数と確率 8 7 7 8 8 7

A 整数の性質
図形の性質
平面上のベクトル 9 7

B 空間のベクトル 7

数列 8 8 7

確率分布と統計 7

C 行列 (旧課程) 数字は問題番号

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2014.pdf
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7.1 2015年
• 工学部 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (100分)

• 経済学部 1 2 3 5 数 I・II・A・B (100分)

• 教育福祉科学部 1 2 3 数 I・II・A・B (80分)

• 医学部 6 7 8 数 I・II・III・A・B (80分)

1 aを実数とする．円 x2 + y2 − 4x− 8y+15 = 0と直線 y = ax+1が異なる 2点
A，Bで交わっている．

(1) aの値の範囲を求めなさい．

(2) 弦ABの長さが最大になるときの aの値を求めなさい．

(3) 弦ABの長さが 2になるときの aの値を求めなさい．

2 4ABCにおいて，辺ABを 2 : 1に内分する点を P，辺ACを 1 : 2に内分する
点をQとし，辺BC上に点Rがあるとする．

(1) 線分PQの中点をMとし，点A，M，Rが一直線上にあるとき，BR : RC

を求めなさい．

(2) 4ABCの重心Gと4PRQの重心Hが一致するとき，BR : RCを求めな
さい．

(3) 直線AR，BQ，CPが一点で交わるとき，BR : RCを求めなさい．

3 kを実数とする．関数 y = |x(x− 1)|のグラフと直線 y = kxが異なる 3点を共
有している．これらで囲まれた 2つの部分の面積の和を Sとする．

(1) kの値の範囲を求めなさい．

(2) Sを kの式で表しなさい．

(3) Sが最小になるときの kの値を求めなさい．
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4 曲線C : 4x2 + 9y2 = 36 (x > 0)上の点P

(
3
√
3

2
, y1

)
が第 1象限にある．点P

における曲線Cの接線を `とする．

(1) y1の値を求めなさい．

(2) 接線 `の方程式を求めなさい．

(3) 接線 `と x軸との交点の x座標を求めなさい．

(4) 曲線C，接線 `，x軸で囲まれた部分の面積 Sを求めなさい．

5 数列 {an}の初項から第 n項までの和 Snが

Sn = n4 + 6n3 + 11n2 + 6n

で表されるとする．

(1) 数列 {an}の一般項が an = 4n(n+ 1)(n+ 2)であることを示しなさい．

(2) bn =
1

an
(n = 1, 2, 3, · · · )によって定まる数列 {bn}の初項から第 n項まで

の和 Tnを nの式で表しなさい．
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6 方程式 y2 = x6(1− x2)が表す図形で囲まれた面積を求めなさい．

7 方程式 x4 + x2 + 1 = 0の解で，実部と虚部がともに正のものを x1，実部が負
で虚部が正のものを x2，実部と虚部がともに負のものを x3，実部が正で虚部
が負のものを x4とする．

(1) この方程式を解きなさい．

(2) x1
k (k = 1, 2, · · · , 6)を計算しなさい．

(3) 与方程式の解 xiと自然数 nに対して，xi
4n + xi

2n + 1 (i = 1, 2, 3, 4) を求
めなさい．

8 正の実数 pi, qi (i = 1, 2, · · · , n)が
n∑

i=1

pi =
n∑

i=1

qi = 1 を満たすとき，次の問

いに答えなさい．

(1) 不等式 log x 5 x− 1が成り立つことを証明しなさい．

(2) 不等式
n∑

i=1

pi log pi =
n∑

i=1

pi log qi が成り立つことを証明しなさい．

(3) F =
n∑

i=1

pi log piの最小値を求めなさい．

(4) 正の実数 ai (i = 1, 2, · · · , n)に対して，G =
n∑

i=1

ai log aiの最小値を求め

なさい．
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解答例

1 (1) x2 + y2 − 4x− 8y + 15 = 0 より (x− 2)2 + (y − 4)2 = 5 · · · (∗)

円 (∗)の中心 (2, 4)から直線 ax− y + 1 = 0までの距離 dは

d =
| a·2− 4 + 1 |√

a2 + (−1)2
=

| 2a− 3 |√
a2 + 1

· · · 1©

また，円 (∗)の半径 rは r =
√
5

円と直線が異なる 2点で交わるとき，d < r であるから

| 2a− 3 |√
a2 + 1

<
√
5 整理すると a2 + 12a− 4 > 0

これを解いて a < −6 − 2
√
10, − 6 + 2

√
10 < a

(2) 直線 y = ax+ 1が円の中心 (2, 4)を通るときであるから

4 = a·2 + 1 これを解いて a =
3

2

(3) d2 +

(
AB

2

)2

= r2 であるから

d2 + 12 = (
√
5)2 ゆえに d = 2

これを 1©に代入すると

| 2a− 3 |√
a2 + 1

= 2 よって a =
5

12

�
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2 (1) Mは線分 PQの中点であるから

−−→
AM =

1

2

−→
AP +

1

2

−→
AQ

条件から
−→
AP =

2

3

−→
AB,

−→
AQ =

1

3

−→
AC

したがって
−−→
AM =

1

3

−→
AB +

1

6

−→
AC

　

1

2

A

B CR

1

2P

Q

M

点A，M，Rが一直線上にあるから，実数 kを用いて
−→
AR = k

−−→
AM ゆえに

−→
AR =

1

3
k
−→
AB +

1

6
k
−→
AC

Rは直線BC上の点であるから
1

3
k +

1

6
k = 1 これを解いて k = 2

したがって
−→
AR =

2

3

−→
AB +

1

3

−→
AC よって BR : RC = 1 : 2

(2) Gは4ABCの重心であるから

−→
AG =

1

3

−→
AB +

1

3

−→
AC

Hは4PQRの重心であるから

−→
AH =

1

3

(−→
AP +

−→
AQ+

−→
AR
)

　

1

2

A

B CR

1

2P

Q

G
H

これに
−→
AP =

2

3

−→
AB，

−→
AQ =

1

3

−→
AC を代入すると

−→
AH =

1

3

(
2

3

−→
AB+

1

3

−→
AC+

−→
AR

)
=

2

9

−→
AB+

1

9

−→
AC+

1

3

−→
AR

このとき，
−→
AG =

−→
AH であるから
1

3

−→
AB +

1

3

−→
AC =

2

9

−→
AB+

1

9

−→
AC+

1

3

−→
AR

ゆえに
−→
AR =

1

3

−→
AB +

2

3

−→
AC よって BR : RC = 2 : 1

(3) チェバの定理により
AP

PB
·BR
RC

·CQ
QA

= 1

したがって
2

1
·BR
RC

·2
1
ゆえに

BR

RC
=

1

4

よって BR : RC = 1 : 4 �

　

1

2

A

B CR

1

2P

Q



750 第 7章 大分大学

3 (1) |x(x− 1)| =

{
x2 − x (x 5 0, 1 5 x)

−x2 + x (0 5 x 5 1)

したがって

y = |x(x− 1)| · · · (∗)

のグラフは，右の図のようになる．

y = −x2 + xを微分すると y′ = −2x+ 1

　

O

y

x
1
2

1

1
4

y = −x2 + xの x = 0における接線の傾きは y′ = 1

(∗)グラフと直線 y = kxが異なる 3つの共有点をもつ kの値の範囲は

0 < k < 1

(2) (∗)のグラフと直線 y = kxの共有点の x座標は

x 5 0, 1 5 x のとき x(x− 1) = kx これを解いて x = 1 + k

0 5 x 5 1 のとき −x(x− 1) = kx これを解いて x = 1− k

右の図について，求める面積 Sは

S = S1 + S2, S1 =
1

6
(1− k)3, S3 =

1

6
,

S3 + (S3 − S1) + S2 =
1

6
(1 + k)3 より

S = S1 + S2 =
1

6
(1 + k)3 + 2S1 − 2S3

=
1

6
(1 + k)3 + 2× 1

6
(1− k)3 − 2× 1

6

=
1

6
(−k3 + 9k2 − 3k + 1)

　

O

y

x1−k

1+k1
S3

S1
S2

S3−S1

(3) (2)の結果から
dS

dk
= −1

2
(k2−6k+1)

dS

dk
= 0とすると k = 3±2

√
2

ここで 0 < 3− 2
√
2 =

1

3 + 2
√
2
< 1 < 3 + 2

√
2

したがって，0 5 k 5 1 における Sの増減表は，次のようになる．

k 0 · · · 3− 2
√
2 · · · 1

dS
dk

− 0 +

S ↘ 極小 ↗

よって，求める kの値は k = 3 − 2
√
2 �
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4 (1) P

(
3
√
3

2
, y1

)
はC : 4x2 + 9y2 = 36上の点であるから

4

(
3
√
3

2

)2

+ y1
2 = 36 ゆえに y1

2 = 1

Pは第 1象限にあるから，y1 > 0 に注意して y1 = 1

(2) (1)の結果から，P

(
3
√
3

2
, 1

)
におけるCの接線 `は

4·3
√
3

2
x+ 9·1y = 36 よって 2

√
3x + 3y = 12

(3) (2)で求めた `の方程式に y = 0を代入すると

2
√
3x = 12 よって，求める x座標は x = 2

√
3

(4) 曲線Cおよび接線 `を y軸をもとに x軸方向に
2

3
だけ縮小したものを，そ

れぞれC ′，`′とすると，C ′，`′，x軸で囲まれた図形の面積は
2

3
Sである．

O

y

x3
2
√
3

3
√
3

2

1

2

O

y

x√
3

1P Q

R
2

π
6 4

√
3

3

S
2
3
S

−2

2

−2

C

`

C ′

`′

したがって，右上の図から

2

3
S = 4OQR− 1

2
·22·π

6

=
1

2
·4
√
3

3
·1− π

3

よって S =
√
3 −

π

2
�
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5 (1) Sn = n4 + 6n3 + 11n2 + 6n より Sn = n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

n = 1 のとき a1 = S1 = 1·2·3·4 = 24

n = 2 のとき

an = Sn − Sn−1

= n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)− (n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)

= n(n+ 1)(n+ 2){(n+ 3)− (n− 1)}
= 4n(n+ 1)(n+ 2)

上式は，n = 1のときも成り立つ．

よって，数列 {an}の一般項は an = 4n(n+ 1)(n+ 2)

(2) (1)の結果から bk =
1

ak
=

1

4k(k + 1)(k + 2)

Tn =
n∑

k=1

bk =
n∑

k=1

1

4k(k + 1)(k + 2)

=
1

8

n∑
k=1

{
1

k(k + 1)
− 1

(k + 1)(k + 2)

}
=

1

8

{
1

2
− 1

(n+ 1)(n+ 2)

}
=

n(n + 3)

16(n + 1)(n + 2)

�
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6 曲線 y2 = x6(1− x2)は，x軸および y軸に関
して対称である．x = 0，y = 0において

y = x3
√
1− x2

よって，求める面積を Sとすると

　

O

y

x
1

S

4

−1

S

4
=

∫ 1

0

x3
√
1− x2 dx

=

∫ 1

0

{−x(1− x2) + x}
√
1− x2 dx

=

∫ 1

0

{−x(1− x2)
3
2 + x(1− x2)

1
2} dx

=

[
1

5
(1− x2)

5
2 − 1

3
(1− x2)

3
2

]1
0

=
2

15

よって S =
8

15
�

7 (1) 方程式 x6 = 1 · · · 1©の解は

x = cos
j

3
π + i sin

j

3
π (j = 0, 1, 2, 3, 4, 5)

方程式 1©から
(x2 − 1)(x4 + x2 + 1) = 0

方程式 x4 + x2 + 1 = 0の解は x 6= ±1であるから，この方程式の解は

x = cos
j

3
π + i sin

j

3
π (j = 1, 2, 4, 5) · · · (∗)

条件から x1 = cos
π

3
+ i sin

π

3
=

1

2
+

√
3

2
i

x2 = cos
2

3
π + i sin

2

3
π = −

1

2
+

√
3

2
i

x3 = cos
4

3
π + i sin

4

3
π = −

1

2
−

√
3

2
i

x4 = cos
5

3
π + i sin

5

3
π =

1

2
−

√
3

2
i
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(2) (1)の結果から

x1
k =

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)k
= cos

k

3
π + i sin

k

3
π

よって x1 = cos
π

3
+ i sin

π

3
=

1

2
+

√
3

2
i

x1
2 = cos

2

3
π + i sin

2

3
π = −

1

2
+

√
3

2
i

x1
3 = cos π + i sin π = −1

x1
4 = cos

4

3
π + i sin

4

3
π = −

1

2
−

√
3

2
i

x1
5 = cos

5

3
π + i sin

5

3
π =

1

2
−

√
3

2
i

x1
6 = cos 2π + i sin 2π = 1

(3) (∗)から，方程式 x4 + x2 + 1 = 0の解について，x6 = 1に注意して

x4n = (x6)nx−2n =

(
cos

j

3
π + i sin

j

3
π

)−2n

= cos
2nj

3
π − i sin

2nj

3
π

x2n =

(
cos

j

3
π + i sin

j

3
π

)2n

= cos
2nj

3
π + i sin

2nj

3
π

したがって x4n + x2n + 1 = 2 cos
2nj

3
π + 1

このとき，j = 1, 2, 4, 5 であるから (2 = 3− 1, 4 = 3 + 1, 5 = 6− 1)

x4n + x2n + 1 = 2 cos
2n

3
π + 1

すなわち xi
4n + xi

2n + 1 = 2 cos
2n

3
π + 1 (i = 1, 2, 3, 4)

よって xi
4n+xi

2n+1 =

{
3 (n ≡ 0 (mod 3) のとき)

0 (n 6≡ 0 (mod 3) のとき)
(i = 1, 2, 3, 4)

�
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8 (1) f(x) = x− 1− log x とおくと f ′(x) = 1− 1

x

f(x)の増減表は次のようになる．

x (0) · · · 1 · · ·
f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 0 ↗

したがって f(x) = 0 すなわち x− 1− log x = 0

よって log x 5 x− 1

(2) (ギブスの不等式 (Gibbs’ inequality))

(1)の結果から

n∑
i=1

pi log
qi
pi

5
n∑

i=1

pi

(
qi
pi

− 1

)
=

n∑
i=1

(qi − pi) = 0

よって
n∑

i=1

pi log pi =
n∑

i=1

pi log qi · · · 1©

また， 1©の等号が成立するのは，
qi
pi

= 1 すなわち pi = qi (i = 1, 2, · · · , n)

(3) c =
n∑

i=1

piqi とおくと

n∑
i=1

pi log qi − log c =
n∑

i=1

pi log
qi
c
5

n∑
i=1

pi

(qi
c
− 1
)
= 0

したがって log c =
n∑

i=1

pi log qi · · · 2©

また， 2©の等号が成立するのは

qi
c
= 1 すなわち qi = c =

1

n
(i = 1, 2, · · · , n)

1©， 2©から
n∑

i=1

pi log pi =
n∑

i=1

pi log
1

n
= log

1

n
=

n∑
i=1

pi log qi

よって，F は，pi =
1

n
(i = 1, 2, · · · , n)のとき，最小値 log

1

n
をとる．
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(4) A =
n∑

i=1

ai，pi =
ai
A
とおくと，(3)の結果から

G =
n∑

i=1

ai log ai =
n∑

i=1

Api logApi

= A

n∑
i=1

pi(logA+ log pi)

= A logA+ A

n∑
i=1

pi log pi

= A logA+ A log
1

n
= A log

A

n

よって G = A log
A

n
· · · (∗)

(3)の結果から，(∗)で等号が成立するのは，a1 = a2 = · · · = anのとき．

ここで，g(x) = x log xとおくと g′(x) = 1 + log x

g(x)の増減表は，次のようになる．

x (0) · · · 1
e

· · ·
g′(x) − 0 +

g(x) ↘ −1
e

↗

したがって

A log
A

n
= n× A

n
log

A

n

= n× g

(
A

n

)
= n× g

(
1

e

)
= −n

e

よって A log
A

n
= −n

e
· · · (∗∗)

(∗∗)で等号が成立するのは，A

n
=

1

e
のとき．

(∗)，(∗∗)から G = A log
A

n
= −n

e

とくに，G = −n

e
となるのは，a1 = a2 = · · · = an,

A

n
=

1

e
より

a1 = a2 = · · · = an =
1

e

のときである．よって，求めるGの最小値は −
n

e
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別解 (4)で用いた g(x)により

G =
n∑

i=1

ai log ai =
n∑

i=1

g(ai) =
n∑

i=1

g

(
1

e

)
= −n

e

よって G = −n

e

上式において，等号が成立するのは

a1 = a2 = · · · = an =
1

e

のときである．よって，求めるGの最小値は −
n

e
�
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7.2 2016年
• 工学部 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (100分)

• 経済学部 1 2 3 5 数 I・II・A・B (100分)

• 教育学部 1 2 3 数 I・II・A・B (80分)

• 医学部 6 7 8 数 I・II・III・A・B (80分)

1 大きさ 1のベクトル~aと，~0でないベクトル~bのなす角を θとする．

(1) |3~a+ t~b|が最小となるような実数 tの値を |~b|，θを用いて表しなさい．

(2) |3~a+ t~b|は t = −1

2
のとき最小値 2

√
2をとる．|~b|および cos θの値を求め

なさい．

2 aを 0でない実数とする．2つの放物線 y = x2，y = −x2 + 2ax+
1

2a2
がある．

(1) 2つの放物線は異なる 2点で交わることを示しなさい．

(2) 2つの放物線の交点の x座標をα，β (α < β)とするとき，β −αを aの式
で表しなさい．

(3) 2つの放物線で囲まれた部分の面積 Sを aの式で表しなさい．

(4) (3)で定めた面積 Sの最小値を求めなさい．

3 AとBの 2つの箱がある．箱Aには，赤玉が 1個，青玉が 4個，黄玉が 5個入っ
ている．箱Bには，当りくじが 3本，はずれくじが 7本入っている．
箱Aから玉を 1つ取り出し，それが赤玉のときは箱Bからくじを 5本，青玉

のときは 3本，黄玉のときは 2本引くとする．

(1) 青玉を取り出し，当たりくじを少なくとも 1本引く確率を求めなさい．

(2) 当たりくじを少なくとも 1本引く確率を求めなさい．

(3) 当たりくじをちょうど 1本引く確率を求めなさい．
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4 2つの曲線 y = x+ 2 cos x

(
π

2
5 x 5 3

2
π

)
と y = x− 2 cos x

(
π

2
5 x 5 3

2
π

)
をつないでできる曲線をCとする．

(1) 曲線Cの概形を図示しなさい．

(2) kを実数とする．曲線Cと直線 y = kが異なる 2点で交わるための kの値
の範囲を求めなさい．

(3) 曲線 C で囲まれた部分を x軸のまわりに 1回転してできる立体の体積を
求めなさい．

5 初項 3の数列 {an}がある．bn = an+1 − 3anとするとき，数列 {bn}は初項 6，
公比 3の等比数列である．

(1) cn =
an
3n
とするとき，cn+1 − cnを求めなさい．

(2) anを nの式で表しなさい．

(3) Sn =
n∑

k=1

akとするとき，Snを nの式で表しなさい．
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6 0でない実数 rが |r| < 1のとき，以下の問いに答えなさい．ただし，自然数 n

に対して lim
n→∞

nrn = 0， lim
n→∞

n(n− 1)rn = 0である．

(1) Rn =
n∑

k=0

rkと Sn =
n∑

k=0

krk−1を求めなさい．

(2) Tn =
n∑

k=0

k(k − 1)rk−2を求めなさい．

(3)
∞∑
k=0

k2rkを求めなさい．

7 自然数 nに対して関数 y = 2nx− x2のグラフと x軸で囲まれた領域 (境界を含
む)Rnを考える．以下の問いに答えなさい．

(1) 領域Rnに含まれる格子点 (x座標と y座標がともに整数である点)の数Sn

を求めなさい．

(2) 点A(0, 0)，B(2n, 0)，および関数 yの頂点を結ぶ線分で囲まれた領域 (境
界を含む) に含まれる格子点の数 Tnを求めなさい．

(3) lim
n→∞

Tn

Sn

を求めなさい．

8 中心が原点Oで半径が aの定円 C1上を，半径
a

4
の円 C2が内接しながらすべ

ることなく回転する．円C2上の点Pは最初に点A(a, 0)にあるとする．円C2

の中心をBとするとき，以下の問いに答えなさい．

(1) ∠AOB = θとする．
−→
BPを a，θで表しなさい．

(2)
−→
OPを a，θで表しなさい．

(3) 0 5 θ 5 2πのとき，動点 Pが移動する距離を求めなさい．
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解答例

1 (1) |~a| = 1，~a·~b = |~a||~b| cos θ = |~b| cos θ であるから

|3~a+ t~b|2 = 9|~a|2 + 6t~a·~b+ t2|~b|2

= |~b|2t2 + 6t|~b| cos θ + 9

= |~b|2
(
t+

3 cos θ

|~b|

)2

− 9 cos2 θ + 9

|3~a+ t~b|2が最小のとき，|3~a+ t~b|は最小となる．

よって，t = −
3 cos θ

|~b|
のとき，|3~a+ t~b|は最小となる．

(2) |3~a+ t~b|が t = −1

2
のとき，最小値 2

√
2 をとるから，(1)の結果より

−3 cos θ

|~b|
= −1

2
, −9 cos2 θ + 9 = (2

√
2)2

ゆえに |~b| = 6 cos θ > 0，9 cos2 θ = 1 よって cos θ =
1

3
, |~b| = 2

�

2 (1) 2つの放物線 y = x2，y = −x2 + 2ax+
1

2a2
の共有点の x座標は

x2 = −x2 + 2ax+
1

2a2
ゆえに 2x2 − 2ax− 1

2a2
= 0 · · · (∗)

方程式 (∗)の判別式をDとすると

D/4 = (−a)2 − 2·
(
− 1

2a2

)
= a2 +

1

a2
> 0

よって，2つの放物線は，異なる 2点で交わる．

(2) 方程式 (∗)の解と係数の関係により α + β = a，αβ = − 1

4a2
· · · (∗∗)

したがって (β − α)2 = (α + β)2 − 4αβ

= a2 − 4

(
− 1

4a2

)
= a2 +

1

a2

α < β より，β − α > 0 であるから β − α =

√
a2 +

1

a2
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(3) (∗)，(∗∗)より

2x2 − 2ax− 1

2a2
= 2

(
x2 − ax− 1

4a2

)
= 2

{
x2 − (α + β)x+ αβ

}
= 2(x− α)(x− β)

α 5 x 5 β において，y = −x2 + 2ax+
1

2a2
は y = x2の上側にあるから

S =

∫ β

α

{(
−x2 + 2ax+

1

2a2

)
− x2

}
dx

= −
∫ β

α

(
2x2 − 2ax− 1

2a2

)
dx

= −2

∫ β

α

(x− α)(x− β) dx = −2

{
−1

6
(β − α)3

}
=

1

3
(β − α)3 =

1

3

(
a2 +

1

a2

)3
2

(4) 相加平均・相乗平均の関係により

a2 +
1

a2
= 2

√
a2· 1

a2
= 2

上式において等号が成立するのは a2 =
1

a2
すなわち a = ±1

したがって S =
1

3

(
a2 +

1

a2

) 3
2

= 1

3
·2 3

2 =
2
√
2

3

よって a = ±1のとき，Sは最小値
2
√
2

3
をとる． �
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3 (1) 箱Aから青玉を取り出す確率は
4

10
=

2

5

箱Bからくじ 3本引くとき，少なくとも当たりくじを 1本引く確率は

1− 7C3

10C3

=
17

24

よって，求める確率は
2

5
× 17

24
=

17

60

(2) (1)と同様に，箱Aから赤玉を取り出し，箱Bから少なくとも当たりくじ
を 1本引く確率は

1

10

(
1− 7C5

10C5

)
=

11

120

また，箱Aから黄玉を取り出し，箱 Bから少なくとも当たりくじを 1本
引く確率は

5

10

(
1− 7C2

10C2

)
=

4

15

よって，求める確率は，これと (1)の結果により

11

120
+

17

60
+

4

15
=

77

120

(3) 箱Aから赤玉を取り出し，箱Bから当たりくじを 1本引く確率は

1

10
× 3C1 × 7C4

10C5

=
1

24

箱Aから青玉を取り出し，箱Bから当たりくじを 1本引く確率は

4

10
× 3C1 × 7C2

10C3

=
21

100

箱Aから黄玉を取り出し，箱Bから当たりくじを 1本引く確率は

5

10
× 3C1 × 7C1

10C2

=
7

30

よって，求める確率は
1

24
+

21

100
+

7

30
=

97

200
�
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4 (1) 2つの曲線を次のようにおく．

C1 : y = x+ 2 cos x

(
π

2
5 x 5 3

2
π

)
C2 : y = x− 2 cos x

(
π

2
5 x 5 3

2
π

)
C1について y′ = 1− 2 sin x，y′′ = −2 cos x = 0

x π
2

· · · 5π
6

· · · 3π
2

y′ − 0 +

y π
2

↘ 極小 ↗ 3π
2

x =
5π

6
で極小値

5π

6
−
√
3をとる．下に凸．

また，C2について y′ = 1 + 2 sinx，y′′ = 2 cosx 5 0

x π
2

· · · 7π
6

· · · 3π
2

y′ + 0 −
y π

2
↗ 極大 ↘ 3π

2

x =
7π

6
で極大値

7π

6
+
√
3をとる．上に凸．

以上の結果から，グラフの概形は次のようになる．

O

y

x

C1

C2

π
2

π
2

5π
6

7π
6

3π
2

7π
6

+
√
3

3π
2

5π
6

−
√
3

y = x

(2) Cの概形から，y = kが異なる 2点で交わるための kの値の範囲は

5π

6
−

√
3 < k <

7π

6
+

√
3
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(3)
5π

6
−
√
3 > 0 であるから，求める回転体の体積を V とすると

V = π

∫ 3
2
π

π
2

{(x− 2 cos x)2 − (x+ 2 cos x)2} dx

= 8π

∫ 3
2
π

π
2

(−x cosx) dx

= 8π

[
− x sin x− cos x

] 3π
2

π
2

= 16π2

補足 C1とC2で囲まれ部分の面積 Sは S = 8

C1とC2は点 (π, π)に関して対称で，この図形の重心である．

したがって，x軸から重心までの距離 hは h = π

よって，求める回転体の体積 V は，パップス・ギュルダンの定理 1により

V = 2πhS = 2π·π·8 = 16π2

�

5 (1) {bn}は初項 6，公比 3の等比数列であるから

bn = 6·3n−1 = 2·3n

bn = an+1 − 3anに上の結果を代入すると

2·3n = an+1 − 3an ゆえに
an+1

3n+1
− an

3n
=

2

3

cn =
an
3n
であるから cn+1 − cn =

2

3

(2) c1 =
a1
3

=
3

3
= 1，および (1)の結果から，{cn}は初項 1，公差

2

3
の等差

数列であるから

cn = 1 +
2

3
(n− 1) =

1

3
(2n+ 1)

cn =
an
3n
より，an = 3ncn であるから

an = 3n·1
3
(2n+ 1) = (2n + 1)·3n−1

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2012.pdfの 1 を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2012.pdf
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(3) bn = 6·3n−1 および bn = an+1 − 3an より

n∑
k=1

6·3k−1 =
n∑

k=1

(ak+1 − 3ak)

3(3n − 1) =
n∑

k=1

ak+1 − 3
n∑

k=1

ak · · · (∗)

このとき，条件および (2)の結果から

n∑
k=1

ak = Sn,

n∑
k=1

ak+1 = Sn + an+1 − a1

= Sn + (2n+ 3)·3n − 3

上の 2式を (∗)に代入すると

3(3n − 1) = {Sn + (2n+ 3)·3n − 3} − 3Sn

これを Snについて解くと Sn = n·3n �

6 (1) (1− r)
n∑

k=0

rk = 1− rn+1 より，|r| < 1のとき

Rn =
n∑

k=0

rk =
1 − rn+1

1 − r

次に，Snについて

Sn =
n∑

k=0

krk−1 · · · 1©, Sn =
n+1∑
k=1

(k − 1)rk−2 · · · 2©

とおくと， 1©− 2©× rより (r 6= 1)

Sn − rSn =
n∑

k=0

krk−1 − r
n+1∑
k=1

(k − 1)rk−2

(1− r)Sn = −nrn +
n∑

k=1

{krk−1 − r(k − 1)rk−2}

= −nrn +
n∑

k=1

rk−1 = −nrn +
1− rn

1− r

よって Sn = −
nrn

1 − r
+

1 − rn

(1 − r)2
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(2) Tnについて

Tn =
n∑

k=0

k(k − 1)rk−2 · · · 3©, Tn =
n+1∑
k=1

(k − 1)(k − 2)rk−3 · · · 4©

とおくと， 3©− 4©× rより， 2©に注意して (r 6= 1)

Tn − rTn =
n∑

k=0

k(k − 1)rk−2 − r
n+1∑
k=1

(k − 1)(k − 2)rk−3

(1− r)Tn = −n(n− 1)rn−1 + 2
n∑

k=1

(k − 1)rk−2

= −n(n− 1)rn−1 − 2nrn−1 + 2
n+1∑
k=1

(k − 1)rk−2

= −n(n+ 1)rn−1 + 2Sn

= −n(n+ 1)rn−1 − 2nrn

1− r
+

2(1− rn)

(1− r)2

よって Tn = −
n(n + 1)rn−1

1 − r
−

2nrn

(1 − r)2
+

2(1 − rn)

(1 − r)3

(3) |r| < 1のとき， lim
n→∞

nrn = 0， lim
n→∞

n(n− 1)rn = 0 であるから

lim
n→∞

n(n+ 1)rn−1 = lim
n→∞

n(n− 1)rn + 2nrn

r
= 0

上の諸式により

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

{
− nrn

1− r
+

1− rn

(1− r)2

}
=

1

(1− r)2

lim
n→∞

Tn = lim
n→∞

{
−n(n+ 1)rn−1

1− r
− 2nrn

(1− r)2
+

2(1− rn)

(1− r)3

}
=

2

(1− r)3

よって
∞∑
k=0

k2rk = r2
∞∑
k=0

k(k − 1)rk−2 + r
∞∑
k=0

krk−1

= r2 × 2

(1− r)3
+ r × 1

(1− r)2
=

r(1 + r)

(1 − r)3
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別解 f(r) =
∞∑
k=0

rk =
1

1− r
とおくと (0 < |r| < 1)

f ′(r) =
∞∑
k=0

krk−1 =
1

(1− r)2
, f ′′(r) =

∞∑
k=0

k(k − 1)rk−2 =
2

(1− r)3

したがって

∞∑
k=0

k2rk =
∞∑
k=0

{k(k − 1) + k}rk

= r2
∞∑
k=0

k(k − 1)rk−2 + r

∞∑
k=0

krk−1

= r2f ′′(r) + rf ′(r) =
2r2

(1− r)3
+

r

(1− r)2
=

r(1 + r)

(1− r)3

�

7 (1) 関数 y = 2nx− x2 = −(x− n)2 + n2のグラ
フの頂点をCとすると C(n, n2)

Rnに含まれる直線 x = k (kは整数)上の格
子点の個数は，

−(k − n)2 + n2 + 1

グラフは直線x = nに関して対称であるから

　

O

y

xn

n2

2n

x = k

A B

C

Sn = 2
n−1∑
k=0

{−(k − n)2 + n2 + 1}+ n2 + 1

= 2
n∑

k=1

(−k2 + n2 + 1) + n2 + 1

= 2

{
−1

6
n(n+ 1)(2n+ 1) + n(n2 + 1)

}
+ n2 + 1

=
4

3
n3 +

5

3
n + 1
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(2) 直線ACの傾きは nであるから，(1)と同様に直線 x = k (kは整数)上の
格子点の個数は，nk + 1であるから

Tn = 2
n−1∑
k=0

(nk + 1) + n2 + 1

= 2
n∑

k=1

{n(k − 1) + 1}+ n2 + 1

= 2
n∑

k=1

(nk − n+ 1) + n2 + 1

= 2

{
n× 1

2
n(n+ 1) + (−n+ 1)n

}
+ n2 + 1

= n3 + 2n + 1

(3) (1)，(2)の結果から

lim
n→∞

Tn

Sn

= lim
n→∞

n3 + 2n+ 1
4

3
n3 +

5

3
n+ 1

= lim
n→∞

1 +
2

n2
+

1

n3

4

3
+

5

3n2
+

1

n3

=
3

4

�

8 (1) C1とC2の接点をT，α = ∠PBT と
する．C1およびC2上の弧について，(
AT=

(

PT であるから

aθ =
a

4
× α ゆえに α = 4θ

BTの x軸のなす角が θであるから

−→
BP =

a

4
(cos(θ − α), sin(θ − α))

=
a

4
(cos(−3θ), sin(−3θ))

=
a

4
(cos 3θ,− sin 3θ)

　

O

y

x

B

θ

α

P

T

A
a

a

a
2

C1

C2
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(2) OB = OT− BT = a− a

4
=

3

4
a，∠AOB = θであるから

−→
OB =

3

4
a(cos θ, sin θ)

上式および (1)の結果から
−→
OP =

−→
OB+

−→
BP

=
3

4
a(cos θ, sin θ) +

a

4
(cos 3θ,− sin 3θ)

=
a

4
(3 cos θ + cos 3θ, 3 sin θ − sin 3θ)

(3)
−→
OP = (x, y)とおくと，(2)の結果から

dx

dθ
= −3

4
a(sin θ + sin 3θ),

dy

dθ
=

3

4
a(cos θ − cos 3θ)

したがって
(
dx

dθ

)2

+

(
dy

dθ

)2

=
9

8
a2(1− cos 3θ cos θ + sin 3θ sin θ)

=
9

8
a2(1− cos 4θ) =

9

4
a2 sin2 2θ

求める距離を sとすると，
3

2
a| sin 2θ|の周期が π

2
であることに注意して

s =

∫ 2π

0

√(
dx

dθ

)2

+

(
dy

dθ

)2

dθ =

∫ 2π

0

3

2
a| sin 2θ| dθ

= 4

∫ π
2

0

3

2
a sin 2θ dθ =

[
−3a cos 2θ

]π
2

0

= 6a

解説 (2)の結果は，

−→
OP = a(cos3 θ, sin3 θ)

となり，その軌跡はアストロイドである．−→
OP = (x, y)とおくと(

dx

dθ
,
dy

dθ

)
= a

(
−3 cos2 θ sin θ, 3 sin2 θ cos θ

)
= 3a sin θ cos θ(− cos θ, sin θ)

=
3

2
a sin 2θ(− cos θ, sin θ)

ゆえに

√(
dx

dθ

)2

+

(
dy

dθ

)2

=
3

2
a| sin 2θ|

　

O

y

xa−a

a

−a
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アストロイド (astroid)の x軸および y軸に関する対称性により

s = 4

∫ π
2

0

√(
dx

dθ

)2

+

(
dy

dθ

)2

dθ

= 4

∫ π
2

0

3

2
a sin 2θ dθ = 3a

[
− cos 2θ

]π
2

0

= 6a

補足 長さ aの線分Lの両端がx軸上および y軸
上を動くとき，Lの包絡線 (Lの通る領域
と通らない領域の境界線)を求める．
右の図のように Lが x = 0，y = 0にある
とき，L上の点 (x, y)について

y = −
√
a2 − t2

t
x+

√
a2 − t2 · · · (∗)

　

O

y

xx

y

t

√
a2−t2

L

が成立する．ここで，xを固定し，yを tの関数とすると

dy

dt
=

a2

t2
√
a2 − t2

x− t√
a2 − t2

=
a2x− t3

t2
√
a2 − t2

点 (x, y)が包絡線上にあるとき，
dy

dt
= 0であるから t = a

2
3x

1
3

これを (∗)に代入すると

y = −x
2
3

√
a

2
3 − x

2
3 + a

2
3

√
a

2
3 − x

2
3

したがって y2 = x
4
3 (a

2
3 − x

2
3 )− 2a

2
3x

2
3 (a

2
3 − x

2
3 ) + a

4
3 (a

2
3 − x

2
3 )

= a2 − 3a
4
3x

2
3 + 3a

2
3x

4
3 − x2

=
(
a

2
3 − x

2
3

)3
よって x

2
3 + y

2
3 = a

2
3

一般に，Lの両端が x軸上および y軸上を動くとき，上式は成立する．�
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7.3 2017年
• 工学部 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (100分)

• 経済学部 1 3 5 6 数 I・II・A・B (100分)

• 教育学部 1 3 5 数 I・II・A・B (80分)

• 医学部 7 8 9 数 I・II・III・A・B (80分)

1 1辺の長さが 1の正四面体 PABCにおいて，辺 PA，BC，PB，ACの中点を
それぞれK，L，M，N とする．線分KL，MNの中点をそれぞれQ，Rとし，
4ABCの重心をGとする．また，

−→
PA = ~a，

−→
PB = ~b，

−→
PC = ~cとおく．

(1)
−→
PQ，

−→
PRを~a，~b，~cを用いて表し，点QとRが一致することを示しなさい．

(2) 3点P，Q，Gが同一直線上にあることを示しなさい．また，PQ : QGを
求めなさい．

(3) PG⊥ABを示しなさい．

2 a，bを 1より大きい定数とし，logab x+ logab y = 2とする．

(1) xyを a，bの式で表しなさい．

(2) ax+ byの最小値を a，bの式で表しなさい．

(3) (ax− 1)2 + (by − 1)2の最小値を a，bの式で表しなさい．

3 a1 = 3，
n+1∑
k=1

ak = 4an + 1 (n = 1, 2, 3, · · · ) で定められる数列 {an}がある．

(1) nを 2以上の自然数とするとき，an+1を an，an−1 で表しなさい．

(2) an+1 − 2anを nの式で表しなさい．

(3) anを nの式で表しなさい．

4 f(x) = 2− e−
x2

2 とする．

(1) 関数 y = f(x)の増減，グラフの凹凸を調べ，極値，変曲点を求めなさい．
また，そのグラフをかきなさい．

(2) kを定数とする．方程式 f(x) = kの異なる実数解の個数を求めなさい．

(3) すべての実数 xに対して，不等式 f(x) 5 1 +
1

2
x2 が成り立つことを示し

なさい．
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5 0 5 t 5 1とし，関数 f(x) = x2 − 4|x− 1|に対して，

S(t) =

∫ 2t

t

f(x) dx

とする．

(1) y = f(x)のグラフをかきなさい．

(2) S(t)を求めなさい．

(3) S(t)の最大値と最小値を求めなさい．

6 4ABCにおいて AB = 5，AC = 3とし ∠Aの二等分線と辺 BCとの交点を P

とする．頂点 Cから直線 APに下ろした垂線と，直線 AP，ABとの交点をそ
れぞれD，Eとする．

(1) 線分BEの長さを求めなさい．

(2) 辺BCの中点をMとするとき，線分MDの長さを求めなさい．

(3) AD : DPを求めなさい．
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7 同じ大きさと重さの白石と黒石がそれぞれm個と n個ある．これらの石から k

個を無作為に抽出し，その中の白石の数をXとする．ただしm，n，kは自然
数で 1 5 k < m，1 5 k < nである．以下の問いに答えなさい．

(1) 整数 iに対してX = iの確率 p(i, k | m, n)を求めなさい．ただし，組合
せの記号 qCrを用いて結果を表現しなさい．

(2) m = 4，n = 6，k = 3のときのXの期待値を求めなさい．

(3) 一般のm，n，kに対してXの期待値を求めなさい．

8 複素数 x = 1−
√
3 iについて以下の問いに答えなさい．ただし，iは虚数単位

とする．

(1) x = 1−
√
3 iを解とする実数係数の 2次方程式を作りなさい．

(2) xn (n = 1, 2, . . .)を求めなさい．

(3) 自然数mに対して
3m∑
k=1

(−2)−kxk を求めなさい．

9 放物線 y = −x2と y = x2 − 2xのそれぞれの上を動く点をPとQとする．現在
時刻 t = 0でP = (0, 0)，Q = (1,−1)にあり，それぞれの放物線上を速さ 1で
Pは x座標が増加する方向に，Qは x座標が減少する方向に動く．以下の問い
に答えなさい．

(1) 点 P = (x,−x2)とするとき，Qの座標を求めなさい．

(2) 動点 PとQの距離の 2乗の最小値とそのときの Pの座標を求めなさい．

(3) 関数 g(x) =
1

2
log(x+

√
x2 + 1) +

1

2
x
√
x2 + 1を xで微分しなさい．

(4) 動点 PとQの距離の 2乗が最小となる時刻 tを求めなさい．ただし，(2)

の Pの x座標を aとして，求める時刻を表現してもよい．
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解答例

1 (1) 4点K，L，M，Nは，辺PA，BC，PB，
ACの中点であるから，右の図から

−→
PK =

1

2
~a,

−→
PL =

1

2
(~b+~c),

−−→
PM =

1

2
~b,

−→
PN =

1

2
(~c+ ~a)

2点Q，Rは線分KL，MNの中点である
から，上の諸式より

　 P

A(~a)

B(~b)

C(~c)

K

L

N

M

−→
PQ =

1

2
(
−→
PK +

−→
PL) =

1

2

{
1

2
~a+

1

2
(~b+~c)

}
=

1

4
(~a+~b+~c),

−→
PR =

1

2
(
−−→
PM+

−→
PN) =

1

2

{
1

2
~b+

1

2
(~c+ ~a)

}
=

1

4
(~a+~b+~c)

上の 2式から，点QとRは一致する．

(2) 点Gは4ABCの重心であるから

−→
PG =

1

3
(
−→
PA +

−→
PB +

−→
PC) =

1

3
(~a+~b+~c) · · · 1©

上式および (1)の結果から
−→
PQ =

3

4

−→
PG

よって，3点 P，Q，Gは同一直線上にある．また PQ : QG = 3 : 1

(3)
−→
AB = ~b− ~aであるから，これと 1©より

−→
PG·

−→
AB =

1

3
(~a+~b+~c)·(~b− ~a)

=
1

3
(|~b|2 − |~a|2 +~b·~c−~c·~a) · · · 2©

このとき，|~a| = |~b| = 1，~b·~c = |~b||~c| cos π
3
=

1

2
，~c·~a = |~c||~a| cos π

3
=

1

2

これらを 2©に代入すると
−→
PG·

−→
AB = 0 よって PG⊥AB �



776 第 7章 大分大学

2 (1) logab x+ logab y = 2 · · · 1©より logab xy = 2

よって xy = (ab)2 = a2b2

(2) 1©の真数により，x, y > 0．また，a, b > 1 であるから ax > 0，by > 0

したがって，相加平均・相乗平均の大小関係により

ax+ by = 2
√
ax·by = 2

√
abxy

これに 1©の結果を代入すると ax+ by = 2ab
√
ab · · · 2©

2©において，等号が成立するのは，ax = byのときで，k > 0を用いて

x

b
=

y

a
= k ゆえに x = bk, y = ak

とおき，(1)の結果に代入すると ak·bk = a2b2 ゆえに k =
√
ab

よって ax+ byは，x = b
√
ab，y = a

√
abのとき，

最小値 2ab
√
abをとる．

(3) ~u = (1, 1)，~v = (ax− 1, by − 1)とおくと，|~u|2|~v|2 = (~a·~b)2であるから

(12 + 12){(ax− 1)2 + (by − 1)2} = {1(ax− 1) + 1(by − 1)}2

したがって (ax− 1)2 + (by − 1)2 = 1

2
(ax+ by − 2)2 · · · 3©

3©において，等号が成立するのは，~u//~vのときで，

ax− 1 = by − 1 ゆえに ax = by

(2)と同様の議論により x = b
√
ab, y = a

√
ab

2©， 3©により，a, b > 1であるから 2ab
√
ab− 2 > 0に注意して

(ax− 1)2 + (by − 1)2 = 1

2
(2ab

√
ab− 2)2 = 2(ab

√
ab− 1)2

よって (ax− 1)2 + (by − 2)2は，x = b
√
ab，y = a

√
abのとき，

最小値 2(ab
√
ab − 1)2をとる．

�



7.3. 2017年 777

3 (1) (∗)
n+1∑
k=1

ak = 4an + 1 (n = 1, 2, 3)より

n = 2のとき an+1 =
n+1∑
k=1

ak −
n∑

k=1

ak

= (4an + 1)− (4an−1 + 1)

= 4an − 4an−1

(2) n = 1を (∗)に代入すると

a1 + a2 = 4a1 + 1 ゆえに a2 = 3a1 + 1 = 3·3 + 1 = 10

(1)の結果から an+1 − 2an = 2(an − 2an−1) (n = 2)

したがって，数列 {an+1 − 2an}は，初項が a2 − 2a1，公比が 2の等比数列
であるから

an+1 − 2an = (a2 − 2a1)·2n−1 = (10− 2·3)·2n−1 = 2n+1

(3) (2)の結果から
an+1

2n+1
− an

2n
= 1

したがって，数列
{an
2n

}
は初項が

a1
2
，公差が 1の等差数列であるから

an
2n

=
a1
2

+ (n− 1)·1 =
3

2
+ n− 1 =

2n+ 1

2

よって an = (2n + 1)·2n−1 �

4 (1) f(x) = 2− e−
x2

2 より

f ′(x) = xe−
x2

2

f ′′(x) = e−
x2

2 − x2e−
x2

2 = (1 + x)(1− x)e−
x2

2

f(x)の増減表は，次のようになる．

x · · · −1 · · · 0 · · · 1 · · ·
f ′(x) − − − 0 + + +

f ′′(x) − 0 + + + 0 −
変曲点 極小 変曲点

f(x)
2− e−

1
2 1 2− e−

1
2

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→∞

f(x) = 2

よって，極小値 f(0) = 1，変曲点 (±1, 2 − e−1
2 )
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グラフの概形は次のようになる．

O

y

x1−1

1

2

2−e−
1
2

(2) 方程式 f(x) = kの異なる実数解の個数は，y = f(x)と直線 y = kの共有
点の個数であるから，(1)の結果より

k < 1, 2 5 kのとき 0個,

k = 1 のとき 1個,

1 < k < 2のとき 2個

(3) g(x) = 1 +
1

2
x2 − f(x)とおくと

g(0) = 1− f(0) = 1− 1 = 0,

g′(x) = x− f ′(x) = x− xe−
1
2
x2

= x(1− e−
1
2
x2

)

x > 0のとき，g′(x) > 0であるから，g(0) = 0より

g(x) = 0 (x = 0)

これから，x 5 0のとき，g(−x) = 0となり，g(x) = g(−x)であるから

g(x) = 0 (x 5 0)

よって，すべての実数 xに対して

g(x) = 0 すなわち f(x) 5 1 +
1

2
x2

解説 凸関数 y = ex上の点 (0, 1)における接線の方程式は y = x+ 1

したがって，すべての実数 xに対して

ex = x+ 1 ゆえに 2− ex 5 1− x

xを−x2

2
に置き換えることにより 2− e−

x2

2 5 1 +
1

2
x2 �
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5 (1) y = x2 − 4|x− 1|

(i) x = 1のとき，|x− 1| = x− 1より

y = x2 − 4(x− 1)

= x2 − 4x+ 4

= (x− 2)2

(ii) x < 1のとき，|x− 1| = −x+ 1より

y = x2 − 4(−x+ 1)

= x2 + 4x− 4

= (x+ 2)2 − 8

　

O

y

x
−2

−8

1

1

2

y = f(x)

−4

したがって，y = f(x)のグラフは，右の図のようになる．

(2) S(t) =

∫ 2t

t

f(x) dx (0 5 t 5 1) より

(i) 0 5 t 5 1

2
のとき

S(t) =

∫ 2t

t

(x2 + 4x− 4) dx

=

[
x3

3
+ 2x2 − 4x

]2t
t

=
7

3
t3 + 6t2 − 4t

(ii)
1

2
< t 5 1のとき，(i)の結果に注意して

S(t) =

∫ 1

t

(x2 + 4x− 4) dx+

∫ 2t

1

(x2 − 4x+ 4) dx

=

∫ 1

t

(x2 + 4x− 4) dx+

∫ 2t

1

{(x2 + 4x− 4) + (−8x+ 8)} dx

=

∫ 2t

t

(x2 + 4x− 4) dx+

∫ 2t

1

(−8x+ 8) dx

=
7

3
t3 + 6t2 − 4t+

[
−4x2 + 8x

]2t
1

=
7

3
t3 − 10t2 + 12t− 4

(i)，(ii)より S(t) =


7

3
t3 + 6t2 − 4t

(
0 5 t 5

1

2

)
7

3
t3 − 10t2 + 12t − 4

(
1

2
< t 5 1

)
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(3) (2)の結果から

0 < t <
1

2
のとき S ′(t) = 7t2 + 12t− 4 = (7t− 2)(t+ 2)

1

2
< t < 1のとき S ′(t) = 7t2 − 20t+ 12 = (7t− 6)(t− 2)

したがって，0 5 t 5 1における S(t)の増減表は

t 0 · · · 2
7

· · · 1
2

· · · 6
7

· · · 1

S ′(t) − 0 + + 0 −
極小 極大

S(t) 0 ↘ ↗ − 5
24

↗ ↘ 1
3− 88

147
20
49

よって 最大値 S

(
6

7

)
=

20

49
, 最小値 S

(
2

7

)
= −

88

147
�

6 (1) 4ACDと4AEDにおいて，ADは共通．

条件より ∠CAD = ∠EAD
AD⊥CDより ∠ADC = ∠ADE
したがって 4ACD ≡ 4AED

AC = AE = 3より BE = AB− AE

= 5− 3 = 2

　
A

B CP

E
D

M

35

(2) 2点M，DはそれぞれCB，CEの中点であるから，中点連結定理により

MD =
1

2
BE =

1

2
·2 = 1

(3) APは∠Aの二等分線であるから BP : PC = AB : AC = 5 : 3

4APBと直線CEにメネラウスの定理を適用すると

AD

DP
·PC
CB

·BE
EA

= 1 ゆえに
AD

DP
·3
8
·2
3
= 1

よって AD : DP = 4 : 1 �
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7 (1) 白玉m個と黒玉 n個から k個取り出すとき，白玉を i個，黒玉を k − i個
取り出す確率であるから

p(i, k | m, n) =
mCi·nCk−i

m+nCk

(2) m = 4，n = 6，k = 3のとき，(1)の結果を利用することにより，Xの期
待値 (確率変数Xの平均)は

E(X) =
3∑

i=1

i·4Ci·6C3−i

10C3

=
1

10C3

(1·4C1·6C2 + 2·4C2·6C1 + 3·4C3·6C0)

=
1

120
(1·4·15 + 2·6·6 + 3·4·1) = 144

120
=

6

5

別解 i·4Ci = 4·3Ci−1であるから (i = 1, 2, 3)

E(X) =
3∑

i=1

i·4Ci·6C3−i

10C3

=
4

10C3

3∑
i=1

3Ci−1·6C3−i

3Ci−1·6C3−iは，下図の地点Aから地点Piを通って地点Bへ行く道順の総
数に等しいから (i = 1, 2, 3)，次式が成り立つ．

3∑
i=1

3Ci−1·6C3−i = 9C2

　

A

B

P1

P2

P3

よって E(X) =
4

10C3

× 9C2 =
4

120
× 36 =

6

5

(3) 1 5 i 5 kのとき，i·mCi = m·m−1Ci−1であるから，(1)の結果より

E(X) =
k∑

i=1

i·mCi·nCk−i

m+nCk

=
m

m+nCk

k∑
i=1

m−1Ci−1·nCk−i

=
m

m+nCk

× m+n−1Ck−1

=
m·k!(m+ n− k)!

(m+ n)!
× (m+ n− 1)!

(k − 1)!(m+ n− k)!

=
mk

m + n

�
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8 (1) 1 +
√
3 iと 1−

√
3 iを解にもつ 2次方程式は

x2 − {(1 +
√
3 i) + (1−

√
3 i)}x+ (1 +

√
3 i)(1−

√
3 i) = 0

よって x2 − 2x + 4 = 0

(2) x = 1−
√
3 i = 2

(
cos

π

3
− i sin

π

3

)
より

xn = 2n
(
cos

π

3
− i sin

π

3

)n
= 2n

(
cos

nπ

3
− i sin

nπ

3

)
(3) t = (−2)−1xとおくと，(1)の結果から，t2 + t+ 1 = 0であるから

3m∑
k=1

(−2)−kxk =
3m∑
k=1

tk =
m−1∑
j=0

(t3j+1 + t3j+2 + t3j+3)

=
m−1∑
j=0

t3j+1(1 + t+ t2) = 0

別解 t = (−2)−1xとおくと t = −1

2
+

√
3

2
i = cos

2π

3
+ i sin

2π

3

したがって t3m = cos 2mπ + i sin 2mπ = 1

よって
3m∑
k=1

(−2)−kxk =
3m∑
k=1

tk =
t(t3m − 1)

t− 1
= 0 �

9 (1) 放物線 y = −x2と y = x2 − 2xは点A

(
1

2
,−1

2

)
に関して対称であり，現

在時刻 t = 0で，P = (0, 0)とQ = (1,−1)は，点Aに関して対称である．
このとき，動点 P，Qは，点Aに関して対称であるから

−→
OQ = 2

−→
OA−

−→
OP

= 2

(
1

2
,−1

2

)
− (x,−x2)

= (1− x, x2 − 1)

よって Q = (1 − x, x2 − 1)
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(2) P(x,−x2)，Q(1− x, x2 − 1)より，f(x) = PQ2とおくと

f(x) = (1− 2x)2 + (2x2 − 1)2 = 4x4 − 4x+ 2

f ′(x) = 16x3 − 4 = 4(4x3 − 1)

f ′(x) = 0の解を aとすると a =
1
3
√
4

したがって，f(x)の増減表は

x · · · a · · ·
f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 極小 ↗

よって，求める最小値は

f(a) = 4a4 − 4a+ 2 = 4a3·a− 4a+ 2

= 4·1
4
a− 4a+ 2 = −3a+ 2 = −

3
3
√
4
+ 2

そのときの Pの座標は

(a,−a2) すなわち
(

1
3
√
4
,−

1

2 3
√
2

)
(3) g(x) =

1

2
log(x+

√
x2 + 1) +

1

2
x
√
x2 + 1より

g′(x) =
1

2
·
1 +

x√
x2 + 1

x+
√
x2 + 1

+
1

2

√
x2 + 1 +

1

2
x· x√

x2 + 1

=
1

2
√
x2 + 1

+
1

2

√
x2 + 1 +

x2

2
√
x2 + 1

=
1 + x2

2
√
x2 + 1

+
1

2

√
x2 + 1 =

√
x2 + 1

(4) 放物線 y = −x2上の原点から (a,−a2)までの弧長が tに等しいから

t =

∫ a

0

√
1 + y′2 dx =

∫ a

0

√
1 + (−2x)2 dx

=

∫ a

0

√
4x2 + 1 dx =

∫ a

0

g′(2x) dx

=

[
1

2
g(2x)

]a
0

=
1

2
{g(2a)− g(0)}

=
1

4
log(2a +

√
4a2 + 1) +

1

2
a
√
4a2 + 1

�
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7.4 2018年
• 工学部 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (100分)

• 経済学部 1 2 3 5 数 I・II・A・B (100分)

• 教育学部 1 2 5 数 I・II・A・B (80分)

• 医学部 6 7 8 数 I・II・III・A・B (80分)

1 aを定数，xを実数とし，

y = 9x +
1

9x
− 4a

(
3x +

1

3x

)

とする．t = 3x +
1

3x
とおく．

(1) tのとり得る値の範囲を求めなさい．

(2) yを tの式で表しなさい．

(3) yの最小値とそのときの xの値を，aを用いてそれぞれ表しなさい．

2 −π

2
5 θ 5 π

4
とし，

f(θ) = sin 3θ − cos 3θ − 3 sin 2θ + 3(sin θ + cos θ)

とする．

(1) t = sin θ + cos θとするとき，tのとり得る値の範囲を求めなさい．

(2) (1)のとき，f(θ)を tを用いて表しなさい．

(3) 方程式 f(θ) = kが異なる 3つの実数解をもつとき，定数 kの値の範囲を
求めなさい．

3 p，q，u，vを正の実数とする．空間に 5点O(0, 0, 0)，P(p, 0, 0)，Q(0, q, 0)，

R，Sがある．
−→
ORと

−→
OSはともに ~n = (−u,−v, 1)に垂直で，

−→
PRと

−→
QSはとも

に~e = (0, 0, 1)に平行である．
−→
ORと

−→
OSのなす角を θとする．

(1) 2点R，Sの座標を p，q，u，vを用いて表しなさい．

(2) cos θの値を u，vを用いて表しなさい．

(3) 4OPQと4ORSの面積の比を u，vを用いて表しなさい．
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4 x > 0とし，
f(x) = log x, g(x) = log x2

とする．

(1) aを正の定数とする．曲線 y = f(x)上の点 (a, log a) における接線の方程
式を求めなさい．

(2) 2つの曲線 y = f(x)，y = g(x)の両方に接する直線 `の方程式を求めな
さい．

(3) 2つの曲線 y = f(x)，y = g(x)および (2)で求めた直線 `で囲まれた部分
の面積を求めなさい．

5 AB = 8，AC = 5，∠BAC = 60◦の4ABCがある．

(1) 点 Pが4ABCの内心であるとき，∠BPCの大きさを求めなさい．
(2) 点 Pが4ABCの外心であるとき，線分BPの長さを求めなさい．

(3) 点 Pが4ABCの重心であるとき，4PBCの面積を求めなさい．
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6 次の初項と漸化式で決まる数列 {an}について，以下の問いに答えなさい．

a1 = 1, an+1 = 1 +
1

an
(n = 1, 2, 3, · · · )

(1) 一般項 anを求めなさい．

(2) 数列 {an}の極限を調べなさい．

7 5枚の硬貨を表を上にして横一列に並べる．1個のサイコロを投げて出た目が
k(k = 1, 2, 3, 4, 5)のとき，左から k番目の硬貨の表裏を入れ替え，6の目が出
たら何もしない．この操作を続けて行うとき，以下の問いに答えなさい．ただ
し，サイコロの目はいずれも同様な確からしさで出るとする．

(1) サイコロをn回投げた時点で裏になっている硬貨がn枚である確率を求め
なさい．ただし，nは 5以下の正の整数とする．

(2) サイコロを 4回投げた時点で硬貨がすべて表である確率を求めなさい．

(3) サイコロを 4回投げた時点で裏になっている硬貨が t枚である確率をP (t)

とする．このとき，
4∑

t=1

tP (t)の値を求めなさい．

8 原点O(0, 0)と点A(0, 2)を直径の両端とする円Cがある．円Cの周上を動く
点Qと原点Oを通る直線を lとし，点Aにおける円Cの接線をmとして，lと
mの交点をRとする．そして，点Rと x座標が等しく，かつ点Qと y座標が
等しい点を Pとする．ただし，点Qは原点Oとは異なるとする．このとき以
下の問いに答えなさい．

(1) 点 Pの軌跡の方程式を求め，y = f(x)の形で表しなさい．

(2) 上の (1)で得られた y = f(x)について増減や凹凸を調べ，概形を描きな
さい．

(3) 曲線 y = f(x)，x軸，直線 x = −2および直線 x = 2
√
3で囲まれた図形の

面積を求めなさい．
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解答例

1 (1) 相加・相乗平均の大小関係により

t = 3x +
1

3x
= 2

√
3x· 1

3x
よって t = 2

なお，等号が成立するのは 3x =
1

3x
すなわち x = 0

(2) y = 9x +
1

9x
− 4a

(
3x +

1

3x

)
=

(
3x +

1

3x

)2

− 2− 4a

(
3x +

1

3x

)
= t2 − 4at − 2

(3) (1), (2)の結果から y = t2 − 4at− 2 = (t− 2a)2 − 4a2 − 2 (t = 2)

(i) 2a < 2，すなわち，a < 1のとき

t = 2で最小値 2 − 8a

このとき，(1)の結果から x = 0

(ii) 2 5 2a，すなわち，1 5 aのとき

t = 2aで最小値 −4a2 − 2

このとき 3x +
1

3x
= 2a ゆえに (3x)2 − 2a·3x + 1 = 0

これを解いて 3x = a±
√
a2 − 1 ゆえに x = log3(a ±

√
a2 − 1)

�
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2 (1) t = sin θ + cos θ =
√
2 sin

(
θ +

π

4

)
，−π

2
5 θ 5 π

4
より −1 5 t 5

√
2

(2) sin 2θ = 2 sin θ cos θ = (sin θ + cos θ)2 − 1 = t2 − 1 · · · 1©
sin 3θ + sin θ = 2 sin 2θ cos θ，cos 3θ − cos θ = −2 sin 2θ sin θより

sin 3θ = 2 sin 2θ cos θ − sin θ,

cos 3θ = −2 sin 2θ sin θ + cos θ

ゆえに sin 3θ − cos 3θ = (sin θ + cos θ)(2 sin 2θ − 1)

= t{2(t2 − 1)− 1} = 2t3 − 3t · · · 2©

1©， 2©より f(θ) = sin 3θ − cos 3θ − 3 sin 2θ + 3(sin θ + cos θ)

= 2t3 − 3t− 3(t2 − 1) + 3t = 2t3 − 3t2 + 3

別解 sin 3θ = 3 sin θ − 4 sin3 θ，cos 3θ = 4 cos3 θ − 3 cos θより

sin 3θ − cos 3θ = 3(sin θ + cos θ)− 4(sin3 θ + cos3 θ)

= (sin θ + cos θ){3− 4(1− sin θ cos θ)}
= (sin θ + cos θ)(2 sin 2θ − 1)

= t{2(t2 − 1)− 1} = 2t3 − 3t

(3) g(t) = 2t3 − 3t2 + 3 (−1 5 t 5
√
2)とおくと

g′(t) = 6t2 − 6t = 6t(t− 1)

g(t)の増減は次のようになる．

t −1 · · · 0 · · · 1 · · ·
√
2

g′(t) + 0 − 0 +

g(t) −2 ↗ 3 ↘ 2 ↗ 4
√
2− 3

y = g(t)のグラフは，右の図のようになる．

　

O

y

t
−1

−2

1
√
2

2

3
4
√
2−3

y=k

f(θ) = kが異なる3つの実数解をもつとき，y = g(t)のグラフと直線 y = k

が異なる 3つの共有点をもつときであるから

2 < k 5 4
√
2 − 3

�
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3 (1)
−→
PR = s~e，

−→
QS = t~eとおくと (s，tは実数)

−→
OR =

−→
OP+ s~e = (p, 0, 0) + s(0, 0, 1) = (p, 0, s)

−→
OS =

−→
OQ+ t~e = (0, q, 0) + t(0, 0, 1) = (0, q, t)

−→
ORと

−→
OSはともに ~n = (−u,−v, 1)に垂直であるから

p·(−u) + s·1 = 0, q·(−v) + t·1 = 0 ゆえに s = pu, t = qv

ゆえに
−→
OR = (p, 0, pu)，

−→
OS = (0, q, qv)

よって R(p, 0, pu), S(0, q, qv)

(2) (1)の結果から
−→
OR = p(1, 0, u)，

−→
OS = q(0, 1, v)

p > 0，q > 0より，
−→
ORと

−→
OSのなす角 θは，2つのベクトル

~r =
1

p

−→
OR = (1, 0, u), ~s =

1

q

−→
OS = (0, 1, v)

のなす角であるから

cos θ =
~r·~s
|~r||~s|

=
uv√

1 + u2
√
1 + v2

=
uv√

(1 + u2)(1 + v2)

(3) O(0, 0, 0)，P(p, 0, 0)，Q(0, q, 0) を頂点とする4OPQの面積は
1

2
pq

−→
OR = p~r，

−→
OS = q~sより

4ORS =
1

2
pq

√
|~r|2|~s|2 − (~r·~s)2

=
1

2
pq
√

(1 + u2)(1 + v2)− (uv)2

=
1

2
pq
√
1 + u2 + v2

よって 4OPQ : 4ORS = 1 :
√
1 + u2 + v2 �
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4 (1) f(x) = log xより f ′(x) =
1

x
y = f(x)上の点 (a, f(a))における接線の方程式は

y − log a =
1

a
(x− a) すなわち y =

x

a
+ log a − 1

(2) g(x) = log x2より g′(x) =
2

x

y = g(x)上の点 (b, g(b))における接線
の方程式は

y − log b2 =
2

b
(x− b)

すなわち y =
2x

b
+ 2 log b− 2

これと (1)で求めた接線が一致するとき

1

a
=

2

b
, log a− 1 = 2 log b− 2

　

O

y

xe
2

e
4

1

`

y = log x

y = log x2

上の第 1式から b = 2a これを第 2式に代入して整理すると

2 log 2a− log a = 1 ゆえに log 4a = 1 すなわち a =
e

4

a =
e

4
を (1)の結果に代入して y =

4x

e
− log 4

(3) b = 2a =
e

2
，求める面積は上の図の斜線部分で，その面積を Sとすると

S =

∫ e
2

e
4

(
4x

e
− log 4

)
dx−

∫ 1

e
4

log x dx−
∫ e

2

1

log x2 dx

=

[
2x2

e
− x log 4

] e
2

e
4

−
[
x(log x− 1)

]1
e
4

−
[
2x(log x− 1)

] e
2

1

=
3

8
e − 1

�



7.4. 2018年 791

5 (1) PA，PB，PCはそれぞれ∠A，∠B，∠C の二
等分線であるから，B = 2β，C = 2γとおくと

2β + 2γ = 180◦ − A = 120◦

ゆえに β + γ = 60◦

　

A = 60◦ B

C

8

5

P

よって ∠BPC = 180◦ − (β + γ) = 120◦

(2) 余弦定理により

BC2 = 52 + 82 − 2·5·8 cos 60◦ = 49 よって BC = 7

BPは4ABCの外接円の半径であるから，正弦定理により

2BP =
BC

sinA
=

7

sin 60◦

よって BP =
7

2 sin 60◦
=

7√
3
=

7

3

√
3

(3) 4ABC =
1

2
CA·AB sinA =

1

2
·5·8 sin 60◦ = 10

√
3

辺BCの中点をMとすると，PはAMを 2 : 1に内分する点であるから

4PBC =
1

3
4ABC =

10

3

√
3

�
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6 (1) 特性方程式 x = 1 +
1

x
，すなわち，x2 − x− 1 = 0

の 2つの解を α =
1 +

√
5

2
, β =

1−
√
5

2
とおくと

an+1 = 1 +
1

an
, α = 1 +

1

α

上の 2式から an+1 − α =
1

an
− 1

α
= −an − α

αan
· · · 1©

同様に an+1 − β = −an − β

βan
· · · 2©

1©， 2©から an+1 − α

an+1 − β
=

β

α
·an − α

an − β
ゆえに

an − α

an − β
=

(
β

α

)n−1
1− α

1− β

α+β = 1より
an − α

an − β
=

βn

αn
したがって an =

αn+1 − βn+1

αn − βn
· · · (∗)

よって an =

(
1+

√
5

2

)n+1

−
(

1−
√
5

2

)n+1

(
1+

√
5

2

)n
−
(

1−
√
5

2

)n =
(1 +

√
5)n+1 − (1 −

√
5)n+1

2{(1 +
√
5)n − (1 −

√
5)n}

(2) (∗)より an =
α− β

(
β
α

)n
1−

(
β
α

)n∣∣∣∣βα
∣∣∣∣ = √

5− 1√
5 + 1

< 1 であるから lim
n→∞

an = α =
1 +

√
5

2
�
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7 (1) n回投げたとき，5以下の異なる目が n回出る確率であるから

5Pn

6n

(2) 4回投げたとき，硬貨がすべて表であるのは，次の (i)～(iii)の場合である．

(i) 6の目が 4回出るとき · · · 6666の 1通り

(ii) 6の目が 2回出るとき (Aは 5以下の正の整数)

{A,A, 6, 6} · · · 5C1·
4!

2!2!
= 5·6 = 30 (通り)

(iii) 6の目が出ないとき (A，Bは 5以下の異なる正の整数)

{A,A,B,B} · · · 5C2·
4!

2!2!
= 10·6 = 60 (通り)

{A,A,A,A} · · · 5C1 = 5 (通り)

(i)～(iii)より，求める確率は

(1 + 30 + 65)

(
1

6

)4

=
96

1296
=

2

27

(3) 4回投げた時点で裏になっている枚数と確率について，次のようになる．

(a) 裏になっている硬貨が 1枚のとき (A,Bは 5以下の異なる正の整数)

{A, 6, 6, 6} · · · 5C1·
4!

3!
= 5·4 = 20 (通り)

{A,A,B, 6} · · · 5P2·
4!

2!
= 20·12 = 240 (通り)

{A,A,A, 6} · · · 5C1·
4!

3!
= 5·4 = 20 (通り)

よって (20 + 240 + 20)

(
1

6

)4

=
280

1296

(b) 裏になっている硬貨が 2枚のとき (A,B,Cは 5以下の異なる正の整数)

{A,B, 6, 6} · · · 5C2·
4!

2!
= 10·12 = 120 (通り)

{A,A,B,C} · · · 5·4C2
4!

2!
= 5·6·12 = 360 (通り)

{A,A,A,B} · · · 5P2·
4!

3!
= 20·4 = 80 (通り)

よって (120 + 360 + 80)

(
1

6

)4

=
560

1296
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(c) 裏になっている硬貨が 3枚のとき (A,B,Cは 5以下の異なる正の整数)

{A,B,C, 6} · · · 5C3·4! = 10·24 = 240 (通り)

よって 240

(
1

6

)4

=
240

1296

(d) 裏になっている硬貨が4枚のとき (A,B,C,Dは5以下の異なる正の整数)

{A,B,C,D} · · · 5C4·4! = 5·24 = 120 (通り)

よって 120

(
1

6

)4

=
120

1296

(a)～(d)から，求める値は

4∑
t=1

tP (t) = 1· 280
1296

+ 2· 560
1296

+ 3· 240
1296

+ 4· 120
1296

=
2600

1296
=

325

162

注意 (3)は確率変数 tの平均 (期待値)を求める問題．

4∑
t=0

P (t) = 1

上式を満たすことを確認して計算する必要がある．

t 0 1 2 3 4 計
P (t) 96

1296
280
1296

560
1296

240
1296

120
1296

1

�
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8 (1) lと x軸の正の向きとなす角を θとすると
(0 < θ < π)，右の図から

OQ = 2 sin θ, OR =
2

sin θ

したがって，P(x, y)の座標は

x = ORcos θ =
2 cos θ

sin θ
,

y = OQsin θ = 2 sin2 θ

　

O

y

x
θ

Q
P(x, y)

R
m

l
A

2 cos θ
sin θ

2 sin2 θ

2

C

上の 2式から

2 sin2 θ =
2 sin2 θ

sin2 θ + cos2 θ
=

8

4 +
(
2 cos θ
sin θ

)2 よって y =
8

4 + x2

(2) f(x) =
8

4 + x2
より

f ′(x) =
−16x

(4 + x2)2

f ′′(x) =
−16(4 + x2)2 − (−16x)·2(4 + x2)·2x

(4 + x2)4
=

16(3x2 − 4)

(4 + x2)3

y = f(x)の増減・凹凸は次のようになる．

x · · · − 2√
3

· · · 0 · · · 2√
3

· · ·
f ′(x) + + + 0 − − −
f ′′(x) + 0 − − − 0 +

f(x) 3
2

2 3
2

lim
x→−∞

f(x) = 0， lim
x→∞

f(x) = 0

よって 極大値 f(0) = 2，変曲点
(
±

2
√
3
,
3

2

)
また，グラフの概形は次のようになる．

O

y

x

2

2√
3

− 2√
3

3
2
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(3) (1)の結果から，求める面積を Sとすると

S =

∫ 2
√
3

−2

8

4 + x2
dx

x = 2 tan θとおくと
dx

dθ
=

2

cos2 θ

x −2 −→ 2
√
3

θ −π
4
−→ π

3

よって S =

∫ π
3

−π
4

8

4 + (2 tan θ)2
· 2

cos2 θ
dθ =

∫ π
3

−π
4

4 dθ =

[
4θ

]π
3

−π
4

=
7

3
π �
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7.5 2019年
• 理工学部　 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (100分)

• 経済学部　 1 2 4 5 数 I・II・A・B (100分)

• 教育学部　 2 4 5 数 I・II・A・B (80分)

• 医学部　 6 7 8 数 I・II・III・A・B (80分)

1 aを 1でない正の定数，x，yを 5x = 2y = aを満たす実数とする．

(1)
1

x
+

1

y
=

1

2
とするとき，aの値を求めなさい．

(2)
1

x
+

1

y
= bとするとき，abの値を求めなさい．

(3)
1

x
− 1

y
= 2とするとき，aの値を求めなさい．

2 4ABCにおいて，点Aから辺BCに垂線AHを下ろす．線分AHを直径とする
円Oと辺 AB，ACの交点をそれぞれ D，Eとし，円Oの半径を 1，BH = 1，
CE = 3とする．

(1) 線分DBの長さを求めなさい．

(2) 線分HCと線分CAの長さをそれぞれ求めなさい．

(3) ∠EDHの大きさを求めなさい．

3 曲線 C1 : y = −1

x
(x > 0)，曲線 C2 : y = −1

x
(x < 0)，直線 ` : y = −x，点

P

(
2,−1

2

)
とし，点QはC2上を動くとする．

(1) 曲線C1と 2つの直線 `，x = 2で囲まれた部分の面積 S1を求めなさい．

(2) 線分PQの長さが最小になる点Qの x座標を aとするとき，aの値を求め
なさい．

(3) (2)で求めた aについて，曲線C2と 2つの直線 `，x = aで囲まれた部分
の面積 S2を求めなさい．
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4 次の条件によって定められる数列 {an}, {bn}がある．

a1 = 3, b1 = 1

2an+1 = 5an + bn + 2n+1 + 4 (n = 1, 2, 3, · · · )
2bn+1 = an + 5bn − 2n+1 + 4 (n = 1, 2, 3, · · · )

(1) cn = an + bnによって定められる数列 {cn}の一般項 cnを nの式で表しな
さい．

(2) dn = an − bnによって定められる数列 {dn}の一般項 dnを nの式で表しな
さい．

(3) 数列 {an}の一般項 anを nの式で表しなさい．

(4) 数列 {an}の初項から第 n項までの和を Snとする．Snを nの式で表しな
さい．

5 t = 1とし，

f(t) =

∫ 1

0

|(x+ t)(x− t+ 1)| dx

とする．

(1) f(3)の値を求めなさい．

(2) f(t)を tを用いて表しなさい．

(3) f(t)の最小値とそのときの tの値を求めなさい．
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6 一辺の長さがaの正五角形A1B1C1D1E1が
ある．対角線を結んで，内部に正五角形
A2B2C2D2E2を図のように作る．さらに正
五角形A2B2C2D2E2の対角線を結んで，内
部に正五角形 A3B3C3D3E3 を作る．この
操作を繰り返し，正五角形 AkBkCkDkEk

の内部に正五角形Ak+1Bk+1Ck+1Dk+1Ek+1

を作るとき，以下の問いに答えなさい．

　 A1

B1

C1 D1

E1

A2

B2

C2D2

E2

(1) 正五角形A1B1C1D1E1の対角線B1E1の長さを求めなさい．

(2) 正五角形AkBkCkDkEkの一辺の長さを lkとする．無限級数
∞∑
k=1

lk の収束，

発散について調べ，収束するならば和を求めなさい．

7 三角形ABCを底面とする四面体OABCにおいて，OA = BC = 3，OB = CA =√
13，OC = AB = 4とし，外接球面 (4頂点O，A，B，C のすべてを通る一つ
の球面)の中心をPとする．このとき，ベクトル

−→
OPを

−→
OP = x

−→
OA+y

−→
OB+z

−→
OC

の形で表しなさい．ただし，x，y，zは実数とする．

8 微分可能な xの関数 f(x)，g(x)について以下の問いに答えなさい．

(1) f(x)とその導関数 f ′(x)について，f ′(x)− f(x) = 0が任意の実数 xに対
して成り立つとき，関数 f(x)·e−xは定数関数であることを示しなさい．た
だし，eは自然対数の底とする．

(2) g(x)とその導関数 g′(x)について，g′(x)− g(x) = x2が任意の実数 xに対
して成り立ち，さらに g(0) = 0とする．このとき，x > 0においてつねに
g(x) > 0となることを示しなさい．
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解答例

1 (1) 5x = 2y = aより

x = log5 a =
1

loga 5
, y = log2 a =

1

loga 2
· · · (∗)

したがって
1

x
+

1

y
= loga 5 + loga 2 = loga 10 · · · 1©

1

x
+

1

y
=

1

2
より loga 10 =

1

2
ゆえに a

1
2 = 10 よって a = 100

(2)
1

x
+

1

y
= bより， 1©から loga 10 = b よって ab = 10

(3)
1

x
− 1

y
= 2より，(∗)から

loga 5− loga 2 = 2 ゆえに loga
5

2
= 2

したがって a2 =
5

2
a > 0であるから a =

√
5

2
=

√
10

2
�

2 (1) 4ABHに三平方の定理を適用すると

AB =
√
AH2 + BH2 =

√
22 + 12 =

√
5

方べきの定理により AB·DB = BH2

√
5·DB = 12 よって DB =

1
√
5

　 A

B CH

O

1

1D

E

3

(2) CA = xとおくと HC2 = CA2 − AH2 = x2 − 4

方べきの定理により CA·CE = HC2

x·3 = x2 − 4 ゆえに (x+ 1)(x− 4) = 0

x > 0より x = 4，HC2 = 42 − 22 よって CA = 4, HC = 2
√
3

(3) (2)の結果から cos∠CAH =
AH

CA
=

2

4
=

1

2
ゆえに ∠CAH = 60◦

円周角の定理により ∠EDH = ∠EAH = 60◦ �
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3 (1) S1は右の図の斜線部分の面積であるから

S1 =

∫ 2

1

{
−1

x
− (−x)

}
dx

=

[
x2

2
− log x

]2
1

=
3

2
− log 2

　

O

y

x

P

Q

21

S1

a−1

S2

C1

C2

`

(2) C2上の点をQ

(
t,−1

t

)
とし (t < 0)，g(t) = PQ2とおくと

g(t) = (t− 2)2 +

(
−1

t
+

1

2

)2

g′(t) = 2(t− 2) + 2

(
−1

t
+

1

2

)
· 1
t2

= 2(t− 2) +
t− 2

t
· 1
t2

= (t− 2)

(
2 +

1

t3

)
=

(t− 2)(2t3 + 1)

t3

t · · · − 1
3√2

· · · (0)

g′(t) − 0 +

g(t) ↘ 極小 ↗

t = − 1
3
√
2
のとき，g(t)は最小，すなわち，PQは最小であるから a = −

1
3
√
2

解説 C : y = f(x)上の点Q(t, f(t))と点 P(x0, y0)を g(t) = PQ2とおくと

g(t) = (t− x0)
2 + (f(t)− y0)

2,

g′(t) = 2(t− x0) + 2(f(t)− y0)f
′(t)

C上の点Qにおける接ベクトルを~v = (1, f ′(t))とすると，g′(t) = 2
−→
PQ·~v．

g′(t) = 0のとき，
−→
PQ⊥~vとなるから，直線PQはQにおける法線である．

したがって，C上の点Qの法線で点 Pを通るものとして求めてもよい．

(3) −1 < aに注意して

S2 =

∫ a

−1

{
−1

x
− (−x)

}
dx =

[
x2

2
− log |x|

]a
−1

=
1

2
(a2 − 1)− log |a| = 1

2

(
1
3
√
4
− 1

)
− log 2−

1
3

=
3
√
2

4
−

1

2
+

1

3
log 2

�
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4 (1) a1 = 3, b1 = 1

(∗)

{
2an+1 = 5an + bn + 2n+1 + 4 (n = 1, 2, 3, · · · )
2bn+1 = an + 5bn − 2n+1 + 4 (n = 1, 2, 3, · · · )

(∗)の第 1式と第 2式の辺々を加えて整理すると

an+1 + bn+1 = 3(an + bn) + 4

cn = an + bnより cn+1 = 3cn + 4 ゆえに cn+1 + 2 = 3(cn + 2)

{cn+2}は，初項 c1+2 = (a1+ b1)+2 = 6，公比 3の等比数列であるから

cn + 2 = 6·3n−1 よって cn = 2·3n − 2

(2) (∗)の第 1式と第 2式の辺々の差をとり，整理すると

an+1 − bn+1 = 2(an − bn) + 2n+1

dn = an − bnより dn+1 = 2dn + 2n+1 ゆえに
dn+1

2n+1
=

dn
2n

+ 1{
dn
2n

}
は初項

d1
2

=
a1 − b1

2
= 1，公差 1の等差数列であるから

dn
2n

= 1 + (n− 1)·1 よって dn = n·2n

(3) (1)，(2)の結果から an + bn = 2·3n − 2

an − bn = n·2n

上の 2式から，bnを消去して整理すると an = n·2n−1 + 3n − 1

(4) (3)の結果から Sn =
n∑

k=1

(k·2k−1 + 3k − 1)，Tn =
n∑

k=1

k·2k−1とおくと

Tn = 1+ 2·2 + 3·22 + · · ·+ n·2n−1

2Tn = 1·2 + 2·22 + · · ·+ (n− 1)·2n−1 + n·2n

ゆえに −Tn = 1 + 2 + 22 + · · ·+ 2n−1 − n·2n =
2n − 1

2− 1
− n·2n

= −(n− 1)2n − 1

Tn = (n− 1)·2n + 1により

Sn = Tn +
n∑

k=1

(3k − 1) = (n− 1)·2n + 1 +
3(3n − 1)

3− 1
− n

= (n − 1)·2n +
3n+1

2
− n −

1

2

�
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5 f(t) =

∫ 1

0

|(x+ t)(x− t+ 1)| dx · · · (∗)

(1) (∗)に t = 3を代入して

f(3) =

∫ 1

0

|(x+ 3)(x− 2)|dx

=

∫ 1

0

{−(x+ 3)(x− 2)}dx

=

[
−x3

3
− x2

2
+ 6x

]1
0

=
31

6

　

x0 1 2−3

(2) g(x) = (x + t)(x − t + 1) = x2 + x − t(t − 1)とおき，その原始関数の 1

つを

G(x) =
x3

3
+

x2

2
− t(t− 1)x · · · (∗∗)

とおく．t = 1より，−t < 0 5 t− 1に注意して

(i) t− 1 5 1，すなわち，1 5 t 5 2のとき

f(t) =

∫ 1

0

|g(x)| dx

= −
∫ t−1

0

g(x) dx+

∫ 1

t−1

g(x) dx

= G(1) +G(0)− 2G(t− 1)

　

x0 1t−1−t

(ii) 1 5 t− 1，すなわち，2 5 tのとき

f(t) =

∫ 1

0

|g(x)| dx

= −
∫ 1

0

g(x) dx = G(0)−G(1)

　

x0 1 t−1−t

(∗∗)より G(0) = 0, G(1) = −t2 + t+
5

6
,

G(t− 1) =
1

3
(t− 1)3 +

1

2
(t− 1)2 − t(t− 1)2

= −2

3
t3 +

3

2
t2 − t+

1

6
上式および (i)，(ii)の結果から

f(t) =


4

3
t3 − 4t2 + 3t +

1

2
(1 5 t 5 2)

t2 − t −
5

6
(2 5 t)
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(3) (2)の結果から

f ′(t) =

{
(2t− 1)(2t− 3) (1 < t 5 2)

2t− 1 (2 5 t)

t 1 · · · 3
2

· · · 2 · · ·
f ′(t) − 0 + +

f(t) 5
6

↘ 1
2

↗ 7
6

↗

よって 最小値 f

(
3

2

)
=

1

2
�

6 (1) 正五角形A1B1C1D1E1は，円に内接し，
それぞれの辺に対する円周角が 36◦ で
あることに注意して

B1D2 = A1D2 = A1C2 = C2E1 = x

とおくと，B1A1 = B1C2 = aより

C2D2 = B1C2 − B1D2 = a− x

4B1C2A1 4A1D2C2より

　 A1

B1

C1 D1

E1

A2

B2

C2D2

E2

a : x = x : a− x ゆえに x2 + ax− a2 = 0

x > 0に注意して，これを解くと x =

√
5− 1

2
a

よって B1E1 = B1C2 + C2E1 = a+

√
5− 1

2
a =

√
5 + 1

2
a

(2) C2D2 = a− x = a−
√
5− 1

2
a =

3−
√
5

2
a ゆえに

C2D2

C1D1

=
3−

√
5

2

したがって，数列 {lk}は初項 a，公比
3−

√
5

2
の等比数列である．∣∣∣∣∣3−

√
5

2

∣∣∣∣∣ < 1より，次の無限級数は収束し，その和は

∞∑
k=1

lk =
a

1− 3−
√
5

2

=

√
5 + 1

2
a

�
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7 2辺OA，BCの中点をそれぞれM，Nとすると

−−→
MN =

−−→
MO+

−→
ON

= −1

2

−→
OA+

1

2
(
−→
OB+

−→
OC)

=
1

2
(−

−→
OA+

−→
OB+

−→
OC) · · · 1©

−−→
MN =

−−→
MA+

−→
AN

=
1

2

−→
OA+

1

2
(
−→
AB +

−→
AC)

=
1

2
(
−→
OA+

−→
AB+

−→
AC) · · · 2©

　 O

A

B

C

N

M

P

1©， 2©の辺々を加えて 2倍すると

4
−−→
MN =

−→
OB+

−→
OC+

−→
AB +

−→
AC

したがって

4
−−→
MN·

−→
BC = (

−→
OB+

−→
OC+

−→
AB+

−→
AC)·

−→
BC

= (
−→
OB+

−→
OC)·

−→
BC + (

−→
AB+

−→
AC)·

−→
BC

= (
−→
OB+

−→
OC)·(

−→
OC−

−→
OB) + (

−→
AB +

−→
AC)·(

−→
AC−

−→
AB)

= |
−→
OC|2 − |

−→
OB|2 + |

−→
AC|2 − |

−→
AB|2,

4
−−→
MN·

−→
OA = (

−→
OB+

−→
OC+

−→
AB+

−→
AC)·

−→
OA

= (
−→
OB+

−→
AB)·

−→
OA+ (

−→
OC+

−→
AC)·

−→
OA

= (
−→
OB+

−→
AB)·(

−→
OB−

−→
AB) + (

−→
OC+

−→
AC)·(

−→
OC−

−→
AC)

= |
−→
OB|2 − |

−→
AB|2 + |

−→
OC|2 − |

−→
AC|2

|
−→
OC| = |

−→
AB|，|

−→
OB| = |

−→
AC|であるから

−−→
MN·

−→
BC = 0,

−−→
MN·

−→
OA = 0 すなわち MN⊥BC, MN⊥OA

OA = BCより，線分MNの中点を Pとすると PO = PA = PB = PC

したがって，点 Pは 4点O，A，B，Cを通る球の中心である．

よって
−→
OP =

1

2

−−→
OM+

1

2

−→
ON =

1

2
·1
2

−→
OA+

1

2
·1
2
(
−→
OB+

−→
OC)

=
1

4

−→
OA +

1

4

−→
OB +

1

4

−→
OC

�
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8 (1) f ′(x)− f(x) = 0より，f ′(x)·e−x − f(x)·e−x = 0であるから

f ′(x)·e−x + f(x)(e−x)′ = 0 ゆえに
{
f(x)·e−x

}′
= 0

上の第 2式を積分すると

f(x)·e−x = C (Cは定数)

(2) g′(x)− g(x) = x2より，g′(x)·e−x − g(x)·e−x = x2e−xであるから

g′(x)·e−x + g(x)(e−x)′ = x2e−x ゆえに
{
g(x)·e−x

}′
= x2e−x

上の第 2式を積分すると

g(x)·e−x =

∫
x2·e−x dx

= −(x2 + 2x+ 2)e−x + C1 (C1は積分定数)

g(0) = 0より −2 + C1 = 0 ゆえに C1 = 2

したがって g(x) = 2ex − 2− 2x− x2,

g′(x) = 2ex − 2− 2x,

g′′(x) = 2(ex − 1)

上式より，x > 0において，g′′(x) > 0であるから，g′(x)は単調増加で

x > 0において g′(x) > g′(0) = 0

さらに，x > 0において，g′(x) > 0であるから，g(x)は単調増加で

x > 0において g(x) > g(0) = 0

�
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7.6 2020年
• 理工学部　 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (100分)

• 経済学部　 1 2 5 数 I・II・A・B (80分)

• 教育学部　 1 2 5 数 I・II・A・B (80分)

• 医学部　 6 7 8 数 I・II・III・A・B (80分)

1 4ABCにおいてAB = 3，BC = 1，∠B = 90◦とする．∠Bの二等分線と辺AC

の交点をDとし，3点A，B，Dを通る円と直線BCの交点のうち点Bと異な
る点を Eとする．また，直線ABと直線DEの交点を Fとする．

(1) 線分ADの長さを求めなさい．

(2) 線分BEの長さを求めなさい．

(3) 線分AFの長さを求めなさい．

2 4OABにおいて，
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~bとし，~a，~bは

|~a| = 1, |~b| = 2. |~a+~b| =
√
7

を満たすとする．s，t，kは

s = 0, t = 0, s+ t = k

を満たす実数とし，点 Pは

−→
OP = (s− 2t)~a+ (s+ t)~b

を満たしながら動くとする．

(1) 内積~a·~bと | − 2~a+~b|の値を求めなさい．

(2) k = 1のとき，点 Pの存在範囲を求めなさい．

(3) 1 5 k 5 2のとき，点 Pの存在範囲を求めなさい．

(4) 1 5 k 5 2のとき，点 Pの存在範囲の面積を求めなさい．
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3 数列 {an}の初項から第 n項までの和 Snは

Sn = (n+ 3)

(
1

3
an − 2

)
を満たすとする．

(1) a1を求めなさい．

(2) an+1を an，nを用いて表しなさい．

(3) 一般項 anを nを用いて表しなさい．

4 関数 f(x)は等式

f(x) = sinx+ 3

∫ π
2

0

f(t) cos t dt− 3

2

を満たし，関数 g(x)は

g(x) = −
∫ x

0

(x− t) cos t dt+ 1

とする．

(1) 関数 f(x)を求めなさい．

(2) 関数 g(x)の導関数を求めなさい．

(3) −π 5 x 5 πにおいて，2つの曲線 y = f(x)，y = g(x)で囲まれた部分の
面積を求めなさい．

5 2つの放物線C1 : y = x2 − 4x+1，C2 : y = x2 +2x− 5の両方に接する直線を
`とする．

(1) 2つの放物線C1, C2の交点の座標を求めなさい．

(2) 直線 `の方程式を求めなさい．

(3) 2つの放物線C1, C2と直線 `で囲まれた部分の面積を求めなさい．
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6 nを任意の正の整数とし，2つの関数 f(x)，g(x)はともに n回微分可能な関数
とする．このとき以下の問いに答えなさい．

(1) 積 f(x)g(x)の第 4次導関数
d4

dx4
{f(x)g(x)}を求めなさい．

(2) 積 f(x)g(x)の第 n次導関数
dn

dxn
{f(x)g(x)}における f (n−r)(x)g(r)(x)の係

数を類推し，その類推が正しいことを数学的帰納法を用いて証明しなさい．
ただし，rは負でない n以下の整数とし，f (0)(x) = f(x)，g(0)(x) = g(x)

とする．

(3) 関数 h(x) = x3exの第 n次導関数 h(n)(x)を求めなさい．ただし，eは自然
対数の底であり，n = 4とする．

7 階段を上るとき，一度に上ることができる段数は 1段または 2段のみであると
する．このとき以下の問いに答えなさい．

(1) ちょうど 10段上る方法は全部で何通りあるか答えなさい．

(2) nを正の整数とする．ちょうど n段上る方法は全部で何通りあるか答えな
さい．

8 座標平面上に動点 Pがあり，次のルールに従って移動するものとする．

ルール：サイコロ 1個を振って，1，2，3の目が出たら (x, y) → (x+1, y)

のように移動し，4，5の目が出たら (x, y) → (x, y + 1)のよう
に移動するが，6の目が出たら移動しない．

はじめ点Pは原点 (0, 0)にあるとして以下の問いに答えなさい．ただし，サイ
コロの目はどれも同様な確からしさで出るものとする．

(1) 1個のサイコロを 5回振った時点で，点Pの座標が (3, 2)である確率を求
めなさい．

(2) 1個のサイコロを 5回振った時点で，点Pの座標が (2, 2)である確率を求
めなさい．

(3) kは正の整数であり，m，nは負でない整数とする．1個のサイコロを k回
振った時点で，点 Pの座標が (m, n)である確率を pk(m, n)とする．和
k−1∑
m=0

pk(m, k −m− 1)を，kを用いて表しなさい．
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解答例
1 (1) ∠ABC = 90◦から，三平方の定理により

CA =
√
AB2 + BC2 =

√
32 + 12 =

√
10

BDは∠ABCの二等分線であるから

AD : DC = AB : BC = 3 : 1

よって AD =
3

3 + 1
CA =

3

4

√
10

　

A B

C

E

D

F

(2) また，CD =
1

3 + 1
CA =

√
10

4
方べきの定理により CB·CE = CD·CA

したがって 1·(1 + BE) =

√
10

4
·
√
10 これを解いて BE =

3

2

(3) ∠ABE = 90◦であるから，AEは4ABEの外接円の直径である．

また，Dはこの円周上の点であるから ∠ADE = 90◦

したがって 4ABC 4ADF ゆえに AC : AB = AF : ADより
√
10 : 3 = AF :

3

4

√
10 これを解いて AF =

5

2

�

2 (1) |~a+~b| =
√
7より |~a|2 + 2~a·~b+ |~b|2 = 7

これに |~a| = 1，|~b| = 2を代入すると

1 + 2~a·~b+ 4 = 7 よって ~a·~b = 1

また | − 2~a+~b|2 = 4|~a|2 − 4~a·~b+ |~b|2

= 4·12 − 4·1 + 22 = 4

よって | − 2~a+~b| = 2

(2)
−→
OP = (s− 2t)~a+ (s+ t)~bより

−→
OP = s(~a+~b) + t(−2~a+~b)

−→
OC = ~a+~b，

−→
OD = −2~a+~bとおくと

−→
OP = s

−→
OC+ t

−→
OD · · · (∗)

　

O A(~a)

B(~b) CD
ts P

点 Pは線分CDを t : sに内分する点である (s = 0, t = 0, s+ t = 1)．

よって，Pは線分CD上 (両端を含む)にある．
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(3) (∗)において，s = ks′，t = kt′，
−−→
OCk = k

−→
OC，

−−→
ODk = k

−→
OD とおく

(s′ = 0, t′ = 0, s′ + t′ = 1)．なお，点C1，D1はそれぞれC，Dである．

−→
OP = ks′

−→
OC+ kt′

−→
OD = s′

−−→
OCk + t′

−−→
ODk

点 Pは線分 CkDkを t′ : s′に内分する点である．1 5 k 5 2より，Pの存
在する範囲は，図の斜線部分の台形CC2D2Dの内部および境界線である．

O A

B
CD

t′s′ P
CkDk

C2D2

O

CD

C2D2

(4) cos∠AOB =
~a·~b
|~a||~b|

=
1

2
ゆえに ∠AOB =

π

3

4OAB =
1

2
OA·OBsin

π

3
=

1

2
·1·2·

√
3

2
=

√
3

2
−→
OC = ~a+~b，

−→
OD = −2~a+~bより

−→
DC = 3~a = 3

−→
OA

したがって 4OCD = 34OAB = 3·
√
3

2
=

3
√
3

2

よって，求める面積は (22 − 1)4OCD = 3·3
√
3

2
=

9
√
3

2
�



812 第 7章 大分大学

3 (1) Sn = (n+ 3)

(
1

3
an − 2

)
· · · (∗)

(∗)に n = 1を代入すると，S1 = a1であるから，(∗)より

a1 = 4

(
1

3
a1 − 2

)
これを解いて a1 = 24

(2) an+1 = Sn+1 − Snであるから

an+1 = (n+ 4)

(
1

3
an+1 − 2

)
− (n+ 3)

(
1

3
an − 2

)

したがって an+1 =
(n + 3)an

n + 1
+

6

n + 1

(3) (2)の結果の両辺を (n+ 2)(n+ 3)で割ると

an+1

(n+ 2)(n+ 3)
=

an
(n+ 1)(n+ 2)

+
3(n+ 3)− 3(n+ 1)

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

整理すると
an+1 + 3

(n+ 2)(n+ 3)
=

an + 3

(n+ 1)(n+ 2)

したがって
an + 3

(n+ 1)(n+ 2)
=

24 + 3

2·3

よって an =
9

2
(n+ 1)(n+ 2)− 3 =

3

2
(3n2 + 9n + 4) �
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4 (1) f(x) = sinx+ 3

∫ π
2

0

f(t) cos t dt− 3

2
· · · (∗)

k =

∫ π
2

0

f(t) cos t dtとおくと，f(x) = sinx+ 3k − 3

2
· · · 1©より

k =

∫ π
2

0

(
sin t+ 3k − 3

2

)
cos t dt

=

[
1

2
sin2 t+

(
3k − 3

2

)
sin t

]π
2

0

= 3k − 1

したがって k =
1

2
これを 1©に代入して f(x) = sinx

(2) g(x) = −
∫ x

0

(x− t) cos t dt+ 1 · · · (∗∗)

(∗∗)より，g(x) = −x

∫ x

0

cos t dt+

∫ x

0

t cos t dt+ 1 を微分すると

g′(x) = −
∫ x

0

cos t dt− x cos x+ x cos x

= −
[

sin t

]x
0

= − sinx

(3) (2)の結果を積分すると g(x) = cosx+ C (Cは積分定数)

(∗∗)より，g(0) = 1であるから

1 + C = 1 ゆえに C = 0 したがって g(x) = cosx

ここで g(x)− f(x) = cosx− sinx =
√
2 cos

(
x+

π

4

)
−π 5 x 5 πにおける y = g(x)と
y = f(x)の共有点の x座標は

x = −3π

4
,
π

4

区間−3π

4
5 x 5 π

4
において

g(x)− f(x) = 0

　

O

y

x

−3π
4

π
4

π
2

π

−1

1

−π −π
2

y=sin xy=cos x

求める面積は
∫ π

4

− 3
4
π

√
2 cos

(
x+

π

4

)
dx =

[√
2 sin

(
x+

π

4

) ]π
4

− 3
4
π

= 2
√
2

�
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5 (1) C1 : y = x2 − 4x+ 1，C2 : y = x2 + 2x− 5から yを消去すると

x2 − 4x+ 1 = x2 + 2x− 5 ゆえに x = 1 交点は (1,−2)

(2) `の方程式を y = ax+ bとする．

C1と `から yを消去すると

x2 − 4x+ 1 = ax+ b

ゆえに x2 − (a+ 4)x− b+ 1 = 0 · · · 1©

C2と `から yを消去すると

x2 + 2x− 5 = ax+ b

ゆえに x2 + (2− a)x− b− 5 = 0 · · · 2©

　

O

y

x

C1C2

5
21

−1
2 `

1©， 2©の方程式はともに重解をもつから，それぞれの係数について

(a+ 4)2 − 4(−b+ 1) = 0, (2− a)2 − 4(−b− 5) = 0

上の 2式をそれぞれ整理すると{
a2 + 8a+ 4b+ 12 = 0

a2 − 4a+ 4b+ 24 = 0
これを解いて a = 1, b = −21

4
· · · (∗)

よって，直線 `の方程式は y = x −
21

4

(3) (∗)を 1©， 2©に代入すると

x2 − 5x+
25

4
=

(
x− 5

2

)2

= 0, x2 + x+
1

4
=

(
x+

1

2

)2

= 0

C1，C2と直線 `の接点の x座標は，それぞれ x =
5

2
, − 1

2
よって，求める面積を Sとすると

S =

∫ 1

− 1
2

{
x2 + 2x− 5−

(
x− 21

4

)}
dx+

∫ 5
2

1

{
x2 − 4x+ 1−

(
x− 21

4

)}
dx

=

∫ 1

− 1
2

(
x+

1

2

)2

dx+

∫ 5
2

1

(
x− 5

2

)2

dx

=

[
1

3

(
x+

1

2

)3 ]1
− 1

2

+

[
1

3

(
x− 5

2

)3 ] 5
2

1

=
9

4

�
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6 (1)
d

dx
{f(x)g(x)} = f (1)(x)g(0)(x) + f (0)(x)g(1)(x) · · · 1©

d2

dx2
{f(x)g(x)} =

d

dx
{f (1)(x)g(0)(x)}+ d

dx
{f (0)(x)g(1)(x)}

= f (2)(x)g(0)(x) + f (1)(x)g(1)(x)

+ f (1)(x)g(1)(x) + f (0)(x)g(2)(x)

= f (2)(x)g(0)(x) + 2f (1)(x)g(1)(x) + f (0)(x)g(2)(x)

d3

dx3
{f(x)g(x)} =

d

dx
{f (2)(x)g(0)(x)}+ 2

d

dx
{f (1)(x)g(1)(x)}+ d

dx
{f (0)(x)g(2)(x)}

= f (3)(x)g(0)(x) + f (2)(x)g(1)(x)

+ 2
{
f (2)(x)g(1)(x) + f (1)(x)g(2)(x)

}
+ f (1)(x)g(2)(x) + f (0)(x)g(3)(x)

= f (3)(x)g(0)(x) + 3f (2)(x)g(1)(x)

+ 3f (1)(x)g(2)(x) + f (0)(x)g(3)(x)

d4

dx4
{f(x)g(x)} =

d

dx
{f (3)(x)g(0)(x)}+ 3

d

dx
{f (2)(x)g(1)(x)}

+ 3
d

dx
{f (1)(x)g(2)(x)}+ d

dx
{f (0)(x)g(3)(x)}

= f (4)(x)g(0)(x) + f (3)(x)g(1)(x)

+ 3
{
f (3)(x)g(1)(x) + f (2)(x)g(2)(x)

}
+ 3

{
f (2)(x)g(2)(x) + f (1)(x)g(3)(x)

}
+ f (1)(x)g(3)(x) + f (0)(x)g(4)(x)

= f (4)(x)g(0)(x) + 4f (3)(x)g(1)(x) + 6f (2)(x)g(2)(x)

+4f (1)(x)g(3)(x) + f (0)(x)g(4)(x)

(2)
dn

dxn
{f(x)g(x)}におけるf (n−r)(x)g(r)(x)の係数を nCrであると推定すると

dn

dxn
{f(x)g(x)} =

n∑
r=0

nCrf
(n−r)(x)g(r)(x) · · · (∗)

［1］ 1©から d

dx
{f(x)g(x)} = 1C0f

(1)(x)g(0)(x) + 1C1f
(0)(x)g(1)(x)

したがって，n = 1のとき，(∗)は成立する．
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［2］n = kのとき，(∗)が成立すると仮定すると

dk

dxk
{f(x)g(x)} =

k∑
r=0

kCrf
(k−r)(x)g(r)(x)

これを微分すると

dk+1

dxk+1
{f(x)g(x)} =

k∑
r=0

kCr{f (k+1−r)(x)g(r)(x) + f (k−r)(x)g(r+1)(x)}

=
k∑

r=0

kCrf
(k+1−r)(x)g(r)(x)

+
k∑

r=0

kCrf
(k−r)(x)g(r+1)(x)

= f (k+1)(x)g(0)(x) +
k∑

r=1

kCrf
(k+1−r)(x)g(r)(x)

+
k−1∑
r=0

kCrf
(k−r)(x)g(r+1)(x) + f (0)(x)g(k+1)(x)

= f (k+1)(x)g(0)(x) +
k∑

r=1

kCrf
(k+1−r)(x)g(r)(x)

+
k∑

r=1

kCr−1f
(k+1−r)(x)g(r)(x) + f (0)(x)g(k+1)(x)

= k+1C0f
(k+1)(x)g(0)(x)

+
k∑

r=1

(kCr + kCr−1)f
(k+1−r)(x)g(r)(x)

+ k+1Ck+1f
(0)(x)g(k+1)(x)

= k+1C0f
(k+1)(x)g(0)(x)

+
k∑

r=1

k+1Crf
(k+1−r)(x)g(r)(x)

+ k+1Ck+1f
(0)(x)g(k+1)(x)

=
k+1∑
r=0

k+1Crf
(k+1−r)(x)g(r)(x)

したがって，n = k + 1のときも (∗)が成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて (∗)が成立する．
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(3) h(x) = x3ex = exx3について，(2)の結果を適用すると (n = 4)

h(n)(x) =
n∑

r=0

nCr(e
x)(n−r)(x3)(r)

=
3∑

r=0

nCr(e
x)(n−r)(x3)(r) +

n∑
r=4

nCr(e
x)(n−r)(x3)(r)

=
3∑

r=0

nCr(e
x)(n−r)(x3)(r)

= nC0e
x·x3 + nC1e

x·3x2 + nC2e
x·6x+ nC3e

x·6
= ex{x3 + 3nx2 + 3n(n − 1)x + n(n − 1)(n − 2)}

補足 (2)の結果は，ライプニッツ (Leibniz)の公式と呼ばれている． �

7 (1) 与えらた規則により，n段の階段を上る方法を an通りとすると

a1 = 1, a2 = 2, an+2 = an+1 + an · · · (∗)

が成立する．これから，順次

a3 = a2 + a1 = 2 + 1 = 3,

a4 = a3 + a2 = 3 + 2 = 5,

a5 = a4 + a3 = 5 + 3 = 8,

a6 = a5 + a4 = 8 + 5 = 13,

a7 = a6 + a5 = 13 + 8 = 21,

a8 = a7 + a6 = 21 + 13 = 34,

a9 = a8 + a7 = 34 + 21 = 55,

a10 = a9 + a8 = 55 + 34 = 89

よって 89 通り
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(2) (1)より，特性方程式

x2 = x+ 1 すなわち x2 − x− 1 = 0 · · · (∗∗)

の解を α，βとすると (α < β) α + β = 1, αβ = −1

an+2 − (α + β)an+1 + αβan = 0

したがって an+2 − αan+1 = β(an+1 − αan)

(∗)から a0 = 1であるから

an+1 − αan = βn(a1 − αa0) = βn(1− α) = βn+1

an+1 − βan = αn(a1 − βa0) = αn(1− β) = αn+1

上の 2式から (β − α)an = βn+1 − αn+1 ゆえに an =
βn+1 − αn+1

β − α

方程式 (∗∗)の解は x =
1±

√
5

2
ゆえに α =

1−
√
5

2
, β =

1 +
√
5

2

よって，階段をちょうど n段上る方法は

1
√
5


(
1 +

√
5

2

)n+1

−
(
1 −

√
5

2

)n+1


�

8 (1) 1，2，3の目が 3回，4，5の目が 2回出る確率であるから

5!

3!2!

(
3

6

)3(
2

6

)2

=
5

36

(2) 1，2，3の目が 2回，4，5の目が 2回，6の目が 1回出る確率であるから

5!

2!2!1!

(
3

6

)2(
2

6

)2

·1
6
=

5

36
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(3) pk(m, k −m− 1)は，1，2，3の目がm回，4，5の目が k −m− 1回，

6の目が 1回出る確率であるから

pk(m, k −m− 1) =
k!

m!(k −m− 1)!1!

(
3

6

)m(
2

6

)k−m−1
1

6

=
k

6
· (k − 1)!

m!(k −m− 1)!

(
3

6

)m(
2

6

)k−m−1

したがって

k−1∑
m=0

pk(m, k −m− 1) =
k

6

k−1∑
m=0

(k − 1)!

m!(k −m− 1)!

(
3

6

)m(
2

6

)k−m−1

=
k

6

(
3

6
+

2

6

)k−1

=
k

6

(
5

6

)k−1

�
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7.7 2021年
• 理工学部　 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (100分)

• 経済学部　 1 2 5 数 I・II・A・B (80分)

• 教育学部　 1 2 5 数 I・II・A・B (80分)

• 医学部　 6 7 8 数 I・II・III・A・B (80分)

1 nを自然数とし，an = log10

(
1 +

3

n

)
とする．

(1) a1，a2を log10 2を用いて表しなさい．

(2) Sn = a1 + a2 + · · ·+ anとおく．10Snを nを用いて表しなさい．

2 0 5 α 5 θ 5 πとし，

cosα =
1

4
, x = sin θ +

√
3 cos θ

とする．

(1) sin
(
α +

π

3

)
の値を求めなさい．

(2) xのとり得る値の範囲を求めなさい．

(3) 関数
y = 2

√
3 sin θ cos θ + 2 cos2 θ − sin θ −

√
3 cos θ + 3

の最小値を求めなさい．

3 三角形OABに対し，辺OAを 3 : 2に外分する点C，辺OBを 4 : 3に外分する
点をD，辺ABの中点をMとおく．s, tを実数とし，

−→
OP = s

−→
OA+ t

−→
OB

とする．

(1) 等式 3
−→
OP + 4

−→
CP + 5

−→
DP = ~0が成り立つとき，s, tの値を求めなさい．

(2) 点 Pが直線OMと直線CDの交点であるとき，s, tの値を求めなさい．

(3) 点Pが三角形OCMの内部および周上を動くとき，点 (s, t)の存在範囲を
st平面上に図示しなさい．
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4 曲線C :
x2

a2
+

y2

b2
= 1 (x = 0, y = 0) が 2点A(

√
6, 6k)，B(3, 3

√
2k)を通る．

ただし，a > 0，b > 0，k > 0とする．

(1) aの値を求め，bを kを用いて表しなさい．

(2) 原点Oと点Aを通る直線 `1，曲線C，および x軸で囲まれた図形の面積
を kを用いて表しなさい．

(3) 原点Oと点Bを通る直線 `2，曲線C，および x軸で囲まれた図形を，x軸
のまわりに 1回転してできる立体の体積を kを用いて表しなさい．

5 関数 f(x)は等式

f(x) = x|x− 1| − 3x2

∫ 2

0

f(t) dt

を満たす．

(1) 定積分
∫ 1

0

x|x− 1| dxの値を求めなさい．

(2) a =

∫ 2

0

f(t) dtとする．aの値を求めなさい．

(3) 曲線 y = f(x)と直線 y = xで囲まれた図形の面積を求めなさい．

6 以下の問いに答えよ．

(1) 座標平面上の点 (x, y)を原点の周りに
π

4
だけ回転して得られる点の座標

を (x′, y′)とする．x′, y′を x, yを用いて表しなさい．

(2) 双曲線 x2 − y2 = 1を原点の周りに
π

4
だけ回転して得られる図形の方程式

を求めなさい．

(3) 双曲線 x2 − y2 = 1上に点A(a,
√
a2 − 1) (a > 1)をとる．原点O(0, 0)と

結んだ線分OAと双曲線 x2 − y2 = 1及び x軸で囲まれた図形の面積 Sが

S =
1

2
log(a+

√
a2 − 1)

と表されることを示しなさい．
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7 4ABCにおいて∠CABの二等分線に 2つの頂点 B，Cから垂線を引き，二等

分線との交点をそれぞれH, H′とする．
−→
AB = ~b，

−→
AC = ~cとする．このとき以

下の問いに答えなさい．

(1) ベクトル
1

|~c|
~cの大きさは 1であることを示しなさい．

(2) ベクトル
−→
BH +

−−→
CH′を~b, ~cを用いて表しなさい．

(3)
−→
BH+

−−→
CH′ = ~0であるとき，4ABCはどのような三角形になるか．その形

状を答えなさい．

8 図のような正六角形ABCDEFと動点Pが
あり，点Pは最初頂点Aの位置にある．サ
イコロを振って，1，2，3の目が出れば時
計回りに隣の頂点へ移動し，4，5の目が出
れば反時計回りに隣の頂点に移動する．そ
して，6の目が出たときはその位置にとど
まる．このとき以下の問いに答えなさい．

　 A

B

C

D

E

F

(1) サイコロを 3回振った時点で点Pが頂点Dの位置にある確率を求めなさい．

(2) サイコロを 4回振った時点で点Pが頂点Eの位置にある確率を求めなさい．

(3) サイコロを 6回振った時点で点Pが頂点Aの位置にある確率を求めなさい．
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解答例

1 (1) an = log10

(
1 +

3

n

)
より

a1 = log10 4 = 2 log10 2

a2 = log10
5

2
= log10

10

4
= 1− log10 4 = 1 − 2 log10 2

(2) an = log10
n+ 3

n
= log10(n+ 3)− log10 nより

(i) n = 3のとき

Sn =
n∑

k=1

ak =
n∑

k=1

{log10(k + 3)− log10 k}

= log10(n+ 3) + log10(n+ 2) + log10(n+ 1)

− log10 1− log10 2− log10 3

= log10
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

6
· · · (∗)

(ii) n = 1, 2のとき，(1)の結果から

S1 = a1 = log10 4

S2 = a1 + a2 = log10 4 + (1− log10 4) = 1

このときも，(∗)は成立する．

すべての自然数 nについて (∗)は成立するから

10Sn =
(n + 1)(n + 2)(n + 3)

6

�
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2 (1) cosα =
1

4
(0 5 α 5 π)より，sinα = 0であるから

sinα =
√
1− cos2 α =

√
1−

(
1

4

)2

=

√
15

4

よって sin
(
α +

π

3

)
= sinα cos

π

3
+ cosα sin

π

3

=

√
15

4
·1
2
+

1

4
·
√
3

2
=

√
15 +

√
3

8

(2) x = sin θ +
√
3 cos θより x = 2 sin

(
θ +

π

3

)
0 5 α 5 θ 5 πより α +

π

3
5 θ +

π

3
5 4

3
π

ここで cos
(
α +

π

3

)
= cosα cos

π

3
− sinα sin

π

3

=
1

4
·1
2
−

√
15

4
·
√
3

2
=

1− 3
√
5

8
< 0

ゆえに
π

2
< α +

π

3
5 θ +

π

3
5 4

3
π

したがって 2 sin
4

3
π 5 2 sin

(
θ +

π

3

)
5 2 sin

(
α +

π

3

)
よって −

√
3 5 x 5

√
15 +

√
3

4

(3) x = sin θ +
√
3 cos θの両辺を平方すると

x2 = (sin θ +
√
3 cos θ)2 = 2

√
3 sin θ cos θ + 2 cos2 θ + 1

したがって

y = 2
√
3 sin θ cos θ + 2 cos2 θ − sin θ −

√
3 cos θ + 3

= (2
√
3 sin θ cos θ + 2 cos2 θ + 1)− (sin θ +

√
3 cos θ) + 2

= x2 − x+ 2

=

(
x− 1

2

)2

+
7

4

−
√
3 <

1

2
<

√
15 +

√
3

4
より，求める yの最小値は

7

4
�
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3 (1) 3
−→
OP + 4

−→
CP + 5

−→
DP = ~0より

3
−→
OP + 4(

−→
OP−

−→
OC) + 5(

−→
OP−

−→
OD) = ~0

−→
OPについて解くと

−→
OP =

1

3

−→
OC+

5

12

−→
OD

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~bとおくと

−→
OP = s~a+ t~b,

−→
OC = 3~a,

−→
OD = 4~b

したがって s~a+ t~b = ~a+
5

3
~b

~a, ~bは 1次独立であるから

s = 1, t =
5

3

　

A(~a)
B(~b)

O

C(3~a) D(4~b)

M

(2)
−−→
OM =

1

2
(~a+~b)と

−→
OP = s~a+ t~bは平行であるから s = t · · · 1©

~a =
1

3

−→
OC，~b =

1

4

−→
ODであるから

−→
OP =

s

3

−→
OC+

t

4

−→
OD

このとき，PはCD上の点であるから
s

3
+

t

4
= 1 · · · 2©

1©， 2©を解いて s = t =
12

7

(3)
−−→
MO = −1

2
(~a+~b)，

−−→
MC =

−→
OC−

−−→
OM = 3~a− 1

2
(~a+~b) =

5

2
~a− 1

2
~b

上の 2式から ~a = −1

3

−−→
MO+

1

3

−−→
MC, ~b = −5

3

−−→
MO− 1

3

−−→
MC

−−→
MP =

−→
OP−

−−→
OM = s~a+ t~b− 1

2
(~a+~b)

=

(
s− 1

2

)
~a+

(
t− 1

2

)
~b

=

(
s− 1

2

)(
−1

3

−−→
MO+

1

3

−−→
MC

)
+

(
t− 1

2

)(
−5

3

−−→
MO− 1

3

−−→
MC

)
=

(
−1

3
s− 5

3
t+ 1

)−−→
MO+

(
1

3
s− 1

3
t

)−−→
MC

Pが三角形OCMの内部および周上を動くとき

− 1

3
s− 5

3
t+ 1 = 0,

1

3
s− 1

3
t = 0,(

−1

3
s− 5

3
t+ 1

)
+

(
1

3
s− 1

3
t

)
5 1
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それぞれ整理すると t 5 −1

5
s+

3

5
, t 5 s, t = 0

よって，点 (s, t)の領域は，下の図の斜線部分で境界線を含む．

O

t

s
31

2

1
2

3
5

�

4 (1) 2点A(
√
6, 6k)，B(3, 3

√
2k)は曲線C :

x2

a2
+

y2

b2
= 1 (x = 0, y = 0)上の

点であるから (a > 0, b > 0, k > 0)

6

a2
+

36k2

b2
= 1,

9

a2
+

18k2

b2
= 1

上の 2式から a2 = 12, b2 = 72k2 よって a = 2
√
3, b = 6

√
2k

(2) (1)の結果から
x2

12
+

y2

72k2
= 1 ゆえに y =

√
6k

√
12− x2

O

y

x
3

√
6

6k
3
√
2k

A
B

2
√
3

6
√
2k `1

`2

C

求める面積を Sとすると

S =
1

2
·
√
6·6k +

√
6k

∫ 2
√
3

√
6

√
12− x2 dx
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∫ 2
√
3

√
6

√
12− x2 dxは右の図の斜線部分の

面積に等しいから∫ 2
√
3

√
6

√
12− x2 dx =

1

2
(2
√
3)2

π

4
− 1

2
(
√
6)2

=
3

2
π − 3

よって，求める面積は

　

O

y

x√
6

√
6

2
√
3

2
√
3

π
4

S = 3
√
6k +

√
6k

(
3

2
π − 3

)
=

3

2

√
6kπ

(3) 求める回転体の体積を V とすると

V =
1

3
π(3

√
2k)2·3 + π

∫ 2
√
3

3

(
√
6k

√
12− x2)2 dx

= 18k2π + 6k2π

∫ 2
√
3

3

(12− x2) dx

= 18k2π + 6k2π

[
12x− x3

3

]2√3

3

= 48(2
√
3 − 3)k2π

補足 C, `1, `2を x軸を元に，y軸方向に
1√
6k
倍に拡大したものを，それぞれ

C ′, `′1, `′2とすると

C ′ : x2 + y2 = 12 (x = 0, y = 0) `′1 : y = x, `′2 : y =
1√
3
x

`′1, `′2の偏角はそれぞれ
π

4
,
π

6
である (これらの偏角がいわゆる有名角と

なるように作問されているため，本題の面積や回転体の体積を高校数学の
範囲で求めることができる)．`′1, C ′および x軸で囲まれた図形の面積を
S ′とし，`′2, C

′および xで囲まれた図形を x軸のまわりに 1回転してでき
る立体の体積を V ′とすると

S ′ =
1

2
(2
√
3)2

π

4
=

3

2
π

V ′ =
1

3
π(
√
3)2·3 + π

∫ 2
√
3

3

(12− x2) dx

= 8π(2
√
3− 3)

よって S =
√
6kS ′, V = (

√
6k)2V ′ �

　

O

y

x√
6

√
6

2
√
3

2
√
3

π
4

√
3

`′1

`′2

π
6

3
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5 (1) 0 5 x 5 1において，|x− 1| = 1− xであるから∫ 1

0

x|x− 1| dx =

∫ 1

0

x(1− x) dx =
1

6
(1− 0)3 =

1

6

(2) a =

∫ 2

0

f(t) dtより，f(x) = x|x− 1| − 3ax2であるから

a =

∫ 2

0

f(t) dt =

∫ 1

0

t|t− 1| dt+
∫ 2

1

t|t− 1| dt−
∫ 2

0

3at2 dt

=

∫ 1

0

t(1− t) dt+

∫ 2

1

(t2 − t) dt− a

[
t3
]2
0

=
1

6
+

[
1

3
t3 − 1

2
t2
]2
1

− 8a

= 1− 8a

これを解いて a =
1

9
(3) (2)の結果から

f(x) = x|x− 1| − 1

3
x2

=


x− 4

3
x2 (0 5 x 5 1)

2

3
x2 − x (x 5 0, 1 5 x)

0 5 x 5 1のとき，y = f(x)と y = x

の共有点の x座標は

x− 4

3
x2 = x ゆえに x = 0

　

O

y

x
P(1,−1

3
)

3

3 Q

S1

S2

x 5 0, 1 5 xのとき，y = f(x)と y = xの共有点の x座標は

2

3
x2 − x = x ゆえに x = 0, 3

右の図のように，2点P

(
1,−1

3

)
，Q(3, 3)をとり，曲線 y = f(x) と直線

OPで囲まれた部分の面積を S1とし，曲線 y = f(x)と直線 PQで囲まれ
た部分の面積を S2とすると，求める図形の面積 Sは

S = 4OPQ− S1 + S2

=
1

2

∣∣∣∣1·3− (−1

3

)
·3
∣∣∣∣− 1

6
·4
3
(1− 0)3 +

1

6
·2
3
(3− 1)3 =

8

3

�
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6 (1) 複素数平面上の点 x+ yiを原点Oを中心に
π

4
だけ回転させた点を x′ + y′i

とすると

x′ + y′i = (x+ yi)
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
=

1√
2
(x+ yi)(1 + i) =

x− y√
2

+
x+ y√

2
i

よって x′ =
x − y
√
2

, y′ =
x + y
√
2

(2) (1)の結果から x′y′ =
x− y√

2
·x+ y√

2
=

x2 − y2

2
=

1

2
よって xy =

1

2

(3) A(a,
√
a2 − 1)，H(1, 0)とし，これらを原点を中心に

π

4
だけ回転した点

をそれぞれA′, H′とすると，(1)の結果により

A′
(
a−

√
a2 − 1√
2

,
a+

√
a2 − 1√
2

)
, H′

(
1√
2
,

1√
2

)

曲線 y =
1

2x
の点 A′, H′から x軸にそれぞれ垂線 A′A′′, H′H′′を引くと，

求める面積 Sは

S = 4OA′A′′ +

∫ 1√
2

a−
√

a2−1√
2

1

2x
dx−4OH′H′′

=
1

2
·a−

√
a2 − 1√
2

·a+
√
a2 − 1√
2

− 1

2

[
log x

] 1√
2

a−
√

a2−1√
2

− 1

2

(
1√
2

)2

=
1

4
+

1

2
log

1

a−
√
a2 − 1

− 1

4
=

1

2
log(a+

√
a2 − 1)

O

y

x

O

y

xa

√
a2−1

A

1H

A′

H′( 1√
2
, 1√

2
)

a−
√
a2−1√
2

A′′ H′′

a+
√
a2−1√
2
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別解 (回転せずに求める)

S =
1

2
a
√
a2 − 1−

∫ a

1

√
x2 − 1 dx

I =

∫ a

1

√
x2 − 1 dxとおくと

I =

∫ a

1

(x)′
√
x2 − 1 dx =

[
x
√
x2 − 1

]a
1

−
∫ a

1

x· x√
x2 − 1

dx

= a
√
a2 − 1−

∫ a

1

(x2 − 1) + 1√
x2 − 1

dx

= a
√
a2 − 1−

∫ a

1

√
x2 − 1 dx−

∫ a

1

1√
x2 − 1

dx

= a
√
a2 − 1− I −

[
log(x+

√
x2 − 1)

]a
1

= a
√
a2 − 1− I − log(a+

√
a2 − 1)

ゆえに I =
1

2
a
√
a2 − 1− 1

2
log(a+

√
a2 − 1)

よって S =
1

2
log(a+

√
a2 − 1) �

ガウス・グリーンの定理� �
曲線 C : x = f(t), y = g(t) (α 5 t 5 β)

について，t = α, βに対応する点をそれ
ぞれA，Bとする．Cと直線OA，OBで
囲まれた部分の面積を Sとすると
(OBの偏角>OAの偏角)

S =
1

2

∫ β

α

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)}dt

　

O

y

x

A

B C

� �
別解 xy =

1

2
を x = f(t) =

1

2t
，y = g(t) = tとすると

f(t)g′(t)− f ′(t)g(t) =
1

2t
·1−

(
− 1

2t2

)
t =

1

t

S =
1

2

∫ a+
√

a2−1√
2

1√
2

1

t
dt =

1

2

[
log t

]a+
√

a2−1√
2

1√
2

=
1

2
log(a+

√
a2 − 1)

�
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7 (1) ~d =
1

|~c|
~cとおくと

|~d|2 = ~d·~d =

(
1

|~c|
~c

)
·
(

1

|~c|
~c

)
=

~c·~c
|~c|2

=
|~c|2

|~c|2
= 1

したがって |~d| = 1 よって ベクトル
1

|~c|
~cの大きさは 1

(2) 角Aの二等分線の方向ベクトルを

~v =
~b

|~b|
+

~c

|~c|

とおくと

|~v|2 =

∣∣∣∣∣ ~b|~b| +
~c

|~c|

∣∣∣∣∣
2

= 2

(
1 +

~b·~c
|~b||~c|

)

　 A

B C

H

H′
~b ~c

~e =
~v

|~v|
とおくと

−→
HB = ~b− (~b·~e)~e,

−−→
H′C = ~c− (~c·~e)~e

−→
BH +

−−→
CH′ = ((~b+~c)·~e)~e−~b−~c =

1

|~v|2
((~b+~c)·~v)~v −~b−~c

このとき (~b+~c)·~v = (~b+~c)·

(
~b

|~b|
+

~c

|~c|

)
= |~b|+ |~c|+ (~b·~c)

|~b||~c|
(|~b|+ |~c|)

=

(
1 +

~b·~c
|~b||~c|

)
(|~b|+ |~c|) = 1

2
|~v|2(|~b|+ |~c|)

よって
−→
BH +

−−→
CH′ =

1

2
(|~b|+ |~c|)~v −~b−~c

=
1

2
(|~b|+ |~c|)

(
~b

|~b|
+

~c

|~c|

)
−~b−~c

=
1

2

(
|~c|
|~b|

− 1

)
~b +

1

2

(
|~b|
|~c|

− 1

)
~c

(3)
−→
BH+

−−→
CH′ = ~0のとき，~b，~cは 1次独立であるから，(2)の結果から

|~c|
|~b|

− 1 = 0,
|~b|
|~c|

− 1 = 0 すなわち |~b| = |~c|

よって 4ABCはAB = ACの二等辺三角形 �
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8 (1) サイコロを振って 1，2，3の目が出る事象をX，4，5の目が出る事象を
Y，6の目が出る事象を Zとすると，それぞれの事象が起きる確率は

P (X) =
3

6
, P (Y ) =

2

6
, P (Z) =

1

6

求める確率は，3回ともXまたは 3回とも Y が起こる確率であるから(
3

6

)3

+

(
2

6

)3

=
35

216

(2) サイコロを 4回振って点 Pが頂点 Eにあるのは，4回の事象が

{X, X, X, Y }, {X, X, Z, Z}, {Y, Y, Y, Y }

のときであるから，求める確率は

4!

3!1!

(
3

6

)3
2

6
+

4!

2!2!

(
3

6

)2(
1

6

)2

+

(
2

6

)4

=
143

648

(3) サイコロを 6回振って点 Pが頂点Aにあるのは，6回の事象が

{X, X, X, X, X, X}, {Y, Y, Y, Y, Y, Y }, {Z, Z, Z, Z, Z, Z},
{X, X, X, Y, Y, Y }, {X, X, Y, Y, Z, Z}, {X, Y, Z, Z, Z, Z}

のときであるから，求める確率は(
3

6

)6

+

(
2

6

)6

+

(
1

6

)6

+
6!

3!3!

(
3

6

)3(
2

6

)3

+
6!

2!2!2!

(
3

6

)2(
2

6

)2(
1

6

)2

+
6!

1!1!4!
·3
6
·2
6

(
1

6

)4

=
8534

66
=

4267

23328

�
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7.8 2022年
• 理工学部　 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (100分)

• 経済学部　 1 2 3 数 I・II・A・B (80分)

• 教育学部　 1 2 3 数 I・II・A・B (80分)

• 医学部　 5 6 7 数 I・II・III・A・B (80分)

1 四面体OABCは

|
−→
OA| = |

−→
OB| =

√
29, |

−→
OC| =

√
11, |

−→
AB| = 2

√
2, |

−→
AC| =

√
26,

−→
AB·

−→
AC = 8

を満たす．tを実数とし， −→
AP = t

−→
AB +

−→
AC

とする．

(1) 内積
−→
OA·

−→
OB，

−→
OB·

−→
OC，

−→
OC·

−→
OAをそれぞれ求めなさい．

(2) |
−→
OP|の最小値とそのときの実数 tの値を求めなさい．

(3) (2)の点 Pに対して，
−→
OP⊥

−→
AB，

−→
OP⊥

−→
ACをそれぞれ示しなさい．

(4) 四面体OABCの体積を求めなさい．

2 1と書かれたカード，2と書かれたカードが 1枚ずつ 1つの袋に入っている．こ
の袋から 1枚のカードを取り出し，1つのサイコロを 2回投げる．取り出した
カードに書かれた数を a，1回目サイコロの出た目の数を b，2回目のサイコロ
の出た目の数を cとする．

(1) 2次方程式 ax2 − bx + c = 0が異なる 2つの実数解をもつ確率を求めな
さい．

(2) 2次方程式 ax2 − bx+ c = 0が異なる 2つの整数の解をもつ確率を求めな
さい．
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3 a, bを 0でない定数とし，

f(x) = (x+ a)(x− 3a), g(x) = b(x− 3a)

とする．3次関数 F (x)は F (0) = 0と F ′(x) = f(x)を満たし，2次関数G(x)

はG′(x) = g(x)を満たす．ただし，放物線 y = G(x)の頂点 (x0, y0)に対して，
関数 F (x)は x = x0で極値 y0をとるものとする．

(1) 関数 F (x)を求めなさい．

(2) 関数G(x)を求めなさい．

(3) 2つの曲線 y = F (x)と y = G(x)の共有点が 1個となるとき，bを aを用
いて表しなさい．

4 自然数 kに対して

ak = lim
n→∞

∣∣∣∣sin (k2 + 1)π

4

∣∣∣∣n
とする．また自然数mに対して

bm =
m∑
k=1

ak

とする．

(1) a1, a2を求めなさい．

(2) ak = 0となる kと ak = 1となる kをそれぞれ求めなさい．

(3) lim
m→∞

b2m+1

m
を求めなさい．
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5 関数 f(x) = log
ex

x
を用いて，a1 = 2，an+1 = f(an)によって数列 {an}が与え

らえている．ただし，対数は自然対数である．以下の問に答えなさい．

(1) 1 5 x 5 2のとき，0 5 f(x)− 1 5 1

2
(x− 1)が成立することを示しなさい．

(2) lim
n→∞

anを求めなさい．

(3) b1 = a1，bn+1 = an+1bnによって与えられる数列 {bn}の極限を求めなさい．

6 a > 0, b > 0, a 6= bとする．また，2つの楕円
x2

a2
+

y2

b2
= 1，

x2

b2
+

y2

a2
= 1の

第 1象限における交点を通り，y軸に平行な直線の方程式を x = cとする．領

域D1 :
x2

a2
+

y2

b2
5 1，0 5 x 5 c，0 5 yの面積を S1，領域D2 :

x2

b2
+

y2

a2
5 1，

0 5 x 5 c，0 5 yの面積を S2とする．以下の問に答えなさい．

(1) cを a, bを用いて表しなさい．

(2) S1 + S2を a, bを用いて表しなさい．

7 正四面体ABCDの頂点Aから出発して，辺を伝って歩き始める．最初の頂点

Aでは，その頂点につながる 3本の辺のうち 1本を確率
1

3
で選んで次の頂点に

向かって歩く．また，どれかの頂点に達したときに，その頂点につながる 3本

の辺のうち 1本を確率
1

3
で選んで次の頂点に向かって歩く．nを自然数，Qを

頂点A，B，C，Dのどれかとするとき，Pn(Q)で，n本の辺を伝ったあと頂点
Qに達する確率を表す．以下の問に答えなさい．

(1) P1(A)，P1(B)，P1(C)，P1(D) を求めなさい．

(2) P2(A)，P2(B)を求めなさい．

(3) 数列 {Pn(A)}の一般項を求め，その極限を求めなさい．



836 第 7章 大分大学

解答例
1 (1) |

−→
AB|2 = |

−→
OB−

−→
OA|2より |

−→
AB|2 = |

−→
OB|2 − 2

−→
OA·

−→
OB+ |

−→
OA|2

−→
OA·

−→
OB =

1

2
(|
−→
OA|2 + |

−→
OB|2 − |

−→
AB|2) = 1

2
(29 + 29− 8) = 25

|
−→
BC|2 = |

−→
AC−

−→
AB|2 = |

−→
AB|2 + |

−→
AC|2 − 2

−→
AB·

−→
AC = 8 + 26− 2·8 = 18

−→
OB·

−→
OC =

1

2
(|
−→
OB|2 + |

−→
OC|2 − |

−→
BC|2) = 1

2
(29 + 11− 18) = 11,

−→
OC·

−→
OA =

1

2
(|
−→
OC|2 + |

−→
OA|2 − |

−→
AC|2) = 1

2
(11 + 29− 26) = 7

(2)
−→
AP = t

−→
AB +

−→
ACより

−→
OP = t

−→
AB +

−→
OC

(1)の結果を用いると

−→
AB·

−→
OC = (

−→
OB−

−→
OA)·

−→
OC

=
−→
OB·

−→
OC−

−→
OC·

−→
OA = 11− 7 = 4

したがって |
−→
OP|2 = t2|

−→
AB|2 + 2t

−→
AB·

−→
OC+ |

−→
OC|2

= 8t2 + 8t+ 11 = 8

(
t+

1

2

)2

+ 9

よって t = −
1

2
のとき，|

−→
OP|は最小値 3をとる．

(3)
−→
OP = −1

2

−→
AB+

−→
OCであるから

−→
OP·

−→
AB = −1

2
|
−→
AB|2 +

−→
AB·

−→
OC = −1

2
·8 + 4 = 0

ここで
−→
OC·

−→
AC =

−→
OC·(

−→
OC−

−→
OA) = |

−→
OC|2 −

−→
OC·

−→
OA = 11− 7 = 4

−→
OP·

−→
AC = −1

2

−→
AB·

−→
AC+

−→
OC·

−→
AC = −1

2
·8 + 4 = 0

よって
−→
OP⊥

−→
AB，

−→
OP⊥

−→
AC

(4) 4ABC =
1

2

√
|
−→
AB|2|

−−→
|AC|2 − (

−→
AB·

−→
AC)2 =

1

2

√
8·26− 82 = 6

Pは平面ABC上の点で
−→
OPは平面ABCに垂直であるから，求める体積は

1

3
4ABC|

−→
OP| = 1

3
·6·3 = 6 �
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2 (1) 2次方程式ax2−bx+c = 0が異なる 2つの実数解をもつとき b2−4ac > 0

(i) a = 1のとき，c <
b2

4
より，次の 17通り．

b 5 2のとき cはなし

b = 3のとき c = 1, 2

b = 4のとき c = 1, 2, 3

b = 5, 6のとき c = 1, 2, 3, 4, 5, 6

(ii) a = 2のとき，c <
b2

8
より，次の 9通り

b 5 2のとき cはなし

b = 3, 4のとき c = 1

b = 5のとき c = 1, 2, 3

b = 6のとき c = 1, 2, 3, 4

よって，求める確率は
17 + 9

2·62
=

13

36

(2) 異なる 2つの整数の解をもつとき，因数分解に着目する．

(i) a = 1のとき，x2 − bx+ c = 0より

c = 1のとき bはなし
c = 2のとき b = 3

c = 3のとき b = 4

c = 4のとき b = 5

c = 5のとき b = 6

c = 6のとき b = 5

(ii) a = 2のとき，2つの整数解を α, βとすると，解と係数の関係から

α + β =
b

2
, αβ =

c

2
ゆえに b = 2(α + β), c = 2αβ

b, cはともに偶数であるから，b′ =
b

2
, c′ =

c

2
として

x2 − b′x+ c′ = 0 (b′, c′ = 1, 2, 3)

この方程式が異なる整数を解にもつ b′, c′を求めればよい．

c′ = 1のとき b′はなし
c′ = 2のとき b′ = 3

c′ = 3のとき b′はなし

(i)，(ii)より，求める確率は
5 + 1

2·62
=

1

12
�
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3 (1) F ′(x) = (x+ a)(x− 3a) = x2 − 2ax− 3a2，F (0) = 0より

F (x) =
1

3
x3 − ax2 − 3a2x

(2) G′(x) = b(x− 3a)，放物線 y = G(x)の頂点が (x0, y0)より

G(x) =
b

2
(x− 3a)2 + y0, x0 = 3a

y0 = F (3a)であるから

y0 =
1

3
(3a)3 − a(3a)2 − 3a2·3a = −9a3

よって G(x) =
b

2
(x − 3a)2 − 9a3

(3) (1)，(2)の結果から

F (x)−G(x) =
1

3
x3 − ax2 − 3a2x−

{
b

2
(x− 3a)2 − 9a3

}
=

1

3
x3 −

(
a+

b

2

)
x2 − (3a2 − 3ab)x+ 9a3 − 9

2
a2b

=
1

3
(x− 3a)2

(
x+ 3a− 3

2
b

)
F (x)−G(x) = 0の解が1個であるから 3a = −3a+

3

2
b よって b = 4a

別解 x0 = 3a，F (3a) = y0に注目すると

F ′(x) = (x+ a)(x− 3a) = {(x− 3a) + 4a}(x− 3a)

= (x− 3a)2 + 4a(x− 3a)

したがって F (x) =
1

3
(x− 3a)3 + 2a(x− 3a)2 + y0

これとG(x) =
b

2
(x− 3a)2 + y0について，F (x) = G(x)とすると

1

3
(x− 3a)3 + 2a(x− 3a)2 + y0 =

b

2
(x− 3a)2 + y0

(x− 3a)2
{
(x− 3a) + 6a− 3b

2

}
= 0

(x− 3a)2
(
x+ 3a− 3b

2

)
= 0

解が 1個であるから 3a = −3a+
3b

2
よって b = 4a �



7.8. 2022年 839

4 (1) ak = lim
n→∞

∣∣∣∣sin (k2 + 1)π

4

∣∣∣∣n より
a1 = lim

n→∞

∣∣∣∣sin (12 + 1)π

4

∣∣∣∣n = lim
n→∞

∣∣∣sin π

2

∣∣∣n = 1,

a2 = lim
n→∞

∣∣∣∣sin (22 + 1)π

4

∣∣∣∣n = lim
n→∞

∣∣∣∣sin 5π

4

∣∣∣∣n = 0

(2) jを自然数とする．

a2j−1 = lim
n→∞

∣∣∣∣sin (2j − 1)2 + 1

4
π

∣∣∣∣n = lim
n→∞

∣∣∣∣sin(j2 − j +
1

2

)
π

∣∣∣∣n = 1,

a2j = lim
n→∞

∣∣∣∣sin (2j)2 + 1

4
π

∣∣∣∣n = lim
n→∞

∣∣∣∣sin(j2 + 1

4

)
π

∣∣∣∣n = 0

よって，ak = 0となる kは偶数，ak = 1となる kは奇数．

(3) (2)の結果から b2m+1 =
2m+1∑
k=1

ak = m+ 1

よって lim
m→∞

b2m+1

m
= lim

m→∞

m+ 1

m
= lim

m→∞

(
1 +

1

m

)
= 1 �
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5 (1) f(x) = log
ex

x
= x− log xより f ′(x) = 1− 1

x
, f ′′(x) =

1

x2

1 5 x 5 2のとき，f(x), f ′(x)は単調増加である．平均値の定理により

f(x)− f(1)

x− 1
= f ′(c) (1 < c < x)

を満たす cが存在する．f(1) = 1および f ′(c) 5 f ′(2) =
1

2
より

f(x)− 1

x− 1
5 1

2
(A)

f(1) = 1で，1 5 x 5 2において，f(x)は単調増加であるから

f(1) 5 f(x) ゆえに 0 5 f(x)− 1 (B)

(A)，(B)より，1 5 x 5 2のとき，次式が成立する．

0 5 f(x)− 1 5 1

2
(x− 1) (∗)

(2) すべての自然数 nについて，次が成立することを数学的帰納法で示す．

1 < an+1 < an (∗∗)

［1］n = 1のとき，a1 = 2，a2 = 2− log 2

1 < 1 + (1− log 2) = a2 < 2 ゆえに 1 < a2 < a1

よって，n = 1のとき，(∗∗)は成立する．
［2］n = kのとき，(∗∗)が成立する，すなわち，1 < ak+1 < akであると

仮定すると，f(x)は単調増加であるから

f(1) < f(ak+1) < f(ak) ゆえに 1 < ak+2 < ak+1

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(∗∗)が成立する． (証終)

(∗∗)より，すべての自然数 nについて 1 < an 5 2が成立するから，これ
を (∗)に適用すると

0 5 an+1 − 1 5 1

2
(an − 1) ゆえに 0 5 an − 1 5

(
1

2

)n−1

lim
n→∞

(
1

2

)n−1

= 0であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

(an − 1) = 0 よって lim
n→∞

an = 1
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別解 すべての自然数 nについて，次が成立することを数学的帰納法で示す．

1 5 an 5 2 (#)

［1］n = 1のとき，a1 = 2より，明らかに (#)は成立する．

［2］n = kのとき，(#)が成立する，すなわち，1 5 ak 5 2であると仮定
すると，(∗)から

0 5 ak+1 − 1 5 1

2
(ak − 1) 5 1

2
ゆえに 1 5 ak+1 5

3

2
5 2

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(#)が成立する． (証終)

再度，(#)を (∗)に適用すると

0 5 an+1 − 1 5 1

2
(an − 1) ゆえに 0 5 an − 1 5

(
1

2

)n−1

lim
n→∞

(
1

2

)n−1

= 0であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

(an − 1) = 0 よって lim
n→∞

an = 1

(3) 漸化式より
bn+1

bn
= an+1 ゆえに

n−1∏
k=1

bk+1

bk
=

n−1∏
k=1

ak+1 (n = 2)

bn
b1

=
n−1∏
k=1

ak+1 b1 = a1より bn =
n∏

k=1

ak (∗ ∗ ∗)

漸化式より an+1 = f(an) = an − log an

log an = an − an+1 ゆえに an = ean−an+1

したがって
n∏

k=1

ak =
n∏

k=1

eak−ak+1 = e2−an+1

lim
n→∞

an = 1であるから，上式および (∗ ∗ ∗)から

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

n∏
k=1

ak = e2−1 = e

�
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6 (1)
x2

a2
+

y2

b2
= 1，

x2

b2
+

y2

a2
= 1より

b2x2

a2
+ y2 = b2,

a2x2

b2
+ y2 = a2 (∗)

上の 2式の辺々の差をとると
(
b2

a2
− a2

b2

)
x2 = b2 − a2

(b2 − a2)(b2 + a2)

a2b2
x2 = b2 − a2

b2 − a2 6= 0であるから x2 =
a2b2

a2 + b2
これを (∗)の第 1式に代入すると

b4

a2 + b2
+ y2 = b2 ゆえに y2 =

a2b2

a2 + b2

第 1象限における交点
(

ab√
a2 + b2

,
ab√

a2 + b2

)
から c =

ab
√
a2 + b2

(2) 2つの楕円を

C1(θ) = (a cos θ, b sin θ), C2(θ) = (b cos θ, a sin θ)

とおく．(1)で求めた交点 (c, c)が，C1(α)およびC2(β)であるとき

c = a cosα = b sinα = b cos β = a sin β
(
0 < α, β <

π

2

)
ゆえに sinα = cos β, cosα = sin β すなわち α + β =

π

2
· · · 1©

O

y

x

S1
C1

C2

x = c

a−a

a

−a

b

−b

b−b
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したがって

S1 =

∫ a cosα

a cos π
2

y dx =

∫ α

π
2

y
dx

dθ
dθ

=

∫ α

π
2

b sin θ(−a sin θ) dθ = ab

∫ π
2

α

sin2 θ dθ

=
1

2
ab

∫ π
2

α

(1− cos 2θ) dθ =
1

2
ab

[
θ − 1

2
sin 2θ

]π
2

α

=
1

2
ab
(π
2
− α

)
+

1

4
ab sin 2α

ここで
1

4
ab sin 2α =

1

2
ab sinα cosα =

1

2
(a cosα)(b sinα) =

1

2
c2

S1 =
1

2
ab
(π
2
− α

)
+

1

2
c2

同様にして

S2 =
1

2
ab
(π
2
− β

)
+

1

2
c2

1©および (1)の結果により

S1 + S2 =
1

2
ab{π − (α + β)}+ c2 =

πab

4
+

a2b2

a2 + b2

補足 C1とC2は直線 y = xに関して対称であるから，前頁の S1から下の図の
面積 S1 − c2と S2の面積の和を利用すると

(S1 − c2) + S2 =
πab

4
ゆえに S1 + S2 =

πab

4
+ c2

O

y

x

C1

C2

x = c

a−a

a

−a

b

−b

b−b

S1 − c2

c

c
S2S2
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別解 原点Oと交点 (c, c)を結ぶ線分と y軸およびC1で囲まれた部分の面積を
T1とすると，ガウス・グリーンの定理 2により

T1 =
1

2

∫ π
2

α

{a cos θ(b sin θ)′ − (a cos θ)′b sin θ}dθ

=
1

2
ab

∫ π
2

α

dθ =
1

2
ab
(π
2
− α

)
同様に，原点Oと交点 (c, c)を結ぶ線分と y軸およびC2で囲まれた部分
の面積を T2とすると

T2 =
1

2

∫ π
2

β

{b cos θ(a sin θ)′ − (b cos θ)′a sin θ}dθ

=
1

2
ab

∫ π
2

β

dθ =
1

2
ab
(π
2
− β

)
S1 = T1 +

1

2
c2，S2 = T2 +

1

2
c2であるから， 1©および (1)の結果により

S1 + S2 =
1

2
ab{π − (α + β)}+ c2 =

πab

4
+

a2b2

a2 + b2

O

y

x

C1

C2

x = c

a−a

a

−a

b

−b

b−b

T1

(c, c)

�

2http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita 2021.pdf (p.11を参照)．

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2021.pdf
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7 (1) 条件から P1(A) = 0，P1(B) =
1

3
，P1(C) =

1

3
，P1(D) =

1

3

(2) (1)の結果から

P2(A) =
1

3
{P1(B) + P1(C) + P1(D)}

=
1

3

(
1

3
+

1

3
+

1

3

)
=

1

3
,

P2(B) =
1

3
{P1(A) + P1(C) + P1(D)}

=
1

3

(
0 +

1

3
+

1

3

)
=

2

9

(3) Pn(A) + Pn(B) + Pn(C) + Pn(D) = 1に注意して

Pn+1(A) =
1

3
{Pn(B) + Pn(C) + Pn(D)}

=
1

3
{1− Pn(A)}

したがって Pn+1(A)−
1

4
= −1

3

{
Pn(A)−

1

4

}

Pn(A)−
1

4
=

{
P1(A)−

1

4

}(
−1

3

)n−1

P1(A) = 0より Pn(A) =
1

4

{
1 −

(
−
1

3

)n−1
}

よって lim
n→∞

Pn(A) =
1

4
�





第 8 章 宮崎大学

出題分野
(工学部 医学部 教育理系 教育文系 農学部)

工学部 出題分野 (2011-2022) 120分

J 宮崎大学 工学部 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

式と証明
複素数と方程式 5 4

II 図形と方程式 2 5

三角関数 4

指数関数と対数関数 2 2 5 3

微分法と積分法 2 5

式と曲線 2

複素数平面 4 4 1

関数
III 極限 1

微分法とその応用 1 1 1 1 1 1 1·2 1·5 1·2 1·2 1·5 1

積分法 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1·2 1

積分法の応用 4 2 2 5 2 1 2

場合の数と確率 5* 4* 3 4 4 5 2 4

A 整数の性質 5 2

図形の性質
平面上のベクトル 4 3 2

B 空間のベクトル 3 3 3 3 3 3 3 3

数列 3 2 4 4

確率分布と統計
数字は問題番号 (∗は旧課程の内容を含む)

847

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2014.pdf
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医学部 出題分野 (2011-2022) 120分

J 宮崎大学 医学部 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

式と証明
複素数と方程式 9

II 図形と方程式 6 2 6

三角関数 7 4 6 8 6

指数関数と対数関数 7 2 7 3 6

微分法と積分法
式と曲線 2

複素数平面 7 9

関数
III 極限 8 6 7 8

微分法とその応用 8 7

積分法 8

積分法の応用 4 8 2 6 6 7 8 9 9

場合の数と確率 6* 6* 9* 8* 7 4 8 4 7 10 9

A 整数の性質 5 9

図形の性質 7

平面上のベクトル 4 3 2 5 6·7 6

B 空間のベクトル 3 3 6·7 3 3 3

数列 3 5 6 7

確率分布と統計
数字は問題番号 (∗は旧課程の内容を含む)

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2014.pdf


第 8章 宮崎大学 849

教育学部理系 出題分野 (2011-2022) 120分

J 宮崎大学 教育理系 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

式と証明
複素数と方程式

II 図形と方程式 9 8 9 10

三角関数 11 8

指数関数と対数関数 10 6

微分法と積分法
式と曲線
複素数平面 1

関数
III 極限 6 11 1·8

微分法とその応用 1 1 1 1 1 1 2 5 2 1 1

積分法 1 1 1 1 1 1·9 1

積分法の応用 2 1 2#

場合の数と確率 6* 6* 4* 10 3 4 10 9#

A 整数の性質 8 10 9 5 11 10

図形の性質 9 9 7 11

平面上のベクトル 4 3·10 7

B 空間のベクトル 3 3 8 3 3

数列 10 8 4 4 7#

確率分布と統計
数字は問題番号 (∗は旧課程の内容を含む)

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2014.pdf
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教育学部文系　出題分野 (2011-2022) 90分

J 宮崎大学 教育文系 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

式と証明
複素数と方程式 11

II 図形と方程式 5

三角関数 12

指数関数と対数関数 11 12

微分法と積分法 13 11 5 12 12 11 12 10 12 12 11 12

場合の数と確率 12 5 10 10 11 10 11

A 整数の性質 9 5 11 11 12

図形の性質 12 9 11 7 12

平面上のベクトル 7

B 空間のベクトル 3 3 3

数列 10 10 7

確率分布と統計
数字は問題番号

農学部　出題分野 (2012-2022) 90分

J 宮崎大学 農学部 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

式と証明
複素数と方程式 11

II 図形と方程式 5

三角関数 12

指数関数と対数関数 12

微分法と積分法 11 5 12 12 11 12 10 12 12 11 12

場合の数と確率 5 10 10 11 10 11

A 整数の性質 9 5 11 11 12

図形の性質 12 9 11 7 12

平面上のベクトル 7

B 空間のベクトル 3 3 3

数列 10 10 7

確率分布と統計
数字は問題番号

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2014.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2014.pdf
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8.1 2015年
• 工学部 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (120分)

• 医学部 2 4 5 6 7 数 I・II・III・A・B (120分)

• 教育文化 (中学数学)学部　 1 3 8 9 10 数 I・II・III・A・B (120分)

• 教育文化 (中学 [社会，理科，技術，家庭]，初等教育，特別支援，社会システ
ム)学部・農学部 10 11 12 数 I・II・A・B (90分)

1 次の各問に答えよ．ただし，log xは xの自然対数を表す．

(1) 次の関数を微分せよ．

(a) y = sin(cosx)

(b) y =
e2x

x+ 1

(2) 次の定積分の値を求めよ．

(a)

∫ π

0

| sinx cosx | dx

(b)

∫ 1
2

0

x3 + 2x2 − 3

x2 − 1
dx

(c)

∫ 1

0

(
1√

4− x2
+

√
3

4− 3x2

)
dx

(d)

∫ 2

1

x3 log x dx

2 平面上に 3点O，A，Bがあり，OA = 2，OB = 3，∠AOB =
π

3
とする．点A

から直線OBに垂線を下ろし，直線OBとの交点をHとする．また，点Bから
直線OAに垂線を下ろし，直線OAとの交点を Iとする．直線AHと直線BIの
交点を Pとし，

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~bとするとき，次の各問に答えよ．

(1)
−→
OHを，~bを用いて表せ．

(2)
−→
OPを，~a，~bを用いて表せ．

(3) 線分OPの長さを求めよ．
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3 座標平面上に点 Pがあり，次のルールにより，点 Pは移動する．

a，b，cの文字がそれぞれ 1つずつ書かれた球 3個が入った袋から，1個取り
出してそこに書かれている文字を読み，その文字が

aのとき，点 Pは x軸の正の方向へ 1だけ移動し，

bのとき，点 Pは x軸の負の方向へ 1だけ移動し，

cのとき，点 Pは y軸の正の方向へ 1だけ移動する．

最初，点 Pは原点Oにあるものとする．この試行を，取り出した球を元に
戻しながら，5回続けて行う．例えば，これによって得られた 5個の文字が順
に b → a → c → c → aであるとすれば，上のルールにより，点 Pの位置の座
標は，

(0, 0) → (−1, 0) → (0, 0) → (0, 1) → (0, 2) → (1, 2)

と変化する．

このとき，次の各問に答えよ．

(1) y軸上で点Pの移動が終了する場合，終了したときの位置の座標をすべて
求めよ．

(2) 点 Pの移動が終了する位置の相異なる座標の個数を求めよ．

(3) 点 Pの移動が終了する位置の座標 (x, y)が |x | 5 1，1 5 y 5 2となる確
率を求めよ．

4 a = 0，b = 0とする．このとき，変数 xの関数

f(x) = cos 2x cos x+ 2a sin 2x− 2 cos 2x− 8a sinx

− (b+ 1) cos x+ 2(b+ 1)

について，次の各問に答えよ．

(1) X = sinx，Y = cosxとおくとき，

f(x) = (Y − ア )(− イ X2 + ウ X − b)

と表せる．ア，イ，ウに入る数，または a，bを用いた文字式を求めよ．

(2) 方程式 f(x) = 0が 0 5 x 5 π

2
の範囲内に少なくとも 1つの解をもつよう

なすべての a，bを座標平面上の点 (a, b)として図示せよ．
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5 数列 {an}は
3
√
3 an+2

3 = an
4, an > 0 (n = 1, 2, 3, · · · )

を満たしている．a1 = 1，a2 = 2のとき，a2k−1(kは自然数)を，kを用いて
表せ．

6 0 5 θ 5 π

6
を満たす θについて，r(θ) =

√
2 cos 2θとするとき，座標平面上で

円 x2 + y2 = {r(θ)}2と直線 y = (tan θ)xは 2つの交点をもつ．そのうち，x

座標が正であるものをPとし，Pの x座標を f(θ)，y座標を g(θ)とする．θを
0 5 θ 5 π

6
の範囲で動かしたときの点Pの軌跡をCとする．このとき，次の各

問に答えよ．

(1) f(θ)，g(θ)を求めよ．

(2) g(θ)の最大値を求めよ．

(3) 曲線Cと x軸，直線 x = f
(π
6

)
で囲まれた部分の面積を求めよ．

7 nを 2以上の自然数とする．1つの袋に 1から nまでの数を 1つずつ書いた n個
の球と，数 0を書いた 2個の球が入っている．これら (n + 2)個の球が入って
いる袋から，元に戻すことなく，1個ずつ 3回球を取り出し，その 3個に書か
れている数を取り出した順に a，b，cとする．事象 a + b 5 cの起こる確率を
P (n)とするとき，次の各問に答えよ．

(1) P (3)を求めよ．

(2) nを偶数とするとき，P (n)を，nを用いて表せ．

8 四面体OABCの 3辺OA，AB，BC上に，それぞれ点 P，Q，Rがある．
OP = PA，AQ = 2QBとし，点Rは点Bとは異なるものとする．4PQRの重
心をHとするとき，次の各問に答えよ．ただし，~a =

−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OC

とする．

(1)
−→
OHを，~a，~b，

−→
ORを用いて表せ．

(2) 4ABCの重心をGとする．3点O，G，Hが同一直線上にあるとき，
−→
OR

を~b，~cを用いて表せ．
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9 右図の4ABCは∠A = 90◦でAB = 1

の直角二等辺三角形である．この
4ABC の中に右図のように長方形
P1P2P3P4と長方形Q1Q2Q3Q4をおき，
頂点P1とQ1が線分AB上に，頂点P4

と Q4が線分 AC上にあるようにする．
さらに，頂点 P2と P3がともに線分

　 A

Q1 Q4

Q2 Q3

P2 P3
B C

P1 P4

BC上に，頂点 Q2 と Q3 がともに線分 P1P4 上にあるようにする．x = BP2，
y = P1Q2とするとき，次の各問に答えよ．

(1) 長方形P1P2P3P4の面積と長方形Q1Q2Q3Q4の面積の和を，xと yを用い
て表せ．

(2) xの値を固定して yの値を変化させるとき，長方形P1P2P3P4の面積と長
方形Q1Q2Q3Q4の面積の和の最大値を S(x)とおく．このとき，S(x)を，
xを用いて表せ．

(3) xの値を変化させるとき，(2)で求めた S(x)の最大値を求めよ．

10 初項 a1 = 0と漸化式

an+1 = (1− r)rn−1 + r2an (n = 1, 2, 3, · · · )

によって与えられる数列 {an}について，次の各問に答えよ．ただし，r 6= 0，
r 6= 1とする．

(1) a2，a3，a4を，rを用いてそれぞれ表せ．

(2) 第 n項 anを推測して，それが正しいことを，数学的帰納法を用いて証明
せよ．

(3)
n∑

k=1

akを計算し，r，nを用いて表せ．
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11 右図の4ABCにおいて，辺AB

上の延長上に AB = BDとなる
点Dがある．同様に，辺BCの
延長上に BC = CEとなる点 E

が，辺CAの延長上にCA = AF

となる点 Fがそれぞれある．
4ABCの重心を Gとし，直線
GEと線分AC，AB，FDとの交
点をそれぞれH，I，Jとする．こ
のとき，次の比を求めよ．

　

G

F

E

D

J
I

B

A

C

H

(1) CH : HA

(2) BI : IA

(3) DJ : JF

12 曲線 C : y = |x2 − 6x|と直線 ` : y = kx (kは実数)について，次の各問に答
えよ．

(1) 曲線Cを座標平面上に図示せよ．

(2) 曲線Cと直線 `が異なる 3つの共有点をもつような kの値の範囲を求めよ．

(3) (2)のとき，曲線Cと直線 `で囲まれた 2つの部分の面積の和が最小にな
るような kの値を求めよ．
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解答例

1 (1) (a) t = cos x とおくと，y = sin tより
dy

dt
= cos t,

dt

dx
= − sin x

よって
dy

dx
=

dy

dt

dt

dx
= cos t·(− sin x) = − cos(cosx)· sinx

(b)
dy

dx
=

2e2x(x+ 1)− e2x·1
(x+ 1)2

=
(2x + 1)e2x

(x + 1)2

(2) (a) sinx cosx =
1

2
sin 2x∣∣∣∣12 sin 2

(
x+

π

2

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣12 sin 2x

∣∣∣∣ であるから，∣∣∣∣12 sin 2x

∣∣∣∣の周期は π

2

よって
∫ π

0

| sin x cos x| dx =

∫ π
2

0

sin 2x dx =

[
−1

2
cos 2x

]π
2

0

= 1

(b)

∫ 1
2

0

x3 + 2x2 − 3

x2 − 1
dx =

∫ 1
2

0

(
x+ 2 +

1

x+ 1

)
dx

=

[
1

2
x2 + 2x+ log(x+ 1)

] 1
2

0

=
9

8
+ log

3

2

(c)

∫ 1

0

1√
4− x2

dxでx = 2 sin θとおくと
x 0 −→ 1

θ 0 −→ π
6

dx

dθ
= 2 cos θ

したがって
∫ 1

0

1√
4− x2

dx =

∫ π
6

0

1√
4− 4 sin2 θ

·2 cos θ dθ

=

∫ π
6

0

dθ =

[
θ

]π
6

0

=
π

6∫ 1

0

√
3

4− 3x2
dx で x =

2√
3
sin θとおくと

x 0 −→ 1

θ 0 −→ π
3

dx

dθ
=

2√
3
cos θ

したがって
∫ 1

0

√
3

4− 3x2
dx =

∫ π
3

0

√
3

4− 4 sin2 θ
· 2√

3
cos θ dθ

=

∫ π
3

0

dθ =

[
θ

]π
3

0

=
π

3

よって
∫ 1

0

(
1√

4− x2
+

√
3

4− 3x2

)
dx =

π

6
+

π

3
=

π

2

(d)

∫ 2

1

x3 log x dx =

∫ 2

1

(
x4

4

)′

log x dx =

[
x4

4
log x

]2
1

−
∫ 2

1

x4

4
·1
x
dx

= 4 log 2−
[
x4

16

]2
1

= 4 log 2 −
15

16
�
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2 (1) OH = OAcos
π

3
= 2·1

2
= 1

ゆえに
OH

OB
=

1

3

よって
−→
OH =

1

3
~b

　

O B(~b)

A(~a)

H

I P

π
3

(2) (1)と同様にして OI = OBcos
π

3
= 3·1

2
=

3

2

ゆえに
OI

OA
=

3

2
·1
2
=

3

4
よって

−→
OI =

3

4
~a

上式および (1)の結果から ~a =
4

3

−→
OI，~b = 3

−→
OH

ここで，
−→
OP = x~a+ y~bとおくと

−→
OP = x

−→
OA+ 3y

−→
OH,

−→
OP =

4

3
x
−→
OI + y

−→
OB

Pは 2直線AH，IB上の点であるから

x+ 3y = 1,
4

3
x+ y = 1 これを解いて x =

2

3
, y =

1

9

よって
−→
OP =

2

3
~a +

1

9
~b

(3) |~a| = 2，|~b| = 3，~a·~b = |~a||~b| cos π
3
= 2·3·1

2
= 3 より，(2)の結果から

|
−→
OP|2 =

∣∣∣∣23~a+ 1

9
~b

∣∣∣∣2
=

4

9
|~a|2 + 4

27
~a·~b+ 1

81
|~b|2

=
16

9
+

4

9
+

1

9
=

21

9

よって OP = |
−→
OP| =

√
21

3
�
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3 (1) a，b，cの文字が書かれた球を取り出した個数をそれぞれ ka，kb，kcとす
ると，y軸上で点Pの移動が終了する場合，ka = kb，ka+kb+kc = 5より

ka = kb = 0のとき kc = 5

ka = kb = 1のとき kc = 3

ka = kb = 2のとき kc = 1

よって，求める点 Pの座標は (0, 5), (0, 3), (0, 1)

(2) 点 Pの移動が終了する位置の座標を (x, y)とすると

x = ka − kb, y = 5− (ka + kb) (0 5 ka + kb 5 5)

ここで，j = ka，k = ka + kbとおくと (0 5 j 5 k，0 5 k 5 5)，

kb = k − j であるから

x = j − (k − j) = 2j − k, y = 5− k · · · (∗)

直線 y = 5− k上に，点 (x, y)は，0 5 j 5 kの k + 1個．

よって，求める座標の個数は

5∑
k=0

(k + 1) = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 =
1

2
·6·7 = 21

(3) 1 5 y 5 2 より，k = 3, 4 であるから

k = 3のとき x = 2j − 3， k = 4のとき x = 2j − 4

また，|x | 5 1 であるから (k, j) = (3, 1), (3, 2), (4, 2)

ka = j，kb = k − j，kc = 5− k であるから，上の (k, j)に対して

(ka, kb, kc) = (1, 2, 2), (2, 1, 2), (2, 2, 1)

これらの場合の数は
5!

1!2!2!
× 3 = 90

よって，求める確率は
90

35
=

10

27
�
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4 (1) a，b+ 1に着目して整理すると

f(x) = cos 2x(cosx− 2) + 2a(sin 2x− 4 sin x)− (b+ 1)(cos x− 2)

= cos 2x(cosx− 2) + 4a sinx(cosx− 2)− (b+ 1)(cos x− 2)

= (cos x− 2){cos 2x+ 4a sinx− (b+ 1)}
= (cos x− 2)(−2 sin2 x+ 4a sin x− b)

= (Y − 2)(−2X2 + 4aX − b)

(2) 0 5 x 5 π

2
より，0 5 X 5 1，0 5 Y 5 1

Y − 2 6= 0 であるから，f(x) = 0を満たすとき

−2X2 + 4aX − b = 0 すなわち 2X2 − 4aX + b = 0

ここで，G(X) = 2X2 − 4aX + b とおくと

G(X) = 2(X − a)2 − 2a2 + b

方程式G(X) = 0が 0 5 X 5 1の範囲内に少なくとも 1つの解をもてば
よいから，G(0) = b = 0に注意して，次の場合に分けて考える．

X
X

a a

0 01
1

1 5 aのとき0 5 a < 1のとき

(i) 0 5 a < 1 のとき，G(a) 5 0 より

−2a2 + b 5 0 すなわち b 5 2a2

(ii) 1 5 a のとき，G(1) 5 0 より

2− 4a+ b 5 0 すなわち b 5 4a− 2

よって 0 5 b 5 2a2 (0 5 a < 1)

0 5 b 5 4a− 2 (1 5 a)

点 (a, b)の表す領域は，右の図の斜線部分で，
境界線を含む．

　

O

b

a1

2

�
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5 an > 0 であるから， 3
√
3an+2

3 = an
4の両辺を 3を底とする対数をとると

1

3
+ 3 log3 an+2 = 4 log3 an

n = 2k − 1 (kは自然数)とおくと

1

3
+ 3 log3 a2k+1 = 4 log3 a2k−1

さらに，bk = log3 a2k−1 · · · 1©とおくと (kは自然数)

b1 = log3 a1 = 0,
1

3
+ 3bk+1 = 4bk

したがって bk+1 −
1

3
=

4

3

(
bk −

1

3

)

数列
{
bk −

1

3

}
は，初項−1

3
，公比

4

3
の等比数列であるから

bk −
1

3
= −1

3

(
4

3

)k−1

ゆえに bk =
1

3

{
1−

(
4

3

)k−1
}

1©から log3 a2k−1 =
1

3

{
1−

(
4

3

)k−1
}

よって a2k−1 = 3
1
3

{
1−(4

3)
k−1

}
�
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6 (1) f(θ) = x = r(θ) cos θ =
√
2 cos 2θ cos θ

g(θ) = y = r(θ) sin θ =
√
2 cos 2θ sin θ

(2) (1) の結果から

{g(θ)}2 = 2 cos 2θ sin2 θ = 2(1− 2 sin2 θ) sin2 θ

0 5 θ 5 π

6
より，t = sin2 θ，h(t) = {g(θ)}2とおくと

h(t) = 2(1− 2t)t = −4

(
t− 1

4

)2

+
1

4

(
0 5 t 5 1

4

)

したがって，h(t)の最大値は h

(
1

4

)
=

1

4

g(θ) = 0 であるから，h(t)が最大のとき，g(θ)は最大となる．

よって，g(θ)の最大値は

t =
1

4
すなわち θ =

π

6
のとき，最大値

1

2

(3) θ =
π

6
のとき r

(π
6

)
=

√
2 cos

π

3
= 1

右の図において

OR = r
(π
6

)
= 1

OQ = ORcos
π

6
=

√
3

2

RQ = ORsin
π

6
=

1

2

　

O

y

x

R

Q

C

π
6

x = f(π
6
)

1

√
2

求める面積を Sとすると，図の斜線部分であるから

S =
1

2

∫ π
6

0

{r(θ)}2 dθ −4ORQ

=
1

2

∫ π
6

0

2 cos 2θ dθ − 1

2
OQ·RQ

=
1

2

[
sin 2θ

]π
6

0

− 1

2
·
√
3

2
·1
2
=

√
3

8

�
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7 (1) n = 3のとき，0, 0, 1, 2, 3の数が書かれた 5個の球を，数 0が書かれた
2個の球を 01, 02と区別する．

01, 02, 1, 2, 3の 5つから 3つとる a, b, cの順列の総数は

5P3 = 5·4·3 = 60 (通り)

a+ b 5 cとなる (a, b)の組は cの値により，次の場合に分けられる．

(i) c = 1のとき，01, 02の 2つを並べる順列の総数であるから

2! = 2·1 = 2 (通り)

(ii) c = 2のとき，01, 02, 1の 3つから 2つとる順列の総数であるから

3P2 = 3·2 = 6 (通り)

(iii) c = 3のとき，01, 02, 1, 2の 4つから 2つとる順列の総数であるから

4P2 = 4·3 = 12 (通り)

よって P (3) =
2 + 6 + 12

60
=

1

3

(2) (iv) a+ b = c · · · 1©を満たすのは c = 3，a 6= 0，b 6= 0のときである．
cが奇数のとき， 1©を満たす (a, b)の組数は下に示した c− 1 (組)

(a, b) = (1, c− 1), (2, c− 2), · · · , (c− 1, 1)

cが偶数のとき，a 6= bにより，1©を満たす (a, b)の組数は c−2 (組)

したがって， 1©を満たす (a, b)の組数は

c− 1− 1 + (−1)c

2
= c− 3

2
+

1

2
(−1)c−1 (c = 3)

(v) a，bの少なくとも 1つが 0で a+ b 5 c (c = 3)を満たす (a, b)の組数
は，01, 02, 1, 2, · · · , c− 1の c+ 1個から 2個とる順列の総数から
1, 2, · · · , c− 1の c− 1個から 2個とる順列の総数を引いたものであ
るから

c+1P2 − c−1P2 = (c+ 1)c− (c− 1)(c− 2) = 4c− 2



8.1. 2015年 863

a+ b 5 c · · · 2©を満たす cの値は c = 1

cの値に対して 2©を満たす (a, b)の組の総数を f(c)とする．

c = 3のとき，(iv)，(v)から

f(c) =
c∑

k=3

{
k − 3

2
+

1

2
(−1)k−1

}
+ 4c− 2

=
1

2
(c− 2)(3 + c)− 3

2
(c− 2) +

1

2
× 1− (−1)c−2

1− (−1)
+ 4c− 2

=
1

2
c2 + 3c− 7

4
+

1

4
(−1)c−1 · · · (∗)

(i)，(ii)から f(1) = 2, f(2) = 6

上の結果から，c = 1, 2のときも (∗)は成立するから

n∑
c=1

f(c) =
n∑

c=1

{
1

2
c2 + 3c− 7

4
+

1

4
(−1)c−1

}
=

1

2
·1
6
n(n+ 1)(2n+ 1) + 3·1

2
n(n+ 1)− 7

4
n+

1

4
·1− (−1)n

1− (−1)

=
1

12
n(2n2 + 21n− 2) +

1

8
{1− (−1)n}

nが偶数のとき
n∑

c=1

f(c) =
1

12
n(2n2 + 21n− 2)

よって P (n) =
1

n+2P3

n∑
c=1

f(c)

=
1

(n+ 2)(n+ 1)n
× 1

12
n(2n2 + 21n− 2)

=
2n2 + 21n − 2

12(n + 1)(n + 2)
�
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8 (1) 条件から，Pは線分OAの中点，Qは線分AB

を 2 : 1に内分する点であるから

−→
OP =

1

2
~a,

−→
OQ =

~a+ 2~b

3

よって，4PQRの重心Hの位置ベクトルは

−→
OH =

1

3

(−→
OP+

−→
OQ+

−→
OR
)

=
1

3

(
1

2
~a+

~a+ 2~b

3
+
−→
OR

)

=
5

18
~a +

2

9
~b +

1

3

−→
OR

　

2

1

O

A

B

C

P

Q

R

(2) (1)の結果から
−→
OH =

5

18

−→
OA+

2

9

−→
OB+

1

3

−→
OR

O，G，Hは同一直線上にあるから，実数 kを用いて

−→
OG =

5

18
k
−→
OA+

2

9
k
−→
OB+

1

3
k
−→
OR · · · 1©

Gは平面ABR上の点であるから

5

18
k +

2

9
k +

1

3
k = 1 すなわち k =

6

5

これを 1©に代入すると

−→
OG =

1

3
~a+

4

15
~b+

2

5

−→
OR

また，Gは4ABCの重心であるから

−→
OG =

1

3
~a+

1

3
~b+

1

3
~c

上の 2式から
1

3
~a+

4

15
~b+

2

5

−→
OR =

1

3
~a+

1

3
~b+

1

3
~c

よって
−→
OR =

1

6
~b +

5

6
~c �
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9 (1) Q1Q2 = 2zとし，求める面積を Sとすると

S = 4ABC− x2 − y2 − z2 · · · 1©

2x+ 2y + 2z = BC =
√
2 であるから

z =
1√
2
− (x+ y) · · · 2©

2©を 1©に代入すると

S =
1

2
− x2 − y2 −

{
1√
2
− (x+ y)

}2

=
1

2
− x2 − y2 −

{
1

2
−

√
2(x+ y) + (x+ y)2

}
= −2x2 − 2xy − 2y2 +

√
2x +

√
2y

(2) (1)の結果から

S = −2y2 + (
√
2− 2x)y − 2x2 +

√
2x

= −2

(
y2 −

√
2− 2x

2
y

)
− 2x2 +

√
2x

= −2

(
y −

√
2− 2x

4

)2

+ 2

(√
2− 2x

4

)2

− 2x2 +
√
2x

= −2

(
y −

√
2− 2x

4

)2

− 3

2
x2 +

√
2

2
x+

1

4

y =

√
2− 2x

4
のとき，Sは最大値−3

2
x2 +

√
2

2
x+

1

4
をとる．

よって S(x) = −
3

2
x2 +

√
2

2
x +

1

4

(3) (2)の結果から S(x) = −3

2

(
x−

√
2

6

)2

+
1

3

(
0 < x <

√
2

2

)

よって，S(x)は，x =

√
2

6
のとき，最大値

1

3
をとる．

補足 (1)の結果は，x，yの対称式であるから，Sが最大値をとるとき x = y

このとき S = −6x2 + 2
√
2x = −6

(
x−

√
2

6

)2

+
1

3

よって，Sは x = y =

√
2

6
のとき最大値

1

3
をとる． �
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10 (1) a1 = 0，an+1 = (1− r)rn−1 + r2an (n = 1, 2, 3, · · · )
上の漸化式に順次，n = 1, 2, 3を代入すると

a2 = (1− r)1 + r2a1 = 1− r + r2·0 = 1 − r

a3 = (1− r)r + r2a2 = r − r2 + r2(1− r) = r − r3

a4 = (1− r)r2 + r2a3 = r2 − r3 + r2(r − r3) = r2 − r5

(2) (1)の結果から，第 n項 anを

an = rn−2 − r2n−3 · · · (∗)

と推測する．

［1］n = 1のとき，a1 = r−1 − r−1 = 0 であり，(∗)が成り立つ．
［2］n = kのとき，(∗)が成り立つ，すなわち

ak = rk−2 − r2k−3

であると仮定すると

ak+1 = (1− r)rk−1 + r2(rk−2 − r2k−3) = rk−1 − r2k−1

となり，n = k + 1のときも (∗)が成り立つ．

［1］,［2］から，すべての自然数 nについて，(∗)が成り立つ．

(3) (2)の結果から
n∑

k=1

ak =
1

r

n∑
k=1

{rk−1 − (r2)k−1}

(i) r 6= −1のとき

n∑
k=1

ak =
1

r

n∑
k=1

{rk−1 − (r2)k−1}

=
1

r

(
rn − 1

r − 1
− r2n − 1

r2 − 1

)
=

1

r

{
rn − 1

r − 1
− (rn + 1)(rn − 1)

(r + 1)(r − 1)

}
=

rn − 1

r(r + 1)(r − 1)
{(r + 1)− (rn + 1)} = −

(rn − 1)(rn−1 − 1)

(r + 1)(r − 1)

(ii) r = −1のとき

n∑
k=1

ak = −
n∑

k=1

{(−1)k−1 − 1}

= −
{
1− (−1)n

1− (−1)
− n

}
=

(−1)n − 1

2
+ n
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補足 与えられた漸化式から

an+1 − r2an = (1− r)rn−1

an+1

r2n+2
− an

r2n
=

1− r

r4
(
r−1
)n−1

n = 2のとき

n−1∑
k=1

( ak+1

r2k+2
− ak

r2k

)
=

1− r

r4

n−1∑
k=1

(−1)k−1

an
r2n

=
1− r

r4
× 1− (r−1)n−1

1− r−1
= −1− r−n+1

r3

よって an = rn−2 − r2n−3

a1 = 0 であるから，上式は n = 1のときも成り立つ．

したがって，一般項 anは an = rn−2 − r2n−3 �
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11 (1) B，Cの中点をMとし，直線GEを `とする．

4AMCと `について，メネラウスの定理を適用すると

AG

GM
·ME

EC
·CH
HA

= 1 ゆえに
2

1
·3
2
·CH
HA

= 1

したがって
CH

HA
=

1

3
よって CH : HA = 1 : 3

(2) 4ABCと `について，メネラウスの定理を適用すると

AI

IB
·BE
EC

·CH
HA

= 1 ゆえに
AI

IB
·2
1
·1
3
= 1

したがって
AI

IB
=

3

2
よって BI : IA = 2 : 3

(3) (1),(2)の結果から

AI : ID = 3 : 2 + 5 = 3 : 7, FH : HA = 4 + 3 : 3 = 7 : 3

4ADFと `について，メネラウスの定理を適用すると

AI

ID
·DJ
JF

·FH
HA

= 1 ゆえに
3

7
·DJ
JF

·7
3
= 1

したがって
DJ

JF
= 1 よって DJ : JF = 1 : 1 �
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12 (1) |x2 − 6x| =

{
(x− 3)2 − 9 (x 5 0, 6 5 x)

−(x− 3)2 + 9 (0 5 x 5 6)

したがって

C : y = |x2 − 6x|

のグラフは，右の図のようになる．

　

O

y

x3

9

C

6

(2) y = −x2 + 6xを微分すると y′ = −2x+ 6

y = −x2 + 6xの x = 0における接線の傾きは y′ = 6

(1)のグラフから，Cと `が異なる 3つの共有点をもつ kの値の範囲は

0 < k < 6

(3) Cと `の共有点の x座標は
x 5 0, 6 5 xのとき，

x2 − 6x = kx よって x = 0, 6 + k

0 5 x 5 6のとき，

−x2 + 6x = kx よって x = 0, 6− k

　

O

y

x
3

9

C `

6−k 6+k6

S2S1

0 5 x 5 6− kの範囲でCと `で囲まれた部分の面積を S1とすると

S1 =

∫ 6−k

0

{−x2 + 6x− kx} dx

= −
∫ 6−k

0

x(x− 6 + k) dx =
1

6
(6− k)3

f(x) = x(x− 6)とし，この原始関数を F (x)とする．

6− k 5 x 5 6 + kの範囲でCと `で囲まれた部分の面積を S2とすると

S2 =

∫ 6+k

6−k

{kx− |f(x)|} dx

=

[
1

2
kx2

]6+k

6−k

+

∫ 6

6−k

f(x) dx−
∫ 6+k

6

f(x) dx

= 12k2 − F (6− k)− F (6 + k) + 2F (6)
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Cと `で囲まれた 2つの部分の面積の和を S(k)とすると，

S(k) = S1 + S2より

S(k) =
1

6
(6− k)3 + 12k2 − F (6− k)− F (6 + k) + 2F (6)

これを kについて微分すると

S ′(k) = −1

2
(6− k)2 + 24k + f(6− k)− f(6 + k)

= −1

2
(6− k)2 + 24k + (k2 − 6k)− (k2 + 6k)

= −1

2
(k2 − 36k + 36)

S ′(k) = 0 とすると k = 6(3± 2
√
2 )

ここで 0 < 6(3− 2
√
2 ) =

6

3 + 2
√
2
< 6 < 6(3 + 2

√
2 )

したがって，0 5 k 5 6 における S(k)の増減表は，次のようになる．

k 0 · · · 6(3− 2
√
2 ) · · · 6

S ′(k) − 0 +

S(k) ↘ 極小 ↗

よって，求める kの値は k = 6(3 − 2
√
2 )
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補足 右の図から

S3 + (S3 − S1) + S2 =
1

6
(6 + k)3

したがって

S(k) = S1 + S2 =
1

6
(6 + k)3 + 2S1 − 2S3

このとき

S1 =
1

6
(6− k)3, S3 =

1

6
·63 = 36

　

O

y

x3

9

C `

6−k
6+k
6

S2S1

S3

−9

S3−S1

よって S(k) =
1

6
(6 + k)3 + 2× 1

6
(6− k)3 − 2× 36

=
1

6
(6 + k)3 +

1

3
(6− k)3 − 72

これを微分すると S ′(k) =
1

2
(6 + k)2 − (6− k)2

= −1

2
(k2 − 36k + 36)

�
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8.2 2016年
• 工学部 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (120分)

• 医学部 2 3 4 5 6 数 I・II・III・A・B (120分)

• 教育文化 (中学数学)学部 1 4 7 8 9 数 I・II・III・A・B (120分)

• 教育文化 (中学 [社会，理科，技術，家庭]，初等教育，特別支援，社会システ
ム)学部・農学部 7 10 11 数 I・II・A・B (90分)

1 次の各問に答えよ．ただし，log xは xの自然対数を表す．

(1) 次の関数を微分せよ．

(a) y =
x

1 + e
1
x

(b) y = log

√√
1 + x2 + x√
1 + x2 − x

(2) 次の定積分の値を求めよ．

(a)

∫ 2

0

| ex − 2 | dx

(b)

∫ π
3

0

x sin2(2x) dx

(c)

∫ e

1

√
1 + log x

x
dx

(d)

∫ 4

2

2x3 + x2 − 2x+ 2

x4 + x2 − 2
dx

2 複素数 zの方程式 z3 + i = z2 + iz (iは虚数単位)の 3つの解を，その偏角 θ (た
だし，0 5 θ < 2π)の小さい順に α，β，γ とする．複素数平面上で，α，β，γ

を表す点をそれぞれA，B，Cとし，直線ACに関してBと対称な点をD，直
線ABに関してCと対称な点を Eとする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) α，β，γを x+ yi (x，yは実数)の形でそれぞれ表せ．

(2) 4ABCの面積を求めよ．

(3) 複素数平面上で，3点A，D，Eを通る円周上のどの複素数 zも，
zz + sz + tz + u = 0を満たすような複素数の定数 s，t，uを求めよ．
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3 y > 0とするとき，不等式

y
2
x + y−

2
x − 6(y

1
x + y−

1
x ) + 10 5 0

について，次の各問に答えよ．

(1) X = y
1
x + y−

1
x とするとき，この不等式を，Xを用いて表せ．

(2) この不等式を満たす点 (x, y)の全体が表す図形を座標平面上に図示せよ．

4 AとBは，赤球 2個と白球 1個が入った袋をそれぞれ 1つずつ持っている．次
のような試行を考える．

Aと Bが，それぞれ自分の持っている袋の中から無作為に球を 1

つ選び，色を見てからもとの袋に戻す．

上の試行を n (n = 2)回繰り返したとき，n回の試行の中でAとBが取り出し
た球の色が一致することが少なくとも 1回起こるが続けては起こらない確率を
Pnとする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) 1回の試行で，AとBが取り出した球の色が一致する確率を求めよ．

(2) P2，P3を求めよ．

(3) n = 4のとき，

Pn =
4

9
Pn−1 +

20

81
Pn−2 +

5·4n−1

9n

が成り立つことを示せ．

5 一辺の長さ 1の正五角形OABCDについて，
OBとDCは平行である．

−→
OA = ~a,

−→
OB = ~b,

−→
OC = ~x,

−→
OD = ~y,

−→
DC = k~b (kは実数)

とするとき，次の各問に答えよ．

　 O

A

B C

D

~a

~b ~x

k~b

~y

(1) kの値を求め，~x，~yを，~aと~bを用いてそれぞれ表せ．

(2) ~aと~bのなす角を θとするとき，cos θの値を求めよ．

(3) ~aと ~xの内積を求めよ．
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6 k > 0，0 < θ <
π

2
とする．座標平面上の原点O，点A(0, 1)に対し，第一象限

の点 Pを，∠AOP = θを満たすように円D : x2 + y2 = 1上にとり，直線OP

と直線 x = kθとの交点をQとする．θを 0 < θ <
π

2
の範囲で動かすときの点

Qの軌跡を曲線 y = f(x)とし，関数 y = g(x) =
f(x)

x
で定める曲線をCとす

る．このとき，次の各問に答えよ．

(1) r(θ) = OQとするとき， lim
θ→+0

r(θ) の値を求めよ．

(2) 点Qがつねに円Dの内部にあるための kの条件を求めよ．

(3) 関数 g(x)の増減と凹凸を調べ，曲線Cの概形をかけ．

(4) 曲線Cと x軸および 2直線 x =
π

4
k，x =

π

3
kとで囲まれた図形を x軸の

まわりに 1回転させてできる立体の体積を，kを用いて表せ．

7 4ABCにおいて，∠C = 90◦，AB : AC = 5 : 4とする．辺 BCの点 C側の延
長上に，CA = CDとなる点Dをとる．辺ABの中点をEとし，点Bから直線
ADに下した垂線をBFとするとき，次の各問に答えよ．

(1) EF = ECを示せ．

(2) 面積比4ABC : 4CEFを求めよ．

8 2以上の自然数 nと自然数 aについて，和

1·(1 + a) + 2·(2 + a) + · · ·+ (n− 1){(n− 1) + a}

を Sとおく．このとき，次の各問に答えよ．

(1) 6と nが互いに素であるとき，すべての自然数 aに対して，Sは nで割り
切れることを示せ．

(2) nを 6で割った余りが 2であるとき，すべての奇数 aに対して，Sは nで
割り切れることを示せ．

(3) nを 6で割った余りが 3であるとき，すべての自然数 aに対して，Sを n

で割った余りを，nを用いて表せ．ただし，求める余りは，0以上 n − 1

以下の範囲で求めよ．
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9 r > 0とするとき，関数 fn(x) (n = 1, 2, 3, · · · )を

f1(x) = e−rx,

fn+1(x) = nre−(n+1)rx

∫ x

0

fn(t)e
(n+1)rt dt (n = 1, 2, 3, · · · )

によって定める．このとき，次の各問に答えよ．

(1) 関数 f2(x)，f3(x)を求めよ．

(2) 関数 fn(x)を推測し，その推測が正しいことを，数学的帰納法を用いて証
明せよ．

(3) n = 3，x > 0のとき，関数 fn(x)の極値を求めよ．

10 AとBは，赤球 2個と白球 1個が入った袋をそれぞれ 1つずつ持っている．次
のような試行を考える．

Aと Bが，それぞれ自分の持っている袋の中から無作為に球を 1

つ選び，色を見てからもとの袋に戻す．

このとき，次の各問に答えよ．

(1) 1回の試行で，AとBが取り出した球の色が一致する確率を求めよ．

(2) 上の試行を 3回繰り返したとき，3回の試行の中でAとBが取り出した球
の色が一致することが少なくとも 1回起こるが続けては起こらない確率を
求めよ．

(3) 上の試行を 4回繰り返したとき，4回の試行の中のどこかで，AとBが取
り出した球の色が一致することが 2回続けて起こり，かつ 3回以上続けて
起こらない確率を求めよ．

11 関数 f(x) = −1

2
x2 + 2|x + 1| + 1に対し，座標平面上の曲線 y = f(x)を Cと

する．点 P(t, f(t)) (t > −1)における曲線 Cの接線に垂直で，点 Pを通る直
線を `とする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) 直線 `の方程式を，tを用いて表せ．

(2) 直線 `が点 (−1, f(−1))を通るとき，tの中で最も小さいものを求めよ．

(3) (2)で求めた tが定める直線 `と曲線Cによって囲まれる部分の面積を求
めよ．
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解答例

1 (1) (a) y′ =
(x)′

(
1 + e

1
x

)
− x

(
1 + e

1
x

)′
(
1 + e

1
x

)2 =
1
(
1 + e

1
x

)
− x

(
− 1

x2 e
1
x

)′
(
1 + e

1
x

)2
=

1 + e
1
x + 1

x
e

1
x(

1 + e
1
x

)2 =
x + (x + 1)e

1
x

x
(
1 + e

1
x

)2
(b) y = log

√√
1 + x2 + x√
1 + x2 − x

= log(
√
1 + x2 + x) より

y′ =
(
√
1 + x2 + x)′√
1 + x2 + x

=

x√
1 + x2

+ 1

√
1 + x2 + x

=
1

√
1 + x2

(2) (a)

∫ 2

0

|x2 − 2 | dx = −
∫ log 2

0

(ex − 2) dx+

∫ 2

log 2

(ex − 2) dx

= −
[
ex − 2x

]log 2
0

+

[
ex − 2x

]2
log 2

= (e0 − 2·0) + (e2 − 2·2)− 2(elog 2 − 2 log 2)

= e2 + 4 log 2 − 7

(b)

∫ π
3

0

x sin2(2x) dx =

∫ π
3

0

(
1

2
x− 1

2
x cos 4x

)
dx

=

[
1

4
x2 − 1

8
x sin 4x− 1

32
cos 4x

]π
3

0

=
1

36
π2 +

√
3

48
π +

3

64

(c)

∫ e

1

√
1 + log x

x
dx =

∫ e

1

(1 + log x)
1
2 (1 + log x)′ dx

=

[
2

3
(1 + log x)

3
2

]e
1

=
2

3
(2

√
2 − 1)

(d)

∫ 4

2

2x3 + x2 − 2x+ 2

x4 + x2 − 2
dx =

∫ 4

2

2x(x2 − 1) + (x2 + 2)

(x2 − 1)(x2 + 2)
dx

=

∫ 4

2

(
2x

x2 + 2
+

1

x2 − 1

)
dx

=

[
log(x2 + 2) +

1

2
log

x− 1

x+ 1

]4
2

= 2 log 3 −
1

2
log 5

�
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2 (1) z3 + i = z2 + iz より (z − 1)(z2 − i) = 0 ゆえに z = 1, z2 = i

i = cos π
2
+ i sin π

2
であるから，z2 = iについて z = cos θ+ i sin θとすると

2θ =
π

2
+ 2nπ (nは整数) ゆえに θ =

π

4
+ nπ

0 5 θ < 2πより θ =
π

4
,
5

4
π

よって，偏角に注意すると

α = cos 0 + i sin 0 = 1

β = cos
π

4
+ i sin

π

4
=

1
√
2
+

1
√
2
i

γ = cos
5

4
π + i sin

5

4
π = −

1
√
2
−

1
√
2
i

(2) (1)の結果から

∠AOB =
π

4
, ∠COA =

3

4
π

|α| = |β| = |γ| = 1 であるから

4AOB =
1

2
·12 sin π

4
=

√
2

4

4COA =
1

2
·12 sin 3

4
π =

√
2

4

　

O

Im

Re

B(β)

A(1)

C(γ) D(2− β)

E(2− γ)|z| = 1

M

よって 4ABC = 4AOB+4COA =

√
2

4
+

√
2

4
=

√
2

2

(3) 3点A，B，Cを通る円は，BCを直径とする円であるから AB⊥AC

したがって，Aに関してD，EはそれぞれB，Cと対称であるから

D(2− β), E(2− γ)

このとき，∠DAE =
π

2
であるから，3点A，D，Eを通る円は，DEを直

径とする円である．DEの中点 (中心)をMとすると，β + γ = 0であるか
ら，M(2)．また，円の半径AMは 2− 1 = 1．

したがって，この円の方程式は |z − 2| = 1となり，|z − 2|2 = 1より

(z − 2)(z − 2) = 1 整理すると zz − 2z − 2z + 3 = 0

よって s = −2, t = −2, u = 3 �
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3 (1) y
2
x + y−

2
x =

(
y

1
x + y−

1
x

)2
− 2 であるから，与えられた不等式は

(
y

1
x + y−

1
x

)2
− 6

(
y

1
x + y−

1
x

)
+ 8 5 0 よって X2 − 6X + 8 5 0

(2) (1)の結果から (X − 2)(X − 4) 5 0 ゆえに 2 5 X 5 4

ここで，t = y
1
x とおくと (t > 0)，X = t+

1

t
であるから

2 5 t+
1

t
5 4

t > 0 であるから

t2 − 2t+ 1 = 0 かつ t2 − 4t+ 1 5 0

上の第 1式から (t− 1)2 = 0， 第 2式から 2−
√
3 5 t 5 2 +

√
3

これらを同時に満たす tの値の範囲は 2−
√
3 5 t 5 2 +

√
3

したがって 2−
√
3 5 y

1
x 5 2 +

√
3

このとき，y > 0および x 6= 0 であることに注意して

x > 0のとき (2−
√
3)x 5 y 5 (2 +

√
3)x

x < 0のとき (2 +
√
3)x 5 y 5 (2−

√
3)x

2曲線をC1 : y = (2+
√
3)x，C2 : y = (2−

√
3)xとおくと，点 (x, y)が表

す領域は，点 (0, 1)を除く図の斜線部分である．ただし境界線を含む．

O

y

x

C1C2

1

注意 0 < a < bとし，2つの関数 f(x) = ax，g(x) = bxのグラフを考えると，次
の大小関係が理解しやすい．

x > 0のとき f(x) < g(x), x < 0のとき f(x) > g(x)

�
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4 (1) A，Bが赤球で一致する確率は
2

3
× 2

3
=

4

9

A，Bが白球で一致する確率は
1

3
× 1

3
=

1

9

これらの事象は互いに排反であるから
4

9
+

1

9
=

5

9

(2) A，Bが取り出す球の色が一致する確率を p，一致しない確率を qとすると

p =
5

9
, q = 1− p =

4

9

よって P2 = pq + qp = 2pq

= 2× 5

9
× 4

9
=

40

81

P3 = pqp+ pqq + qpq + qqp = pq(p+ 3q)

=
5

9
× 4

9

(
5

9
+ 3× 4

9

)
=

340

729

(3) AとBが n回の試行の中で取り出す球の色が一致することが少なくとも 1

回起こるが続けては起こらない事象は，次の i)～iii)の和事象である．こ
のとき，i)，ii)，iii)は互いに排反である．

i) AとBが 1回目に取り出す球の色が一致せず，2回目から n回目にか
けて，一致することが少なくとも 1回起こるが続けては起こらない．

ii) Aと Bが 1回目に取り出す球の色が一致し，2回目に一致せず，3回
目から n回目にかけて，一致することが少なくとも 1回起こるが続け
ては起こらない．

iii) AとBが 1回目に取り出す球の色が一致し，2回目から n回目にかけ
て一致しない．

よって Pn =
4

9
Pn−1 +

5

9
× 4

9
Pn−2 +

5

9
×
(
4

9

)n−1

=
4

9
Pn−1 +

20

81
Pn−2 +

5·4n−1

9n

�
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5 (1) t = OB = OC = BDとし，OCとBDの交点
を Eとすると，BC = BE = 1 より

CE = DE = t− 1

4OBC 4BCEよりOB : BC = BC : CE

であるから

t : 1 = 1 : t− 1

したがって t2 − t− 1 = 0 · · · 1©

　 O

A

B C

D

~a

~b ~x

k~b

~y

E

t > 0に注意して，これを解くと t =

√
5 + 1

2

よって k =
CD

OB
=

1

t
=

√
5 − 1

2

~x = t
−→
AB = t(~b− ~a) =

√
5 + 1

2
(~b − ~a)

~y =
−→
OC+

−→
CD = ~x− k~b = t(~b− ~a)− k~b = −t~a+ (t− k)~b

= −
√
5 + 1

2
~a+

(√
5 + 1

2
−

√
5− 1

2

)
~b = −

√
5 + 1

2
~a +~b

(2) 4OABに余弦定理を適用すると

cos θ =
OA2 +OB2 − AB2

2OA·OB
=

12 + t2 − 12

2·1·t
=

t

2
=

√
5 + 1

4

(3) |~b| = t，cos θ =
t

2
，および 1©に注意して

~a·~b = |~a||~b| cos θ = 1·t· t
2
=

1

2
t2 =

1

2
(t+ 1)

よって ~a·~x = ~a·t(~b− ~a) = t(~a·~b− |~a|2)

= t

{
1

2
(t+ 1)− 12

}
=

1

2
(t2 − t) =

1

2

別解 cos 2θ = 2 cos2 θ − 1 = 2

(
t

2

)2

− 1 =
1

2
t2 − 1 =

1

2
(t+ 1)− 1 =

1

2
(t− 1)

よって ~a·~x = |~a||~x| cos 2θ = 1·t·1
2
(t− 1) =

1

2
(t2 − t) =

1

2
�
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6 (1) 直線 x = kθと x軸との交点を Hとすると，
4OQHについて，OQsin θ = OHであるから

r(θ) sin θ = kθ ゆえに r(θ) =
kθ

sin θ

よって lim
θ→+0

r(θ) = lim
θ→+0

k· θ

sin θ
= k

　

O

y

x

A
P

Q

θ
θ

kθ
H

1

x = kθ

D

(2) r(θ) =
kθ

sin θ
を微分すると

r′(θ) =
k(sin θ − θ cos θ)

sin2 θ
=

k(tan θ − θ) cos θ

sin2 θ

ここで，h(θ) = tan θ − θとすると

h′(θ) =
1

cos2 θ
− 1 = tan2 θ

上式から，0 < θ < π
2
のとき，h′(θ) > 0 であるから

h(θ) > h(0) すなわち h(θ) > 0

0 < θ < π
2
のとき r′(θ) =

kh(θ) cos θ

sin2 θ
> 0

r(θ) =
kθ

sin θ
は単調増加であるから，点QがつねにDの内部にあるとき

lim
θ→π

2
−0

r(θ) < 1 ゆえに
π

2
k < 1

このとき，k > 0に注意して 0 < k <
2

π

(3) (1)の図から，点Q(x, y)は

x = kθ, y = r(θ) cos θ =
kθ

sin θ
· cos θ =

kθ

tan θ

上の 2式から θを消去すると y =
x

tan x
k

ゆえに f(x) =
x

tan x
k

したがって g(x) =
f(x)

x
=

1

tan x
k
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g(x) =
(
tan

x

k

)−1

を微分すると

g′(x) = −
(
tan

x

k

)−2 (
tan

x

k

)′
= −

cos2 x
k

sin2 x
k

·
1
k

cos2 x
k

= − 1

k sin2 x
k

g′(x) = −1

k

(
sin

x

k

)−2

を微分すると

g′′(x) =
2

k

(
sin

x

k

)−3 (
sin

x

k

)′
=

2

k
· 1

sin3 x
k

·1
k
cos

x

k
=

2

k2
·
cos x

k

sin3 x
k

このとき，0 < θ <
π

2
および x = kθ から

0 < x <
π

2
k

この範囲において g′(x) < 0，g′′(x) > 0

ゆえに，g(x)は単調減少で，下に凸である．

また lim
x→+0

g(x) = ∞， lim
x→πk

2
−0

g(x) = 0

　

O

y

x

C

πk
2

よって，曲線Cのグラフの概形は右の図のようになる．

(4) 求める立体の体積を V とすると V = π

∫ π
3
k

π
4
k

1

tan2 x
k

dx

x = kθ より
dx

dθ
= k

x π
4
k −→ π

3
k

θ π
4

−→ π
3

よって V = π

∫ π
3

π
4

k

tan2 θ
dθ = πk

∫ π
3

π
4

(
1

sin2 θ
− 1

)
dθ

= πk

[
− 1

tan θ
− θ

]π
3

π
4

= πk

(
1 −

1
√
3
−

π

12

)
�
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7 (1) ∠AFB = ∠ACB = 90◦ であるから，2点 F，Cは，ABを直径とする円周
上にある．このとき，Eはこの円の中心であるから

EF = EC

(2) ∠C = 90◦，AB : AC = 5 : 4 より

AB : AC : BC = 5 : 4 :
√
52 − 42

= 5 : 4 : 3

条件から，k > 0とし

　 A

B C D

E

F

AB = 5k, BC = 3k, AC = CD = 4k, AD = 4
√
2k

とおく．4ABDの面積により

1

2
BD·AC =

1

2
AD·BF ゆえに

1

2
7k·4k =

1

2
·4
√
2k·BF

これから BF =
7
√
2

2
k， AF =

√
AB2 − BF2 =

√
2

2
k

ゆえに AF : FD = 1 : 7 また AE : EB = 1 : 1, BC : CD = 3 : 4

4ABDの面積を Sとすると

4ABC =
3

7
S

4AEF =
1

2
·1
8
S =

1

16
S

4BCE =
1

2
·3
7
S =

3

14
S

4CDF =
4

7
·7
8
S =

1

2
S

したがって 4CEF = S − 1

16
S − 3

14
S − 1

2
S =

25

112
S

よって 4ABC : 4CEF =
3

7
S :

25

112
S = 48 : 25
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別解 ∠C = 90◦，AB : AC = 5 : 4 より

AB : AC : BC = 5 : 4 :
√
52 − 42

= 5 : 4 : 3

Cを原点とし，条件から

A(0, 4)，B(−3, 0)，D(4, 0)

　

O

y

x

A

B
C

D
4−3

E

F
4

とおき，求める三角形の面積比を示してもよい．

EはABの中点であるから E

(
−3

2
, 2

)
直線ADの方程式は y = −x+ 4 · · · 1©

直線BFの方程式は y = x+ 3 · · · 2©

1©， 2©を解いて F

(
1

2
,
7

2

)
したがって 4ABC =

1

2
·3·4 = 6

4CEF =
1

2

∣∣∣∣−3

2
·7
2
− 2·1

2

∣∣∣∣ = 25

8

よって 4ABC : 4CEF = 6 :
25

8
= 48 : 25 �
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8 (1) S =
n−1∑
k=1

k(k + a) =
n−1∑
k=1

(k2 + ak)

=
1

6
n(n− 1)(2n− 1) +

1

2
an(n− 1)

=
1

6
n(n− 1)(2n− 1 + 3a) · · · (∗)

(∗)より S = n× (n− 1)(2n− 1 + 3a)

6
· · · 1©

Sは整数であるから，6と nが互いに素であるとき

(n− 1)(2n− 1 + 3a)

は 6で割り切れる．よって， 1©により，Sは nで割り切れる．

(2) (∗)より

S =
1

6
n(n− 1){2(n− 2) + 3(a+ 1)}

= n(n− 1)

(
n− 2

3
+

a+ 1

2

)
· · · 2©

条件から，n− 2は 6で割り切れ，a+ 1は偶数であるから

n− 2

3
+

a+ 1

2

は整数である．よって， 2©により，Sは nで割り切れる．

(3) (∗)より

S =
1

6
n{(n− 3) + 2}{2(n− 3) + 3a+ 5}

=
1

6
n{2(n− 3)2 + 3(a+ 3)(n− 3) + 6(a+ 1) + 4}

= n

{
(n− 3)2

3
+

(a+ 3)(n− 3)

2
+ a+ 1

}
+

2

3
n · · · 3©

条件から，n− 3は 6で割り切れ，aは自然数であるから

(n− 3)2

3
+

(a+ 3)(n− 3)

2
+ a+ 1

は整数である．このことと Sが整数であることから，
2

3
nは整数である．

0 5 2

3
n < nおよび 3©により，Sを nで割った余りは

2

3
n �
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9 (1) 与えられた関数列により

f2(x) = re−2rx

∫ x

0

f1(t)e
2rt dt = re−2rx

∫ x

0

ert dt

= e−2rx

[
ert
]x
0

= e−2rx(erx − 1)

f3(x) = 2re−3rx

∫ x

0

f2(t)e
3rt dt = 2re−3rx

∫ x

0

(e2rt − ert) dt

= e−3rx

[
e2rt − 2ert

]x
0

= e−3rx(e2rx − 2erx + 1)

= e−3rx(erx − 1)2

(2) (1)の結果から

fn(x) = e−nrx(erx − 1)n−1 · · · (A)

と推測する．

［1］n = 1 のとき f1(x) = e−rx(erx − 1)0 = e−rx

よって，n = 1のとき，(A)が成り立つ．

［2］n = kのとき (A)が成り立つ，すなわち

fk(x) = e−krx(erx − 1)k−1

であると仮定すると

fk+1(x) = kre−(k+1)rx

∫ x

0

fk(t)e
(k+1)rt dt

= kre−(k+1)rx

∫ x

0

(erx − 1)k−1ert dt

= e−(k+1)rx

∫ x

0

k(ert − 1)k−1(ert − 1)′ dt

= e−(k+1)rx

[
(ert − 1)k

]x
0

= e−(k+1)rx(erx − 1)k

よって，n = k + 1のときも (A)が成り立つ．

［1］,［2］から，すべての自然数 nについて (A)が成り立つ．
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(3) fn(x) = e−nrx(erx − 1)n−1 (n = 3) を微分すると

f ′
n(x) = −nre−nrx(erx − 1)n−1 + e−nrx·(n− 1)(erx − 1)n−2·rerx

= re−nrx(erx − 1)n−2{−n(erx − 1) + (n− 1)erx}
= re−nrx(erx − 1)n−2(n− erx)

x > 0のとき，f ′
n(x) = 0とすると

n− erx = 0 すなわち x =
1

r
log n

したがって，fn(x)の増減表は

x (0) · · · 1
r
log n · · ·

f ′
n(x) + 0 −
fn(x) ↗ 極大 ↘

よって，x =
1

r
lognで極大値

(n − 1)n−1

nn
をとる． �

10 (1) A，Bが赤球で一致する確率は
2

3
× 2

3
=

4

9

A，Bが白球で一致する確率は
1

3
× 1

3
=

1

9

これらの事象は互いに排反であるから
4

9
+

1

9
=

5

9

(2) A，Bが取り出す球の色が一致する確率を p，一致しない確率を qとすると

p =
5

9
, q = 1− p =

4

9

よって pqp+ pqq + qpq + qqp = pq(p+ 3q)

=
5

9
× 4

9

(
5

9
+ 3× 4

9

)
=

340

729

(3) 求める確率は

ppqp+ ppqq + qppq + pqpp+ qqpp

=2p3q + 3p2q2 = p2q(2p+ 3q)

=

(
5

9

)2

× 4

9
×
(
2× 5

9
+ 3× 4

9

)
=

2200

6561

�
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11 (1) x = −1のとき f(x) = −1

2
x2 + 2x+ 3，f ′(x) = −x+ 2

`の方程式は (t > −1)，t 6= 2のとき y − f(t) = − 1

f ′(t)
(x− t)

ゆえに y −
(
−1

2
t2 + 2t+ 3

)
= − 1

−t+ 2
(x− t)

よって t 6= 2のとき y =
1

t − 2
(x − t) −

1

2
t2 + 2t + 3

t = 2のとき x = 2

(2) f(−1) =
1

2
であるから，`が

(
−1,

1

2

)
を通るとき

1

2
=

1

t− 2
(−1− t)− 1

2
t2 + 2t+ 3

整理すると t3 − 6t2 + 5t+ 12 = 0 ゆえに (t+ 1)(t− 3)(t− 4) = 0

これを満たす tの中で (t > −1)，最小の tの値は t = 3

(3) t = 3を (1)の結果に代入すると ` : y = x+
3

2

C : y = −1

2
x2 + 2|x+ 1|+ 1は

x 5 −1 のとき y = −1

2
x2 − 2x− 1

x = −1 のとき y = −1

2
x2 + 2x+ 3

`とCの共有点の x座標は

x 5 −1のとき

−1

2
x2 − 2x− 1 = x+

3

2
これを解いて x = −5,−1

x = −1のとき

−1

2
x2 + 2x+ 3 = x+

3

2
これを解いて x = −1, 3
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`とCで囲まれた部分は，下の図の斜線部分である．

O

y

x3−1
−5

`

C

2

したがって，求める面積を Sとすると

S =

∫ −1

−5

{(
−1

2
x2 − 2x− 1

)
−
(
x+

3

2

)}
dx

+

∫ 3

−1

{(
−1

2
x2 + 2x+ 3

)
−
(
x+

3

2

)}
dx

= −1

2

∫ −1

−5

(x+ 5)(x+ 1) dx− 1

2

∫ 3

−1

(x+ 1)(x− 3) dx

=
1

2
·1
6
{−1− (−5)}3 + 1

2
·1
6
{3− (−1)}3 =

32

3

�
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8.3 2017年
• 工学部 1 2 3 4 5 数 I・II・III・A・B (120分)

• 医学部 3 5 6 7 8 数 I・II・III・A・B (120分)

• 教育文化 (中学数学)学部　 2 3 9 10 数 I・II・III・A・B (90分)

• 教育文化 (中学 [社会，理科，技術，家庭]，初等教育，特別支援，社会システ
ム)学部・農学部 3 11 12 数 I・II・A・B (90分)

1 次の空欄を適切な数または数式で埋めよ．ただし，log xはxの自然対数を表す．

(1) 関数 f(x) = xe−x2
の導関数は，f ′(x) = e−x2

( あ )である．

(2) 関数 f(x) =
√
1 + sin2 xの導関数は，f ′(x) =

い
√
1 + sin2 x

である．

(3) 関数 f(x) =
log x

x2
の不定積分は，

∫
f(x) dx = −

う

x
+ C である．

ただし，Cは積分定数とする．

(4) 定積分
∫ 2

0

x
√
2− x dxの値は え である．

(5) 定積分
∫ π

2

π
3

cos2
(
3x+

π

6

)
dxの値は

お

12
である．
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2 関数 f(x) =
x2

1 + x2
について，座標平面上の曲線 y = f(x)をCとするとき，次

の各問に答えよ．

(1) 次の空間を適切な数または数式で埋めよ．

極限値 lim
x→±∞

f(x)は ア である．f(x)の導関数は f ′(x) =
イ

(1 + x2)2

であり，第 2次導関数は f ′′(x) =
ウ

(1 + x2)3
である．曲線Cには変曲点が

2つあり，2つの変曲点のうち x座標の値が大きいの方の変曲点をPとす
ると，Pの座標は ( エ , オ ) である．また，点Pにおける曲線

Cの接線の方程式を y = ax+ b (a, bは定数)とすると，aの値は カ ，

bの値は キ である．

(2) 関数 f(x)の増減，極値，曲線Cの凹凸，および変曲点を調べて，曲線C

の概形をかけ．

(3) 曲線Cと x軸および直線 x = 1によって囲まれた部分の面積を求めよ．

3 点Oを原点とする座標空間において，3点A(1, 0, 0)，B(0, 1, 0)，C(0, 0, 2)

をとる．Oから 3点A，B，Cを含む平面に下ろした垂線の足をHとする．球
面 x2 + y2 + z2 = 1を Sとし，OからHにのばした半直線と球面 Sとの交点を
P とする．このとき，次の各問に答えよ．

(1)
−→
AB，

−→
ACを成分で表せ．

(2) Hの座標を求めよ．

(3) Pの座標および線分HPの長さを求めよ．

4 次の各問に答えよ．ただし，iは虚数単位とする．

(1) 等式 z2 = iを満たす複素数 zは 2つある．それらを x + yi (x, yは実数)

の形で表せ．

(2) 等式w2 − 2iw = 1+ iを満たす複素数wは 2つあり，それらを α，βとす
る．ただし，αの実部はβの実部より大きいとする．α，βをx+yi (x, yは
実数)の形で表せ．

(3) 複素数平面上で，原点をOとし，(2)で求めた α，βが表す点をそれぞれ
A，Bとするとき，三角形OABの面積を求めよ．
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5 数列 {an}，{bn}を，an = 86n+ 3，bn = 65n+ 4 (n = 1, 2, 3, · · · ) で定義する．
このとき，次の各問に答えよ．

(1) 次の 1©～ 3©を満たす 0または正の整数 a，b，cを求めよ．

86= 65× 1 + a · · · 1©
65 = a × 3 + b · · · 2©
a = b × 10 + c · · · 3©

(2) ak = b`を満たす自然数 k，`の組のうち，1組を求めよ．

(3) ak = b`を満たす自然数 k，`の組は無数にあり，それらを

(k, `) = (k1, `1), (k2, `2), (k3, `3), · · ·

とする．ただし，k1 < k2 < k3 < · · · とする．数列 {cn}を cn = akn (n =

1, 2, 3, · · · )で定義するとき，cn = 105 を満たす最小の自然数 nを求めよ．

6 座標平面において，x座標と y座標がともに整数である点を格子点という．n

を自然数とし，連立不等式 {
x = y2

x+ y 5 n(n+ 1)

の表す領域をDnとする．また，Dnに含まれる格子点の個数を anとする．こ
のとき，次の各問に答えよ．

(1) 領域D2を座標平面上に図示し，a2を求めよ．

(2) 直線 x+ y = n(n+ 1)上にあり，Dnに含まれる格子点の個数を求めよ．

(3) an+1 − anを，nを用いて表せ．

(4) anを，nを用いて表せ．
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7 媒介変数 tを用いて

x = cos3 t, y = sin3 t
(
0 5 t 5 π

2

)
で表される曲線をCとする．Cの概形は右の図
のようになる．このとき，次の各問に答えよ．

　

O

y

x1

1

C

(1) 曲線C上の点A

(
1

8
,
3
√
3

8

)
におけるCの法線の方程式を求めよ．

(2) 曲線Cの長さを求めよ．

(3) 曲線 C と x軸および y軸で囲まれた図形を x軸のまわりに 1回転させて
できる立体の体積を求めよ．

8 最大 2回のじゃんけんから成るゲームを，次のルールA，B，Cに従って n人
(n = 3)で行う．

A n人で 1回目のじゃんけんをして 1人の勝者が決まったら，2回目のじゃ
んけんは行わず，そこでゲームを終了する．

B n人で 1回目のじゃんけんをして 2人以上 n− 1人以下の勝者が決まった
ら，勝ち残った者だけで 2回目のじゃんけんをし，ゲームを終了する．

C n人で 1回目のじゃんけんをして誰も勝たなかったら，全員で 2回目のじゃ
んけんをし，ゲームを終了する．

n人で 1回目のじゃんけんをして k人 (1 5 k 5 n− 1)が勝つ確率をPkとする．

ただし，各人はじゃんけんでグー，チョキ，パーをどれも確率
1

3
で出すものと

する．このとき，次の各問に答えよ．

(1) P1を求めよ．

(2) 2 5 k 5 n− 1のとき，Pkを求めよ．

(3) 1回目のじゃんけんで誰も勝たない確率を求めよ．

(4) 1人の勝者が決まってゲームが終了する確率を求めよ．
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9 連立不等式 {
y = x2 − 2x+ 1

y 5 −x2 + 4x+ 1

の表す領域をDとする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) Dを座標平面上に図示せよ．

(2) aを実数とする．点 (x, y)がDを動くとき，−ax+ yの最大値を f(a)と
する．f(a)を求めよ．

(3) (2)で求めた f(a)に対し，関数 b = f(a)のグラフをかけ．

10 整式 P (x) = x4 + 2x3 − 2x− 1について，次の各問に答えよ．

(1) P (x)を因数分解せよ．さらに，x > 1のとき，P (x) > 0であることを
示せ．

(2) 自然数mに対し，m(m+ 1)3は偶数であることを証明せよ．

(3) 次の条件 (∗)を満たす自然数 kの中で，最も大きいものを求めよ．

(∗) 3以上のすべての奇数 xについて，P (x)は kの倍数である．
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11 表と裏の区別があるカード 6枚が入っている．

そのうちの 3枚には表に 1，裏に 0が書かれ，

その 3枚以外の 2枚には表に−1，裏に 0が書かれ，

残り 1枚には表に 0，裏に 1が書かれている．

この袋から無作為に 1枚取り出して書かれている数字を見てから袋にもどす操
作を 4回繰り返す．取り出した 4回それぞれのカードの，表に書かれた数の和
をX，カードの裏に書かれた数の和を Y とする．ただし，袋からカードを取
り出すとき，どのカードも同じ確率で取り出されるものとする．このとき，次
の各問いに答えよ．

(1) X + Y = 4である確率を求めよ．

(2) X + Y の値が奇数である確率を求めよ．

(3) X + Y 5 2である確率を求めよ．

12 座標平面上に 2つの放物線C1 : y = x2，C2 : y = 4(x− 1)2がある．t 5 2

3
を満

たす実数 tに対し，座標平面上において次の 2つの条件を満たす部分の面積を
S(t)とする．

(a) t 5 x 5 t+ 1

(b) x2 5 y 5 4(x− 1)2 または 4(x− 1)2 5 y 5 x2

このとき，次の各問に答えよ．

(1) 放物線C1，C2の交点の x座標 α，β (ただし，α < β)を求めよ．

(2) t 5 −1

3
のとき，S(t)を，tを用いて表せ．さらに，関数S(t)は t 5 −1

3
に

おいて減少することを示せ．

(3) −1

3
5 t 5 2

3
のとき，S(t)を，tを用いて表せ．さらに，関数S(t)

(
−1

3
5 t 5 2

3

)
が最小となる tの値を求めよ．
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解答例

1 (1) f(x) = xe−x2
より f ′(x) = e−x2

+ x·(−2x)e−x2
= (1− 2x2)e−x

(あ) 1 − 2x2

(2) f(x) =
√
1 + sin2 x = (1 + sin2 x)

1
2 より

f ′(x) =
1

2
(1 + sin2 x)−

1
2 ·2 sin x cos x =

sin x cos x√
1 + sin2 x

(い) sinx cosx

(3) f(x) =
log x

x2
より

∫
f(x) dx = −

∫ (
1

x

)′

log x dx = −1

x
· log x+

∫
1

x
·1
x
dx

= − log x

x
− 1

x
+ C = − log x+ 1

x
+ C

(う) log x + 1

(4)

∫ 2

0

x
√
2− x dx =

∫ 2

0

{2− (2− x)}
√
2− x dx

=

∫ 2

0

{2(2− x)
1
2 − (2− x)

3
2} dx

=

[
−4

3
(2− x)

3
2 +

2

5
(2− x)

5
2

]2
0

=
8

3

√
2− 8

5

√
2 =

16

15

√
2

(え)
16

15

√
2

(5)

∫ π
2

π
3

cos2
(
3x+

π

6

)
dx =

∫ π
2

π
3

{
1

2
cos
(
6x+

π

3

)
+

1

2

}
dx

=

[
1

12
sin
(
6x+

π

3

)
+

1

2
x

]π
2

π
3

= −
√
3

12
+

π

12
=

π −
√
3

12

(お) π −
√
3 �
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2 (1) f(x) =
x2

1 + x2
より lim

x→±∞
f(x) dx = lim

x→±∞

1
1
x2 + 1

= 1

f(x) =
(1 + x2)− 1

1 + x2
= 1− 1

1 + x2
より f ′(x) =

2x

(1 + x2)2

f ′(x) = 2x(1 + x2)−2であるから

f ′′(x) = 2(1 + x2)−2 + 2x·(−2)(1 + x2)−3·2x

=
2(1 + x2)− 8x2

(1 + x2)3
=

2− 6x2

(1 + x2)3

f(x)の増減表は次のようになる．

x · · · − 1√
3

· · · 0 · · · 1√
3

· · ·
f ′(x) − − − 0 + + +

f ′′(x) − 0 + + + 0 −
変曲点 極小 変曲点

f(x) 1
4

0 1
4

x座標が大きい方の変曲点 Pの座標は
(

1√
3
,
1

4

)

f ′
(

1√
3

)
=

3
√
3

8
であるから，点 Pのおける曲線Cの接線の方程式は

y − 1

4
=

3
√
3

8

(
x− 1√

3

)
すなわち y =

3
√
3

8
x− 1

8

(ア) 1 (イ) 2x (ウ) 2 − 6x2 (エ)
1
√
3

(オ)
1

4
(カ)

3
√
3

8
(キ) −

1

8

注意 変曲点は，f ′′(x)の符号が変化する点であり，増減表等で示す必要がある．
f ′′(x) = 0は，変曲点であるため必要条件であるが，十分条件ではない．

(2) f(x)の増減および凹凸は (1)の増減表のとおり．

極小値 f(0) = 0，変曲点
(
±

1
√
3
,
1

4

)

O

y

x

1

1
4

1√
3

− 1√
3
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(3) 求める面積を Sとすると

S =

∫ 1

0

x2

1 + x2
dx =

∫ 1

0

(
1− 1

1 + x2

)
dx = 1−

∫ 1

0

dx

1 + x2

x = tan θとおくと
dx

dθ
=

1

cos2 θ

x 0 −→ 1

θ 0 −→ π
4

ゆえに
∫ 1

0

dx

1 + x2
=

∫ π
4

0

1

1 + tan2 θ
· dθ

cos2 θ
=

∫ π
4

0

dθ =
π

4

よって S = 1 −
π

4
�

3 (1) A(1, 0, 0)，B(0, 1, 0)，C(0, 0, 2)より
−→
AB = (0, 1, 0)− (1, 0, 0) = (−1, 1, 0),
−→
AC = (0, 0, 2)− (1, 0, 0) = (−1, 0, 2)

(2)
−→
ABおよび

−→
ACに垂直なベクトルの 1つを ~n = (2, 2, 1)とおくと

~n·
−→
AH = 0 · · · 1©

−→
OH//~nであるから，実数 sを用いて

−→
OH = s(2, 2, 1) ゆえに

−→
AH =

−→
OH−

−→
OA

= (2s− 1, 2s, s) · · · 2©

2©を 1©に代入すると

(2, 2, 1)·(2s− 1, 2s, s) = 0 これを解いて s =
2

9

したがって
−→
OH =

2

9
(2, 2, 1) =

(
4

9
,
4

9
,
2

9

)
よって H

(
4

9
,
4

9
,
2

9

)
(3) Pは半直線OH上にあるから，(2)の結果から

−→
OP = t~n (t > 0)

また，Pは球面 x2 + y2 + z2 = 1上にあるから，|
−→
OP| = 1より

1 = |t|
√
22 + 22 + 12 ゆえに 1 = 3|t| t > 0より t =

1

3

したがって
−→
OP =

1

3
(2, 2, 1) =

(
2

3
,
2

3
,
1

3

)
よって P

(
2

3
,
2

3
,
1

3

)

また
−→
HP =

−→
OP−

−→
OH =

1

3
~n− 2

9
~n =

1

9
~n

よって HP = |
−→
HP| = 1

9
|~n| = 1

9
·3 =

1

3
�
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4 (1) 方程式の解 zの極形式を z = r(cos θ + i sin θ) · · · 1©

とすると z2 = r2(cos 2θ + i sin 2θ)

iを極形式で表すと i = cos
π

2
+ i sin

π

2

よって r2(cos 2θ + i sin 2θ) = cos
π

2
+ i sin

π

2

両辺の絶対値と偏角を比較すると

r2 = 1, 2θ =
π

2
+ 2kπ (kは整数)

r > 0 であるから r = 1 · · · 2© また θ =
π

4
+ kπ

0 5 θ < 2πの範囲で考えると，k = 0, 1 であるから θ =
π

4
,
5

4
π · · · 3©

2©， 3©を 1©に代入すると z = ±
1
√
2
±

1
√
2
i (複号同順)

(2) w2 − 2iw = 1 + iより (w − i)2 = i

(1)の結果を利用して w − i =
1√
2
+

1√
2
i, − 1√

2
− 1√

2
i

したがって w =
1√
2
+

(
1 +

1√
2

)
i, − 1√

2
+

(
1− 1√

2

)
i

αの実部は βの実部より大きいから

α =
1
√
2
+

(
1 +

1
√
2

)
i, β = −

1
√
2
+

(
1 −

1
√
2

)
i

(3) (1)の解の 1つを z1 =
1√
2
+

1√
2
iとおくと α = i+ z1, β = i− z1

4OABの面積を Sとすると S =
1

2
|Im(αβ)|

αβ = (−i+ z1)(i− z1) = 1− |z1|2 + (z1 + z1)i =
√
2 i

Im(αβ) =
√
2より S =

1

2
|
√
2| =

√
2

2

解説 θ = ∠α0βとすると cos θ + i sin θ =

β

|β|
α

|α|
=

|α|
|β|

·β
α

=
|α|
|β|

·αβ
αα

=
αβ

|α||β|

sin θ =
Im(αβ)

|α||β|
であるから S =

1

2
|α||β|| sin θ| = 1

2
|Im(αβ)| �
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5 (1) 1©， 2©， 3©を解いて a = 21, b = 2, c = 1

(2) ak = b`より

86k + 3 = 65`+ 4 ゆえに 86k − 65` = 1 (A)

1©～ 3©および (1)の結果から
21 = 86− 65 · · · 1©′

2 = 65− 21× 3 · · · 2©′

21− 10× 2 = 1 · · · 3©′

3©′を 2©′に代入すると

21− 10× (65− 21× 3) = 1 ゆえに 21× 31− 65× 10 = 1

上の第 2式に 1©′を代入すると

(86− 65)× 31− 65× 10 = 1 ゆえに 86× 31− 65× 41 = 1 (B)

(A)，(B)から k = 35, ` = 41

別解 1©， 2©， 3©から 86 = 65 + a = (3a+ b) + a = 4a+ b

= 4(10b+ c) + b = 41b+ 4c,

65 = 3a+ b = 3(10b+ c) + b

= 31b+ 3c

ak = b`のとき，86k + 3 = 65`+ 4であるから，上の 2式より

(41b+ 4c)k + 3 = (31b+ 3c)`+ 4

b(41k − 31`) + c(4k − 3`) = 1

b = 2，c = 1であるから

2(41k − 31`) + (4k − 3`) = 1 · · · (∗)

41と 31は互いに素であるから

41k − 31` = 1

を満たす整数 k，` が存在するので，(∗)より，整数mを用いて{
41k − 31` = −m

4k − 3` = 1 + 2m
ゆえに

{
k = 65m+ 31

` = 86m+ 41
· · · (∗∗)

よって，求める自然数 k，`の組の 1つは k = 31, ` = 41
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(3) (A)，(B)から 86(k − 31) = 65(`− 41)

上式は 86および 65の倍数であるから (86と 65は互いに素)

86(k − 31) = 65(`− 41) = 86·65m (mは整数)

したがって k = 65m+ 31, ` = 86m+ 41

(∗∗)を満たす自然数 (k, `)の組

(k1, `1), (k2, `2), (k3, `3), · · · (k1 < k2 < k3 < · · · )

について，数列 {kn}は，初項が 31，公差が 65の等差数列であるから

kn = 31 + 65(n− 1) = 65n− 34

したがって cn = akn = 86kn + 3

= 86(65n− 34) + 3 = 5590n− 2921

cn = 105のとき 5590n− 2921 = 105 ゆえに n = 102921

5590
= 18.4 · · ·

よって，求める最小の自然数 nは 19 �
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6 (1) D2は，連立不等式{
x = y2

x+ y 5 6

の表す領域で (境界線を含む)，右の図
の斜線部分である．
D2内の格子点 (x, y)の個数は

y = −3のとき x = 9 の 1個
y = −2のとき 4 5 x 5 8 の 5個
y = −1のとき 1 5 x 5 7 の 7個
y = 0のとき 0 5 x 5 6 の 7個
y = 1のとき 1 5 x 5 5 の 5個
y = 2のとき x = 4 の 1個

　

O

y

x

6

6 9

2

−3

よって a2 = 1 + 5 + 7 + 7 + 5 + 1 = 26

別解 c = 0, 1のとき，直線 x+ y = c上の格子点の個数は 2個

c = 2, 3, 4, 5のとき，直線 x+ y = c上の格子点の個数は 4個

直線 x+ y = 6上の格子点の個数は 6個

よって a2 = 2× 2 + 4× 4 + 6 = 26

(2) x+ y = n(n+ 1) · · · 1©と x = y2 · · · 2©から xを消去すると

y2 + y = n(n+ 1) ゆえに (y − n)(y + n+ 1) = 0

直線 1©と放物線 2©の共有点の y座標は y = −n− 1, n

よって，求める格子点の個数は n− (−n− 1) + 1 = 2n + 2

(3) (2)の結果から，n(n+ 1) + 1 5 c 5 (n+ 1)(n+ 2)− 1のとき (cは整数)，

直線 x+ y = c上の格子点の個数は 2n+ 2

直線 x+ y = (n+ 1)(n+ 2)上の格子点の個数は 2n+ 4

{(n+ 1)(n+ 2)− 1} − {n(n+ 1) + 1}+ 1 = 2n+ 1 であるから

an+1 − an = (2n+ 1)(2n+ 2) + (2n+ 4)

= 4n2 + 8n + 6
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(4) (1)の図から，a1 = 8．

n = 2のとき an = a1 +
n−1∑
k=1

(ak+1 − ak) = 8 +
n−1∑
k=1

{4(k + 1)2 + 2}

= 2 +
n∑

k=1

(4k2 + 2) = 2 + 4·1
6
n(n+ 1)(2n+ 1) + 2n

=
4

3
n3 + 2n2 +

8

3
n+ 2

上式は，n = 1のときも成立するから

an =
4

3
n3 + 2n2 +

8

3
n + 2

別解 直線 y = k (kは定数)と直線 1©，放物線 2©との交点のx座標は，それぞれ

x = n(n+ 1)− k, x = k2

ゆえに，Dnに含まれる直線 y = k (−n− 1 5 k 5 n)上の格子点の個数は

{n(n+ 1)− k} − k2 + 1 = n2 + n+ 1− k2 − k

したがって

an =
n∑

k=−n−1

(n2 + n+ 1− k2 − k) = 1 +
n∑

k=−n

(n2 + n+ 1− k2 − k)

= 1 + (2n+ 1)(n2 + n+ 1) +
n∑

k=−n

(−k2 − k)

= 2n3 + 3n2 + 3n+ 2 +
n∑

k=1

{−k2 − k − (−k)2 − (−k)}

= 2n3 + 3n2 + 3n+ 2− 2
n∑

k=1

k2 =
4

3
n3 + 2n2 +

8

3
n+ 2

�
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7 (1) 点A

(
1

8
,
3
√
3

8

)
は，Cの t =

π

3
に対する点である．

dx

dt
= −3 cos2 t sin t,

dy

dt
= 3 sin2 t cos t · · · (∗)

したがって
dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

= − tan t ゆえに t =
π

3
のとき

dy

dx
= −

√
3

よって，点AにおけるCの法線の方程式は

1

(
x− 1

8

)
−
√
3

(
y − 3

√
3

8

)
= 0 すなわち x −

√
3y + 1 = 0

(2) 曲線Cの弧長を sとすると，(∗)により

s =

∫ π
2

0

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt

=

∫ π
2

0

√
(−3 cos2 t sin t)2 + (3 sin2 t cos t)2 dt

=

∫ π
2

0

3 sin t cos t dt =

∫ π
2

0

3

2
sin 2t dt =

[
−3

4
cos 2t

]π
2

0

=
3

2

(3) x = cos3 tより
x 0 −→ 1

t π
2
−→ 0

求める立体の体積を V とすると，(∗)により

V

π
=

∫ 1

0

y2 dx =

∫ 0

π
2

(sin3 t)2(−3 cos2 t sin t) dt

= 3

∫ π
2

0

(sin7 t− sin9 t) dt · · · 1©

ここで，nを自然数とし，Jn =

∫ π
2

0

sinn t dtとおくと

Jn =

∫ π
2

0

sinn t dt = −
∫ π

2

0

sinn−1 t(cos t)′ dt

= −
[

sinn−1 t cos t

]π
2

0

+

∫ π
2

0

(sinn−1 t)′ cos t dt

= (n− 1)

∫ π
2

0

sinn−2 t cos2 t dt = (n− 1)

∫ π
2

0

sinn−2 t(1− sin2 t) dt

= (n− 1)Jn−2 − (n− 1)Jn
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したがって 1 Jn =
n− 1

n
Jn−2 · · · 2©

1©， 2©より V

π
= 3(J7 − J9) = 3

(
J7 −

8

9
J7

)
=

1

3
J7 =

1

3
·6
7
·4
5
·2
3
J1

=
16

105

∫ π
2

0

sin t dt =
16

105

[
− cos t

]π
2

0

=
16

105

よって V =
16

105
π

別解 求める立体の体積を V とすると，(∗)により

V

π
=

∫ 1

0

y2 dx =

∫ 0

π
2

(sin3 t)2(−3 cos2 t sin t) dt

= 3

∫ π
2

0

(sin2 t)3 cos2 t sin t dt

= 3

∫ π
2

0

(1− cos2 t)3 cos2 t sin t dt

= 3

∫ π
2

0

(cos2 t− 3 cos4 t+ 3 cos6 t− cos8 t) sin t dt

= 3

[
−1

3
cos3 t+

3

5
cos5 t− 3

7
cos7 t+

1

9
cos9 t

]π
2

0

= 3

(
1

3
− 3

5
+

3

7
− 1

9

)
=

16

105

�

8 (1) n人でじゃんけんをする場合の総数は 3n通り

勝者 1人の選び方は nC1通りで，その勝者はグー，チョキ，パーの 3通り
の勝ち方があるから

P1 =
nC1 × 3

3n
=

n

3n−1

(2) 勝者 k人の選び方は nCk通りで (2 5 k 5 n − 1)，その勝者はグー，チョ
キ，パーの 3通りの勝ち方があるから

Pk =
nCk × 3

3n
=

nCk

3n−1

1http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki 2016 kouki.pdf 2 を参照

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2016_kouki.pdf
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(3) (2)の結果から，求める確率は，
n−1∑
k=1

Pk の余事象の確率であるから，求め

る確率を P0とすると

P0 = 1−
n−1∑
k=1

Pk = 1−
n−1∑
k=1

nCk

3n−1

= 1− 1

3n−1

(
n∑

k=0

nCk − 2

)
= 1 −

2n − 2

3n−1

(4) (2)の結果から，j人で 1回のじゃんけんをして k人の勝者が決まる確率
を P j

k とすると (0 < k < j 5 n)

P j
k =

jCk

3j−1

求める確率を P とすると

P = P n
1 +

n−1∑
j=2

P n
j P

j
1 + P0P

n
1

このとき P n
j P

j
1 =

nCj

3n−1
· jC1

3j−1
=

1

3n−1·3j−1
· n!

j!(n− j)!
·j

=
n

3n−1·3j−1
· (n− 1)!

(j − 1)!(n− j)!
=

n

3n−1
·n−1Cj−1

3j−1

したがって

P =(1 + P0)P
n
1 +

n−1∑
j=2

P n
j P

j
1

=

(
2− 2n − 2

3n−1

)
n

3n−1
+

n

3n−1

n−1∑
j=2

n−1Cj−1

3j−1

=

(
2− 2n − 2

3n−1

)
n

3n−1
+

n

3n−1

(
n∑

j=1

n−1Cj−1

3j−1
− 1− 1

3n−1

)

=

(
2− 2n − 2

3n−1

)
n

3n−1
+

n

3n−1

{(
1 +

1

3

)n−1

− 1− 1

3n−1

}

=
n

3n−1

(
1 +

1

3n−1
− 2n

3n−1
+

4n−1

3n−1

)
=

n

9n−1
(1 − 2n + 3n−1 + 4n−1)

�
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9 (1) 与えられた連立不等式から{
y = (x− 1)2

y 5 −(x− 2)2 + 5

したがって，領域Dは，右の図の斜線部分で，
境界線を含む．

　

O

y

x1 2 3

4
5

1

(2) k = −ax + yとおくと，y = ax + kであるから，kが最大となるDの点
(x, y)は y = −(x− 2)2 + 5 · · · 1©上にある (0 5 x 5 3)．

1©より，y′ = −2(x− 2)であるから

x = 0のとき y′ = 4, x = 3のとき y′ = −2

(i) −2 < a < 4のとき，−2(x − 2) = aより，点
(
2− a

2
,−a2

4
+ 5

)
で k

は最大となり，最大値は

k = −a
(
2− a

2

)
− a2

4
+ 5 =

a2

4
− 2a+ 5 =

1

4
(a− 4)2 + 1

(ii) a 5 −2のとき，点 (3, 4)で kは最大となり，最大値は

k = −a·3 + 4 = −3a+ 4

(iii) 4 5 aのとき，点 (0, 1)で kは最大となり，最大値は

k = −a·0 + 1 = 1

(i)～(iii)より f(a) =


−3a + 4 (a 5 −2)
1

4
(a − 4)2 + 1 (−2 < a < 4)

1 (4 5 a)

(3) (2)の結果から，関数 b = f(a)のグラフは下の図のようになる．

O

b

a

5

10

−2 4
1

�
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10 (1) P (x) = x4 + 2x3 − 2x− 1

= (x2 + 1)(x2 − 1) + 2x(x2 − 1)

= (x2 − 1)(x2 + 1 + 2x)

= (x+ 1)(x− 1)(x+ 1)2 = (x − 1)(x + 1)3

x > 1のとき，x− 1 > 0，x+ 1 > 0であるから P (x) > 0

(2) m(m+ 1)3 = m(m+ 1)·(m+ 1)2

mは自然数より，連続する 2数の積m(m+ 1)は，偶数である．

よって，m(m+ 1)3は偶数である．

(3) 3以上の奇数 xは，自然数 nを用いて，x = 2n+ 1とおけるから

P (x) = (2n+ 1− 1)(2n+ 1 + 1)3 = 16n(n+ 1)3

= 16n(n+ 1)·(n+ 1)2

n(n+ 1)は，連続する 2数の積であるから，P (x)は，16× 2の倍数．

したがって，P (x)は 32の倍数．よって，求める最大の kの値は 32 �

11 (1)
カード 1© 2© 3© 4© 5© 6©
表 1 1 1 −1 −1 0

裏 0 0 0 0 0 1

X + Y = 4となるのは，上に示した 1©～ 6©のカードの中で 4回とも，

4©， 5©以外のカードが出る確率であるから(
4

6

)4

=
16

81

(2) X + Y は奇数回目には奇数，偶数回目には偶数となる．

4回目には，X + Y は偶数であるから，求める確率は 0

(3) X + Y 5 2である確率は，(1)の余事象の確率であるから

1− 16

81
=

65

81

�
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12 (1) C1 : y = x2，C2 : y = 4(x − 1)2の方程式か
ら yを消去すると

4(x− 1)2 = x2

2(x− 1) = ±x

x =
2

3
, 2

α < βより α =
2

3
, β = 2

　

O

y

x

C1

1 β

4

α

C2

(2) t 5 −1

3
のとき，t+ 1 5 αであるから，(1)の図から

S(t) =

∫ t+1

t

{4(x− 1)2 − x2} dx =

[
4

3
(x− 1)3 − 1

3
x3

]t+1

t

=
4

3
{t3 − (t− 1)3} − 1

3
{(t+ 1)3 − t3} = 3t2 − 5t + 1

S(t) = 3

(
t− 5

6

)2

− 13

12
であるから，t 5 −1

3
において減少する．

(3) −1

3
5 t 5 2

3
のとき，t 5 α 5 t+ 1 < βであるから，(1)の図から

S(t) =

∫ 2
3

t

{4(x− 1)2 − x2}dx+

∫ t+1

2
3

{x2 − 4(x− 1)2}dx

=

[
4

3
(x− 1)3 − 1

3
x3

] 2
3

t

+

[
1

3
x3 − 4

3
(x− 1)3

]t+1

2
3

= −2t3 + 5t2 − 3t +
37

27

したがって S ′(t) = −6t2 + 10t− 3

= −6

(
t− 5−

√
7

6

)(
t− 5 +

√
7

6

)

−1

3
5 t 5 2

3
のとき，S(t)の増減表は

t −1
3

· · · 5−
√
7

6
· · · 2

3

S ′(t) − 0 +

S(t) ↘ 極小 ↗

このとき，S(t)を最小にする tの値は t =
5 −

√
7

6
�
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8.4 2018年
• 工学部 1 2 3 4 5 数 I・II・III・A・B (120分)

• 医学部 2 4 6 7 8 数 I・II・III・A・B (120分)

• 教育文化 (中学数学)学部 3 5 7 9 数 I・II・III・A・B (90分)

• 教育文化 (中学 [社会，理科，技術，家庭]，初等教育，特別支援，社会システ
ム)学部・農学部 7 9 10 数 I・II・A・B (90分)

1 次の空欄を適切な数または数式で埋めよ．

(1) 関数 f(x) = x
√
1 + x2の導関数は，f ′(x) =

あ
√
1 + x2

である．

(2) 関数 f(x) =
x

tanx
の導関数は，f ′(x) =

い

sin2 x
である．

(3) 関数 f(x) =
x3

x2 − 4
の不定積分は，

∫
f(x) dx =

x2

2
+ う + C

である．ただし，Cは積分定数とする．

(4) 定積分
∫ 1

−1

x

ex
dxの値は え である．

(5) 定積分
∫ π

3

0

√
1 + sin x dxの値は お である．

2 s，tを，s > 0，t > 0，s2 + t2 < 1を満たす実数とし，座標平面において，中
心が点P(s, t)，半径が 1の円をCとする．Cと x軸との交点をK，Mとし，C

と y軸との交点をL，Nとする．ただし，Kの x座標はMの x座標より大きく，
Lの y座標はNの y座標より大きいとする．四角形KLMNの面積を Sとする
とき，次の各問に答えよ．

(1) 面積 Sを，s，tを用いて表せ．

(2) 点 Pが直線 y = −x+ 1上を動くとき，面積 Sの最大値を求めよ．
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3 右図の平行六面体OABC-DEFGにおいて，
すべての面は1辺の長さが1のひし形とし，
∠AOC = ∠AOD = ∠COD = 60◦とする．
線分 BEを 3 : 2に内分する点を Pとし，
~a =

−→
OA，~c =

−→
OC，~d =

−→
ODとするとき，

次の各問に答えよ．

　

A B

CO

D

E

G

F
(1) 内積~a·~c，~c·~d，~d·~aの値を求めよ．

(2)
−→
OPを，~a，~c，~dを用いて表せ．

(3) 線分BGを t : (1− t) (0 < t < 1)に内分する点をQとする．0 < t < 1を
満たす tについて，線分 PQの長さを最小にする tの値と，そのときの線
分 PQの長さを求めよ．

4 2つの袋A，Bのそれぞれに，赤玉 1個と白玉 2個の合計 3個が入っている．次
のような試行を考える．

袋Aから無作為に玉を 1個取り出し，

袋Bから無作為に玉を 1個取り出す．

次に，上で袋Aから取り出した玉を袋Bに入れ，

上で袋Bから取り出した玉を袋Aに入れる．

この試行を n回 (n = 1)行った後，袋Aの中を確認する．例えば，n = 2の場
合，1回目の試行で，袋Aから白玉，袋Bから赤玉を取り出し，2回目の試行
で，袋Aから白玉，袋 Bから白玉を取り出したとすると，その結果，袋Aに
は赤玉が 2個，白玉が 1個入っている．

n回の試行の後で，

袋Aに赤玉 1個と白玉 2個が入っている確率を Pn，

袋Aに赤玉 2個と白玉 1個が入っている確率をQn，

袋Aに赤玉が入っていない確率をRn

とする．ただし，どの玉も同じ確率で取り出されるとする．このとき，次の各
問に答えよ．

(1) P1，Q1，R1を求めよ．

(2) P2を求めよ．

(3) Pn+1を，Pnを用いて表せ．

(4) Pnを求めよ．
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5 関数f(x) = x log x (x > 0)および座標平面上の曲線C : y = f(x)

(
1

e2
5 x 5 e

)
について，次の各問に答えよ．

(1) 第 1次導関数 f ′(x)，第 2次導関数 f ′′(x)を求めよ．

(2)
1

e2
5 x 5 eにおいて，関数 f(x)の増減，極値，曲線Cの凹凸，および変

曲点を調べて，Cの概形をかけ．

(3) 曲線 Cと x軸および 2直線 x =
1

e2
，x = eで囲まれた部分の面積 Sを求

めよ．

6 点Oを原点とする座標平面において，点 Pは中心がO，半径が 1の円の周上
を動き，点Qは 4点A(2, 0)，B(0, 2)，C(−2, 0)，D(0,−2)を頂点とする四角
形の周上を動くとする．ただし，P，QはPQ = 2を満たすように動くとする．
このとき，次の各問に答えよ．

(1) 内積
−→
OP·

−→
OQの最大値と最小値を求めよ．

(2) 直線 PQと点Oの距離の最大値と最小値を求めよ．

7 平面上の三角形ABCで，3辺の長さがAB = 10，BC = 6，CA = 8 であるも
のについて，外心をO，内心を Iとし，Oから Iへのばした半直線と外接円と
の交点をM，IからOへのばした半直線と外接円との交点をNとする．このと
き，次の各問に答えよ．

(1) 三角形ABCの外接円の半径Rと内接円の半径 rを求めよ．

(2) 線分OIの長さを求めよ．

(3) 線分 IM，INの長さを求めよ．

(4) 点 Iを通る各直線 `に対し，`が三角形ABCの外接円によって切り取られ
る線分の長さを dとする．このとき，dの最小値を求めよ．

8 関数 f(x) =
1

cos3 x

(
−π

2
< x <

π

2

)
および座標平面上の曲線C : y = f(x)につ

いて，次の各問に答えよ．

(1) 関数 f(x)の増減，極値，曲線Cの凹凸，および変曲点を調べて，Cの概
形をかけ．

(2) 定積分
∫ π

3

0

1

cos x
dx の値を求めよ．

(3) 曲線Cと x軸，y軸および直線 x =
π

3
で囲まれた部分の面積 Sを求めよ．
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9 次の各問に答えよ．

(1) 十進法で表された整数 147を，五進法と八進法で表せ．

(2) 五進法により 2桁で表された正の整数で，八進法で表すと 2桁となるもの
を考える．このとき，八進法で表したときの各位の数の並びが五進法で表
されたときの各位の数の並びと逆順にはならないことを示せ．

(3) 五進法により 3桁で表された正の整数で，八進法で表すと 3桁となるもの
を考える．このとき，八進法で表したときの各位の数の並びが五進法で表
されたときの各位の数の並びと逆順になるものをすべて求め，十進法で
表せ．

10 関数 f(x) = x2 − 3x+ 2および座標平面上の曲線C : y = f(x)について，次の
各問に答えよ．

(1) Pを曲線C上の点とし，Pの x座標を tとするとき，PにおけるCの接線
の方程式を，tを用いて表せ．

(2) 点 (2,−1)から曲線Cに異なる 2本の接線が引ける．それぞれの接線の方
程式と接点の座標を求めよ．

(3) 曲線 C と，(2)で求めた 2本の接線によって囲まれた部分の面積 S を求
めよ．
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解答例

1 (1) f(x) = x
√
1 + x2より f ′(x) =

√
1 + x2 + x· x√

1 + x2
=

1 + 2x2

√
1 + x2

(あ) 1 + 2x2

(2) f(x) =
x

tanx
= x cotxより

f ′(x) = cot x+ x

(
− 1

sin2 x

)
=

sin x cos x− x

sin2 x

(い) sinx cosx − x

(3) f(x) =
x3

x2 − 4
= x+

4x

x2 − 4
より

∫
f(x) dx =

∫ (
x+

4x

x2 − 4

)
dx

=
x2

2
+ 2 log |x2 − 4|+ C

(う) 2 log |x2 − 4|

(4)

∫ 1

−1

x

ex
dx =

∫ 1

−1

xe−x dx =

[
−e−x(x+ 1)

]1
−1

= −2

e

(え) −
2

e

(5) 1 + sinx = 1 + 2 sin
x

2
cos

x

2
=
(
sin

x

2
+ cos

x

2

)2
0 5 x 5 π

3
において，sin

x

2
+ cos

x

2
> 0であるから

∫ π
3

0

√
1 + sin x dx =

∫ π
3

0

(
sin

x

2
+ cos

x

2

)
dx

=

[
−2 cos

x

2
+ 2 sin

x

2

]π
3

0

= 3−
√
3

(お) 3 −
√
3 �
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2 (1) Cの方程式は (x−s)2+(y−t)2 = 1 · · · (∗)

(∗)に y = 0を代入すると

(x− s)2 + t2 = 1 ゆえに x = s±
√
1− t2

したがって MK = 2
√
1− t2

また，(∗)に x = 0を代入すると

s2 + (y − t)2 = 1 ゆえに y = t±
√
1− s2

したがって NL = 2
√
1− s2

　

O

y

x

P

s

t

L

M

N

K

C

よって S =
1

2
MK·NL =

1

2
·2
√
1− t2·2

√
1− s2 = 2

√
(1 − s2)(1 − t2)

(2) 点 P(s, t)が直線 y = −x+ 1上を動くから s+ t = 1

上式および (1)の結果から

S = 2
√

1− (s2 + t2) + s2t2 = 2
√

1− (s+ t)2 + 2st+ s2t2

= 2
√
s2t2 + 2st = 2

√
(st+ 1)2 − 1 · · · 1©

s+ t = 1，s > 0，t > 0であるから，相加・相乗平均の大小関係により

1 = s+ t = 2
√
st ゆえに 0 < st 5 1

4
· · · 2©

上式において，等号が成立するのは s = t =
1

2

1©， 2©より 0 < S 5 3

2

よって，s = t =
1

2
のとき，Sは最大値

3

2
をとる． �
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3 (1) ~a·~c = ~c·~d = ~d·~a = 1·1 cos 60◦ =
1

2

(2)
−→
OP =

2
−→
OB+ 3

−→
OE

3 + 2
=

2(~a+~c) + 3(~a+ ~d)

5
= ~a +

2

5
~c +

3

5
~d

(3)
−→
OQ = (1− t)

−→
OB+ t

−→
OG

= (1− t)(~a+~c) + t(~c+ ~d) = t(~d− ~a) + ~a+~c

これと (2)の結果から

−→
PQ =

−→
OQ−

−→
OP = t(~d− ~a) +

3

5
(~c− ~d),

|
−→
PQ|2 = t2|~d− ~a|2 + 6

5
t(~d− ~a)·(~c− ~d) +

9

25
|~c− ~d|2

ここで，|~a| = |~c| = |~d| = 1および (1)の結果から

|~d− ~a|2 = |~d|2 − 2~d·~a+ |~a|2 = 1

|~c− ~d|2 = |~c|2 − 2~c·~d+ |~d|2 = 1

(~d− ~a)·(~c− ~d) = ~c·~d− |~d|2 − ~a·~c+ ~a·~d = −1

2

これらの結果を利用すると

|
−→
PQ|2 = t2 − 3

5
t+

9

25
=

(
t− 3

10

)2

+
27

100

よって，PQの長さは，t =
3

10
のとき，最小値

3
√
3

10
をとる． �
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4 (1) 確率 Pn+1，Qn+1，Rn+1 は，確率
Pn，Qn，Rnを用いた次の確率漸化
式によって定まる．

(∗)



Pn+1 =
5

9
Pn +

2

3
Qn +

2

3
Rn

Qn+1 =
2

9
Pn +

1

3
Qn

Rn+1 =
2

9
Pn +

1

3
Rn

　
A B

赤
白

0
3 1

2
A B

赤
白

0
3 1

2

A B
赤
白

1
2 2

1
A B

赤
白

1
2 2

1

A B
赤
白

2
1 3

0
A B

赤
白

2
1 3

0

Rn

Pn

Qn

Rn+1

Pn+1

Qn+1

1
3

1
3

5
9

2
3

2
3

2
9

2
9

初めに 2つの袋A，Bのそれぞれに，赤玉 1個と白玉 2個の合計 3個が入っ
ているから，P0 = 1, Q0 = R0 = 0より

P1 =
5

9
, Q1 =

2

9
, R1 =

2

9

(2) (1)の結果および (∗)の第 1式により

P2 =
5

9
P1 +

2

3
Q1 +

2

3
R1 =

5

9
·5
9
+

2

3
·2
9
+

2

3
·2
9
=

49

81

(3) Pn +Qn +Rn = 1および (∗)の第 1式から，Qn，Rnを消去すると

Pn+1 =
5

9
Pn +

2

3
(Qn +Rn) =

5

9
Pn +

2

3
(1− Pn) = −

1

9
Pn +

2

3

(4) (3)の結果から Pn+1 −
3

5
= −1

9

(
Pn −

3

5

)
ゆえに Pn−

3

5
=

(
P1 −

3

5

)(
−1

9

)n−1

よって Pn =
3

5
+

2

5

(
−
1

9

)n

補足 (∗)の第 2・3式から Qn+1 −Rn+1 =
1

3
(Qn −Rn)

Q1 = R1 =
2

9
であるから Qn = Rn

よって Qn = Rn =
1

2
(1− Pn) =

1

5
− 1

5

(
−1

9

)n

�
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5 (1) f(x) = x log xより f ′(x) = log x + 1, f ′′(x) =
1

x

(2) (1)の結果から，増減および凹凸は次のようなる．

x 1
e2

· · · 1
e

· · · e

f ′(x) − 0 +

f ′′(x) + + +

f(x) − 2
e2

−1
e

e

極小値 f

(
1

e

)
= −

1

e
，変曲点なし

　

O

y

xe

e

1
e

−1
e

1

( 1
e2
,− 2

e2
)

C

(3) f(x) = x log xの原始関数の 1つを F (x) =
x2

4
(2 log x− 1)とおくと

F

(
1

e2

)
= − 5

4e4
, F (1) = −1

4
, F (e) =

e2

4

よって S = −
∫ 1

1
e2

f(x) dx+

∫ e

1

f(x) dx

= −
[
F (x)

]1
1
e2

+

[
F (x)

]e
1

= F

(
1

e2

)
− 2F (1) + F (e) = −

5

4e4
+

1

2
+

e2

4
�
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6 (1) |
−→
PQ|2 = |

−→
OQ−

−→
OP|2

= |
−→
OQ|2 − 2

−→
OP·

−→
OQ+ |

−→
OP|2

|
−→
OP| = 1，|

−→
PQ| = 2より

22 = |
−→
OQ|2 − 2

−→
OP·

−→
OQ+ 12

ゆえに
−→
OP·

−→
OQ =

1

2
(|
−→
OQ|2 − 3)

√
2 5 |

−→
OQ| 5 2であるから

　

O

y

x1

1

−1

−1

−2

−2

2

P

Q

2 2

−1

2
5

−→
OP·

−→
OQ 5 1

2
よって 最大値

1

2
, 最小値 −

1

2

(2) 直線 PQに垂線OHを引くと，Hは直線 PQ上の点であるから

−→
OH =

−→
OP + t

−→
PQ (tは実数)

−→
PQ⊥

−→
OHであるから，

−→
PQ·

−→
OH = 0より

−→
PQ·(

−→
OP+ t

−→
PQ) = 0 ゆえに t = −

−→
OP·

−→
PQ

|
−→
PQ|2

したがって |
−→
OH|2 = |

−→
OP|2 + 2t

−→
OP·

−→
PQ + t2|

−→
PQ|2

= |
−→
OP|2 − 2(

−→
OP·

−→
PQ)2

|
−→
PQ|2

+
(
−→
OP·

−→
PQ)2

|
−→
PQ|2

=
|
−→
OP|2|

−→
PQ|2 − (

−→
OP·

−→
PQ)2

|
−→
PQ|2

= 1− 1

4
(
−→
OP·

−→
PQ)2

このとき
−→
OP·

−→
PQ =

−→
OP·(

−→
OQ−

−→
OP) =

−→
OP·

−→
OQ− |

−→
OP|2 =

−→
OP·

−→
OQ− 1

ゆえに −3

2
5

−→
OP·

−→
PQ 5 −1

2
したがって

7

16
5 |

−→
OH|2 5 15

16

よって，求める最大値は

√
15

4
，最小値は

√
7

4

補足 点Aから直線
−→
OP + t~vに引いた垂線の長さは (tは媒介変数)√

|~v|2|
−→
AP|2 − (~v·

−→
AP)2

|~v|

�
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7 (1) BC2 + CA2 = AB2 であるから

∠BCA = 90◦

ABは4ABCの外接円の直径であるから

R =
1

2
AB = 5

4IBC +4ICA +4IAB = 4ABCより

1

2
·6r + 1

2
·8r + 1

2
·10r = 1

2
·6·8

これを解いて r = 2

　

O

I

A

B C
M

N

(2)
−→
CB = 6~e，

−→
CA = 8~f となる直交する単位ベクトル~e，~f を用いると

−→
CI = 2~e+ 2~f,

−→
CO =

1

2
(
−→
CB +

−→
CA) = 3~e+ 4~f,

−→
OI =

−→
CI−

−→
CO = (2~e+ 2~f)− (3~e+ 4~f) = −~e− 2~f

したがって |
−→
OI|2 = |~e|2 + 4|~f |2 = 5 よって OI =

√
5

(3) IM = OM−OI = 5 −
√
5，IN = ON +OI = 5 +

√
5

(4) 求める最小値は 2
√
R2 − r2 = 2

√
52 − (

√
5)2 = 4

√
5

別解
−→
IB =

−→
CB−

−→
CI = 6~e− (2~e+ 2~f) = 4~e− 2~f より

−→
OI·

−→
IB = (−~e− 2~f)·(4~e− 2~f) = 0

OI⊥IBより，dの最小値は

2|
−→
IB| = 2

√
42 + (−2)2 = 4

√
5

�
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8 (1) f(x) =
1

cos3 x
= (cos x)−3より

f ′(x) = −3(cosx)−4(− sin x) = 3 sin x(cosx)−4 =
3 sin x

cos4 x

f ′′(x) = 3 cosx(cosx)−4 + 3 sin x·(−4)(cos x)−5(− sin x)

= 3(cosx)−3 + 12 sin2 x(cosx)−5 =
3(1 + 3 sin2 x)

cos5 x

f(x)の増減，極値，Cの凹凸は，次のようになる．

x (−π
2
) · · · 0 · · · (π

2
)

f ′(x) − 0 +

f ′′(x) + + +

f(x) 1

lim
x→−π

2
+0

f(x) = ∞， lim
x→π

2
−0

f(x) = ∞

よって 極小値 f(0) = 1，変曲点はない．

　

O

y

x

1

π
2

−π
2

(2)

∫ π
3

0

1

cosx
dx =

∫ π
3

0

cos x

cos2 x
dx =

∫ π
3

0

cos x

1− sin2 x
dx

=
1

2

∫ π
3

0

(
cosx

sin x+ 1
− cosx

sin x− 1

)
dx =

1

2

[
log

∣∣∣∣sin x+ 1

sinx− 1

∣∣∣∣ ]π
3

0

=
1

2
log

2 +
√
3

2−
√
3
= log(2 +

√
3)

(3)

∫ π
3

0

1

cosx
dx =

∫ π
3

0

(sinx)′

cos2 x
dx =

[
sinx

cos2 x

]π
3

0

−
∫ π

3

0

sin x·2 sin x
cos3 x

dx

= 2
√
3 + 2

∫ π
3

0

1

cosx
dx− 2

∫ π
2

0

1

cos3 x
dx

よって S =

∫ π
3

0

1

cos3 x
dx =

1

2

∫ π
3

0

1

cos x
dx+

√
3

=
1

2
log(2 +

√
3) +

√
3

�
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9 (1) 5 147

5 29 · · · 2

5 5 · · · 4

1 · · · 0

8 147

8 18 · · · 3

2 · · · 2

よって 147 = 1042(5) = 223(8)

(2) 2桁の五進数 a b (5)の位の順序を逆にした 2桁の八進数 b a (8)が等しいと
仮定すると (a，bは 4以下の自然数)

5a+ b = 8b+ a ゆえに 4a = 7b

上の第 2式は 7の倍数であるが，4aは 7の倍数ではない．

よって，条件をみたす a，bは存在しない．

(3) 3桁の五進数 a b c (5)の位の順序を逆にした 3桁の八進数 c b a (8)が等し
いとき (a, c = 1, 2, 3, 4，b = 0, 1, 2, 3, 4)

52a+ 5b+ c = 82c+ 8b+ a 整理すると 8a = b+ 21c

したがって a− b = 7(3c− a)

上式は 7の倍数であるから，−3 5 a− b 5 4に注意すると

a− b = 0, 3c− a = 0 すなわち a = b = 3c

これを満たす a, b, cの組は a = b = 3, c = 1

よって 331(5) = 133(8) = 91 �
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10 (1) f(x) = x2 − 3x+ 2より f ′(x) = 2x− 3

C上の点 P(t, t2 − 3t+ 2)における接線の方程式は

y − (t2 − 3t+ 2) = (2t− 3)(x− t)

すなわち y = (2t − 3)x − t2 + 2

(2) (1)で求めた接線が点 (2,−1)を通るとき

−1 = (2t− 3)·2− t2 + 2 整理すると t2 − 4t+ 3 = 0

これを解いて t = 1, 3

よって，(1)の結果から{
接点 (1, 0)

接線 y = −x + 1

{
接点 (3, 2)

接線 y = 3x − 7

(3) 右の図から，求める面積 Sは

S =

∫ 2

1

{(x2 − 3x+ 2)− (−x+ 1)}dx

+

∫ 3

2

{(x2 − 3x+ 2)− (−3x+ 7)}dx

=

∫ 2

1

(x− 1)2 dx+

∫ 3

2

(x− 3)2 dx

=

[
1

3
(x− 1)3

]2
1

+

[
1

3
(x− 3)2

]3
2

=
2

3

　

O

y

x3

2

1

1
2

C

(2, 1)

補足 2つの接点 (1, 0)，(3, 2)を通る直線 y = x− 1とC : y = x2 − 3x + 2で
囲まれた部分の面積は 2Sとなる 2．実際∫ 3

1

{x− 1− (x2 − 3x+ 1)} dx = −
∫ 3

1

(x− 1)(x− 3) dx =
4

3

�

2http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai bun 2009.pdf (p.6を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2009.pdf
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8.5 2019年
• 工学部　 1 2 3 4 5 数 I・II・III・A・B (120分)

• 医学部　 3 6 7 8 9 数 I・II・III・A・B (120分)

• 教育文化 (中学数学)学部　 2 5 10 11 数 I・II・III・A・B (90分)

• 教育文化 (中学 [社会，理科，技術，家庭]，初等教育，特別支援，社会システ
ム)学部・農学部　 5 10 12 数 I・II・A・B (90分)

1 次の空欄を適切な数または数式で埋めよ．ただし，log xはxの自然対数を表す．

(1) 関数 f(x) =
x√

4 + 3x2
の導関数は，f ′(x) =

あ

(4 + 3x2)
3
2

である．

(2) 関数f(x) = sin x tanxの導関数は，f ′(x) = い
(
1 +

1

cos2 x

)
である．

(3) 関数 f(x) =
1

x2 + 4x+ 3
の不定積分は，

∫
f(x) dx = う +C である．

ただし，Cは積分定数とする．

(4) 定積分
∫ 1

0

log(x+ 1) dxの値は え である．

(5) 定積分
∫ π

2

0

sin(5x) cos(2x) dxの値は お である．

2 関数 f(x) = xe−
x2

2 および座標平面上の曲線 C : y = f(x)について，次の各問
に答えよ．

(1) 第 1次導関数 f ′(x)，第 2次導関数 f ′′(x)を求めよ．

(2) 関数 f(x)の増減，極値，曲線Cの凹凸，および変曲点を調べて，Cの概

形をかけ．ただし， lim
x→∞

xe−
x2

2 = 0， lim
x→−∞

xe−
x2

2 = 0 が成り立つことは

既知としてよい．

(3) 正の実数 tに対し，曲線C，x軸，および直線 x = tで囲まれた部分の面
積 Sを，tを用いて表せ．
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3 四面体 OABCにおいて，OA = OB = OC = 1，∠AOB = ∠BOC = 60◦，

∠COA = 90◦とし，OBを 3 : 1に内分する点をDとする．~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，

~c =
−→
OC とするとき，次の各問に答えよ．

(1) 内積~a·~b，~b·~c，~c·~aの値を求めよ．

(2) 線分DA，DCの長さを求めよ．

(3) 三角形ACDの面積を求めよ．

(4) 点Oから 3点A，C，Dを含む平面に下ろした垂線の足をHとするとき，−→
OHを，~a，~b，~cを用いて表せ．

4 3つの複素数 α，β，γは |α| = 1，|β| = 4，|γ| = 5，argα =
π

3
，arg β =

4

3
π，

arg γ =
5

3
πを満たすとする．複素数平面上で，α，β，γが表す点をそれぞれ

A，B，Cとするとき，次の各問に答えよ．ただし，iは虚数単位とする．

(1) α，β，γを x+ yi (x, yは実数)の形でそれぞれ表し，複素数平面上に点
A，B，Cを図示せよ．

(2) 線分ABの長さを求めよ．

(3) 三角形ABCの面積を求めよ．

(4) 三角形ABCの外接円の中心を表す複素数を求めよ．

5 aを自然数とする．自然数 nに対し，bn = n(n2 + a)とする．このとき，命題

(∗) すべての自然数 nに対し，bnは 6の倍数である

について，次の各問に答えよ．

(1) a = 5のとき，命題 (∗)が真であることを示せ．

(2) 命題 (∗)が真であるような aの値をすべて求めよ．

6 連立不等式
0 5 x 5 2π · · · 1©
0 5 y 5 2π · · · 2©
cos x cos y + sinx cos y = sin x sin y − cos x sin y + 1 · · · 3©

の表す領域を座標平面上に図示せよ．



926 第 8章 宮崎大学

7 重ねた n枚のカードを上から順に以下の方法を組み合わせて過不足なくすべて
取ることを考える．

A： 1度にちょうど 1枚取る

B： 1度にちょうど 2枚取る

C： 1度にちょうど 3枚取る

重ねた n枚のカードを過不足なくすべて取る場合の数を anとする．

例えば，n = 4のとき，1回目に方法A，2回目に方法A，3回目に方法Bで
4枚を過不足なくすべて取ることをAABと表すことにすれば，4枚のカードを
過不足なくすべて取る仕方は

AAAA, AAB, ABA, BAA, AC, CA, BB

の 7通りである．よって，a4 = 7である．

このとき，次の各問に答えよ．

(1) a1, a2, a3を求めよ．

(2) n = 4のとき，anを，an−1, an−2, an−3を用いて表せ．

(3) a10を求めよ．

(4) 「方法Cを 2回以上続けて用いることはできない」という制約を付け加え
るとき，重ねた 10枚のカードを過不足なくすべて取る場合の数を求めよ．

8 kを定数とする．−2 5 x 5 2で定義される関数 f(x) = k+x+
√
4− x2 につい

て，座標平面上の曲線C : y = f(x)を考える．このとき，次の各問に答えよ．

(1) 曲線Cと x軸が共有点をもつように，kのとりうる値の範囲を求めよ．

(2) 連立不等式 {
−2 5 x 5 2

0 5 y 5 |f(x)|

の表す領域を x軸の周りに 1回転させてできる立体の体積 V を，kを用い
て表せ．

(3) (1)の kの値の範囲で，(2)の体積 V が最小となる kの値と，そのときの
V の値を求めよ．
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9 xについての整式 P (x)は，(x + 1)2で割ると−x + 4余り，(x − 1)2で割ると
2x+ 5余るとする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) P (x)を (x+ 1)(x− 1)で割ったときの余りを求めよ．

(2) P (x)を (x+ 1)(x− 1)2で割ったときの余りを求めよ．

(3) P (x)を (x+ 1)2(x− 1)2で割ったときの余りを求めよ．

10 0から 9までの数字が 1つずつ書かれた 10枚のカード

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

が 1つの袋に入っている．1枚のカードを袋から取り出し，カードに書かれて
いる数字を確認し，元に戻すという試行を 3回行う．

1回目の試行で確認したカードの数字をX，

2回目の試行で確認したカードの数字を Y，

3回目の試行で確認したカードの数字をZ

とする．ただし，どのカードも同じ確率で取り出されるとする．このとき，次
の各問に答えよ．

(1) X + Y + Z = 0となる確率を求めよ．

(2) X = 3かつX + Y + Z = 9となる確率を求めよ．

(3) X + Y + Z = 9となる確率を求めよ．

(4) X + Y + Z = 12となる確率を求めよ．

11 0 5 x 5 2πに対して，y = sin 2x+
√
6(sinx+ cos x)とする．このとき，次の

各問に答えよ．

(1) sinx+ cos xのとりうる値の範囲を求めよ．

(2) t = sin x+ cos xとし，yを，tを用いて表せ．

(3) yの最大値および最小値と，それらを与える xの値をすべて求めよ．
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12 a，b，cを実数とし，a > 0とする．関数 f(x) = x2 + 1，g(x) = −ax2 + bx+ c

に対し，座標平面上の放物線 y = f(x)，y = g(x)をそれぞれ C1，C2とする．
C1上の点P(1, 2)におけるC1 の接線を `とする．C2はPを通り，`はPにお
けるC2の接線でもある．このとき，次の各問に答えよ．

(1) 接線 `の方程式を求めよ．

(2) 放物線C2の頂点の座標を，aを用いて表せ．

(3) 放物線C1，接線 `，および y軸で囲まれる部分の面積を S1とし，放物線
C2，`，およびC2の軸で囲まれる部分の面積を S2とする．S2 = 2S1であ
るとき，aの値を求めよ．
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解答例

1 (1) f(x) =
x√

4 + 3x2
より

f ′(x) =

1·
√
4 + 3x2 − x· 3x√

4 + 3x2

4 + 3x2
=

(4 + 3x2)− 3x2

(4 + 3x2)
3
2

=
4

(4 + 3x2)
3
2

(あ) 4

(2) f(x) = sinx tanxより

f ′(x) = cos x tanx+ sin x· 1

cos2 x
= sin x+

sinx

cos2 x
= sin x

(
1 +

1

cos2 x

)
(い) sinx

(3) f(x) =
1

x2 + 4x+ 3
=

1

2

(
1

x+ 1
− 1

x+ 3

)
より

∫
f(x) dx =

1

2

∫ (
1

x+ 1
− 1

x+ 3

)
dx

=
1

2
{log |x+ 1| − log |x+ 3|}+ C =

1

2
log

∣∣∣∣x+ 1

x+ 3

∣∣∣∣+ C

(う)
1

2
log

∣∣∣∣x + 1

x + 3

∣∣∣∣
(4)

∫ 1

0

log(x+ 1) dx =

∫ 1

0

(x+ 1)′ log(x+ 1) dx

=

[
(x+ 1) log(x+ 1)

]1
0

−
∫ 1

0

(x+ 1)· 1

x+ 1
dx

= 2 log 2− 1

(え) 2 log 2 − 1

(5)

∫ π
2

0

sin 5x cos 2x dx =
1

2

∫ π
2

0

(sin 7x+ sin 3x) dx

=
1

2

[
−1

7
cos 7x− 1

3
cos 3x

]π
2

0

=
5

21

(お)
5

21
�
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2 (1) f(x) = xe−
x2

2 より

f ′(x) = 1·e−
x2

2 + x·(−x)e−
x2

2 = (1 − x2)e−x2

2 ,

f ′′(x) = −2xe−
x2

2 + (1− x2)·(−x)e−
x2

2 = (x3 − 3x)e−x2

2

(2) (1)の結果から

f ′(x) = 0の解は x = ±1， f ′′(x) = 0の解は x = 0, ±
√
3

増減および曲線Cの凹凸は次のようになる．

x · · · −
√
3 · · · −1 · · · 0 · · · 1 · · ·

√
3 · · ·

f ′(x) − − − 0 + + + 0 − − −
f ′′(x) − 0 + + + 0 − − − 0 +

f(x) 変曲点 極小 変曲点 極大 変曲点

極大値 f(1) =
1
√
e
，極小値 f(−1) = −

1
√
e

変曲点 (0, 0), (±
√
3,±

√
3e−3

2 ) (複号同順)

O

y

x1

1√
e

−1 √
3

−
√
3 C

− 1√
e

注意 f ′(α) = 0であっても，x = αの前後で f ′(x)の符号が変わらないとき，
f(α)は極値ではない．同様に，f ′′(β) = 0であって，x = βの前後で f ′′(x)

の符号が変わらないとき，点 (β, f(β))は変曲点ではない．C : y = xe−
x
2

は原点対称であることから，増減表を x = 0の範囲で示して C の概形を
かき，これを元に x 5 0の部分の概形をかくことができるが，Cの原点が
変曲点であること，すなわち，原点の前後で f ′′(x)の符号が変わることに
注意して増減表を示している．

(3) 求める面積 Sは，(2)で求めたグラフに注意して

S =

∫ t

0

xe−
x2

2 dx =

[
−e−

x2

2

]t
0

= 1 − e− t2

2

�
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3 (1) ~a·~b = |~a||~b| cos 60◦ = 1·1·1
2
=

1

2

~b·~c = |~b||~c| cos 60◦ = 1·1·1
2
=

1

2

~c·~a = |~c||~a| cos 90◦ = 1·1·0 = 0

　
O

3

1

A

B

C
D

(2)
−→
OD =

3

4
~bであるから，(1)の結果により

|
−→
DA|2 =

∣∣∣∣~a− 3

4
~b

∣∣∣∣2 = |~a|2 − 3

2
~a·~b+ 9

16
|~b|2 = 12 − 3

2
·1
2
+

9

16
·12 = 13

16
,

|
−→
DC|2 =

∣∣∣∣~c− 3

4
~b

∣∣∣∣2 = |~c|2 − 3

2
~b·~c+ 9

16
|~b|2 = 12 − 3

2
·1
2
+

9

16
·12 = 13

16

よって DA = DC =

√
13

4

(3)
−→
DA·

−→
DC =

(
~a− 3

4
~b

)
·
(
~c− 3

4
~b

)
= ~c·~a− 3

4
~a·~b− 3

4
~b·~c+ 9

16
|~b|2

= 0− 3

4
·1
2
− 3

4
·1
2
+

9

16
·12 = − 3

16

4ACDの面積を Sとすると，上式および (2)の計算により

S =
1

2

√
|
−→
DA|2|

−→
DC|2 − (

−→
DA·

−→
DC)2 =

1

2

√
13

16
·13
16

−
(
− 3

16

)2

=

√
10

8

(4)
−→
OH = x~a+ y~b+ z~cとおくと，Hは平面ACD上の点であるから

−→
OH = x

−→
OA+

4

3
y
−→
OD+ z

−→
OC ゆえに x+

4

3
y + z = 1 · · · 1©

−→
AC⊥

−→
OH，

−→
AD⊥

−→
OHより (~c− ~a)·

−→
OH = 0，

(
3

4
~b− ~a

)
·
−→
OH = 0

上の 2式から ~a·
−→
OH =

3

4
~b·
−→
OH = ~c·

−→
OH

ゆえに ~a·(x~a+ y~b+ z~c) =
3

4
~b·(x~a+ y~b+ z~c) = ~c·(x~a+ y~b+ z~c)

すなわち x+
1

2
y =

3

8
x+

3

4
y +

3

8
z =

1

2
y + z · · · 2©

1©, 2©を解いて x = y = z =
3

10
よって

−→
OH =

3

10
(~a +~b +~c) �
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4 (1) α = |α|(cos π
3
+ i sin π

3
)

= 1
(

1
2
+

√
3
2
i
)
= 1

2
+

√
3

2
i,

β = |β|(cos 4π
3
+ i sin 4π

3
)

= 4
(
−1

2
−

√
3
2
i
)
= −2 − 2

√
3i,

γ = |γ|(cos 5π
3
+ i sin 5π

3
)

= 5
(

1
2
−

√
3
2
i
)
= 5

2
− 5

√
3

2
i

　

O

Im

Re

A(α)

B(β)
C(γ)

(2) arg β− argα =
4

3
π− π

3
= π，|α| = 1，|β| = 4より，β = −4αであるから

AB = |β − α| = | − 4α− α| = | − 5α| = 5|α| = 5

(3) arg γ − arg β =
5

3
π − 4

3
π =

π

3

点Cから直線ABに下ろした垂線の長さは |γ| sin π

3
= 5·

√
3

2
=

5
√
3

2

これと (2)の結果から 4ABC =
1

2
·5·5

√
3

2
=

25
√
3

4

別解 β − α = −5

2
(1 +

√
3i)，γ − α = 2− 3

√
3iより 3

(β − α)(γ − α) = −5

2
(1 +

√
3i)(2 + 3

√
3i)

よって S =
1

2
|Im(β − α)(γ − α)| = 1

2
·5
2
·5
√
3 =

25
√
3

4

(4)
α + β

2
= −3

4
− 3

√
3

4
i，

α + γ

2
=

3

2
−
√
3i

(β − α)i =
5

2
(
√
3− i)，(γ − α)i = 3

√
3 + 2i

線分AB，ACの垂直二等分線の交点であるから (t, uは実数)

−3

4
− 3

√
3

4
i+ t(

√
3− i) =

3

2
−
√
3i+ u(3

√
3 + 2i),

−3

4
+
√
3t+

(
−3

√
3

4
− t

)
i =

3

2
+ 3

√
3u+ (−

√
3 + 2u)i

上の第 2式から t =
9
√
3

20
, u = −

√
3

10
よって第 1式により

3

5
−

6
√
3

5
i

�
3http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki 2017.pdf 4 を参照

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2017.pdf
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5 (1) a = 5のとき bn = n(n2 + 5) = n(n2 − 1) + 6n

= (n− 1)n(n+ 1) + 6n

連続する3整数の積は6の倍数であるから，上式より，命題 (∗)は真である．

(2) bn = n(n2 + a) = n(n2 − 1 + a+ 1) = (n− 1)n(n+ 1) + (a+ 1)n

a, nは自然数であるから

bn = (n− 1)n(n+ 1) + (a+ 1)n ≡ (a+ 1)n (mod 6)

すべての自然数 nに対して，bn ≡ 0 (mod 6)のとき，上式から

a+ 1 ≡ 0 (mod 6)

aは自然数であることに注意して

a+ 1 = 6k よって a = 6k − 1 (kは自然数)

�

6 3©より (sinx cos y + cos x sin y) + (cos x cos y − sinx sin y) = 1

sin(x+ y) + cos(x+ y) = 1 ゆえに sin
(
x+ y +

π

4

)
= 1√

2
· · · (∗)

1©， 2©より π

4
5 x+ y +

π

4
5 π

4
+ 4π

この範囲において，(∗)を解くと

π

4
5 x+ y +

π

4
5 3

4
π

π

4
+ 2π 5 x+ y +

π

4
5 3

4
π + 2π

π

4
+ 4π = x+ y +

π

4

1©， 2©，上の不等式より，求める領域は

(∗∗)



0 5 x 5 2π

0 5 y 5 2π

0 5 x+ y 5 π

2

2π 5 x+ y 5 π

2
+ 2π

x = y = 2π

　

O

y

xπ
2

2π

2π

π
2

(∗∗)の表す領域は，図の斜線部分および点 (2π, 2π)で，境界線を含む． �
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7 (1) a1 = 1, a2 = 2, a3 = 4
A A A

B

A A A

A B

B A

C

(2) (i) 1回目が方法Aのとき，残り n− 1枚をすべて取る an−1通り．

(ii) 1回目が方法Bのとき，残り n− 2枚をすべて取る an−2通り．

(iii) 1回目が方法Cのとき，残り n− 3枚をすべて取る an−3通り．

したがって，(i)～(iii)より an = an−1 + an−2 + an−3

(3) (1)，(2)の結果から

a4 = a3 + a2 + a1 = 4 + 2 + 1 = 7

a5 = a4 + a3 + a2 = 7 + 4 + 2 = 13

a6 = a5 + a4 + a3 = 13 + 7 + 4 = 24

a7 = a6 + a5 + a4 = 24 + 13 + 7 = 44

a8 = a7 + a6 + a5 = 44 + 24 + 13 = 81

a9 = a8 + a7 + a6 = 81 + 44 + 24 = 149

a10 = a9 + a8 + a7 = 149 + 81 + 44 = 274

(4) 方法Aと方法Bだけで重ねた n枚のカードを過不足なくすべて取る場合
の数を bnとすると

b1 = 1, b2 = 2, bn = bn−1 + bn−2 (n = 3) ゆえに b3 = 3, b4 = 5

(i) 方法Cを 2回だけ，それを続けて用いる場合の数は

b4 + b1b3 + b2b2 + b3b1 + b4 = 5 + 1·3 + 2·2 + 3·1 + 5 = 20 通り

CCb4，b1CCb3，b2CCb2，b3CCb1，b4CC

(ii) 方法Cを 3回，それを 2回以上続けて用いる場合は，次の 4通り．

CCCA, CCAC, CACC, ACCC

よって，求める場合の数は 274− (20 + 4) = 250 (通り) �
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8 (1) f(x) = k + x+
√
4− x2 (−2 5 x 5 2)より f ′(x) = 1− x√

4− x2

f ′(x) = 0とすると x =
√
4− x2 これを解いて x =

√
2

x −2 · · ·
√
2 · · · 2

f ′(x) + 0 −
f(x) k − 2 ↗ k + 2

√
2 ↘ k + 2

ゆえに，最大値 f(
√
2) = k + 2

√
2，最小値 f(−2) = k − 2

曲線C : y = f(x)と x軸が共有点をもつとき

k − 2 5 0 5 k + 2
√
2 よって −2

√
2 5 k 5 2

別解 ` : y = x+ k，S : y = −
√
4− x2とおくと

C : y = f(x)と x軸が共有点をもつ．
⇐⇒ f(x) = 0が解をもつ．
⇐⇒ x+ k = −

√
4− x2が解をもつ．

⇐⇒ `と Sが共有点をもつ．
⇐⇒ −2

√
2 5 k 5 2

　

O

y

x
k

2

−2
√
2

2−2

`

S

√
2

−
√
2

(2) 求める立体の体積 V は

V

π
=

∫ 2

−2

(k + x+
√
4− x2)2 dx

=

∫ 2

−2

{(k2 + 2kx+ x2) + 2(k + x)
√
4− x2 + (4− x2)} dx

=

∫ 2

−2

{(k2 + 4 + 2k
√
4− x2) + 2kx+ 2x

√
4− x2} dx

= 2

∫ 2

0

(k2 + 4) dx+ 4k

∫ 2

0

√
4− x2 dx

= 2

[
(k2 + 4)x

]2
0

+ 4k·π·2
2

4
= 4(k2 + kπ + 4)

よって V = 4π(k2 + kπ + 4)

(3) (2)の結果から V = 4π
(
k +

π

2

)2
+ π(16− π2)

k = −π

2
は (1)で求めた値の範囲にある．

よって，V は，k = −
π

2
のとき，最小値π(16 − π2)をとる． �
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9 (1) P (x)を (x+ 1)2，(x− 1)2で割ったときの商をそれぞれQ1(x)，Q2(x)と
すると，条件から

(∗)

{
P (x) = (x+ 1)2Q1(x)− x+ 4

P (x) = (x− 1)2Q2(x) + 2x+ 5

P (x)を (x+1)(x−1)で割ったときの商をQ3(x)，余りをmx+nとおくと

P (x) = (x+ 1)(x− 1)Q3(x) +mx+ n

上式に x = −1, 1を代入すると P (−1) = −m+ n，P (1) = m+ n

(∗)から，P (−1) = 5，P (1) = 7であるから

−m+ n = 5, m+ n = 7 これを解いて m = 1, n = 6

よって，求める余りは x + 6

(2) P (x)を (x−1)2で割った余りが 2x+5であるから，P (x)を (x+1)(x−1)2

で割った商をQ4(x)，余りを p(x− 1)2 + 2x+ 5とおくと

P (x) = (x+ 1)(x− 1)2Q4(x) + p(x− 1)2 + 2x+ 5

= (x+ 1)(x− 1){(x− 1)Q4(x) + p}+ (−2p+ 2)x+ (2p+ 5)

上の第 2式と (1)の結果から −2p+ 2 = 1，2p+ 5 = 6 ゆえに p =
1

2

よって，求める余りは
1

2
(x− 1)2 + 2x+ 5 =

1

2
x2 + x +

11

2

別解 P (−1) = 5を上の第 1式に代入すると 4p+ 3 = 5 ゆえに p =
1

2
(3) (2)の結果から，P (x)を (x+ 1)2(x− 1)2で割った商をQ5(x)，

余りを q(x+ 1)(x− 1)2 +
1

2
x2 + x+

11

2
とおくと

P (x) = (x+ 1)2(x− 1)2Q5(x) + q(x+ 1)(x− 1)2 +
1

2
x2 + x+

11

2

= (x+ 1)2(x− 1)2Q5(x) + q(x+ 1){(x+ 1)(x− 3) + 4}+ 1

2
(x+ 1)2 + 5

= (x+ 1)2
{
(x− 1)2Q5(x) + q(x− 3) +

1

2

}
+ 4qx+ 4q + 5

P (x)を (x+ 1)2で割った余りが−x+ 4であるから

4q = −1, 4q + 5 = 4 ゆえに q = −1

4

よって，求める余りは

−1

4
(x+ 1)(x− 1)2 +

1

2
x2 + x+

11

2
= −

1

4
x3 +

3

4
x2 +

5

4
x +

21

4
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別解 (∗)の第 1式を微分すると

P ′(x) = 2(x+ 1)Q1(x) + (x+ 1)2Q′
1(x)− 1 ゆえに P ′(−1) = −1

前ページで示した等式

P (x) = (x+ 1)2(x− 1)2Q5(x) + q(x+ 1)(x− 1)2 +
1

2
x2 + x+

11

2

を微分すると

P ′(x) = {(x+ 1)2(x− 1)2Q5(x)}′

+ q{(x− 1)2 + 2(x+ 1)(x− 1)}+ x+ 1

ゆえに P ′(−1) = 4q よって p = −1

4

解説 (∗)より P (−1) = 5，P (1) = 7，P ′(−1) = −1，P ′(1) = 2

P (x)を (x+1)2(x−1)2で割ったときの商をQ(x)，余りをax3+bx2+cx+d

とすると

P (x) = (x+ 1)2(x− 1)2Q(x) + ax3 + bx2 + cx+ d

P ′(x) = {(x+ 1)2(x− 1)2Q(x)}′ + 3ax2 + 2bx+ c

上の 2式に x = −1, 1を代入して

− a+ b− c+ d = 5, a+ b+ c+ d = 7

3a− 2b+ c = −1, 3a+ 2b+ c = 2

これを解いて a = −1

4
, b =

3

4
, c =

5

4
, d =

21

4

P (x) = (x+ 1)2(x− 1)2Q(x)− 1

4
x3 +

3

4
x2 +

5

4
x+

21

4

ここで，R(x) = −1

4
x3 +

3

4
x2 +

5

4
x+

21

4
とおく．

R(x)をそれぞれ (x+ 1)(x− 1)，(x+ 1)(x− 1)2で割ることにより

R(x) = (x+ 1)(x− 1)

(
−1

4
x+

3

4

)
+ x+ 6,

R(x) = (x+ 1)(x− 1)2·
(
−1

4

)
+

1

2
x2 + x+

11

2

よって，P (x)を (x+1)(x−1)，(x+1)(x−1)2で割った余りは，それぞれ

x+ 6,
1

2
x2 + x+

11

2

�
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10 (1) X + Y + Z = 0のとき，X = Y = Z = 0より
(

1

10

)3

=
1

1000

(2) X = 3かつX + Y + Z = 9のとき，Y + Z = 6より，次の 7通り

Y 0 1 2 3 4 5 6

Z 6 5 4 3 2 1 0

よって，求める確率は
(

1

10

)3

× 7 =
7

1000

(3) X + Y + Z = 9より

X = kのとき (k = 0, 1, · · · , 9)，次の 10− k 通り

Y 0 1 · · · 8− k 9− k

Z 9− k 8− k · · · 1 0

よって，求める確率は(
1

10

)3 9∑
k=0

(10− k) =
1

1000

10∑
k=1

k =
55

1000
=

11

200

(4) X + Y + Z = 12より

(i) X = kのとき (k = 0, 1, 2)，次の 7 + k通り

Y 3− k · · · 9

Z 9 · · · 3− k

(ii) X = kのとき (k = 3, 4, · · · , 9)，次の 13− k 通り

Y 0 · · · 12− k

Z 12− k · · · 0

(i)と (ii)の場合の総数は

2∑
k=0

(7 + k) +
9∑

k=3

(13− k) =
1

2
·3(7 + 9) +

1

2
·7(10 + 4) = 73

よって，求める確率は
(

1

10

)3

× 73 =
73

1000
�



8.5. 2019年 939

11 (1) sinx+ cos x =
√
2 sin

(
x+

π

4

)
(0 5 x 5 2π)より

−
√
2 5 sinx + cosx 5

√
2

(2) t = sin x+ cos xより

t2 = 1 + 2 sin x cos x = 1 + sin 2x ゆえに sin 2x = t2 − 1

よって y = (t2 − 1) +
√
6t = t2 +

√
6t − 1

(3) (1)，(2)の結果から y =

(
t+

√
6

2

)2

− 5

2
(−

√
2 5 t 5

√
2)

t =
√
2のとき，最大値 1 + 2

√
3をとり，

t = −
√
6

2
のとき，最小値−5

2
をとる．

t =
√
2のとき，

√
2 sin

(
x+

π

4

)
=

√
2より

sin
(
x+

π

4

)
= 1 これを解いて x =

π

4

t = −
√
6

2
のとき，

√
2 sin

(
x+

π

4

)
= −

√
6

2
より

sin
(
x+

π

4

)
= −

√
3

2
これを解いて x =

13

12
π,

17

12
π

よって x =
π

4
のとき 最大値 1 + 2

√
3,

x =
13

12
π,

17

12
πのとき 最小値−

5

2
�
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12 (1) f(x) = x2 + 1を微分すると f ′(x) = 2x

f ′(1) = 2より，C上の点P(1, 2) における接線
`の方程式は

y − 2 = 2(x− 1) すなわち y = 2x

　

O

y

x

1

C1

C2

`

P

S2

S1

1 a+1
a

(2) g(x) = −ax2 + bx+ cより，g′(x) = −2ax+ b

条件から，g(1) = 2，g′(1) = 2であるから

−a+ b+ c = 2, −2a+ b = 2 ゆえに b = 2a+ 2, c = −a

したがって，C2の方程式は

y = −ax2 + (2a+ 2)x− a = −a

(
x− a+ 1

a

)2

+
2a+ 1

a

よって，C2の頂点の座標は
(
a + 1

a
,
2a + 1

a

)
(3) (1)，(2)の結果から

S1 =

∫ 1

0

{(x2 + 1)− 2x} dx =

∫ 1

0

(x− 1)2 dx =

[
1

3
(x− 1)3

]1
0

=
1

3
,

S2 =

∫ a+1
a

1

{
2x− (−ax2 + (2a+ 2)x− a)

}
dx

= a

∫ a+1
a

1

(x− 1)2 dx = a

[
1

3
(x− 1)3

]a+1
a

1

=
1

3a2

S2 = 2S1より，
1

3a2
= 2·1

3
であるから a2 =

1

2

よって，a > 0に注意して a =
1
√
2

�
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8.6 2020年
• 工学部　 1 2 3 4 5 数 I・II・III・A・B (120分)

• 医学部　 6 7 8 9 10 数 I・II・III・A・B (120分)

• 教育文化 (中学数学)学部　 1 4 8 11 数 I・II・III・A・B (90分)

• 教育文化 (中学 [社会，理科，技術，家庭]，初等教育，特別支援，社会システ
ム)学部・農学部　 3 11 12 数 I・II・A・B (90分)

1 次の空欄を適切な数または数式で埋めよ．ただし，log xはxの自然対数を表す．

(1) 関数 f(x) =
ex − e−x

ex + e−x
の導関数は，f ′(x) =

あ

(ex + e−x)2
である．

(2) 関数 f(x) = log
√
x2 + 1の導関数は，f ′(x) =

い

x2 + 1
である．

(3) xの関数 yが，tを媒介変数として，{
x = t− sin t

y = 1− cos t

で表されているとき，導関数
dy

dx
を tの関数として表すと，

dy

dx
= う

である．

(4) 関数 f(x) =
x

√
x+ 2−

√
2
の不定積分は，

∫
f(x) dx = え +Cであ

る．ただし，Cは積分定数とする．

(5) 定積分
∫ 1

0

1√
2− x2

dxの値は お である．

(6) 定積分
∫ π

2

−π
2

(3x+ 2) sin x dxの値は か である．
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2 関数 f(x) =
x3

(x− 1)2
(x > 1)および座標平面上の曲線C : y = f(x)について，

次の各問に答えよ．

(1) 次の空欄を適切な数または数式で埋めよ．

f(x)の導関数は f ′(x) =
あ

(x− 1)3
であり，第 2次導関数は

f ′′(x) =
い

(x− 1)4
である．また， lim

x→∞
{f(x)− x} = う である．

x → ∞のとき，曲線Cは直線 y = え に限りなく近づく．

(2) 関数 f(x)の増減，極値，曲線Cの凹凸，変曲点，および漸近線を調べて，
曲線Cの概形をかけ．

(3) 曲線 C と x軸および 2直線 x = 2，x = 3で囲まれた部分の面積 Sを求
めよ．

3 右図の平行六面体 OABC-DEFGにおいて，辺
BCの中点をP，線分APの中点をQ，線分FQの
中点をRとし，直線ORが 3点A，C，Gを通る
平面と交わる点を Sとする．~a =

−→
OA，~c =

−→
OC，

~d =
−→
ODとするとき，次の各問に答えよ．

(1)
−→
OP，

−→
OQ，

−→
ORのそれぞれを，~a，~c，~dを用

いて表せ．

(2) 2つの線分OSと SRの比OS : SRを求めよ．

　O

A
B

C

D

E F

G

4 次の各問に答えよ．

(1) 数学的帰納法を用いて，自然数 nに対する次の等式を証明せよ．

n∑
k=1

k2 =
1

6
n(n+ 1)(2n+ 1)

(2) 自然数の列を，次のような群に分ける．ただし，第 n群には n個の数が入
るものとする．

1 | 2, 3 | 4, 5, 6 | · · ·
第 1群 第 2群 第 3群

第 n群の最初の数を anとするとき，
n∑

k=1

akを，nを用いて表せ．
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5 nを 3以上の自然数とする．1から nまでの背番号が 1つずつ付けられた n人
の大人と 1から nまでの背番号が 1つずつ付けられた n人の子どもがいる．

例えば，n = 3の場合には，

背番号が 1である大人と子どもが 1人ずつ，

背番号が 2である大人と子どもが 1人ずつ，

背番号が 3である大人と子どもが 1人ずつ

いる．

この 2n人が次の (A)と (B)の両方を満たすように手をつないで輪をつくる．

(A) 大人と子どもが交互に並ぶ

(B) 背番号が等しい人どうしは手をつながない

このような並び方の総数を T (n)で表すとき，次の各問に答えよ．

(1) T (3)を求めよ．

(2) T (4)を求めよ．

(3) T (5)を求めよ．

6 鋭角三角形OABにおける∠Oの二等分線と辺ABとの交点をD，Aから辺OB

に下ろした垂線の足をE，線分ODと線分AEとの交点をHとする．OA = x，
OB = 1，∠AOB = θとし，~a =

−→
OA，~b =

−→
OBとするとき，

−→
OH = s~a+ t~b

となるような s，tのそれぞれを，x，θを用いて表せ．

7 s，tを正の実数とする．iは虚数単位とする．
複素数平面上で，複素数 1の表す点をPとし，
α = s+ tiの表す点をAとする．原点Oを中
心として点Aを

π

2
だけ回転した点をBとし，

点 Pを中心として点 Bを −π

2
だけ回転した

点をCとする．2点B，Cの表す複素数をそ
れぞれ β，γとするとき，次の各問に答えよ．

　

O

y

x
実軸

虚
軸

π
2

A

B

(1) β，γのそれぞれを，αを用いて表せ．

(2) 点Cが直線 PA上にあるとき，αを，sを用いて表せ．

(3) 4ACBの外接円の中心を表す複素数をwとする．点Cが直線 PA上にあ
るとき，wを，sを用いて表せ．
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8 4ABCにおける∠Aの二等分線と辺 BCとの交点をDとし，AからDへのば
した半直線と4ABCの外接円との交点をEとする．∠BADの大きさを θとし，

BE = 3，cos 2θ =
2

3
とする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) 線分BCの長さを求めよ．

(2) 4BECの面積を求めよ．

(3) AD : DE = 4 : 1のとき，線分AB，ACの長さを求めよ．ただし，AB > AC

とする．

9 原点をOとする座標平面上に 2つの曲線

C1 :
x2

9
+ y2 = 1 (y = 0), C2 :

x2

6
− y2

2
= 1 (x > 0)

がある．C1と y軸との交点をE，C2と x軸との交点をFとする．また，C1と
C2は 1点で交わる．その交点をGとする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) 点Gの座標を求めよ．

(2) 関数 f(x) = x
√
x2 − 6 − 6 log |x +

√
x2 − 6|の導関数を求めよ．ただし，

log xは xの自然対数を表す．

(3) 2つの曲線C1，C2および 2つの線分OE，OFで囲まれた部分の面積 Sを
求めよ．

10 AとBは右図のような格子状の道を以下のように移動するゲームを行う．

• AとBは，このゲームにおいて aから iまで

a b c

d e
f

g h i

の 9つの点のいずれかにいる．
• 最初Aは点 aに，またBは点 iにいる．
• AとBは同時に出発し，1秒後に隣の点へ
移動する．

• 1回目の移動では，AとBのそれぞれは隣の点

へ確率
1

2
で移動する．

• 2回目以降の移動では，AとBのそれぞれは 1秒前に自分がいた点以外の
点へ等しい確率で移動する．ただし，移動できる点が 1つの場合には，そ
の点へ確率 1で移動する．

• AとBがはち合せする (すなわち，AとBが同時に同じ点に到達する)と，
このゲームは終了する．

例えば，Aが出発から 1秒後に点 bに，2秒後に点 eにいて，Bが出発から 1秒
後に点 f に，2秒後に点 eにいたら，出発から 2秒後にAとBは点 eではち合
せし，ゲームは終了する．出発から 4秒以内でゲームが終了する確率を求めよ．



8.6. 2020年 945

11 整式 P (x) = x3 + 15x2 + 71x+ 105について，次の各問に答えよ．

(1) P (x)を因数分解せよ．

(2) 以下のような自然数 kのうち，最も大きいものを求めよ．

kは，すべての正の奇数 aについて次の条件 (∗)を満たす．

(∗) P (a)は kの倍数である．

12 kを定数とする．座標平面上に 2つの放物線 C1 : y = −x2 + 3x + 5，C2 : y =

2x2 +3x+ kがある．C1とC2の交点は 2つあり，それらの x座標をα，βとす
る．ただし，α < 1 < βとする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) kを，βを用いて表せ．

(2) kのとりうる値の範囲を求めよ．

(3) 区間 1 5 x 5 βにおいて，放物線C1，C2および直線 x = 1 で囲まれた部
分の面積 Sを，βを用いて表せ．

(4) (3)の面積 Sが 5となるような kの値を求めよ．
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解答例

1 (1) f(x) =
ex − e−x

ex + e−x
より

f ′(x) =
(ex − e−x)′(ex + e−x)− (ex − e−x)(ex + e−x)′

(ex + e−x)2

=
(ex + e−x)2 − (ex − e−x)2

(ex + e−x)2
=

4

(ex + e−x)2

(あ) 4

(2) f(x) = log
√
x2 + 1 =

1

2
log(x2 + 1)より

f ′(x) =
1

2
·(x

2 + 1)′

x2 + 1
=

x

x2 + 1

(い) x

(3)

{
x = t− sin t

y = 1− cos t
ゆえに

dy

dx
=

dy

dt
· dt
dx

=

dy
dt
dx
dt

=
sin t

1− cos t

(う)
sin t

1 − cos t

(4) f(x) =
x

√
x+ 2−

√
2
=

x(
√
x+ 2 +

√
2)

(
√
x+ 2 +

√
2)(

√
x+ 2−

√
2)

=
√
x+ 2 +

√
2

よって
∫

f(x) dx =

∫
(
√
x+ 2 +

√
2) dx =

2

3
(x+ 2)

3
2 +

√
2x+ C

(え)
2

3
(x + 2)

3
2 +

√
2x

(5)

∫ 1

0

1√
2− x2

dxについて，x =
√
2 sin θとおくと

x 0 −→ 1

θ 0 −→ π
4

√
2− x2 =

√
2 cos θ,

dx

dθ
=

√
2 cos θ

よって
∫ 1

0

1√
2− x2

dx =

∫ π
4

0

1√
2 cos θ

·
√
2 cos θ dθ =

∫ π
4

0

dθ =
π

4

(お)
π

4

(6)

∫ π
2

−π
2

(3x+ 2) sin x dx =

[
−(3x+ 2) cos x+ 3 sinx

]π
2

−π
2

= 6

(か) 6 �



8.6. 2020年 947

2 (1) x3 = {(x− 1) + 1}3 = (x− 1)3 + 3(x− 1)2 + 3(x− 1) + 1より

f(x) =
x3

(x− 1)2
= (x− 1) + 3 +

3

x− 1
+

1

(x− 1)2

f ′(x) = 1− 3

(x− 1)2
− 2

(x− 1)3
=

x2(x− 3)

(x− 1)3

f ′′(x) =
6

(x− 1)3
+

6

(x− 1)4
=

6x

(x− 1)4

上の第 1式から

lim
x→∞

{f(x)− x} = lim
x→∞

{
2 +

3

x− 1
+

1

(x− 1)2

}
= 2

したがって lim
x→∞

{f(x)− (x+ 2)} = 0 · · · 1©

よって，曲線C : y = f(x)は直線 y = x+ 2に限りなく近づく．

(あ) x2(x − 3) (い) 6x (う) 2 (え) x + 2

(2) 関数 f(x)の x > 1における増減表は

x (1) · · · 3 · · ·
f ′(x) − 0 +

f ′′(x) + + +

f(x) 27
4

増減表より，極小値 f(3) =
27

4

　

O

y

x
1
3

27
4

2
−2

変曲点はない．また， lim
x→1+0

f(x) = ∞ および 1©より，y = f(x) (x > 1)

のグラフは右の図のようになる．

(3) 求める面積 Sは

S =

∫ 3

2

f(x) dx =

∫ 3

2

{
(x− 1) + 3 +

3

x− 1
+

1

(x− 1)2

}
dx

=

∫ 3

2

{
x+ 2 +

3

x− 1
+

1

(x− 1)2

}
dx

=

[
1

2
x2 + 2x+ 3 log(x− 1)− 1

x− 1

]3
2

= 5 + 3 log 2

�
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3 (1) ~a =
−→
OA，~c =

−→
OC，~d =

−→
ODより

−→
OB = ~a+~c,

−→
OF = ~a+~c+ ~d

したがって

−→
OP =

−→
OB+

−→
OC

2
=

(~a+~c) +~c

2
=

1

2
~a +~c,

　O

A
B

C

D

E F

G

PQ

R

−→
OQ =

−→
OA+

−→
OP

2
=

1

2

{
~a+

(
1

2
~a+~c

)}
=

3

4
~a +

1

2
~c,

−→
OR =

−→
OF +

−→
OQ

2
=

1

2

{
(~a+~c+ ~d) +

(
3

4
~a+

1

2
~c

)}
=

7

8
~a +

3

4
~c +

1

2
~d

(2) ~g =
−→
OGとおくと，~g = ~c+ ~dより，~d = ~g −~cを (1)の結果に代入すると

−→
OR =

7

8
~a+

3

4
~c+

1

2
(~g −~c) =

7

8
~a+

1

4
~c+

1

2
~g

=
7~a+ 2~c+ 4~g

8
=

13

8
·7
~a+ 2~c+ 4~g

13

直線ORと平面ACGの交点 Sの位置ベクトルは

−→
OS =

7~a+ 2~c+ 4~g

13

したがって
−→
OR =

13

8

−→
OS よって OS : SR = 8 : 5 �
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4 (1)
n∑

k=1

k2 =
1

6
n(n+ 1)(2n+ 1) · · · (A)

［1］n = 1 のとき

左辺 = 12 = 1, 右辺 =
1

6
·1·(1 + 1)(2·1 + 1) = 1

よって，n = 1 のとき，(A)が成り立つ．

［2］n = j のとき (A)が成り立つ，すなわち

j∑
k=1

k2 =
1

6
j(j + 1)(2j + 1)

であると仮定すると，n = j + 1 のときの (A)の左辺は

j+1∑
k=1

k2 =

j∑
k=1

k2 + (j + 1)2 =
1

6
j(j + 1)(2j + 1) + (j + 1)2

=
1

6
(j + 1)(j + 2)(2j + 3)

=
1

6
(j + 1){(j + 1) + 1}{2(j + 1) + 1}

これは，n = j + 1のときの (A)の右辺に等しい．
よって，n = j + 1 のときも (A)が成り立つ．

［1］,［2］から，すべての自然数 nについて (A)が成り立つ．

(2) n = 2のとき

an =
n−1∑
k=1

k + 1 =
1

2
n(n− 1) + 1 =

1

2
n2 − 1

2
n+ 1 · · · (∗)

a1 = 1であるから，n = 1について，(∗)が成立する．よって

n∑
k=1

ak =
n∑

k=1

(
1

2
k2 − 1

2
k + 1

)
=

1

2
·1
6
n(n+ 1)(2n+ 1)− 1

2
·1
2
n(n+ 1) + n

=
1

6
n(n2 + 5)

�
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5 (1) 大人 3人 ( 1©, 2©, 3©)を先に配置し，条件 (A),(B)を
満たすように子ども 3人 (1,2,3)を配置する．まず
大人 3人の並び方は 2!通りあり，そのときの大人
の並び方に対し，子ども 3人の並び方は 1通りで
あるから

T (3) = 2!× 1 = 2

　 1©

2© 3©
1

23

(2) 大人 4人 ( 1©, 2©, 3©, 4©)を先に配置し，条件 (A),(B)

を満たすように子ども4人 (1,2,3,4)を配置する．ま
ず大人 4人の並び方は 3!通りあり，そのときの大
人の並び方に対し，子ども 4人の並び方は 2通り
であるから

T (4) = 3!× 2 = 12

　 1©

2©

3©

{3, 4}
4©

{1, 4} {1, 2}

{2, 3}

補足 例えば， 1© 2©の間を 3とすれば，「 4© 1©の間は 2→ 3© 4©の間は 1→ 2© 3©の
間は 4」の 1通りが決定する．

(3) 大人 5人 ( 1©, 2©, 3©, 4©, 5©)を先に配置し，条件 (A),(B)を満たすように子
ども 5人 (1,2,3,4,5)を配置する．ここでは同じ番号の大人と子どもを親子
とよぶことにする．まず大人 5人の並び方は 4!通りあり，大人が反時計周
りに 1©～ 5©の順に並んでいるものを考える．このときの大人の並び方に
対し，親子が正面 (真正面)に向き合う組の個数について場合分けを行う．

(i) 親子 5組が正面に向き合うとき 1 (通り)

(ii) 親子 3組が正面に向き合うとき，{123, 234, 345, 451, 512}の親子が
正面に向き合うときの 5通り．

(iii) 親子 1組が正面に向き合うとき 1× 5 = 5 (通り)

(iv) 親子 0組が正面に向き合うとき 2 (通り)

1©

2©

3© 4©

5©

1

2

3

4

5
1©

2©

3© 4©

5©

1

3

2

4

5
1©

2©

3© 4©

5©

{2, 5}

{1, 3}

{2, 4}

{1, 4}

{3, 5}

3組が正面 0組が正面1組が正面

また，親子 5組，親子 3組が正面に向き合っている中の 1組だけをそれぞ
れ解消し，親子 4組，親子 2組が正面に向き合わせることはできない．

よって T (5) = 4!× (1 + 5 + 5 + 2) = 24× 13 = 312 �
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6 線分ODは∠Oの二等分線であるから

AD : DB = OA : OB = x : 1

したがって
−→
OD =

~a+ x~b

x+ 1
· · · (∗)

OE = x cos θより
−→
OE = (x cos θ)~b

　

O

A(~a)

B(~b)E

D

H

1

x

θ

x

1

~a =
−→
OA，x~b =

1

cos θ

−→
OEを (∗)に代入すると

−→
OD =

1

x+ 1

(−→
OA+

1

cos θ

−→
OE

)
=

1 + cos θ

(x+ 1) cos θ
·(cos θ)

−→
OA+

−→
OE

1 + cos θ

Hは線分AE上の点であることに注目して

−→
OH =

(cos θ)
−→
OA+

−→
OE

1 + cos θ
=

(cos θ)~a+ (x cos θ)~b

1 + cos θ

=
cos θ

1 + cos θ
~a+

x cos θ

1 + cos θ
~b

よって s =
cos θ

1 + cos θ
, t =

x cos θ

1 + cos θ

別解 4OBDおよび直線AEについて，メネラウスの定理を適用すると

OH

HD
·DA
AB

·BE
EO

= 1 ゆえに
OH

HD
· x

1 + x
·1− x cos θ

x cos θ
= 1

したがって OH : HD = (1 + x) cos θ : 1− x cos θ

これから OH : OD = (1 + x) cos θ : 1 + cos θ

−→
OH =

OH

OD

−→
ODであるから，(∗)より

−→
OH =

(1 + x) cos θ

1 + cos θ
·
~a+ x~b

x+ 1

=
cos θ

1 + cos θ
~a+

x cos θ

1 + cos θ
~b

よって s =
cos θ

1 + cos θ
, t =

x cos θ

1 + cos θ
�
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7 (1) 点B(β)は点A(α)を原点を中心に
π

2
だけ回転させたものであるから

β = α
(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)
= αi

点C(γ)は点P(1)を中心に点B(αi)を−π

2
だけ回転させたものであるから

γ − 1

αi− 1
= cos

(
−π

2

)
+ i sin

(
−π

2

)
= −i

よって γ = 1− i(αi− 1) = 1 + α + i

(2) α = s+ ti (s, tは正の実数)であるから α 6= 1

C(γ)が直線 PA上にあるとき，次の値は実数である．

γ − 1

α− 1
=

(1 + α + i)− 1

α− 1
=

(α + i)(α− 1)

(α− 1)(α− 1)

=
|α|2 − α + αi− i

|α− 1|2

このとき −α+ αi− i = −(s+ ti) + (s− ti)i− i

= (−s+ t) + (s− t− 1)i · · · 1©

上の 2式から， 1©は実数であるから

s− t− 1 = 0 ゆえに t = s− 1 よって α = s + (s − 1)i

(3) (1)の結果から，α = s+ (s− 1)iより

β = αi = {s+ (s− 1)i}i = 1− s+ si,

γ = 1 + α + i = 1 + {s+ (s− 1)i}+ i

= s+ 1 + si

線分BCの中点をNとすると N(1 + si)

γ − β = 2sより，BCは x軸と平行である．

　

O P

B

A

C

D

y

x

E
N

線分ACの中点を Eとすると E

(
s+

1

2
+

(
s− 1

2

)
i

)
γ − α = 1 + iより，ACの偏角は

π

4
4PDEは直角二等辺三角形であるから，Dは Pの実部に等しく，Eの虚
部の 2倍に等しい．よって D(1 + (2s − 1)i)
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別解 ∠AOB = ∠APB =
π

2
より，2点O，Pは

ABを直径の両端する円 S上にある．Sの
中心をMとし，直線OMと Sの交点でO

でない点を Rとする．円周角の定理によ
り，∠AOP = ∠ABP = θとし，直線 OP

の Oに関して Pと反対側に点 Qをとる．
4OAB，4PCBは直角二等辺三角形であ
るから

　

O P

B

A

C

Q

R(D)

M
N

S

∠BOQ = π − (∠AOB+ ∠AOP)

= π −
(π
2
+ θ
)
=

π

2
− θ,

∠OBC = ∠ABO+ ∠CBP− ∠ABP

=
π

4
+

π

4
− θ =

π

2
− θ

上の 2式から OP//BC， ORは Sの直径であるから ∠OPR =
π

2

PRとBCの交点をNとすると PN⊥BC

ゆえに 4PNB ≡ 4PNC また 4OMA ≡ 4OMB

したがって，直線ORは線分ABの垂直二等分線，直線PRは線分BCの
垂直二等分線である．これから，点Rは4ABCの外心，すなわち，求め

る点Dである．M

(
α + β

2

)
であるから，D(α + β)．

α = s+ (s− 1)i，β = 1− s+ siより

D(1 + (2s − 1)i)

�
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8 (1) cos 2θ =
2

3
> 0より，0 < 2θ <

π

2
に注意して

cos 2θ = 2 cos2 θ − 1 =
2

3
ゆえに cos θ =

√
5

6
，sin θ =

1√
6

sin2 2θ = 1− cos2 2θ = 1−
(
2

3

)2

ゆえに sin 2θ =

√
5

3

4ABCの外接円の半径を Rとし，4ABC，
4ABEに正弦定理を適用すると

BC

sin 2θ
= 2R,

BE

sin θ
= 2R

上の 2式から

BC

sin 2θ
=

BE

sin θ

　 A

B CD

E

3

4

1

bc

θ

したがって BC =
BE sin 2θ

sin θ
= 2BE cos θ = 2·3·

√
5

6
=

√
30

(2) 円周角の定理により ∠EBC = ∠EAC = θ

よって 4BEC =
1

2
BE·BC sin θ =

1

2
·3·

√
30· 1√

6
=

3

2

√
5

(3) AD : DE = 4 : 1 であるから 4ABC : 4BEC = 4 : 1

したがって 4ABC = 44BEC = 4·3
2

√
5 = 6

√
5

b = CA，c = ABとすると 4ABC =
1

2
bc sin 2θ =

1

2
bc·

√
5

3
=

√
5

6
bc

上の 2式から

√
5

6
bc = 6

√
5 ゆえに bc = 36 · · · 1©

4ABCに余弦定理を適用すると BC2 = b2 + c2 − 2bc cos 2θ

したがって (
√
30)2 = b2 + c2 − 2·36·2

3
ゆえに b2 + c2 = 78 · · · 2©

1©， 2©より，b2，c2を解とする 2次方程式は t2 − 78t+ 362 = 0

これを解いて t = 39±
√
392 − 362 = 39± 15 = 54, 24

AB > ACであるから AB =
√
54 = 3

√
6, AC =

√
24 = 2

√
6

補足 本題の計算結果から，4ABCはC =
π

2
の直角三角形． �
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9 (1) C1 :
x2

9
+ y2 = 1 (y = 0)，C2 :

x2

6
− y2

2
= 1 (x > 0)

上の 2式を連立して解くと x2 =
27

4
, y2 =

1

4

x > 0, y = 0に注意して G

(
3
√
3

2
,
1

2

)
(2) f(x) = x

√
x2 − 6− 6 log |x+

√
x2 − 6|より

f ′(x) =
√
x2 − 6 + x· x√

x2 − 6
− 6·

1 +
x√

x2 − 6

x+
√
x2 − 6

=
√
x2 − 6 +

x2

√
x2 − 6

− 6√
x2 − 6

= 2
√
x2 − 6

(3) x = 0，y = 0においてC1，C2を x軸を元に y軸方向に 3倍に拡大したも
のをそれぞれC ′

1，C ′
2 とすると

C ′
1 :

x2

9
+
(y
3

)2
= 1 すなわち x2 + y2 = 9 (x = 0, y = 0)

C ′
2 :

x2

6
− 1

2

(y
3

)2
= 1 すなわち y =

√
3
√
x2 − 6 (x = 0)

O

y

x O

y

x

3

π
3

π
6

3

1 C1

C2

C ′
1

C ′
2

GE

F

E′

G′

H

S

S1

S2
F√
6

3
√
3

2

このとき，Gの移る点をG′

(
3
√
3

2
,
3

2

)
とすると，OG′の偏角は

π

6

上の図の斜線部分の面積を S1，S2とすると S1 =
1

2
·32·π

3
=

3

2
π

S2 =
√
3

∫ 3
√

3
2

√
6

√
x2 − 6 dx =

√
3

2

∫ 3
√

3
2

√
6

f ′(x) dx =

√
3

2

[
f(x)

] 3
√

3
2

√
6

=

√
3

2

[
x
√
x2 − 6− 6 log |x+

√
x2 − 6|

] 3
√

3
2

√
6

=

√
3

2

(
9

4
− 3 log 2

)
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G′から x軸に垂線G′Hを引くと 4OG′H =
1

2
·3
√
3

2
·3
2
=

9
√
3

8

したがって 3S = S1 +4OG′H− S2

=
3

2
π +

9
√
3

8
−

√
3

2

(
9

4
− 3 log 2

)
= 3

(
π

2
+

√
3

2
log 2

)

よって S =
π

2
+

√
3

2
log 2 �

10 点 x(x = a, b, · · · , i)において t (tは 2以上の整数)秒後にゲームが終了する確
率を x(t)とおく．tが偶数のとき，A，Bは {a, c, e, g, i}のいずれかに位置
し，tが奇数のとき，A，Bは {b, d, f, h}のいずれか位置する．対称性により

a(t) = i(t), b(t) = d(t) = f(t) = g(t), c(t) = g(t)

が成立する．

(i) t = 2で終了するとき，点 c, e, gについて

c(2)はA : a → b → c, B : i → f → cと移動する確率．

e(2)はA : a
b↗ ↘

↘ ↗
d

e, B : i
f↗ ↘

↘ ↗
h

eと移動する確率．

c(2) = g(2) =
1

2
·1
2
× 1

2
·1
2
=

1

16

e(2) =
1

2
·1
2
·2× 1

2
·1
2
·2 =

1

4

(ii) t = 3で終了するとき，b, d, f, hについて

b(3)はA : a → d → e → b, B : i → f → c → bと移動する確率．

b(3) = d(3) = f(3) = h(3) =
1

2
·1
2
·1
3
× 1

2
·1
2
·1 =

1

48
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(iii) t = 4で終了するとき，点 a, c, e, g, iについて

a(4)は，次のように移動する確率

A : a → b → e → d → a, B : i → f → c → b → a

または A : a → d → e → b → a, B : i → h → g → d → a

e(4)は，次のように移動する確率

A : a → b → c → f → e, B : i → h → g → d → e

または A : a → d → g → h → e, B : i → f → c → b → e

なお，t = 4ではじめてAとBが点 c, gではち合せすることはない．

a(4) = i(4) =
1

2
·1
2
·1
3
·1
2
× 1

2
·1
2
·1·1

2
× 2 =

1

96

e(4) =
1

2
·1
2
·1·1

2
× 1

2
·1
2
·1·1

2
× 2 =

1

32

c(4) = g(4) = 0

(i)～(iii)より，求める確率は

1

16
× 2 +

1

4
+

1

48
× 4 +

1

96
× 2 +

1

32
=

49

96

�

11 (1) P (x) = x3+15x2+71x+105より，P (−3) = 0であるから，P (x)は x+3

を因数にもつことに注意して

P (x) = (x+ 3)(x2 + 12x+ 35)

= (x + 3)(x + 5)(x + 7)

(2) 正の奇数 aを a = 2n− 1とおくと (nは自然数)，(1)の結果から

P (a) = P (2n− 1)

= {(2n− 1) + 3}{(2n− 1) + 5}{(2n− 1) + 7}
= (2n+ 2)(2n+ 4)(2n+ 6)

= 8(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

連続する 3整数 n+ 1, n+ 2, n+ 3の中には 2の倍数，3の倍数が少なく
とも 1つあるから，P (a)は，8·2·3，すなわち，48の倍数である． �
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12 (1) C1 : y = −x2 + 3x+ 5，C2 : y = 2x2 + 3x+ kの共有点の x座標は

−x2 + 3x+ 5 = 2x2 + 3x+ k 整理すると 3x2 + k − 5 = 0

βは，この方程式の解であるから

3β2 + k − 5 = 0 ゆえに k = 5 − 3β2

(2) β > 1であるから，(1)の結果より

k < 5− 3·12 ゆえに k < 2

(3) C1 : y = −x2 + 3x+ 5，C2 : y = 2x2 + 3x+ 5− 3β2より

S =

∫ β

1

{(−x2 + 3x+ 5)− (2x2 + 3x+ 5− 3β2)} dx

=

∫ β

1

(−3x2 + 3β2) dx =

[
−x3 + 3β2x

]β
1

= 2β3 − 3β2 + 1

O

y

x
α

β

C1

C2

1

(4) S = 5であるから，これを (3)の結果に代入して

2β3 − 3β2 + 1 = 5 ゆえに (β − 2)(2β2 + β + 2) = 0

β > 1に注意して β = 2 これを (1)の結果に代入して k = −7 �
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8.7 2021年
• 工学部　 1 2 3 4 5 数 I・II・III・A・B (120分)

• 医学部　 3 6 7 8 9 数 I・II・III・A・B (120分)

• 教育文化 (中学数学)学部　 1 4 8 10 数 I・II・III・A・B (90分)

• 教育文化 (中学 [社会，理科，技術，家庭]，初等教育，特別支援，社会システ
ム)学部・農学部　 3 11 12 数 I・II・A・B (90分)

1 次の各問に答えよ．

(1) (必答)

次の空欄 あ ～ お を適切な数または数式で埋めよ．

(a) 関数 f(x) = (x+ 1)
√
2x+ 3の導関数は，f ′(x) =

あ
√
2x+ 3

である．

(b) 関数 f(x) =
x

sin2 x
の導関数は，f ′(x) =

い

sin3 x
である．

(c) a, bを正の定数とし， lim
x→∞

(
√
ax2 + bx+ 3 − 2x) = 2 · · · 1©が成り立

つとする．このとき，次の手順で a, bの値を求める．
まず，a，bの値によらず，

lim
x→∞

√
ax2 + bx+ 3 + 2x

x2
= う

が成り立つ．さらに， 1©より， lim
x→∞

(
√
ax2 + bx+ 3− 2x)が有限な値

であるから，

lim
x→∞

(ax2 + bx+ 3)− 4x2

x2
= lim

x→∞

√
ax2 + bx+ 3 + 2x

x2
· lim
x→∞

(
√
ax2 + bx+ 3−2x)

も成り立つ．したがって，a = え が得られる．

このとき， 1©より，b = お も得られる．
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(2) [A]，[B]のいずれか一方を選択し，解答せよ．

[A](選択)

次の空欄 ア ～ キ を適切な整数で埋めよ．ただし，iは虚数単位
とする．

w = cos
2π

7
+ i sin

2π

7
とし，

α = w + w2 + w4, β = w3 + w5 + w6

とする．このとき，w7 = ア より，

α + β = イ , αβ = ウ

となるので，

α =
エ +

√
オ i

2
, β =

カ −
√

キ i

2

が得られる．

[B](選択)

関数 f(x) = log xおよび座標平面上の曲線 y = f(x)について，次の空
欄 サ ～ ソ を適切な数または数式で埋めよ．ただし，log xは x

の自然対数を表す．

曲線 y = f(x)と x軸および直線 x =
√
3で囲まれた部分の面積の値は

サ である．

曲線 y = f(x) (1 5 x 5
√
3)の長さ Lは，

L =

∫ √
3

1

`(x) dx, `(x) =
√
1 + {f ′(x)}2 =

√
x2 + 1

シ

により求めることができる．
√
x2 + 1 = tとおくと，Lは，tだけで表さ

れる数式 g(t) = ス を用いて，

L =

∫ 2

√
2

g(t) dt

と表される．ここで，不定積分
∫

g(t) dtを求めると，∫
g(t) dt = セ + C (Cは積分定数)

となる．よって，

L = 2−
√
2 +

1

2
log

ソ

3
である．
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2 (1) 等式 3x + 4y = 42を満たす正の整数 x, yの組をすべて求めよ．ただし，
解答用紙には，答を導く過程は記入せず，求めた x, yの組 (x, y)だけを
記入すること．

(2) 次の空欄 あ ～ う を適切な数で埋
めよ．
正六角形 ABCDEFの 6個の頂点のうち 3

点を結んでできる三角形は全部で あ 個

である．そのうち，直角三角形は い 個
であり，3つの内角のうち少なくとも 1つが
30◦である三角形は う 個である．

　 A

B

C

D

E

F

3 p, qを実数とする．点Oを原点とする座標空間において，4点

A(1, 1, 0), B(0, 2, 0), C(0, 0, 6), D(p, q, 1)

をとる．3点A，B，Cを含む平面をαとし，∠AODの大きさを θ とし，4AOD

の面積を Sとする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) cos θを，pと qを用いて表せ．

(2) 面積 Sを，pと qを用いて表せ．

(3) 点Dが平面 α上を動くとき，面積 Sの最小値を求めよ．

4 数列 {an}を， {
a1 = 5

an+1 = 9an − 16 (n = 1, 2, 3, · · · )

で定めるとき，数列 {an}について次の各問に答えよ．

(1) 第 n項 anを求めよ．

(2) 数列 {bn}を，
bn = 2 + 22n+1 (n = 1, 2, 3, · · · )

で定める．すべての自然数nに対し，bn−anは 5の倍数であることを，数
学的帰納法を用いて証明せよ．
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5 関数 f(x) =
log x

x3
(x > 0)および座標平面上の曲線C : y = f(x)について，次

の各問に答えよ．ただし，log xは xの自然対数を表す．

(1) 第 1次導関数 f ′(x)，第 2次導関数 f ′′(x)を求めよ．

(2) lim
x→+0

f(x)は，次の 3通りのいずれかである．

lim
x→+0

f(x)は有限な値である

lim
x→+0

f(x) = ∞

lim
x→+0

f(x) = −∞

この 3通りのいずれであるのか，答えよ．ただし，有限な値であるときは，
その値も求めよ．

(3) 関数 f(x)の増減，極値，曲線Cの凹凸，および変曲点を調べて，曲線C

の概形をかけ．ただし， lim
x→∞

log x

x3
= 0 であることは，既知としてよい．

6 a, bを実数とする．このとき，変数 xの関数

f(x) = sin 2x+ a(sinx+ cos x) + b

について，次の各問に答えよ．

(1) t = sin x+ cos xとおくとき，f(x)を，tを用いて表せ．

(2) xの方程式 f(x) = 0が少なくとも 1つの実数解を持つようなすべての a，
bを座標平面上の点 (a, b)として図示せよ．

7 関数 f(x) =
x2

√
x2 + 6x+ 10

および座標平面上の曲線 C : y = f(x)について，

次の各問に答えよ．

(1) 極限値 lim
x→∞

f(x)

x
を求めよ．

(2) (1)で求めた極限値を aとするとき，極限値 lim
x→∞

{f(x)− ax}を求めよ．

(3) 関数 f(x)の増減と極値，および曲線Cの漸近線を調べて，曲線Cの概形
をかけ．
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8 A，B，C，Dの 4人がそれぞれ袋を持っている．

Aの袋には，3枚の札 B , C , D が入っている．

Bの袋には，3枚の札 A , C , D が入っている．

Cの袋には，2枚の札 A , B が入っている．

Dの袋には，2枚の札 A , B が入っている．

この 4人の間で，1個の玉の受け渡しを次のように行う．

(※)はじめに，Aが玉を持っている．

Aは自分の袋から無作為に 1枚の札を取り出し，その札に書かれた人へ玉
を手渡し，取り出した札を自分の袋へもどす．以降，「玉を手渡された人は
自分の袋から無作為に 1枚の札を取り出し，その札に書かれた人へ玉を手
渡し，取り出した札を自分の袋へもどす」ことをくり返す，ただし，Aが
袋から札を取り出すとき，どの札も同じ確率で取り出されるものとする．
B，C，Dが袋から札を取り出すときも同様とする．

(※)の状態から始めて，玉の受け渡しが n回 (n = 1)行われたとき，

A，B，C，Dが玉を持っている確率をそれぞれAn, Bn, Cn, Dn

とする．また，(※)の状態において，A，B，C，Dが玉を持っている確率をそ
れぞれA0, B0, C0, D0とする．すなわちA0 = 1，B0 = 0，C0 = 0，D0 = 0で
ある．このとき，次の各問に答えよ．なお，すべての nについて Cn = Dnで
あることは，用いてよい．

(1) A1，B1，C1，A2，B2，C2を求めよ．

(2) nが自然数のとき，Anを，Bn−1とCn−1を用いて表せ．また，Bnを，Cn−1

とAn−1を用いて表せ．さらに，Cnを，An−1とBn−1を用いて表せ．

(3) nが 0または正の整数のとき，Anを，nを用いて表せ．

(4) lim
n→∞

Anを求めよ．
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9 次の各問に答えよ．

(1) (必答)

次の あ ～ し を適切な整数で埋めよ．

3x2 + 10xy + 8y2 + 8x+ 10y − 3を因数分解すると，

3x2 + 10xy + 8y2 + 8x+ 10y − 3 = (x+ ay + b)(3x+ cy + d)

となる．このとき，定数 a，b，c，dの値は

a = あ , b = い , c = う , d = え

である．

これを用いて，等式

3x2 + 10xy + 8y2 + 8x+ 10y + 9 = 0

を満たす整数 x, yの組 (x, y)を求めると，そのような組 (x, y)は 4つあ
ることがわかり，それらを xの値が小さい方から順に並べると，

( お , か ), ( き , く ), ( け , こ ), ( さ , し )

となる．

(2) [A]，[B]のいずれか一方を選択し，解答せよ．

[A](選択)

次の空欄 ア ～ エ を適切な数で埋めよ．ただし，iは虚数単位と
する．

複素数

z1 = 2 + 2
√
3i, z2 = 5 + 5

√
3i, z3 = 5− 4

√
3 + (4 + 5

√
3)i

およびα = 1+
√
2iに対し，αz1，αz2，αz3 で表される複素数平面上の点

をそれぞれ P1，P2，P3とする．

このとき，
z3

1 +
√
3i

= x + yi (x, y は実数)となる x，y の値は x =

ア ，y = イ である．また，|α| = ウ である．さらに，

4P1P2P3の面積は エ である．
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[B](選択)

次の空欄 カ ～ シ を適切な数または数式で埋めよ．ただし， カ

は xだけを用いて表された数式， キ は yだけを用いて表された数式，

サ と シ は整数で埋めよ．また，log xは xの自然対数を表す．

曲線 y = log
x+

√
x2 − 4

2
(x = 2)の概形

は右図のようになる．

y = log
x+

√
x2 − 4

2
のとき，

(2ey − x)2 = カ

であり，
x = キ

である．

　

O

y

x

y = log
x+

√
x2 − 4

2

2

曲線 y = log
x+

√
x2 − 4

2
と x軸および直線 x = 4とで囲まれた図形を

x軸のまわりに 1回転させてできる立体の体積を V とする．体積 V は，

V =

∫ 4

2

ク dx

により求めることができる．log
x+

√
x2 − 4

2
= tとおくと，V は，tだけ

で表される数式 f(t) = ケ と a = log(2 +
√
3) を用いて，

V =

∫ a

0

f(t) dt

と表される．ここで，0でない定数 kに対し，関数 t2ektの不定積分は∫
t2ekt dt =

ekt

k3

(
コ

)
+ C (Cは積分定数)

である．よって，

V = 4π

(
a2 −

√
サ a+ シ

)
である.
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10 r > 0とする．点Oを原点とする座標平面において，中心がO，半径が rの円

を C とする．傾きが− 1√
3
であり，かつ C と第 1象限で接する直線を `とし，

`とCとの接点をAとする．また，点B(r, 0)を通り，かつ x軸に垂直な直線
と `との交点をDとし，線分ODと C との交点を Eとする．このとき，次の
各問に答えよ．

(1) 直線 `の方程式を求めよ．

(2) 4OADの面積を，rを用いて表せ．

(3) 4OAEの面積を，rを用いて表せ．

(4) (2)および (3)の結果を用いて，3 < π < 3.5を示せ．ただし，
√
3 < 1.74

を用いてよい．

11 (1) 等式 3x + 4y = 42を満たす正の整数 x, yの組をすべて求めよ．ただし，
解答用紙には，答を導く過程は記入せず，求めた x, yの組 (x, y)だけを記
入すること．

(2) 次の空欄 あ ～ う を適切な数で埋
めよ．
正六角形 ABCDEFの 6個の頂点のうち 3

点を結んでできる三角形は全部で あ 個

である．そのうち，直角三角形は い 個
であり，3つの内角のうち少なくとも 1つが
30◦である三角形は う 個である．

　 A

B

C

D

E

F

(3) 次の空欄 か ～ さ を適切な数で埋めよ．

座標平面上の 2つの放物線C1 : y = x2 − 3xとC2 : y = −x2 + 5x+ 24は，
2つの交点を持つ．その 2交点の x座標 α, β (α < β)は，α = か ，

β = き である．2曲線C1とC2で囲まれる部分の面積をSとする．S
は，

S =

∫ β

α

(
く x2 + け x+ コ

)
dx

により求めることができ，S = さ である．
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12 円Oの周上の点Aにおいて円Oの接線を引く．

O

A

その接線上にAと異なる点Bをとる．Bから円Oに 2点で交わるように直線 `

を引き，その 2点のうち Bに近い方を C，Bから遠い方をDとする．ただし，
直線 ` は，∠ACD < 90◦を満たすように引く．また，点 Bから直線 ACと直
線ADに下ろした垂線の足をそれぞれE，Fとする．このとき，次の各問に答
えよ．

(1) ∠BFE = ∠ADCを示せ．
(2) BD⊥EFを示せ．
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解答例
1 (1) (a) f(x) = (x+ 1)

√
2x+ 3より

f ′(x) =
√
2x+ 3 + (x+ 1)· 1√

2x+ 3

=
2x+ 3 + (x+ 1)√

2x+ 3
=

3x+ 4√
2x+ 3

(あ) 3x + 4

(b) f(x) =
x

sin2 x
= x(sinx)−2より

f ′(x) = (sin x)−2 + x·(−2)(sin x)−3 cos x =
sin x− 2x cosx

sin3 x

(い) sinx − 2x cosx

(c) a, bの値によらず (a, b > 0)，

lim
x→∞

√
ax2 + bx+ 3 + 2x

x2
= lim

x→∞

√
a+

b

x
+

3

x2
+ 2

x
= 0

が成り立つ． lim
x→∞

(
√
ax2 + bx+ 3− 2x) = 2 · · · 1©であるから

lim
x→∞

(ax2 + bx+ 3)− 4x2

x2

= lim
x→∞

√
ax2 + bx+ 3 + 2x

x2
· lim
x→∞

(
√
ax2 + bx+ 3− 2x) = 0

したがって，a = 4が得られる．
このとき， 1©より

lim
x→∞

(
√
4x2 + bx+ 3− 2x) = lim

x→∞

(4x2 + bx+ 3)− (2x)2√
4x2 + bx+ 3 + 2x

= lim
x→∞

bx+ 3√
4x2 + bx+ 3 + 2x

= lim
x→∞

b+
3

x√
4 +

b

x
+

3

x2
+ 2

=
b

4
= 2

よって b = 8

(う) 0 (え) 4 (お) 8
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(2) [A]

w = cos
2π

7
+ i sin

2π

7
，

α = w + w2 + w4, β = w3 + w5 + w6

このとき，w7 = 1より (1− w)(1 + w + w2 + w3 + w4 + w5 + w6) = 0

1 + w + w2 + w3 + w4 + w5 + w6 = 0

したがって

α + β = w + w2 + w3 + w4 + w5 + w6 = −1

αβ = (w + w2 + w4)(w3 + w5 + w6)

= 3 + w + w2 + w3 + w4 + w5 + w6 = 2

α, βを解とする 2次方程式は x2 + x+ 2 = 0

これを解いて x =
−1±

√
7i

2
(ア) 1 (イ) −1 (ウ) 2 (エ) −1 (オ) 7 (カ) −1 (キ) 7
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[B]

曲線 y = log xと x軸および直線 x =
√
3で囲まれた部分の面積は∫ √

3

1

log x dx =

[
x(log x− 1)

]√3

1

=

√
3

2
log 3−

√
3 + 1

曲線 y = log x (1 5 x 5
√
3)の長さ Lは

L =

∫ √
3

1

`(x) dx, `(x) =
√
1 + {f ′(x)}2 =

√
x2 + 1

x2

により求めることができる．
√
x2 + 1 = tとおくと

x2 = t2 − 1, `(x) =
t

x
=

t√
t2 − 1

dt

dx
=

x√
x2 + 1

=

√
t2 − 1

t

x 1 −→
√
3

t
√
2 −→ 2

`(x) dx =
t√

t2 − 1
· t√

t2 − 1
dt =

t2

t2 − 1
dt

Lは，tだけで表される数式 g(t) =
t2

t2 − 1
を用いて

L =

∫ 2

√
2

g(t) dt

と表される．ここで，不定積分
∫

g(t) dtを求めると，

∫
t2

t2 − 1
dt =

∫ (
1 +

1

t2 − 1

)
dt = t+

1

2
log

∣∣∣∣t− 1

t+ 1

∣∣∣∣+ C

よって L =

[
t+

1

2
log

∣∣∣∣t− 1

t+ 1

∣∣∣∣ ]2√
2

= 2−
√
2 +

1

2
log

3 + 2
√
2

3

(サ)

√
3

2
log 3 −

√
3 + 1 (シ) x2 (ス)

t2

t2 − 1
(セ) t +

1

2
log

∣∣∣∣t − 1

t + 1

∣∣∣∣
(ソ) 3 + 2

√
2 �
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2 (1) 3x+ 4y = 42より 4y = 3(14− x)

14− x = 4kとおくと (kは整数) x = 14− 4k, y = 3k

x, yは正の整数であるから k = 1, 2, 3

よって (x, y) = (10, 3), (6, 6), (2, 9)

(2) 三角形の総数は 6C3 = 20 (個)

直角三角形の総数は，斜辺をAD，BE，CFとするときそれぞれ 4個ずつ
できるから

3× 4 = 12 (個)

30◦の角をもたない三角形は，正三角形ACEおよび正三角形BDFの 2個
である．よって，3つの内角のうち少なくとも 1つが 30◦である三角形は

20− 2 = 18 (個)

補足 正六角形は円に内接し，それぞれの辺に対する円周角は 30◦である．30◦

でない円周角は，三角形が正六角形の辺と共有しない，すなわち，正三角
形のときに限る．

(あ) 20 (い) 12 (う) 18 �
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3 (1)
−→
OA = (1, 1, 0)，

−→
OD = (p, q, 1)，θ = ∠AODより (0 5 θ 5 π)

cos θ =

−→
OA·

−→
OD

|
−→
OA||

−→
OD|

=
p+ q

√
2
√

p2 + q2 + 1
=

p + q√
2(p2 + q2 + 1)

(2) (1)の結果から

sin2 θ = 1− cos2 θ = 1−

(
p+ q√

2(p2 + q2 + 1)

)2

=
2(p2 + q2 + 1)− (p+ q)2

2(p2 + q2 + 1)
=

(p− q)2 + 2

|
−→
OA|2|

−→
OD|2

sin θ > 0より sin θ =

√
(p− q)2 + 2

|
−→
OA||

−→
OD|

よって S =
1

2
|
−→
OA||

−→
OD| sin θ =

1

2

√
(p − q)2 + 2

(3) 点D(p, q, 1)が平面ABC上の点であるから

−→
OD = α

−→
OA+ β

−→
OB+ γ

−→
OC, α + β + γ = 1

したがって

(p, q, 1) = α(1, 1, 0) + β(0, 2, 0) + γ(0, 0, 6)

= (α, α + 2β, 6γ)

成分を比較して p = α, q = α + 2β, 1 = 6γ

したがって α = p, β =
q − p

2
, γ =

1

6

α + β + γ = 1に代入すると

p+
q − p

2
+

1

6
= 1 ゆえに q =

5

3
− p · · · 1©

1©を (2)の結果に代入すると

S =
1

2

√(
2p− 5

3

)2

+ 2

上式および 1©から，p = q =
5

6
のとき，Sは最小値

√
2

2
をとる． �
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4 (1) an+1 = 9an − 16より an+1 − 2 = 9(an − 2)

数列 {an − 2}は初項 a1 − 2 = 3，公比 9の等比数列であるから

an − 2 = 3·9n−1 ゆえに an = 2 + 3·9n−1

(2) bn = 2 + 22n+1および (1)の結果から bn − an = 22n+1 − 3·9n−1

(∗) bn − an = 22n+1 − 3·9n−1は 5の倍数である．

［1］n = 1のとき b1 − a1 = 23 − 3·1 = 5

このとき，(∗)は成立する．
［2］n = kのとき，(∗)が成立すると仮定し

bk − ak = 22k+1 − 3·9k−1 = 5N (N は整数)

とおくと

bk+1 − ak+1 = 22k+3 − 3·9k = 4·22k+1 − 3·9k

= 4(5N + 3·9k−1)− 27·9k−1

= 5(4N − 3·9k−1)

よって，n = k + 1のときも，(∗)は成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(∗)は成立する．

補足 法 5について

22n+1 − 3·9n−1 = 2·4n − 3·9n−1

≡ 2(−1)n − 3(−1)n−1

≡ −2(−1)n−1 − 3(−1)n−1

≡ −5(−1)n−1 ≡ 0 (mod 5)

�
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5 (1) f(x) = x−3 log xより

f ′(x) = −3x−4 log x+ x−3·1
x
= x−4(−3 log x+ 1)

f ′′(x) = −4x−5(−3 log x+ 1) + x−4

(
−3

x

)
= x−5(12 log x− 7)

よって f ′(x) =
1 − 3 log x

x4
, f ′′(x) =

12 log x − 7

x5

(2) lim
x→+0

1

x3
= ∞, lim

x→+0
log x = −∞ より

lim
x→+0

f(x) = lim
x→+0

1

x3
· log x = −∞

(3) (1)の結果から，f(x)の増減表は次のようになる．

x (0) · · · e
1
3 · · · e

7
12 · · ·

f ′(x) + 0 − − −
f ′′(x) − − − 0 +

f(x) 1
3e

7

12e
7
4

また lim
x→+0

f(x) = −∞, lim
x→∞

f(x) = 0

x = e
1
3 で極大値

1

3e
，変曲点

(
e

7
12 ,

7

12e
7
4

)
よって，y = f(x)のグラフの概形は次のようになる．

O

y

xe
1
3 e

7
12

1
3e
7

12e
7
4

1

�

6 (1) (∗) t = sinx+ cos xの両辺を平方すると

t2 = 1 + 2 sinx cos x ゆえに sin 2x = t2 − 1

したがって f(x) = sin 2x+ a(sinx+ cos x) + b

= t2 + at + b − 1
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(2) (∗)より t =
√
2 sin(x+ π

4
) ゆえに −

√
2 5 t 5

√
2

g(t) = t2 + at+ b− 1とおくと (−
√
2 5 t 5

√
2)

g(t) =
(
t+

a

2

)2
− a2

4
+ b− 1

(i) −a

2
< −

√
2，すなわち，a > 2

√
2のとき

g(−
√
2) = −

√
2a+ b+ 1 5 0, g(

√
2) =

√
2a+ b+ 1 = 0

したがって −
√
2a− 1 5 b 5

√
2a− 1

(ii) −
√
2 5 −a

2
5 0，すなわち，0 5 a 5 2

√
2のとき

g
(
−a

2

)
= −a2

4
+ b− 1 5 0, g(

√
2) =

√
2a+ b+ 1 = 0

したがって −
√
2a− 1 5 b 5 a2

4
+ 1

(iii) 0 5 −a

2
5

√
2，すなわち，−2

√
2 5 a 5 0のとき

g
(
−a

2

)
= −a2

4
+ b− 1 5 0, g(−

√
2) = −

√
2a+ b+ 1 = 0

したがって
√
2a− 1 5 b 5 a2

4
+ 1

(iv)
√
2 < −a

2
，すなわち，a < −2

√
2のとき

g(−
√
2) = −

√
2a+ b+ 1 = 0, g(

√
2) =

√
2a+ b+ 1 5 0

したがって
√
2a− 1 5 b 5 −

√
2a− 1

(i)～(iv)より，求める領域は下の図の斜線部分で境界線を含む． �

O

b

a2
√
2−2

√
2

3

1

−1
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7 (1) f(x) =
x2

√
x2 + 6x+ 10

より

lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

x√
x2 + 6x+ 10

= lim
x→∞

1√
1 +

6

x
+

10

x2

= 1

(2) (1)の結果から，g(x) =
f(x)

x
とおくと lim

x→∞
g(x) = 1

lim
x→∞

{f(x)− x} = lim
x→∞

x{g(x)− 1} = lim
x→∞

x

g(x) + 1
{g(x)2 − 1}

= lim
x→∞

x

g(x) + 1

(
x2

x2 + 6x+ 10
− 1

)
= lim

x→∞

1

g(x) + 1
· −6x2 − 10x

x2 + 6x+ 10

= lim
x→∞

1

g(x) + 1
·
−6− 10

x

1 + 6
x
+ 10

x2

=
1

1 + 1
·−6

1
= −3

(3) f(x) =
x2

√
x2 + 6x+ 10

より

f ′(x) =

2x
√
x2 + 6x+ 10− x2· x+ 3√

x2 + 6x+ 10
x2 + 6x+ 10

=
x(x+ 4)(x+ 5)

{(x+ 3)2 + 1} 3
2

lim
x→−∞

g(x) = lim
x→−∞

f(x)

x
= −1であるから，(2)と同様に

lim
x→−∞

{f(x) + x} = lim
x→−∞

x{g(x) + 1} = lim
x→−∞

x

g(x)− 1
{g(x)2 − 1}

= lim
x→−∞

x

g(x)− 1

(
x2

x2 + 6x+ 10
− 1

)
= lim

x→−∞

1

g(x)− 1
· −6x2 − 10x

x2 + 6x+ 10

= lim
x→−∞

1

g(x)− 1
·
−6− 10

x

1 + 6
x
+ 10

x2

=
1

−1− 1
·−6

1
= 3
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したがって，f(x)の増減表は

x · · · −5 · · · −4 · · · 0 · · ·
f ′(x) − 0 + 0 − 0 +

f(x) ↘ 5
√
5 ↗ 8

√
2 ↘ 0 ↗

極大値 8
√
2 (x = −4)，極小値 5

√
5 (x = −5), 0 (x = 0)

C : y = f(x)の漸近線は y = x − 3, y = −x + 3

O

y

x3

3

−3

8
√
2

5
√
5

−4−5

C

�
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8 (1) 条件から，次の確率漸化式が成立する．

A0 = 1, B0 = 0, C0 = 0, D0 = 0

An =
1

3
Bn−1 +

1

2
Cn−1 +

1

2
Dn−1

Bn =
1

3
An−1 +

1

2
Cn−1 +

1

2
Dn−1

Cn =
1

3
An−1 +

1

3
Bn−1

Dn =
1

3
An−1 +

1

3
Bn−1

確率漸化式に n = 1を代入すると

A1 = 0, B1 = C1 = D1 =
1

3

さらに n = 2を代入すると

A2 =
1

3
B1 +

1

2
C1 +

1

2
D1 =

1

3
·1
3
+

1

2
·1
3
+

1

2
·1
3
=

4

9

B2 =
1

3
A1 +

1

2
C1 +

1

2
D1 =

1

3
·0 + 1

2
·1
3
+

1

2
·1
3
=

1

3

C2 =
1

3
A1 +

1

3
B1 =

1

3
·0 + 1

3
·1
3
=

1

9

(2) 確率漸化式よりCn = Dnであるから

An =
1

3
Bn−1 + Cn−1

Bn =
1

3
An−1 + Cn−1

Cn =
1

3
An−1 +

1

3
Bn−1

(3) An +Bn + Cn +Dn = 1に注意すると，(1)の漸化式から

An +Bn =
1

3
(An−1 +Bn−1) + (Cn−1 +Dn−1)

=
1

3
(An−1 +Bn−1) + (1− An−1 −Bn−1)

= −2

3
(An−1 +Bn−1) + 1 (∗)

An −Bn = −1

3
(An−1 −Bn−1) (∗∗)
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(∗)より An +Bn −
3

5
= −2

3

(
An−1 +Bn−1 −

3

5

)

An +Bn −
3

5
=

(
A0 +B0 −

3

5

)(
−2

3

)n

=
2

5

(
−2

3

)n

したがって An +Bn =
2

5

(
−2

3

)n

+
3

5
· · · 1©

(∗∗)より An −Bn = (A0 −B0)

(
−1

3

)n

=

(
−1

3

)n

· · · 2©

1©， 2©より An =
1

5

(
−
2

3

)n

+
1

2

(
−
1

3

)n

+
3

10

別解 An +Bn + Cn +Dn = 1，Cn = Dnより An +Bn = 1− 2Cn

(2)の結果からCn =
1

3
An−1 +

1

3
Bn−1であるから

Cn =
1

3
(An−1 +Bn−1) =

1

3
(1− 2Cn−1)

これから Cn −
1

5
= −2

3

(
Cn−1 −

1

5

)

Cn −
1

5
=

(
C0 −

1

5

)(
−2

3

)n

ゆえに Cn =
1

5
− 1

5

(
−2

3

)n

したがって An +Bn = 1− 2Cn =
2

5

(
−2

3

)n

+
3

5

上式と 2©から An =
1

5

(
−2

3

)n

+
1

2

(
−1

3

)n

+
3

10

(4) (3)の結果において，

∣∣∣∣−2

3

∣∣∣∣ < 1，

∣∣∣∣−1

3

∣∣∣∣ < 1であるから

lim
n→∞

An =
3

10

�
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9 (1) 3x2 + 10xy + 8y2 = (x+ 2y)(3x+ 4y)であるから

3x2 + 10xy + 8y2 + 8x+ 10y − 3 = (x+ 2y + 3)(3x+ 4y − 1)

x+ 2y

3x+ 4y

3

−1

9x+ 12y

−x− 2y

8x+ 10y

上式と (x+ ay + b)(3x+ cy + d)の係数を比較して

a = 2, b = 3, c = 4, d = −1

等式 3x2 + 10xy + 8y2 + 8x+ 10y + 9 = 0より

(x+ 2y + 3)(3x+ 4y − 1) = −12

M = x+ 2y + 3，N = 3x+ 4y − 1とおくと，x, yが整数のとき，M, N

は整数で，MN = −12である．このとき

x = −2M +N + 7, y =
3M −N

2
− 5 = M − 5 +

M −N

2

上の第 2式から，M，Nの偶奇は一致し，積MNが偶数であることから，
M，N はともに偶数で，M, N の組は，次の 4組である．

(M, N) = (±2, ∓ 6), (±6, ∓ 2) (複号同順)

順次代入すると

(x, y) = (−3, 1), (17,−11), (−7, 5), (21,−15)

これらの x, yの組 (x, y)を xの値が小さい順に並べると

(−7, 5), (−3, 1), (17,−11), (21,−15)

(あ) 2 (い) 3 (う) 4 (え) −1 (お) −7 (か) 5

(き) −3 (く) 1 (け) 17 (こ) −11 (さ) 21 (し) −15
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(2) [A]

z3

1 +
√
3i

=
5− 4

√
3 + (4 + 5

√
3)i

1 +
√
3i

=
(5 + 4i)(1 +

√
3i)

1 +
√
3i

= 5 + 4i

α = 1 +
√
2iより |α| =

√
12 + (

√
2)2 =

√
3

z1

1 +
√
3i

= 2，
z2

1 +
√
3i

= 5，
z3

1 +
√
3i

= 5 + 4iより

3点 2, 5, 5 + 4iを頂点とする三角形の面積は

1

2
(5− 2)·4 = 6

3点αz1, αz2, αz3を頂点とする三角形と 3点 2, 5, 5+ 4iを頂点とする三
角形は相似であるから，求める三角形の面積は (α = 1 +

√
2i)

6|1 +
√
3i|2|α|2 = 6·4·3 = 72

別解 w = (αz2 − αz1)(αz3 − αz1)とすると 4

w = |α|2(z2 − z1)(z3 − z1)

= 3(3 + 3
√
3i){3− 4

√
3− (4 + 3

√
3)i}

Im(w) = 3{3
√
3(3− 4

√
3)− 3(4 + 3

√
3)} = −144

よって 4P1P2P3 =
1

2
|Im(w)| = 72

(ア) 5 (イ) 4 (ウ)
√
3 (エ) 72

4http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki 2017.pdf 4 を参照

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/miyazaki/miyazaki_2017.pdf
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[B]

y = log
x+

√
x2 − 4

2
(x = 2)より ey =

x+
√
x2 − 4

2
· · · 1©

2ey − x =
√
x2 − 4 ゆえに (2ey − x)2 = x2 − 4

1©より e−y =
2

x+
√
x2 − 4

=
x−

√
x2 − 4

2
· · · 1©′

1©と 1©′の辺々を加えると x = ey + e−y

曲線 y = log
x+

√
x2 − 4

2
と x軸および直線 x = 4とで囲まれた図形を x

軸のまわりに 1回転させてできる立体の体積 V は

V =

∫ 4

2

π

(
log

x+
√
x2 − 4

2

)2

dx

log
x+

√
x2 − 4

2
= tとおくと x = et + e−t

dx

dt
= et − e−t x 2 −→ 4

t 0 −→ log(2 +
√
3)

a = log(2 +
√
3)を用いて

V =

∫ a

0

πt2(et − e−t)dt
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ここで，0でない定数 kに対し，関数 t2ektの不定積分は∫
t2ekt dt =

ekt

k

{
t2 − (t2)′

k
+

(t2)′′

k2

}
+ C

=
ekt

k3
(k2t2 − 2kt+ 2) + C

これに k = ±1をそれぞれ代入すると∫
t2et dt = et(t2 − 2t+ 2) + C∫

t2e−t dt = −e−t(t2 + 2t+ 2) + C

したがって∫
t2(et − e−t) dt = (t2 + 2)(et + e−t)− 2t(et − e−t) + C

ea = 2 +
√
3，e−a = 2−

√
3より

ea + e−a = 4, ea − e−a = 2
√
3

に注意して

V = π

[
(t2 + 2)(et + e−t)− 2t(et − e−t)

]a
0

= π
{
4(a2 + 2)− 4

√
3a− 2·2

}
= 4π

(
a2 −

√
3a+ 1

)

(カ) x2 − 4 (キ) ey + e−y (ク) π

(
log

x +
√
x2 − 4

2

)
(ケ) πt2(et − e−t) (コ) k2t2 − 2kt + 2 (サ) 3 (シ) 1

補足 次の積分公式が利用している 5．∫
epx+qf(x) dx =

epx+q

p

{
f(x)− f ′(x)

p
+

f ′′(x)

p2
− f ′′′(x)

p3
+ · · ·

}
+ C

�

5http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai math 2015 kouki.pdf (p.7)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_math_2015_kouki.pdf
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10 (1) 傾き− 1√
3
の直線 ` の偏角は −π

6

直線OAの偏角は −π

6
+

π

2
=

π

3

したがって，点Aの座標は(
r cos

π

3
, r sin

π

3

)
すなわち A

(
r

2
,

√
3

2
r

)

　

O

y

x

A
D

E

r

r

B

`

したがって，`の方程式は

r

2
x+

√
3

2
ry = r2 すなわち x +

√
3y − 2r = 0

(2) 直線 `と直線 x = rの交点の y座標は

r +
√
3y − 2r = 0 ゆえに y =

r√
3
したがって D

(
r, r tan

π

6

)
直線ODの偏角が

π

6
より，∠BOD = ∠AOD

4OADと4OBDについて，OA = OB，ODは共通であるから

4OAD ≡ 4OBD

したがって 4OAD = 4OBD =
1

2
r·r tan π

6
=

r2

2
√
3
=

√
3

6
r2

別解 直線OA，ODの偏角から ∠AOD =
π

6

よって 4OAD =
1

2
OA·AD =

1

2
r· r√

3
=

√
3

6
r2

(3) 4OAE =
1

2
OA·OE sin

π

6
=

1

2
·r·r·1

2
=

r2

4

(4) 扇形OAEの面積を Sとすると

S =
1

2
r2·π

6
=

r2π

12

4OAE < S < 4OADより

r2

4
<

r2π

12
<

√
3

6
r2 ゆえに 3 < π < 2

√
3

2
√
3 < 2× 1.74 = 3.48 < 3.5であるから 3 < π < 3.5 �
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11 (1) 2 (1)を参照

(2) 2 (2)を参照

(3) (−x2 + 5x+ 24)− (x2 − 3x) = −2x2 + 8x+ 24 = −2(x+ 2)(x− 6)より，
C1 : y = x2 − 3xとC2 : y = −x2 + 5x+ 24の共有点の x座標は

x = −2, 6

2曲線C1とC2で囲まれる部分の面積 Sは

S =

∫ 6

−2

(−2x2 + 8x+ 24) dx

= −2

∫ 6

−2

(x+ 2)(x− 6) dx

=
2

6
{6− (−2)}3 = 512

3

(か) −2 (き) 6 (く) −2 (け) 8 (こ) 24 (さ)
512

3
�
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12 (1) 接弦定理により ∠ADC = ∠BAE
四角形BFAEはABを直径の両端とする円に内接するから，円周角の定理
により ∠BFE = ∠BAE よって ∠BFE = ∠ADC

A

B C D `

O

E

F

G

(2) BDと EFの交点をGとし，4GFDについて

∠BGF = ∠GFD+ ∠GDF

(1)の結果より，∠GDF = ∠BFGであるから

∠BGF = ∠GFD+ ∠BFG = ∠BFD = 90◦

よって BD⊥EF �
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8.8 2022年
• 工学部　 1 2 3 4 5 数 I・II・III・A・B (120分)

• 医学部　 3 6 7 8 9 数 I・II・III・A・B (120分)

• 教育文化 (中学数学)学部　 6 10 11 必答， 2 7 9 から 1問選択．
数 I・II・III・A・B (90分)

• 教育文化 (中学 [社会，理科，技術，家庭]，初等教育，特別支援，社会システ
ム)学部・農学部　 5 7 (1)(2)(3) 12 数 I・II・A・B (90分)

1 次の空欄を適切な数または数式で埋めよ．ただし，log xはxの自然対数を表す．

(1) 関数 f(x) = x(log x)2の導関数は，f ′(x) =
(
あ

)
log xである．

(2) 関数 f(x) =
tanx

x2
の導関数は，f ′(x) =

い

x3 cos2 x
である．

(3) 関数 f(x) =
x3 − 1

(x− 1)(x− 2)
の不定積分は，

∫
f(x) dx = う + C で

ある．ただし，Cは積分定数とする．

(4) 関数 f(x) = e
√
xの不定積分は，

∫
f(x) dx = え + Cである．ただ

し，Cは積分定数とする．

(5) 定積分
∫ π

12

0

sin2 x cos2 x dxの値は， お である．
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2 関数 f(x) = x
√
3− xおよび座標平面上の原点Oを通る曲線C : y = f(x)につ

いて，次の各問に答えよ．

(1) 次の空欄を適切な数または数式で埋めよ．

• f(x)の導関数は，f ′(x) =
あ

2
√
3− x

である．

• f(x)の第 2次導関数は，f ′′(x) =
い

4(3− x)
√
3− x

である．

• Oにおける C の接線を `とし，`の方程式を y = kx (kは定数)とす
ると，kの値は う である．

(2) lim
x→3−0

f ′(x)は，次のいずれかである．

lim
x→3−0

f ′(x)は有限な値である

lim
x→3−0

f ′(x) = ∞

lim
x→3−0

f ′(x) = −∞

この 3通りのいずれであるかを答えよ．ただし，有限な値であるときは，
その値も求めよ．

(3) 関数 f(x)の増減，極値，曲線Cの凹凸，および変曲点を調べて，曲線C

の概形をかけ．

(4) 曲線Cと直線 `および直線 x = 3で囲まれた部分の面積 Sを求めよ．

3 1辺の長さが 1の正四面体OABCと点 Pが

3
−→
OP + 8

−→
AP + 7

−→
BP +

−→
CP = ~0

を満たしているとする．直線 OPと平面 ABCの交点を Qとする．このとき，
次の各問に答えよ．

(1) ~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OCとして，

−→
OP，

−→
OQのそれぞれを，~a，~b，~cを

用いて表せ．

(2) 4ABQの面積を求めよ．

(3) 4ABCの重心をGとするとき，
−→
OGと平面ABCが垂直であることを示せ．

(4) 四面体 PABQの体積を求めよ．
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4 次の文章中の空欄を適当な数で埋めよ．

A，B，Cという 3つの袋がある．どの袋の中にも赤玉 2個と白玉 1個が入っ
ている．この状態から始めて，3つの袋の間で次のような 3回の玉の移動を考
える．

1回目は，Aから玉を 1個取り出し，Bへ入れる．1回目の玉の移動が終
わったときのBの中の赤玉の個数をN1とする．

続けて，2回目は，Bから玉を 1個取り出し，Cへ入れる．2回目の玉の
移動が終わったときのCの中の赤玉の個数をN2とする．

続けて，3回目は，Cから玉を 1個取り出し，Aへ入れる．3回目の玉の
移動が終わったときのAの中の赤玉の個数をN3とする．

ただし，袋Aから玉が取り出されるとき，どの玉も同じ確率で取り出されるも
のとする．袋B，Cから玉が取り出されるときも同様とする．

N1 = 2となる確率は あ であり，N1 = 3となる確率は い である．

「1回目に赤玉が移動して 2回目に白玉が移動する」確率は う である．

一方，「1回目に白玉が移動して 2回目に白玉が移動する」確率は え であ

る．よって，N2 = 2となる確率は お である．

1回目の移動が終わったときの，Aの中の赤玉の個数に注意すると，N3 = 1と
なる確率は か であり，N3 = 3となる確率は き である．また，N3 = 2

となる確率は く である．

5 座標平面上に円C : x2 + y2 = 1と点A

(
0,

1

2

)
がある．Aを通る傾き tの直線

とCとの 2つの交点をQ1(x1, y1)，Q2(x2, y2)とする．ただし，x1 < x2とす
る．また，CのQ1における接線を `1，Q2における接線を `2とする．`1と `2
は交わり，その交点を P(X, Y )とする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) x2 − x1と y2 − y1を，それぞれ tを用いて表せ．

(2) X = −2tであることを示せ．

(3) tがすべての実数値をとって変化するとき，点 Pの軌跡を求めよ．

6 xを実数とするとき，次の不等式を満たす xの値の範囲を求めよ．

8x + 8−x − (4x + 4−x)− 11 = 0
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7 2つの数列 {an}，{bn}を，a1 =
1

2
，b1 = 2，および{

an+1 = an + bn
bn+1 = 2an + 1

(n = 1, 2, 3, · · · )

で定める．このとき，次の各問に答えよ．

(1) a2, b2, a3, b3を求めよ．

(2) 次の式を満たす定数 p, q, rの組を 2組求めよ．

an+1 + pbn+1 + q = r(an + pbn + q) (n = 1, 2, 3, · · · )

(3) {an}, {bn}について，それぞれの第 n項 an, bnを求めよ．

(4) 2つの数列 {cn}, {dn}を，c1 =
√
2, d1 = 4，および{

cn+1 = cndn
dn+1 = 2cn

2
(n = 1, 2, 3, · · · )

で定める．{cn}, {dn}の第 n項 cn, dnについて，cn
2dnを求めよ．

8 微分可能な関数 f(x)，g(x)が，g(0) = 1，および

f(x) = g(x) + 3

∫ x

0

et−xf(t) dt

を満たしているとする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) f ′(x) = 2f(x) + h(x)を満たす関数 h(x)を，g(x)と g′(x)を用いて表せ．

(2) e−2xf(x)の導関数を，g(x)，g′(x)および e−2xを用いて表せ．

(3) e−2xf(x)が定数関数のとき，exg(x)も定数関数であることを示せ．また，
このときの g(x)および f(x)を求めよ．

(4) g(x) = x2 + 1のとき，f(x)を求めよ．
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9 袋の中に，1から 10までの数が 1つずつ書かれた 10枚の札が入っている．こ
れをはじめの状態とする．袋から無作為に 1枚の札を取り出し，取り出した札
は袋の中に戻さないという操作を，はじめの状態から続けて n回行う．n回の
うち，k回目 (k = 1, 2, · · · , n)の操作で取り出された札に書かれた数をXkとす
る．このとき，次の各問に答えよ．

(1) n = 6のとき，X1, X2, · · · , X6の組 (X1, X2, · · · , X6)で，X1 = 1，X2 = 2

かつ次の (∗)を満たす例を 1つ挙げよ．

(∗) すべての i, j (i 6= j)に対してXi +Xj 6= 10

(2) n = 7のとき，次の (∗∗)が必ず成り立つことを示せ．

(∗∗) Xi +Xj = 10を満たす i, j (i 6= j)が存在する

(3) n = 3のとき，3回目の操作ではじめて (2)の (∗∗)が成り立つ確率を求
めよ．

(4) n = 4のとき，4回目の操作ではじめて (2)の (∗∗)が成り立つ確率を求
めよ．

10 次の各問に答えよ．

(1) 整数 pを 5以上の素数とする．このとき，p+ 2が素数ならば，p+ 1は 6

の倍数であることを示せ．

(2) ある素数を 2進法で表したとき，すべての位の数字が 1である k桁の数
k 個︷ ︸︸ ︷

11 · · · 1になったとする．このとき，kは素数であることを示せ．ただし必
要ならば自然数mに対して，

Xm − 1 = (X − 1)(Xm−1 +Xm−2 + · · ·+X + 1)

が成り立つことを用いよ．
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11 平面上に，長さ 2の線分ABを直径とする円O1があり，その中心をMとする．
ABを t : (1− t)に内分する点をCとし，Cを通るABの垂線とO1の円周との
交点の 1つをDとする．ただし，0 < t < 1とする．また，3点B，C，Dを通
る円をO2とし，その中心をNとする．さらに，3点D，M，Nを通る円をO3

とし，その中心を Pとする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) 線分CDの長さを tを用いて表せ．

(2) 2つの円O2とO3の面積が等しくなるときの tの値を求めよ．

(3) 4MNPの面積が最大となるときの tの値を求めよ．

(4) 4点B，M，P，Nが同一円周上にあるときの tの値を求めよ．

12 次の各問に答えよ．

(1) 次の等式がすべての実数 α, βに対して成り立つことを示せ．

sin2 α + sin2 β + sin2(α+ β) = 2− 2 cosα cos β cos(α + β)

(2) 整数 pを 5以上の素数とする．このとき，p+ 2が素数ならば，p+ 1は 6

の倍数であることを示せ．

(3) 座標平面上の 3つの曲線

C1 : y = x2 − 4x+ 2

C2 : y = −x2

C3 : y = −x2 + 8x− 16

で囲まれた部分の面積を求めよ．
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解答例
1 (1) f(x) = x(log x)2を微分すると

f ′(x) = (log x)2 + x·2(log x) 1
x
= (log x+ 2) log x

(あ) log x + 2

(2) f(x) =
tanx

x2
= x−2 tanxより

f ′(x) = −2x−3 tanx+ x−2· 1

cos2 x

=
−2 sin x cos x+ x

x3 cos2 x
=

x− sin 2x

x3 cos2 x

(い) x − sin 2x

(3) f(x) =
x3 − 1

(x− 1)(x− 2)
=

x2 + x+ 1

x− 2
= x+ 3 +

7

x− 2
より

∫
f(x) dx =

x2

2
+ 3x+ 7 log |x− 2|+ C (Cは積分定数)

(う)
x2

2
+ 3x + 7 log |x − 2|

(4) f(x) = e
√
xについて，u =

√
xとおくと，x = u2より

dx

du
= 2u∫

f(x) dx =

∫
eu

dx

du
du = 2

∫
euu du

= 2eu(u− 1) + C = 2e
√
x(
√
x− 1) + C

(え) 2e
√

x(
√
x − 1)

(5) sin2 x cos2 x =
1

4
sin2 2x =

1

8
(1− cos 4x)より

∫ π
12

0

sin2 x cos2 x dx =
1

8

∫ π
12

0

(1− cos 4x)dx =
1

8

[
x− 1

4
sin 4x

] π
12

0

=
1

8

(
π

12
− 1

4
·
√
3

2

)
=

π

96
−

√
3

64

(お)
π

96
−

√
3

64
�
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2 (1) f(x) = x
√
3− xより

f ′(x) =
√
3− x+ x· −1

2
√
3− x

=
2(3− x)− x

2
√
3− x

=
3(2− x)

2
√
3− x

,

f ′′(x) =
3

2
·
(−1)

√
3− x− (2− x)· −1

2
√
3−x

3− x

=
3

4
·−2(3− x) + (2− x)

(3− x)
√
3− x

=
3(x− 4)

4(3− x)
√
3− x

CのOにおける接線の傾き kは k = f ′(0) =
√
3

(あ) 3(2 − x) (い) 3(x − 4) (う)
√
3

(2) (1)の結果から lim
x→3−0

f ′(x) = −∞

(3) f(x)の増減表は次のようになる．

x · · · 2 · · · 3

f ′(x) + 0 −
f ′′(x) − − −

極大
f(x) 2

変曲点はなし．

C : y = f(x)の概形は右の図のとおり．

　

O

y

x2

2

3

(4) f(x) = x
√
3− x = {(x− 3) + 3}

√
3− x = −(3− x)

3
2 + 3(3− x)

1
2 より∫ 3

0

f(x) dx =

∫ 3

0

{−(3− x)
3
2 + 3(3− x)

1
2} dx

=

[
2

5
(3− x)

5
2 − 2(3− x)

3
2

]3
0

=
12

5

√
3

l : y =
√
3xは，x = 3のとき，y = 3

√
3

よって S =
1

2
·3·3

√
3− 12

5

√
3 =

21

10

√
3 �
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3 (1) 3
−→
OP + 8

−→
AP + 7

−→
BP +

−→
CP = ~0より

3
−→
OP+ 8(

−→
OP−

−→
OA) + 7(

−→
OP−

−→
OB) +

−→
OP−

−→
OC = ~0

したがって

−→
OP =

8
−→
OA+ 7

−→
OB+

−→
OC

19
=

16

19
·8
−→
OA+ 7

−→
OB+

−→
OC

16

よって
−→
OP =

8~a + 7~b +~c

19
,

−→
OQ =

8~a + 7~b +~c

16

(2) 2直線CQとABの交点をRとすると

−→
CQ =

−→
OQ−

−→
OC =

8
−→
CA+ 7

−→
CB

16

=
15

16
·8
−→
CA+ 7

−→
CB

15
=

15

16

−→
CR

Qは線分CRを 15 : 1に内分するから

4ABQ =
1

16
4ABC

=
1

16
·1
2
·12 sin π

3
=

√
3

64

　

P

QR

O

A

B

C
3

16

1

15

補足 Rは線分ABを 7 : 8に内分する点である．

(3) |~a| = |~b| = |~c| = 1，~a·~b = ~b·~c = ~c·~a = 1·1 cos π
3
=

1

2

3
−→
OG·

−→
AB = (~a+~b+~c)·(~b− ~a) = (~a+~b)·(~b− ~a) +~c·(~b− ~a)

= |~b|2 − |~a|2 +~b·~c−~c·~a = 0,

3
−→
OG·

−→
AC = (~a+~b+~c)·(~c− ~a) = (~a+~c)·(~c− ~a) +~b·(~c− ~a)

= |~c|2 − |~a|2 +~b·~c− ~a·~b = 0

−→
OG⊥

−→
AB,

−→
OG⊥

−→
ACより，

−→
OGと平面ABCは垂直である．

(4) |
−→
OG| = 1

3
|~a+~b+~c|

=
1

3

√
|~a|2 + |~b|2 + |~c|2 + 2(~a·~b+~b·~c+~c·~a) =

√
6

3

求める体積は
1

16
· 3
19

× 1

3
4ABC|

−→
OG| = 1

16
· 3
19

× 1

3
·
√
3

4
·
√
6

3
=

√
2

1216
�
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4 • N1 = 2となる確率は，1回目に白玉を取り出す確率であるから
1

3

N1 = 3となる確率は，1回目に赤玉を取り出す確率であるから
2

3

• 1回目に赤玉が移動して 2回目に白玉が移動する確率は
2

3
·1
4
=

1

6

1回目に白玉が移動して 2回目に白玉が移動する確率は
1

3
·2
4
=

1

6

よって，N2 = 2となる確率は
1

6
+

1

6
=

1

3

• N3 = 1となるは，次の色の玉が移動する場合である．

(1回目，2回目，3回目)=(赤玉，赤玉，白玉)，(赤玉，白玉，白玉)

よって，その確率は
2

3
·3
4
·1
4
+

2

3
·1
4
·2
4
=

5

24

N3 = 3となるは，次の色の玉が移動する場合である．

(1回目，2回目，3回目)=(白玉，赤玉，赤玉)，(白玉，白玉，赤玉)

よって，その確率は
1

3
·2
4
·3
4
+

1

3
·2
4
·2
4
=

5

24

N3 = 2となる確率は，N3 = 1とN3 = 3の余事象の確率であるから

1−
(

5

24
+

5

24

)
=

7

12

(あ)
1

3
(い)

2

3
(う)

1

6
(え)

1

6
(お)

1

3
(か)

5

24
(き)

5

24
(く)

7

12
�
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5 (1) 点A

(
0,

1

2

)
を通り，傾き tの直線は

y = tx+
1

2
(∗)

この直線と C : x2 + y2 = 1の方程式から
yを消去して整理すると

(t2 + 1)x2 + tx− 3

4
= 0

これを解くと x =
−t±

√
4t2 + 3

2(t2 + 1)

　

O

y

x

P(X, Y )

`1

`2

Q1

Q2
A

1
2

1

1

−1
C

この方程式の解が x1, x2であるから (x1 < x2)

x2 − x1 =
−t+

√
4t2 + 3

2(t2 + 1)
− −t−

√
4t2 + 3

2(t2 + 1)
=

√
4t2 + 3

t2 + 1

y1 = tx1 +
1

2
，y2 = tx2 +

1

2
であるから

y2 − y1 = t(x2 − x1) =
t
√
4t2 + 3

t2 + 1

(2) 2点Q1, Q2を通る直線は点 P(X, Y )を極とする極線

Xx+ Y y = 1

である．(∗)より，これが−2tx+ 2y = 1に一致するから

X = −2t, Y = 2 (∗∗)

(3) (∗∗)より，P(−2t, 2)であるから，点 Pの軌跡は y = 2 �� �
円 C : x2 + y2 = r2 の外部の点 P(a, b)か
らCに引いた 2本の接線の接点をM(x1, y1)，
N(x2, y2)とする．2本の接線

x1x+ y1y = r2, x2x+ y2y = r2

は点 P(a, b)を通るから

ax1 + by1 = r2, ax2 + by2 = r2

　

O

y

x

P(a, b)M

N

r−r

C

l

上の 2式から直線 l : ax+ by = r2は 2点M，Nを通る．

このとき，lを Pを極とするCの極線という．� �
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6 t = 2x + 2−xとおくと t = 2
√
2x·2−x = 2 · · · 1©

8x + 8−x = (2x + 2−x)3 − 3(2x + 2−x) = t3 − 3t,

4x + 4−x = (2x + 2−x)2 − 2 = t2 − 2

このとき，不等式 8x + 8−x − (4x + 4−x)− 11 = 0は

t3 − 3t− (t2 − 2)− 11 = 0 ゆえに (t− 3)(t2 + 2t+ 3) = 0

t2 + 2t+ 3 = (t+ 1)2 + 2 > 0および 1©に注意して t = 3

2x + 2−x = 3 ゆえに (2x)2 − 3·2x + 1 = 0

したがって 2x 5 3−
√
5

2
,

3 +
√
5

2
5 2x

よって x 5 log2

3 −
√
5

2
, log2

3 +
√
5

2
5 x �

7 (1) a1 =
1

2
，b1 = 2および

(∗)

{
an+1 = an + bn
bn+1 = 2an + 1

(n = 1, 2, 3, · · · )

で定めらた漸化式に n = 1, 2を順次代入すると

a2 = a1 + b1 =
1

2
+ 2 =

5

2
, b2 = 2a1 + 1 = 2·1

2
+ 1 = 2,

a3 = a2 + b2 =
5

2
+ 2 =

9

2
, b3 = 2a2 + 1 = 2·5

2
+ 1 = 6
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(2) 与えられた等式

an+1 + pbn+1 + q = r(an + pbn + q) (n = 1, 2, 3, · · · )

の左辺に (∗)を代入すると

(1 + 2p)an + bn + p+ q = ran + rpbn + rq

係数および定数項を比較すると
1 + 2p = r · · · 1©
1 = rp · · · 2©
p+ q = rq · · · 3©

1©， 2©から，rを消去すると

1 = (1 + 2p)p ゆえに (p+ 1)(2p− 1) = 0

1©より p = −1のとき r = −1，p =
1

2
のとき r = 2

これらを 3©に代入して (p, q, r) =

(
−1,

1

2
,−1

)
,

(
1

2
,
1

2
, 2

)
(3) (2)の結果から

(∗∗)


an+1 − bn+1 +

1

2
= −

(
an − bn +

1

2

)
an+1 +

1

2
bn+1 +

1

2
= 2

(
an +

1

2
bn +

1

2

)
したがって

an − bn +
1

2
=

(
a1 − b1 +

1

2

)
(−1)n−1

=

(
1

2
− 2 +

1

2

)
= (−1)n,

an +
1

2
bn +

1

2
=

(
a1 +

1

2
b1 +

1

2

)
·2n−1

=

(
1

2
+

1

2
·2 + 1

2

)
·2n−1 = 2n

上の 2式から an =
2n+1

3
+

(−1)n

3
−

1

2

bn =
2n+1

3
−

2(−1)n

3



1000 第 8章 宮崎大学

(4) c1 =
√
2, d1 = 4および{

cn+1 = cndn
dn+1 = 2cn

2
(n = 1, 2, 3, · · · )

で定めれた数列は，すべての nについて，cn > 0, dn > 0であることに注
意して，2式の両辺を 2を底とする対数をとると

log2 cn+1 = log2 cn + log2 dn, log2 dn+1 = 2 log2 cn + 1

また a1 = log2 c1 =
1

2
, b1 = log2 d1 = 2

これから，log2 cn, log2 dnが，それぞれ an, bnと一致するから

log2 cn
2dn = 2 log2 cn + log2 dn

= 2an + bn

= 2

{
2n+1

3
+

(−1)n

3
− 1

2

}
+

{
2n+1

3
− 2(−1)n

3

}
= 2n+1 − 1

よって cn
2dn = 22n+1−1 �

8 (1) f(x) = g(x) + 3

∫ x

0

et−xf(t) dtより

f(x) = g(x) + 3e−x

∫ x

0

etf(t) dt (∗)

これを微分すると

f ′(x) = g′(x)− 3e−x

∫ x

0

etf(t) dt+ 3f(x) (∗∗)

(∗)と (∗∗)の辺々を加えて整理すると

f ′(x) = 2f(x) + g(x) + g′(x) (A)

これが f ′(x) = 2f(x) + h(x)と一致するから

h(x) = g(x) + g′(x)

(2) e−2xf(x)を微分し，(A)を代入すると

{e−2xf(x)}′ = −2e−2xf(x) + e−2xf ′(x)

= −2e−2xf(x) + e−2x{2f(x) + g(x) + g′(x)}
= e−2x{g(x) + g′(x)}
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(3) e−2xf(x)が定数関数のとき，(2)の結果は 0であるから

g(x) + g′(x) = 0 ゆえに exg(x) + exg′(x) = 0

{exg(x)}′ = 0であるから，定数C1を用いて

exg(x) = C1 ゆえに g(x) = C1e
−x

g(0) = 1であるから C1 = 1 よって g(x) = e−x

e−2xf(x)が定数関数であるから，定数C2を用いて

e−2xf(x) = C2 ゆえに f(x) = C2e
2x

(∗)に x = 0を代入すると f(0) = g(0) = 1 ゆえに C2 = 1

よって f(x) = e2x

(4) (A)に g(x) = x2 + 1を代入することにより

f ′(x)− 2f(x) = (x+ 1)2 ゆえに {e−2xf(x)}′ = e−2x(x+ 1)2

積分定数Cを用いて

e−2xf(x) =

∫
e−2x(x+ 1)2 dx

= −1

2
e−2x

{
(x+ 1)2 +

{(x+ 1)2}′

2
+

{(x+ 1)2}′′

22

}
+ C

= −1

2
e−2x

(
x2 + 3x+

5

2

)
+ C

したがって f(x) = −x2

2
− 3

2
x− 5

4
+ Ce2x

f(0) = 1であるから f(x) = −
x2

2
−

3

2
x −

5

4
+

9

4
e2x

補足 ここでは，次の積分公式を利用している 6．∫
epxf(x) dx =

epx

p

{
f(x)− f ′(x)

p
+

f ′′(x)

p2
− f ′′′(x)

p3
+ · · ·

}
+ C∫

e−pxf(x) dx = −epx

p

{
f(x) +

f ′(x)

p
+

f ′′(x)

p2
+

f ′′′(x)

p3
+ · · ·

}
+ C

�
6http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai math 2015 kouki.pdf (p.7を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_math_2015_kouki.pdf
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9 (1) (X1, X2, X3, X4, X5, X6) = (1, 2, 3, 4, 5, 10)

補足 A1 = {1, 9}, A2 = {2, 8}, A3 = {3, 7}, A4 = {4, 6}, A5 = {5}, A6 = {10}
とすると，Ak (k = 1, 2, 3, 4, 5, 6)から 1つずつ取り出す場合である．残り
のA3, A4から 1つずつ選ぶ場合であるから，全部で 22 = 4通りある．

(2) A1 = {1, 9}, A2 = {2, 8}, A3 = {3, 7}, A4 = {4, 6}, A5 = {5}, A6 = {10}
とする．1から 10の 10枚の札から 7枚取り出すとき，A1, A2, A3, A4の
4組の同じ組から 2枚取り出されるものが少なくとも 1組存在する．
したがって，(∗∗)が成立する．

(3) (∗∗)を満たす組合せはA1, A2, A3, A4の 4通りある．Ak (k = 1, 2, 3, 4)

の要素 2枚とそれ以外の 8枚から 1枚選んだ 3枚について，Akの要素が
必ず 3回目に並ぶ場合が 2·2! = 4通りある．よって，求める確率は

4·8·4
10P3

=
4·8·4
10·9·8

=
8

45

(4) (∗∗)を満たす組合せはA1, A2, A3, A4の 4通りある．Ak (k = 1, 2, 3, 4)

の要素 2枚とそれ以外の 8枚から 2枚選ぶとき，Aj (j 6= k)から 2枚選ぶ
場合を除いた

8C2 − 3 =
8·7
2·1

− 3 = 25 (通り)

これら 4枚について，Akの要素が必ず 4回目に並ぶ場合が 2·3! = 12通り
ある．よって，求める確率は

4·25·12
10P4

=
4·25·12
10·9·8·7

=
5

21

�
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10 (1) pは 5以上の素数であるから，pは奇数，すなわち，p+ 1は偶数．

2数 p, p+ 2 (p = 5)が素数であるから，pと p+ 2はともに 3で割り切れ
ない．このとき，連続する 3整数 p, p + 1, p + 2のうち 1つが 3の倍数，
すなわち，p+ 1が 3の倍数である．ゆえに，p+ 1は偶数かつ 3の倍数．

よって，p+ 1は 6の倍数である．

補足 p = 5とする双子素数 (p, p+2)について，その間の p+1が 6の倍数にな
ることは，次からも分かる．5以上の整数を

6n− 1, 6n, 6n+ 1, 6n+ 2, 6n+ 3, 6n+ 4 (n = 1, 2, · · · )

とおくと，6n, 6n+2 = 2(3n+1), 6n+3 = 3(2n+1), 6n+4 = 2(3n+2)

であるから，2整数

(p, p+ 2) = (6n− 1, 6n+ 1)

が双子素数であるための必要条件である．

よって，(p, p+ 2)が双子素数のとき，p+ 1 = 6nは 6の倍数である．

一般に，5以上の整数N について，N ≡ ±1 (mod 6)はN が素数である

ための必要条件である．エラトステネスの
ふるい

篩 (素数判定)で数字を書き並
べるとき，1列に 6個ずつ数字を並べると，素数の配列が分かりやすい．

双子素数は無数に存在するかという問題，いわゆる「双子素数の予想」や
「双子素数の問題」は，いまだに数学上の未解決問題である．無数に存在
するだろうと，多くの数論学者が予想している．

(2) すべての位の数字が 1である k桁の数

k 個︷ ︸︸ ︷
11 · · · 1をN とすると

N = 2k−1 + 2k−2 + · · ·+ 2 + 1 = 2k − 1

kが素数でない，すなわち，k = pq (p, qは 2以上の整数)とすると

N = 2pq − 1 = (2p)q − 1 = (2p − 1){2p(q−1) + 2p(q−2) + · · ·+ 2p + 1}

このとき，2p − 1 = 3，2p(q−1) + 2p(q−2) + · · ·+ 2p + 1 = 2p + 1 = 5

したがって kが素数でない =⇒ N は素数ではない

よって N が素数 =⇒ kは素数 �
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11 (1) Cは線分ABを t : (1 − t)に内分する
点であるから (0 < t < 1)

AC = 2t ゆえに CM = |1− 2t|

したがって

CD =
√
MD2 − CD2

=
√
12 − (1− 2t)2

= 2
√

t(1 − t)

　

A B

O1

MC

D

N
P

O2

O3

(2) ∠BCD = 90◦であるから，O2はBDを直径とする円．

BC = AB−AC = 2− 2tおよび (1)の結果から，O2の半径をR2とすると

(2R2)
2 = BC2 + CD2 ゆえに R2

2 = (1− t)2 + t(1− t) = 1− t

したがって R2 =
√
1− t

NはBDの中点で4BMN ≡ 4DMNより ∠MND = 90◦

O3はDMを直径とする円で，その半径をR3とすると R3 =
1

2

R2 = R3より
√
1− t =

1

2
これを解いて t =

3

4

(3) 直角三角形MNDにおいて，MD = 1，DN = R2 =
√
1− tより

MN =
√
MD2 −DN2 =

√
t

したがって 4MNP =
1

2
4MND =

1

2
·1
2
MN·DN =

1

4

√
t(1− t)

0 < t < 1において t(1− t) = −
(
t− 1

2

)2

+
1

4
5 1

4

よって，4MNPの面積が最大となるとき t =
1

2

(4) 4点B，M，P，Nが同一円周上にあるから，方べきの定理により

DP·DM = DN·DB

DP =
1

2
，DM = 1，DN = R2，DB = 2R2を代入して

1

2
·1 = 2R2

2 ゆえに R2
2 =

1

4

したがって 1− t =
1

4
よって t =

3

4
�
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12 (1) 与えらえた等式

sin2 α + sin2 β + sin2(α+ β) = 2− 2 cosα cos β cos(α + β)

の左辺を変形すると

(左辺) =
1

2
(1− cos 2α) +

1

2
(1− cos 2β) + 1− cos2(α + β)

= 2− 1

2
(cos 2α + cos 2β)− cos2(α+ β)

= 2− cos(α + β) cos(α− β)− cos2(α + β)

= 2− {cos(α− β) + cos(α + β)} cos(α + β)

= 2− 2 cosα cos β cos(α + β) = (右辺)

(2) 10 (1)を参照．

(3) 下の図の斜線部分は，直線 x = 2に関して対称であるから，求める面積を
Sとすると

S = 2

∫ 2

1

{x2 − 4x+ 2− (−x2)} dx = 4

∫ 2

1

(x− 1)2 dx

=
4

3

[
(x− 1)3

]2
1

=
4

3

O

y

x
1 2 3 4

2

−1

−2

−4

C1

C2 C3

�





第 9 章 鹿児島大学

出題分野 1. 理系A· · · 理 [数物地]・工・医 [医]
2. 理系B· · · 理 [生]・医 [理]・歯・農・水
3. 教育学部

理系A　出題分野 (2011-2022) 120分

J 鹿児島大学 理系A 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

I 図形と計量 1

式と証明 1 1 1

複素数と方程式 2 2 2 1

II 図形と方程式 1 1 2 1

三角関数 2 1 1 1

指数関数と対数関数 1 2 2 2 2

微分法と積分法 2 2 2 6 2

式と曲線 6* 6* 6* 6* 6 6

複素数平面 7 7 7 7 6 7

関数
III 極限 6

微分法とその応用 6 6 7

積分法 4 4 4 6

積分法の応用 4 6 6 6 7 7 6

場合の数と確率 1·7* 1 1 1 1·5* 1·2 1

A 整数の性質 1 1 1 1 1 1 1

図形の性質 1 1 1 1 1 1

平面上のベクトル 3 3 3 4* 4* 4* 4*

B 空間のベクトル 4* 4* 4* 4*

数列 3 3 3* 3* 3* 3* 3* 3* 3* 3*

確率分布と統計 7*·8* 8* 7*·8* 7*·8* 5* 5* 5* 5* 5* 5* 5*

C 行列 (旧課程) 5* 5* 5* 5* 数字は問題番号 (∗から 1題選択)

1007

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2014.pdf
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理系B　出題分野 (2011-2022) 90分

J 鹿児島大学 理系B 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

I 図形と計量 1

式と証明 1 1 1

複素数と方程式 2 2 1

II 図形と方程式 1 1 2 1

三角関数 2 1 1 1

指数関数と対数関数 1 2 2 2 2 2

微分法と積分法 2 2 2 2 1 2 2

場合の数と確率 1 1 1 1 1·5* 1·2 1 1

A 整数の性質 1 1 1 1 1 1 1

図形の性質 1 1 1 1 1 1

平面上のベクトル 3 3 3 4* 4* 4* 4*

B 空間のベクトル 4* 4* 4* 4*

数列 3 3 3* 3* 3* 3* 3* 3* 3* 3*

確率分布と統計 5* 5* 5* 5* 5* 5* 5*

数字は問題番号 (∗から 1題選択)

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2014.pdf
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教育学部 出題分野 (2011-2022) 120分

J 鹿児島大学 教育学部 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

I 図形と計量 1

式と証明 1 1 1

複素数と方程式 2* 2# 2# 1

II 図形と方程式 1 1 2# 1

三角関数 2# 1 1 1

指数関数と対数関数 1 2* 2* 8 2#

微分法と積分法 2* 2* 9# 1 2# 2# 8#

式と曲線
複素数平面
関数

III 極限
微分法とその応用
積分法 9* 2#

積分法の応用 9* 9* 9* 10# 8# 8# 8# 8# 8#

場合の数と確率 1 1 1 1 1·5* 1·2# 1

A 整数の性質 1 1 1 1 1 1 1

図形の性質 1 1 1 1 1 1

平面上のベクトル 3 3 3 4* 4* 4* 4*

B 空間のベクトル 4* 4* 4* 4*

数列 3 3 3* 3* 3* 3* 3* 3* 3* 3*

確率分布と統計 5* 5* 5* 5* 5* 5* 5*

数字は問題番号 (∗，#からそれぞれ 1題選択)

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2014.pdf
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9.1 2015年
• 理 [数理・物理・地環]・工・医 [医]・歯学部 1 2 6 7 必答，

3 4 5 から 1問選択．数 I・II・III・A・B(120分)

• 理 [生命化]，医 [理学療法]・農・水産・共同獣医学部 1 2 必答，
3 4 5 から 1問選択．数 I・II・A・B(90分)

• 教育 [数学・理科・技術・教育・心理・家政・国語・社会・英語・特別支援教育・健
康教育]学部 1 8 必答， 3 4 5 から 1問選択， 9 10 から 1問選択．
数 I・II・A・Bまたは数 I・III・A・B(90分)

1 次の各問いに答えよ．

(1) SATTUNという 6文字を並べかえて得られる順列のうち，最初が子音文
字になるものの総数を求めよ．

(2) 半径 rの円O′が半径 2rの円Oに点Pで内接し，さらに円O′は円Oの弦
ABに点Qで接している．線分PQの延長が円Oと交わる点をMとする．
∠PQB = 60◦のとき，線分QMの長さを求めよ．

(3) 1次不定方程式
37x+ 32y = 1

の整数解を 1組求めよ．

2 次の各問いに答えよ．

(1) 0でない実数 a, b, c, dが 3a = 5b = 7c = 105dを満たすとき，

1

a
+

1

b
+

1

c
=

1

d

が成り立つことを示せ．

(2) 関数 f(x) = −3mx+ 2nと関数 g(x) = 6x2 − 2nx−mについて

S =

∫ 2

0

f(x) dx, T =

∫ 2

0

g(x) dx

とおく．ただし，m = 0，n = 0とする．このとき，次の各問いに答えよ．

(a) Sと T をmと nを用いて表せ．

(b) S = 0，T = 0のとき，m+ nが最大となるようなmと nを求めよ．
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3 数列 {an}は a1 = 0，an+1 − an =
n{1 + (−1)n+1}

2
(n = 1, 2, 3, · · · ) により定ま

るものとして，次の各問いに答えよ．

(1) a2，a3，a4，a5をそれぞれ求めよ．

(2) 数列 {bn}，{cn}を

bn = a2n−1, cn = a2n (n = 1, 2, 3, · · · )

で定めるとき，一般項 bn，cnを求めよ．

(3)
50∑
n=1

(−1)nanを求めよ．

4 平面上に三角形ABCと点Oがあり，
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとおくとき

~a·~b = ~b·~c = ~c·~a 6= 0

を満たしていると仮定する．辺BCの中点をM，線分OBの中点をNとし，三
角形OBCの外心を Pとする．このとき，次の各問いに答えよ．

(1) M 6= Pのとき，線分MPと線分OAは平行であることを示せ．

(2)
−−→
MP = t~aとおいて，

−→
OPと

−→
NPを~a，~b，~cおよび実数 tを用いて表せ．

(3)
−→
OPと

−→
NPを~a，~b，~cを用いて表せ．

5 整数 n (n = 4)に対し，2枚のコインを同時に投げる試行を繰り返し，2枚とも
表が出るか，または n回繰り返した時点で試行を終了するときの試行の回数を
Xnとする．確率変数Xnについて，次の各問いに答えよ．

(1) n − 1以下の自然数 kに対して，確率 P (Xn = k)を求めよ．また，確率
P (Xn > 3)を求めよ．

(2) 確率 P (Xn = n)を nを用いて表せ．

(3) Xnの平均をEnとかくとき，En+1 − Enを求めよ．



1012 第 9章 鹿児島大学

6 関数 f(x) = xe−xについて，次の各問いに答えよ．ただし，eは自然対数の底
であり，x > 0とする．

(1) f(x)の極値を求めよ．また，曲線 y = f(x)の凹凸を調べ，その概形を描
け．ただし， lim

x→+∞
xe−x = 0を用いてよい．

(2) t > 0とするとき，曲線 y = f(x)と x軸，および直線 x = tで囲まれる部
分の面積 g(t)を求めよ．

(3) t > 0とするとき，曲線 y = f(x)と x軸，および二つの直線 x = tと
x = t+ 1で囲まれる部分の面積 h(t)が最大となるような tの値を求めよ．

7 次の各問いに答えよ．ただし，iは虚数単位とする．

(1) 方程式 z4 = −1を解け．

(2) αを方程式 z4 = −1の解の一つとする．複素数平面に点 βがあって

|z − β| =
√
2|z − α|を満たす点 z全体が原点を中心とする円 Cを描くと

き，複素数 βを αで表せ．

(3) 点 zが (2)の円C上を動くとき，点 iと zを結ぶ線分の中点wはどのよう
な図形を描くか．

8 0でない実数 a, b, c, dが 3a = 5b = 7c = 105dを満たすとき，

1

a
+

1

b
+

1

c
=

1

d

が成り立つことを示せ．

9 関数 f(x) = −3mx+ 2nと関数 g(x) = 6x2 − 2nx−mについて

S =

∫ 2

0

f(x) dx, T =

∫ 2

0

g(x) dx

とおく．ただし，m = 0，n = 0とする．このとき，次の各問いに答えよ．

(1) Sと T をmと nを用いて表せ．

(2) S = 0，T = 0のとき，m+ nが最大となるようなmと nを求めよ．

10 関数 f(x) = xe−xについて，次の問いに答えよ．ただし，eは自然対数の底で
あり，x > 0とする．

(1) f(x)の極値を求めよ．また，曲線 y = f(x)の凹凸を調べ，その概形を描
け．ただし， lim

x→∞
xe−x = 0を用いてよい．

(2) 曲線 y = f(x)と x軸，および直線 x = 1で囲まれる部分の面積を求めよ．
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解答例

1 (1) 最初の文字が SまたはNのとき，ともに
5!

2!
(通り)

最初の文字がTのとき 5! (通り)

よって，求める総数は
5!

2!
× 2 + 5! = 240 (通り)

(2) Qは弦ABと円O′の接点であるから

∠POQ = ∠PQB = 60◦

弦OPは，円O′の直径であるから

∠OQP = 90◦

4OMQ ≡ 4OPQ であるから

　

O O′
A

B

P

Q
60◦

M

r

QM = PQ = OP sin 60◦ = 2r ×
√
3

2
=

√
3 r

(3) 37x+ 32y = 1 · · · (∗) より，37 ≡ 5, 32 ≡ 0 (mod 32) であるから

5x ≡ 1 (mod 32) ゆえに 13·5x ≡ 13 (mod 32)

すなわち x ≡ 13 (mod 32) これを満たす整数 xの 1つは 13

(∗)より，5x+ 32(x+ y) = 1 であるから

5× 13 + 32(13 + y) = 1 ゆえに 64 + 32(13 + y) = 0

これを解いて y = −15 よって (x, y) = (13,−15)

別解 ユークリッドの互除法により

2 6 1

2 ) 5 ) 32 ) 37

4 30 32

1 2 5

2 6 1

d ) c ) b ) a

1 d c

a = 37，b = 32，c = 5，d = 2とおくと
a = b+ c

b = 6c+ d

c = 2d+ 1

ゆえに (∗)


c = a− b

d = b− 6c

1 = c− 2d

(∗)の 3式から c, dを消去すると

1 = c− 2(b− 6c) = −2b+ 13c = −2b+ 13(a− b) = 13a− 15b

したがって 37·13 + 32·(−15) = 1 よって (x, y) = (13,−15) �
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2 (1) 3a = 5b = 7c = 105d = M とおく．

a，b，cは 0でない実数であるから，M は 1でない正数．

したがって a = log3M =
1

logM 3
ゆえに logM 3 =

1

a

b = log5M =
1

logM 5
ゆえに logM 5 =

1

b

c = log7 M =
1

logM 7
ゆえに logM 7 =

1

c

d = log105M =
1

logM 105
ゆえに logM 105 =

1

d

logM 3 + logM 5 + logM 7 = logM 105 であるから
1

a
+

1

b
+

1

c
=

1

d

(2) (a) S =

∫ 2

0

(−3mx+ 2n) dx =

[
−3

2
mx2 + 2nx

]2
0

= −6m + 4n

T =

∫ 2

0

(6x2−2nx−m) dx =

[
2x3−nx2−mx

]2
0

= −2m − 4n + 16

(b) (a) の結果から

m = 2− 1

8
S − 1

8
T, n = 3 +

1

16
S − 3

16
T

したがって m+ n = 5− 1

16
S − 5

16
T

S = 0，T = 0のとき，m+ nが最大となるのは，上の諸式より

S = T = 0 すなわち m = 2, n = 3

�
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3 (1) a1 = 0，an+1 − an =
n{1 + (−1)n+1}

2
(n = 1, 2, 3, · · · ) · · · (∗)

(∗)に n = 1, 2, 3, 4を代入すると

a2 − a1 = 1, a3 − a2 = 0, a4 − a3 = 3, a5 − a4 = 0

a1 = 0 であるから a2 = 1, a3 = 1, a4 = 4, a5 = 4

(2) (∗)の nをそれぞれ，2n，2n+ 1に置き換えると

a2n+1 − a2n =
2n{1 + (−1)2n+1}

2
= 0

a2n+2 − a2n+1 =
(2n+ 1){1 + (−1)2n+2}

2
= 2n+ 1

したがって

{
bn+1 − cn = 0 · · · 1©
cn+1 − bn+1 = 2n+ 1 · · · 2©

上の 2式から bn+1を消去すると cn+1 − cn = 2n+ 1

n = 2のとき
n−1∑
k=1

(ck+1 − ck) =
n−1∑
k=1

(2k + 1)

したがって cn − c1 = 2·1
2
n(n− 1) + n− 1 = n2 − 1

c1 = a2 = 1 であるから cn = n2

上式は，n = 1のときも成り立つ．

1©から，n = 2のとき bn = cn−1 = (n− 1)2

b1 = a1 = 0 であるから，上式は，n = 1のときも成り立つ．

よって，求める一般項は bn = (n − 1)2, cn = n2

(3) (2)の結果から

50∑
n=1

(−1)nan =
25∑
k=1

{(−1)2k−1a2k−1 + (−1)2ka2k}

=
25∑
k=1

(−bk + ck) =
25∑
k=1

{−(k − 1)2 + k2}

=
25∑
k=1

(2k − 1) = 252 = 625

�
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4 (1) ~a·~b = ~b·~c = ~c·~a より

~a·(~c−~b) = ~b·(~a−~c) = ~c·(~b− ~a) = 0

すなわち

−→
OA·

−→
BC =

−→
OB·

−→
CA =

−→
OC·

−→
AB = 0

したがって，Oは4ABCの垂心である．
これから OA⊥BC · · · 1©

　 A

B C

P

M
O

N

また，Pは4OBCの外心であるから，Pは線分 BCの垂直二等分線上に
ある．したがって MP⊥BC · · · 2©
1©， 2©から MP//OA

(2)
−→
OP =

−−→
OM+

−−→
MP =

~b+~c

2
+ t~a = t~a +

1

2
~b +

1

2
~c

−→
NP =

−→
OP−

−→
ON =

(
t~a+

1

2
~b+

1

2
~c

)
− 1

2
~b = t~a +

1

2
~c

(3) Nは外接円の弦OBの中点であるから
−→
OB⊥

−→
NP

したがって，
−→
OB·

−→
NP = 0より

~b·
(
t~a+

1

2
~c

)
= 0 ゆえに t~a·~b = −1

2
~b·~c

~a·~b = ~b·~c 6= 0 であるから t = −1

2

これを (2)の結果に代入すると

−→
OP = −

1

2
~a +

1

2
~b +

1

2
~c,

−→
NP = −

1

2
~a +

1

2
~c

�
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5 (1) k 5 n− 1のとき，

P (Xn = k)は，k回目で初めて 2枚とも表が出る確率であるから

P (Xn = k) =

{
1−

(
1

2

)2
}k−1

×
(
1

2

)2

=
1

4

(
3

4

)k−1

また，P (Xn > 3)は，上式により

P (Xn > 3) = 1− P (Xn 5 3)

= 1−
3∑

k=1

P (Xn = k) = 1−
3∑

k=1

1

4

(
3

4

)k−1

= 1− 1

4
×

1−
(
3
4

)3
1− 3

4

=

(
3

4

)3

=
27

64

(2) (1)の結果から

P (Xn = n) = 1− P (Xn 5 n− 1)

= 1−
n−1∑
k=1

P (Xn = k) = 1−
n−1∑
k=1

1

4

(
3

4

)k−1

= 1− 1

4
×

1−
(
3
4

)n−1

1− 3
4

=

(
3

4

)n−1

(3) (1)，(2)の結果から

En =
n−1∑
k=1

kP (Xn = k) + nP (Xn = n)

=
n−1∑
k=1

k

4

(
3

4

)k−1

+ n

(
3

4

)n−1

上式の nを n+ 1に置き換えると

En+1 =
n∑

k=1

k

4

(
3

4

)k−1

+ (n+ 1)

(
3

4

)n

上の 2式から

En+1 − En =
n

4

(
3

4

)n−1

+ (n+ 1)

(
3

4

)n

− n

(
3

4

)n−1

=

(
3

4

)n−1{
n

4
+

3

4
(n+ 1)− n

}
=

(
3

4

)n

�
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6 (1) f(x) = xe−x より f ′(x) = (1− x)e−x, f ′′(x) = (x− 2)e−x

したがって，f(x)の増減表は次のようになる．

x (0) · · · 1 · · · 2 · · ·
f ′(x) + 0 − − −
f ′′(x) − − − 0 +

f(x) (0) 1
e

2
e2

　

O

y

x

(2, 2
e2
)

1

1
e

また， lim
x→+∞

f(x) = 0 より，グラフの概形は右上の図のようになる．

よって，極大値は f(1) =
1

e

(2) (1)のグラフから

g(t) =

∫ t

0

f(x) dx =

∫ t

0

xe−x dx

=

[
−(x+ 1)e−x

]t
0

= 1 − (t + 1)e−t

(3) (2)の結果から h(t) = g(t+ 1)− g(t)

g′(t) = f(t)に注意して，h(t)を微分すると

h′(t) = g′(t+ 1)− g′(t) = f(t+ 1)− f(t)

= (t+ 1)e−t−1 − te−t = e−t−1{(t+ 1)− et}
= e−t−1{1− (e− 1)t}

t > 0における h(t)の増減表は次のようになる．

t (0) · · · 1
e−1

· · ·
h′(t) + 0 −
h(t) ↗ 極大 ↘

よって，h(t)が最大となる tの値は t =
1

e − 1
�
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7 (1) 方程式の解 zの極形式を z = r(cos θ + i sin θ) · · · 1©

とすると z4 = r4(cos 4θ + i sin 4θ)

−1を極形式で表すと −1 = cos π + i sinπ

よって r4(cos 4θ + i sin 4θ) = cos π + i sin π

両辺の絶対値と偏角を比較すると

r4 = 1, 4θ = π + 2kπ (kは整数)

r > 0 であるから r = 1 · · · 2©

また θ =
π

4
+

kπ

2

0 5 θ < 2πの範囲で考えると，k = 0, 1, 2, 3 であるから

θ =
π

4
,
3

4
π,

5

4
π,

7

4
π · · · 3©

2©， 3©を 1©に代入すると，求める解は

z = ±
1
√
2
±

1
√
2
i (複号任意)

(2) |z − β| =
√
2|z − α|の両辺を 2乗することにより

|z − β|2 = 2|z − α|2

(z − β)(z − β) = 2(z − α)(z − α)

両辺を展開して整理すると

zz − (2α− β)z − (2α− β)z = −2αα+ ββ

{z − (2α− β)}{z − (2α− β)} = 2(α− β)(α− β)

|z − (2α− β)|2 = 2|α− β|2

したがって |z − (2α− β)| =
√
2|α− β| · · · (∗)

このとき，点 z全体が原点を中心とする円であるから

2α− β = 0 よって β = 2α
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(3) β = 2αを (∗)に代入すると |z| =
√
2|α| · · · 4©

また，αは z4 = −1の解であるから

α4 = −1 ゆえに |α4| = | − 1|

したがって |α|4 = 1 すなわち |α| = 1

これを 4©に代入すると |z| =
√
2 · · · 5©

wは iと zの中点であるから

w =
i+ z

2
ゆえに z = 2w − i

これを 5©に代入すると

|2w − i| =
√
2 ゆえに

∣∣∣∣w − i

2

∣∣∣∣ = 1√
2

よって，点wは，点
i

2
を中心とする半径

1
√
2
の円を描く． �

8 2 (1)と同じ �

9 2 (2)と同じ �

10 (1) 6 (1)と同じ

(2) 求める面積を Sとすると

S =

∫ 1

0

xe−x dx =

[
− (x+ 1)e−x

]1
0

= 1 −
2

e

�
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9.2 2016年
• 理 [数理・物理・地環]・工・医 [医]・歯学部 1 2 6 7 必答，

3 4 5 から 1問選択．数 I・II・III・A・B(120分)

• 理 [生命化]・農・水産・共同獣医学部 1 2 必答，
3 4 5 から 1問選択．数 I・II・A・B(90分)

• 教育 [数学・理科・技術・教育・心理・家政・国語・社会・英語・特別支援教
育・健康教育]学部 1 必答， 3 4 5 から 1問選択， 2 8 から 1問選
択．数 I・II・A・Bまたは数 I・III・A・B(90分)

1 次の各問いに答えよ．

(1) 4ABCにおいて ∠Aの二等分線と辺 BCとの交点をDとする．AB = 6，
BC = 5，BD = 3のとき，辺ACの長さを求めよ．

(2) 自然数nが 6と互いに素であるとき，n2−1が 6で割り切れることを示せ．

(3) xy平面で次の不等式で表される領域を図示せよ．

|x| 5 y 5 1− |x|

2 次の各問いに答えよ．

(1) 整式P (x)を0でない整式Q(x)で割った余りをR(x)とおく．方程式P (x) =

0とQ(x) = 0の共通解は方程式Q(x) = 0とR(x) = 0の共通解であること
を示せ．また逆に方程式Q(x) = 0とR(x) = 0の共通解は方程式P (x) = 0

とQ(x) = 0の共通解であることを示せ．

(2) 整式 P (x)，Q(x)を

P (x) = x4 + 2x3 + x2 − 1, Q(x) = x3 + 2x2 − 1

とおく．方程式 P (x) = 0とQ(x) = 0の共通解をすべて求めよ．
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3 数列 {an}を a1 = a2 = 1，an+2 = an+1 + an (n = 1, 2, 3, · · · )によって定める．
また αを α = 1 +

1

α
を満たす正の実数とする．次の各問いに答えよ．

(1) 数列 {bn}を bn =
an+1

an
で定める．bn+1を bnを用いて表せ．

(2) n = 1, 2, 3, · · · に対して bn = 1となることを示せ．

(3) n = 1, 2, 3, · · · に対して |bn+1 − α| 5 1

α
|bn − α| となることを示せ．

(4) n = 1, 2, 3, · · · に対して |bn − α| 5 1

αn
となることを示せ．

4 四面体OABCを考える．辺OAを 1 : 1に内分する点を Pとする．また辺OB

を 2 : 1に内分する点をQとして，辺OCを 3 : 1に内分する点をRとする．さ
らに三角形ABCの重心をGとする．3点P，Q，Rを通る平面と線分OGの交
点をKとする．線分OKとKGの長さの比を求めよ．

5 次の各問いに答えよ．

(1) 1個のさいころを 10回投げるとき，1または 2の目が出る回数X の期待
値E(X)と標準偏差 σ(X)を求めよ．

(2) 確率変数Xの確率密度関数が f(x) =
2

25
x (0 5 x 5 5)で与えられている

とき，Xの期待値E(X)と分散 V (X)を求めよ．

(3) 2つの事象A，Bについて，AとBが独立ならAとBも独立であること
を示せ．ただしAはAの余事象を表す．

6 関数 f(x) = (log x)2 − log x (x > 0)を考える．次の各問いに答えよ．

(1) f(x) = 0を満たす xをすべて求めよ．

(2) 導関数 f ′(x)および2次導関数 f ′′(x)をそれぞれ求めよ．また関数 y = f(x)

のグラフの概形を描け．ただし関数 y = f(x)の増減，凹凸，極限 lim
x→0

f(x)，

lim
x→∞

f(x) を明示すること．

(3) 曲線 y = f(x)と x軸で囲まれた部分の面積を求めよ．
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7 次の各問いに答えよ．

(1) 複素数 z，wについて，次の関係が成立することを示せ．ただし複素数 α

に対し，αは αと共役な複素数を表す．

(a) z + w = z + w

(b) zw = z w

(2) 方程式 z2 − z + 1 = 0の 2つの解を α，βとする．次の各問いに答えよ．

(a) α，βを求めよ．さらにそれらを極形式で表せ．

(b) α100 + β100を求めよ．

8 関数 f(x) = cosx− 1 +
x2

2
について，次の各問いに答えよ．

(1) 導関数 f ′(x)および 2次導関数 f ′′(x)をそれぞれ求めよ．

(2) x = 0において f ′(x) = 0および f(x) = 0が成り立つことを示せ．

(3) f(x)の定積分を利用して sin 1 = 5

6
を示せ．
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解答例

1 (1) BC = 5，BD = 3より

DC = BC− BD = 5− 3 = 2

ADは∠Aの二等分線であるから，
AB : AC = AD : DC より

6 : AC = 3 : 2 ゆえに AC = 4

　

6

A

B CD3 2

(2) 連続する 3数 n− 1, n, n+ 1の中には，必ず偶数と 3の倍数がある．

nが 6と互いに素であるから，nは偶数でなく，3の倍数でもない．

したがって，(n− 1)(n+ 1)は偶数であり，かつ 3の倍数である．

よって n2 − 1 = (n− 1)(n+ 1)は 6で割り切れる．

補足 このとき，nは奇数であるから，n− 1，n+ 1はともに偶数である．

実際は，n2 − 1は 12で割り切れる．

(3) x = 0 のとき x 5 y 5 1− x

x < 0 のとき −x 5 y 5 1 + x

よって，求める領域は，右の図の斜線部分で，
境界線を含む．

　

O

y

x1
2

−1
2

1

1−1

y = |x|

y = 1− |x|
�

2 (1) P (x)をQ(x)で割ったときの商を S(x)とすると

P (x) = Q(x)S(x) +R(x) · · · 1©
R(x) = P (x)−Q(x)S(x) · · · 2©

2©より，P (x) = 0とQ(x) = 0の共通解は，R(x) = 0の解である．

1©より，Q(x) = 0とR(x) = 0の共通解は，P (x) = 0の解である．

よって，上の 1番目の結論から

P (x) = 0とQ(x) = 0の共通解は，Q(x) = 0とR(x) = 0の共通解である．

また，上の 2番目の結論から

Q(x) = 0とR(x) = 0の共通解は，P (x) = 0とQ(x) = 0の共通解である．
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(2) P (x)をQ(x)で割ることにより P (x) = xQ(x) + x2 + x− 1

P (x)をQ(x)で割った余りをR(x)とすると R(x) = x2 + x− 1

Q(x)をR(x)で割ることにより Q(x) = R(x)(x+ 1)

(1)の結果から，P (x) = 0とQ(x) = 0の共通解であることとQ(x) = 0

とR(x) = 0の共通解であることは同値である．したがって，P (x) = 0と
Q(x) = 0の共通解は，Q(x) = 0とR(x) = 0の共通解であるから

x2 + x− 1 = 0 これを解いて x =
−1 ±

√
5

2

�

3 (1) an+2 = an+1 + an，bn =
an+1

an
より

bn+1 =
an+2

an+1

=
an+1 + an

an+1

= 1 +
an
an+1

= 1 +
1

bn

(2) a1 = a2 = 1，b1 =
a2
a1

= 1

(1)で求めた {bn}の漸化式を

bn+1 = 1 +
1

bn
· · · (∗)

とすると，b1 = 1および (∗)から bn > 0

さらに，(∗)から，n = 2, 3, 4 · · · に対して bn > 1

よって，n = 1, 2, 3, · · · に対して bn = 1

(3) (∗)および α = 1 +
1

α
· · · 1©に注意して

bn+1 − α = 1− α +
1

bn
=

1

bn
− 1

α

したがって，(2)の結果により

|bn+1 − α| =
∣∣∣∣ 1bn − 1

α

∣∣∣∣ = 1

αbn
|bn − α| 5 1

α
|bn − α|

(4) (3)の結果および 1©に注意して (α > 0)

|bn − α| 5 1

αn−1
|b1 − α| = 1

αn−1
|1− α| = 1

αn−1

∣∣∣∣− 1

α

∣∣∣∣ = 1

αn

�
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4 KはOG上の点であるから，実数 kを用いて

−→
OK = k

−→
OG =

k

3
(~a+~b+~c)

=
k

3

(
2
−→
OP +

3

2

−→
OQ+

4

3

−→
OR

)
=

2k

3

−→
OP +

k

2

−→
OQ+

4k

9

−→
OR

また，Kは平面 PQR上の点であるから

2k

3
+

k

2
+

4k

9
= 1 ゆえに k =

18

29

よって OK : KG = 18 : 11

　 O

A(~a)

B(~b)

C(~c)

P

Q

RK

G

�

5 (1) 1個のさいころをなげて 1または 2の目が出る確率は
2

6
=

1

3

確率変数Xは，二項分布B

(
10,

1

3

)
に従うから

E(X) = 10·1
3
=

10

3
, σ(X) =

√
10·1

3
·2
3
=

2
√
5

3

(2) E(X) =

∫ 5

0

xf(x) dx =

∫ 5

0

2

25
x2 dx =

[
2

75
x3

]5
0

=
10

3

V (X) =

∫ 5

0

x2f(x) dx− {E(X)}2 =
∫ 5

0

2

25
x3 dx−

(
10

3

)2

=

[
1

50
x4

]5
0

− 100

9
=

25

18

(3) AとBが独立であるとき

P (A ∩B) = P (A)P (B)

が成立するから

P (A ∩B) = P (B)− P (A ∩B)

= P (B)− P (A)P (B)

= {1− P (A)}P (B) = P (A)P (B)

よって，AとBは独立である．
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補足 条件付き確率

PA(B) =
P (A ∩B)

P (A)
, PB(A) =

P (A ∩B)

P (B)

について，AとBが独立であるとは

PA(B) = P (B) および PB(A) = P (A)

が成り立つことである．また，AとBが独立であるとき

PB(A) =
P (A ∩B)

P (B)
=

P (B)− P (A ∩B)

P (B)

=
P (B)− P (A)P (B)

P (B)
= 1− P (A) = P (A)

PA(B) =
P (A ∩B)

P (A)
=

P (B)− P (A ∩B)

1− P (A)

=
P (B)− P (A)P (B)

1− P (A)
= P (B)

したがって，AとBが独立のとき，AとBは独立である．

同様に， AとBが独立のとき，AとBは独立である．

AとBが独立のとき，AとBは独立である．

最後の定理は，次のように示してもよい．

P (A ∩B) = P (A ∪B)

= 1− P (A ∪B)

= 1− {P (A) + P (B)− P (A ∩B)}
= 1− P (A)− P (B) + P (A)P (B)

= {1− P (A)}{1− P (B)}
= P (A)P (B)

�
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6 (1) f(x) = (log x)2 − log x より，f(x) = 0のとき

log x(log x− 1) = 0 これを解いて x = 1, e

(2) f ′(x) = 2(log x)
1

x
− 1

x
=

2 log x− 1

x

f ′′(x) =
2
x
·x− (2 log x− 1)·1

x2
=

3− 2 log x

x2

f ′(x) = 0のとき x = e
1
2， f ′′(x) = 0のとき x = e

3
2

よって，f(x)の増減やグラフの凹凸は，次の表のようになる．

x (0) · · · e
1
2 · · · e

3
2 · · ·

f ′(x) − 0 + + +

f ′′(x) + + + 0 −
極小 変曲点

f(x) −1
4

3
4

また lim
x→+0

f(x) = lim
x→+0

{(
log x− 1

2

)2

− 1

4

}
= ∞

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

{(
log x− 1

2

)2

− 1

4

}
= ∞

以上から，この関数のグラフの概形は，下の図のようになる．

O

y

x−1
4

3
4

1 e
1
2

e
3
2

e

(3) 求める面積を Sとすると，グラフの概形から

S = −
∫ e

1

{(log x)2 − log x} dx

= −
[
x(log x)2 − 3x log x+ 3x

]e
1

= 3 − e

�
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7 (1) z = x1 + y1i，w = x2 + y2iとおくと

(a) z + w = (x1 + x2) + (y1 + y2)i であるから

z + w = (x1 + x2)− (y1 + y2)i

= (x1 − y1i) + (x2 − y2i)

= z + w

(b) zw = (x1 + y1i)(x2 + y2i) = (x1x2 − y1y2) + (x1y2 + x2y1)i より

zw = (x1x2 − y1y2)− (x1y2 + x2y1)i · · · 1©

z = x1 − y1i，w = x2 − y2i より

z w = (x1 − y1i)(x2 − y2i)

= (x1x2 − y1y2)− (x1y2 + x2y1)i · · · 2©

1©， 2©より zw = z w

(2) z2 − z + 1 = 0 を解いて z =
1±

√
3i

2

(a) よって，求める α，βは

1 +
√
3i

2
= cos

π

3
+ i sin

π

3
,

1 −
√
3i

2
= cos

5π

3
+ i sin

5π

3

(b) cos
5π

3
+ i sin

5π

3
= cos

π

3
− sin

π

3
であるから

α100 + β100 =
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)100
+
(
cos

π

3
− i sin

π

3

)100
=

(
cos

100

3
π + i sin

100

3
π

)
+

(
cos

100

3
π − i sin

100

3
π

)
= 2 cos

100

3
π = 2 cos

(
32π +

4π

3

)
= 2×

(
−1

2

)
= −1

�
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8 (1) f(x) = cosx− 1 +
x2

2
より

f ′(x) = − sinx + x, f ′′(x) = − cosx + 1

(2) x = 0のとき，f ′′(x) = 0，f ′(0) = 0 であるから

x = 0のとき f ′(x) = f ′(0) すなわち f ′(x) = 0

ゆえに，x = 0のとき，f ′(x) = 0，f(0) = 0 であるから

x = 0のとき f(x) = f(0) すなわち f(x) = 0

(3)

∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 1

0

(
cosx− 1 +

x2

x

)
dx

=

[
sin x− x+

x3

6

]1
0

= sin 1− 5

6

(2)の結果から，x = 0のとき，f(x) = 0 であるから∫ 1

0

f(x) dx = 0

したがって sin 1− 5

6
= 0 よって sin 1 = 5

6
�
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9.3 2017年
• 理 [数理・物理・地環]・工・医 [医]・歯学部 1 2 6 7 必答，

3 4 5 から 1問選択．数 I・II・III・A・B(120分)

• 理 [生命化]・農・水産・共同獣医学部 1 2 必答，
3 4 5 から 1問選択．数 I・II・A・B(90分)

• 教育 [数学・理科・技術・教育・心理・家政・国語・社会・英語・特別支援教
育・健康教育]学部 1 必答， 3 4 5 から 1問選択， 2 8 から 1問選
択．数 I・II・A・Bまたは数 I・III・A・B(90分)

1 次の各問いに答えよ．

(1) 関数 f(x) = |x− 1| − 2について，次の各問いに答えよ．

(a) y = f(x)のグラフを描け．

(b) |f(x)| > 1となる xの範囲を求めよ．

(2) 実数 αは
√
2 < αを満たすとする．

√
2 <

α

2
+

1

α
< αを示せ．

(3) 次の等式を満たす関数 f(x)を求めよ．

f(x) = 2x2 − 3

∫ 0

−1

xf(t) dt−
∫ 1

0

f(t) dt

2 関数 y = cos 2θ − a sin θ + 2 (0 5 θ < 2π)について，次の各問いに答えよ．た
だし，aは正の定数とする．

(1) t = sin θとするとき，yを tを用いて表せ．

(2) yの最大値M と最小値mを，それぞれ aを用いて表せ．また，そのとき
の tの値も求めよ．
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3 次の条件によって定められる数列 {an}，{bn}がある．

a1 = 2, b1 = 1,

an+1 = 2an + 3bn − 2 (n = 1, 2, 3, · · · )
bn+1 = an + 4bn + 2 (n = 1, 2, 3, · · · )

次の各問いに答えよ．

(1) cn = an − bnによって定められる数列 {cn}の一般項を求めよ．

(2) dn = an + 3bnによって定められる数列 {dn}の一般項を求めよ．

(3) 数列 {an}の一般項を求めよ．

4 一辺の長さが 1の立方体OABC− DEFGにおいて，線分BFを 2 : 1に内分す
る点を P，線分 EFの中点をQとする．また，線分OFと平面 PQGの交点を
Rとする．次の各問いに答えよ．

(1) ベクトル
−→
OP，

−→
OQを，~a =

−→
OA，~c =

−→
OC，~d =

−→
ODを用いて表せ．

(2)
−→
OR = s

−→
OFを満たす実数 sを求めよ．

(3) 4PQGの重心を Sとするとき，線分RSの長さを求めよ．

5 1枚のコイン投げを 2n回行う．この 2n回のコイン投げで，表が出る合計回数
をXとする．ただし，コインの表と裏の出る確率は等しいとする．次の各問い
に答えよ． ※ nは自然数とする

(1) Xの期待値と標準偏差をそれぞれ求めよ．

(2)
P (X = k + 1)

P (X = k)
を求めよ．ただし，k = 0, 1, 2, · · · , 2n− 1とする．

(3) P (X = k)を最大にする kの値を求めよ．

(4) n = 200とする，試行回数が大きいとき，Xの確率分布は正規分布で近似
できることが知られており，試行回数 400はこのような近似が成り立つの
に十分大きいとみなせる．このことを利用して，Xの値が

190 5 X 5 210

となる確率の近似値を求めよ．ただし，標準正規分布に従う確率変数Zに
対する P (Z > 1)の近似値としては 0.159を用いよ．
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6 Oを原点とする座標平面において，C1を曲線
x2

32
+ y2 = 1，C2を直線 y = 2と

する．点 Pは第 1象限にある C1上のある点とし，点 Pにおける C1 の接線を
`，この接線 `とC2との交点をQとおく．次の各問いに答えよ．

(1) 点Pの座標をP(3 cos θ, sin θ)と表すとき，接線 `の方程式，および点Q

の座標を θを用いて求めよ．

(2) 4POQの面積を最小にする点Pの座標，および接線 `の方程式を求めよ．

(3) (2)のとき，曲線 C1 で囲まれた図形と4POQとの共通部分の面積を求
めよ．

7 Oを原点とする複素数平面において，4点O，A，B，Cが，時計の針の回転と
逆の向きに正方形をなすとする．複素数 z，wを表す点P(z)，Q(w)が，点A，
B，Cのいずれかに一致しているとき，次の各問いに答えよ．

(1) z，wが条件 0 < arg
(w
z

)
5 π

2
を満たすとする．このとき，点P，Qは点

A，B，Cのいずれに一致しうるか，条件を満たす P，Qの組をすべて求
めよ．

(2) z，wが (1)の条件に加え，さらにw = z2を満たすとする．このとき，(1)

で求めたP，Qのそれぞれの組に対して，複素数 zの値を求め，対応する
正方形OABCを複素数平面上に図示せよ．

8 曲線 y = e−2xを考える．この曲線上の点 (t, e−2t)における接線 `が点
(
−1

2
, 0

)
を通るとき，次の各問いに答えよ．ただし，eは自然対数の底とする．

(1) tの値と接線 `の方程式を求めよ．

(2) 曲線 y = e−2xと接線，x軸，および y軸で囲まれた図形の面積を求めよ．
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解答例

1 (1) (a) f(x) = |x− 1| − 2より

f(x) =

{
x− 3 (x = 1)

−x− 1 (x < 1)

したがって，y = f(x)のグラフは，
右の図のようになる．

　

O

y

x
1

−2

3−1

y = f(x)

−1

(b) (a)の結果から，y = |f(x)|のグラフは，
右の図のようになる．
よって，|f(x)| > 1となる xの範囲は

x < −2, 0 < x < 2, 4 < x

　

O

y

x1 3−1

y = |f(x)|

−2

2

2 4

1

(2) 実数 αは
√
2 < αを満たすから

α

2
+

1

α
−
√
2 =

1

2α
(α2 − 2

√
2α+ 2) =

1

2α
(α−

√
2)2 > 0,

α−
(
α

2
+

1

α

)
=

1

2α
(α2 − 2) =

1

2α
(α +

√
2)(α−

√
2) > 0

よって
√
2 <

α

2
+

1

α
< α

(3) A =

∫ 0

−1

f(t) dt，B =

∫ 1

0

f(t) dt とおくと，f(x) = 2x2 − 3Ax−Bより

A =

∫ 0

−1

(2t2 − 3At−B) dt =

[
2

3
t3 − 3

2
At2 −Bt

]0
−1

=
2

3
+

3

2
A−B,

B =

∫ 1

0

(2t2 − 3At−B) dt =

[
2

3
t3 − 3

2
At2 −Bt

]1
0

=
2

3
− 3

2
A−B

整理すると −1

2
A+B =

2

3
，

3

2
A+ 2B =

2

3

ゆえに A = − 4

15
，B =

8

15
よって f(x) = 2x2 +

4

5
x −

8

15
�
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2 (1) y = cos 2θ − a sin θ + 2 = (1− 2 sin2 θ)− a sin θ + 2

= −2 sin2 θ − a sin θ + 3

t = sin θより y = −2t2 − at + 3

(2) (1)の結果から y = −2
(
t+

a

4

)2
+

a2

8
+ 3

0 5 θ < 2πより，−1 5 t 5 1であるから

f(t) = −2
(
t+

a

4

)2
+

a2

8
+ 3 (−1 5 t 5 1)

とおく．f(t)の最大値は軸の方程式 x = −a

4
および a > 0に注意して

(i) −1 5 −a

4
< 0，すなわち，0 < a 5 4のとき

M = f
(
−a

4

)
=

a2

8
+ 3

(ii) −a

4
< −1，すなわち，a > 4のとき

M = f(−1) = a+ 1

f(t)の最小値は，定義域の中央
−1 + 1

2
= 0に対して，−a

4
< 0より

m = f(1) = −a+ 1

よって 0 < a 5 4 のとき, t = −
a

4
で, M =

a2

8
+ 3

a > 4 のとき, t = −1 で, M = a + 1

t = 1 で, m = −a + 1

補足 上に凸の 2次関数の最小値は，定義域の中央が放物線の軸より右側にある
ときは，定義域の右端で最小値をとり，定義域の中央が放物線の軸より左
側にあるときは，定義域の左端で最小値をとる． �
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3 (1) a1 = 2, b1 = 1,

an+1 = 2an + 3bn − 2 · · · 1© (n = 1, 2, 3, · · · )
bn+1 = an + 4bn + 2 · · · 2© (n = 1, 2, 3, · · · )

1©， 2©から an+1 − bn+1 = (2an + 3bn − 2)− (an + 4bn + 2)

= an − bn − 4

すなわち cn+1 = cn − 4 また c1 = a1 − b1 = 2− 1 = 1

したがって，数列 {cn}は，初項が 1，公差が−4の等差数列である．

よって cn = 1 + (n− 1)·(−4) = −4n + 5

(2) 1©， 2©から an+1 + 3bn+1 = (2an + 3bn − 2) + 3(an + 4bn + 2)

= 5(an + 3bn) + 4

すなわち dn+1+1 = 5(dn+1) また d1+1 = a1+3b1+1 = 2+3·1+1 = 6

したがって，数列 {dn + 1}は，初項が 6，公比が 5の等比数列である．

ゆえに dn + 1 = 6·5n−1 よって dn = 6·5n−1 − 1

(3) (1)，(2)の結果から

an − bn = −4n+ 5, an + 3bn = 6·5n−1 − 1

上の 2式から，bnを消去すると an =
3

2
·5n−1 − 3n +

7

2
�
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4 (1) 右の図から

−→
OP = ~a +~c +

2

3
~d · · · 1©

−→
OQ = ~a +

1

2
~c + ~d · · · 2©

　

O

A(~a) B

C(~c)

D(~d)

E
F

G

P

Q

2

1

(2) また
−→
OG = ~c+ ~d · · · 3©

−→
OP，

−→
OQ，

−→
OGは，1次独立であるから，

−→
OFを実数 x，y，zを用いて

−→
OF = x

−→
OP + y

−→
OQ+ z

−→
OG

= x

(
~a+~c+

2

3
~d

)
+ y

(
~a+

1

2
~c+ ~d

)
+ z

(
~c+ ~d

)
= (x+ y)~a+

(
x+

1

2
y + z

)
~c+

(
2

3
x+ y + z

)
~d

−→
OF = ~a+~c+ ~dであるから

x+ y = 1, x+
1

2
y + z = 1,

2

3
x+ y + z = 1

これを解いて x =
3

5
, y =

2

5
, z =

1

5

したがって
−→
OF =

3

5

−→
OP +

2

5

−→
OQ+

1

5

−→
OG

−→
OR = s

−→
OFにより

−→
OR =

3s

5

−→
OP +

2s

5

−→
OQ+

s

5

−→
OG

このとき，Rは平面 PQG上の点であるから

3s

5
+

2s

5
+

s

5
= 1 これを解いて s =

5

6
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(3) (2)の結果から
−→
OR =

5

6

−→
OF =

5

6
(~a+~c+ ~d)

1©～ 3©により，4PQGの重心 Sは

−→
OS =

1

3
(
−→
OP +

−→
OQ+

−→
OG)

=
1

3

{(
~a+~c+

2

3
~d

)
+

(
~a+

1

2
~c+ ~d

)
+
(
~c+ ~d

)}
=

2

3
~a+

5

6
~c+

8

9
~d

したがって
−→
RS =

−→
OS−

−→
OR

=

(
2

3
~a+

5

6
~c+

8

9
~d

)
− 5

6
(~a+~c+ ~d)

= −1

6
~a+

1

18
~d =

1

18
(−3~a+ ~d)

|~a| = |~d| = 1，~a⊥~dより ~a·~d = 0 であるから

| − 3~a+ ~d|2 = 9|~a|2 − 6~a·~d+ |~d|2 = 10

したがって | − 3~a+ ~d| =
√
10

よって RS = |
−→
RS| = 1

18
| − 3~a+ ~d| =

√
10

18
�
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5 (1) コインの表と裏の出る確率はともに
1

2

確率変数Xは二項分布B

(
2n,

1

2

)
に従う．

よって，期待値E(X)と標準偏差 σは

E(X) = 2n·1
2
= n, σ =

√
2n·1

2
·1
2
=

√
n

2

(2) P (X = k) = 2nCk

(
1

2

)2n

，P (X = k + 1) = 2nCk+1

(
1

2

)2n

より

P (X = k + 1)

P (X = k)
=

2nCk+1

2nCk

=
(2n)!

(k + 1)!(2n− k − 1)!
·k!(2n− k)!

(2n)!

=
2n − k

k + 1

(3) (2)の結果から
P (X = k + 1)

P (X = k)
− 1 =

2n− 2k − 1

k + 1

したがって 0 5 k 5 n− 1のとき
P (X = k + 1)

P (X = k)
> 1

n 5 k 5 2nのとき
P (X = k + 1)

P (X = k)
< 1

よって，P (X = k)を最大にする kの値は n

(4) n = 200のとき，確率変数Xは二項分布B

(
400,

1

2

)
に従う．

B

(
400,

1

2

)
は，正規分布N(200, 100)で近似されるから

Z =
X − 200√

100

とおくと，確率変数Zは正規分布N(0, 1)に従う．

P (190 5 X 5 210) = P

(
−1 5 X − 200

10
5 1

)
= P (−1 5 Z 5 1)

= 2P (0 5 Z 5 1)

= 2{0.5− P (Z > 1)}
= 2(0.5− 0.159) = 0.682

�
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6 (1) C1 :
x2

32
+ y2 = 1上の点 P(3 cos θ, sin θ) に

おける接線 `の方程式は

(3 cos θ)x

32
+ (sin θ)y = 1

すなわち
x cos θ

3
+ y sin θ = 1

　

O

y

x1
3

2

C1

C2

P

Q

`

上式に y = 2を代入すると

x cos θ

3
+ 2 sin θ = 1 ゆえに x =

3(1− 2 sin θ)

cos θ

よって，点Qの座標は
(
3(1 − 2 sin θ)

cos θ
, 2

)

(2) 3点O，P(3 cos θ, sin θ)，Q

(
3(1− 2 sin θ)

cos θ
, 2

)
を頂点とする三角形の面

積を f(θ)とすると
(
0 < θ <

π

2

)
f(θ) =

1

2

∣∣∣∣3 cos θ·2− sin θ·3(1− 2 sin θ)

cos θ

∣∣∣∣
=

3

2 cos θ
(2− sin θ) =

3

2

(
2

cos θ
− tan θ

)

したがって f ′(θ) =
3

2

(
2 sin θ

cos2 θ
− 1

cos2 θ

)
=

3(2 sin θ − 1)

2 cos2 θ

θ (0) · · · π
6

· · · (π
2
)

f ′(θ) − 0 +

f(θ) ↘ 極小 ↗

θ =
π

6
のとき，f(θ)は最小となるから，このとき P

(
3
√
3

2
,
1

2

)
また，`は (1)の結果から

x

2
√
3
+

y

2
= 1
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(3) θ =
π

6
のとき，P

(
3 cos

π

6
, sin

π

6

)
，Q(0, 2)．

求める面積を Sとし，C1およびOPを x軸を元に y軸方向に 3倍に拡大
したものをそれぞれC ′

1，OP′とすると，P′
(
3 cos

π

6
, 3 sin

π

6

)
．

O

y

x
1

3

Q

C1

C2

P
2

`

O

y

xπ
3

3

3

S 3S3S P′

C ′
1

`′

OP′と y軸の正の向きのなす角は
π

3
であるから

3S =
1

2
·32·π

3
よって S =

π

2

�

7 (1) 複素数平面上の 3点A，B，Cの座標をそれぞれ α，β，γとすると

|α| = |β|√
2
= |γ|, arg

(
β

α

)
= arg

(
γ

β

)
=

π

4
· · · (∗)

上の第 2式および arg
(γ
α

)
=

π

2
より，0 < arg

(w
z

)
5 π

2
を満たす点P(z)，

Q(w) の組は，次の 3組．

(P, Q) = (A, B), (B, C), (A, C)

(2) (i) z = α，w = βのとき，β = α2より，α =
β

α
であるから

|α| = |β|
|α|

=
√
2, argα = arg

(
β

α

)
=

π

4

(∗)により |β| = 2，arg β =
π

2
，|γ| =

√
2，arg γ =

3

4
π

(ii) z = β，w = γのとき，γ = β2より，β =
γ

β
であるから

|β| = |γ|
|β|

=
1√
2
, arg β = arg

(
γ

β

)
=

π

4

(∗)により |α| = 1

2
，argα = 0，|γ| = 1

2
，arg γ =

π

2
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(iii) z = α，w = γのとき，γ = α2より，α =
γ

α
であるから

|α| = |γ|
|α|

= 1, argα = arg
(γ
α

)
=

π

2

(∗)により |β| =
√
2，arg β =

3

4
π，|γ| = 1，arg γ = π

(i)～(iii)の結果から

z = 1 + i のとき A(1 + i)，B(2i)，C(−1 + i)

z =
1 + i

2
のとき A

(
1

2

)
，B

(
1 + i

2

)
，C

(
i

2

)
z = i のとき A(i)，B(−1 + i)，C(−1)

O

Im

Re−1

1

2

A(z)

B(w)

C

O

Im

Re1
2

1
2

A

B(z)C(w)

O

Im

Re

1

−1

A(z)
B

C(w)

1

�

8 (1) y = e−2xを微分すると y = −2e−2x

曲線 y = e−2x上の点 (t, e−2t)における接線 `の方程式は

y − e−2t = −2e−2t(x− t) すなわち y = e−2t(−2x+ 2t+ 1) · · · 1©

`は，点
(
−1

2
, 0

)
を通るから

0 = e−2t(2t+ 2) これを解いて t = −1

求める `の方程式は，これを 1©に代入して y = −e2(2x + 1)

(2) 求める面積を Sとすると，右の図から

S =

∫ 0

−1

e−2x dx− 1

2
·1
2
·e2

=

[
−1

2
e−2x

]0
−1

− 1

4
e2

=
1

4
e2 −

1

2

　

O

y

x−1

e2

−1
2

` y = e−2x

�
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9.4 2018年
• 理 [数理・物理・地環]・工・医 [医]・歯学部 1 2 6 7 必答，

3 4 5 から 1問選択．数 I・II・III・A・B(120分)

• 理 [生命化]・農・水産・共同獣医学部 1 2 必答，
3 4 5 から 1問選択．数 I・II・A・B(90分)

• 教育 [数学・理科・技術・教育・心理・家政・国語・社会・英語・特別支援教
育・健康教育]学部 1 必答， 3 4 5 から 1問選択， 2 8 から 1問選
択．数 I・II・A・Bまたは数 I・III・A・B(90分)

1 次の各問いに答えよ．

(1) AB = 2，BC = 1，CA =
√
3のとき，三角形ABCの内接円の半径 rを求

めよ．

(2) sin2 x− sin2 y = sin(x+ y) sin(x− y)を示せ．

(3) pを素数とするとき，1 5 k 5 p − 1を満たす自然数 kに対して，二項係
数 pCkは pの倍数であることを示せ．

2 曲線 y = x2 と直線 y = 4の交点を A，Bとする．点 Pが曲線 y = x2 上を
−2 < x < 2 の範囲で動くとする．このとき，次の各問いに答えよ．

(1) 三角形ABPの重心Gの軌跡を求めよ．

(2) (1)で求めた軌跡と直線 y = 4で囲まれた部分の面積を求めよ．
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3 数列 {an}が自然数 n = 1, 2, · · · に対して関係式

an+2 − 5an+1 + 6an = 0 · · · (∗)

を満たすとき，「数列 {an}は漸化式 (∗)を満たす」という．このとき，次の各問
いに答えよ．

(1) 初項と公比がともにr(6= 0)である等比数列で漸化式 (∗)を満たす数列{bn}，
{cn}の一般項をそれぞれ求めよ．ただし，b1 > c1とする．

(2) 二つの数列 {dn}，{en}がともに漸化式 (∗)を満たすとき，二つの実数 k，
lに対して fn = kdn + lenで定められる数列 {fn} も漸化式 (∗)を満たすこ
とを示せ．

(3) (1)で得られた数列 {bn}，{cn}と二つの実数 k，lに対して，an = kbn+ lcn
とおくとき a1 = 21，a2 = 57を満たす数列 {an}の一般項を求めよ．

4 三角形ABCとその内部に点Oがあり，正の実数 k，lに対して

−→
OA+ k

−→
OB+ l

−→
OC = ~0

を満たしていると仮定する．さらに直線 OAと辺 BC，直線 OBと辺 CA，直
線OCと辺ABの交点をそれぞれD，E，Fとする．このとき，次の各問いに答
えよ．

(1)
−→
OD = x

−→
OAとおくとき，xを k，lを用いて表せ．さらに

OD

AD
を k，lを用

いて表せ．

(2)
−→
OE = y

−→
OBとおくとき，yを k，lを用いて表せ．さらに

OE

BE
を k，lを用

いて表せ．

(3)
OD

AD
+

OE

BE
+

OF

CF
= 1 を示せ．

5 1個のサイコロを投げ，1の目が出るまでこれを繰り返し行う．ただし，このサ
イコロ投げを繰り返す最大の回数はN 回とし (N = 2)，N 回まで繰り返して
1の目が出なければ，終了する．このサイコロ投げにおける繰り返し回数をX

とする．このとき，次の各問いに答えよ．

(1) 確率 P (X = k)を，k < N と k = N の場合に分けて求めよ．

(2) Xの期待値を求めよ．
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6 関数 f(x) =
log(x+ 1)

x+ 1
について，次の各問いに答えよ．ただし，x = 0とす

る．また，log(x+ 1)は x+ 1の自然対数を表す．

(1) 自然対数の底 eに対して，t = 0のとき et >
t2

2
が成立することを用いて

lim
x→∞

log(x+ 1)

x+ 1
= 0

を示せ．

(2) f(x)の増減，極値，グラフの凹凸および変曲点を調べて，そのグラフを
かけ．

(3) 自然数 n = 1, 2, · · · に対して正の数 anを，曲線 y = f(x) と直線 x = an
および x軸で囲まれた部分の面積が n2に等しくなるように定める．この
anを求めよ．

(4) (3)で定まる数列 {an}に対して， lim
n→∞

an+1

an
を求めよ．

7 複素数平面上の点 zが |4− 3i− iz| = 2を満たすとする．このとき，次の各問
いに答えよ．ただし，iは虚数単位とする．

(1) 点 zの全体が表す図形を求めよ．

(2) |z|の最大値と最小値を求めよ．

(3) w =
1

z + 1 + 4i
とする．点wの全体が表す図形を求めよ．さらに，|w|の

最小値を与えるwを求めよ．ただし，z 6= −1− 4iとする．

8 平面上で二つの曲線 y = sin xと y = cos 2xを考える．このとき，次の各問い
に答えよ．

(1) 0 5 x 5 π

2
の範囲で y = sin xと y = cos 2xの共有点を求めよ．

(2) 二つの曲線 y = sin x，y = cos 2xと二つの直線 x = 0，x =
π

2
で囲まれる

部分の面積を求めよ．
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解答例

1 (1) 4ABCの内心を Iとすると

4IBC +4ICA +4IAB = 4ABC

1

2
·1r + 1

2
·
√
3r +

1

2
·2r = 1

2
·1·

√
3

(1 +
√
3 + 2)r =

√
3

よって r =

√
3

3 +
√
3
=

√
3 − 1

2

　 A

B C

r r

rI

2

1

√
3

(2) sin(x+ y) sin(x− y) = (sin x cos y + cos x sin y)(sinx cos y − cos x sin y)

= sin2 x cos2 y − cos2 x sin2 y

= sin2 x(1− sin2 y)− (1− sin2 x) sin2 y

= sin2 x− sin2 y

別解 sin2 x− sin2 y = (sin x+ sin y)(sinx− sin y)

= 2 sin
x+ y

2
cos

x− y

2
·2 cos x+ y

2
sin

x− y

2

= 2 sin
x+ y

2
cos

x+ y

2
·2 sin x− y

2
cos

x− y

2
= sin(x+ y) sin(x− y)

(3) pCk =
p!

k!(p− k)!
=

p

k
· (p− 1)!

(k − 1)!(p− k)!
=

p

k
× p−1Ck−1

素数 pは整数 k (1 5 k 5 p− 1)で割り切れない．

よって，pCkは pの倍数である． �

2 (1) A(−2, 4)，B(2, 4)，P(t, t2)，G(x, y)とおく．
Gは三角形ABPの重心であるから

x =
−2 + 2 + t

3
, y =

4 + 4 + t2

3

ゆえに t = 3x, t2 = 3y − 8, (−2 < t < 2)

上の 2式から tを消去すると

y = 3x2 +
8

3

(
−
2

3
< x <

2

3

)

　

O

y

x
P

A B

t

t2

G

4

−2 2
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(2) (1)の軌跡と直線 y = 4の交点の x座標は

3x2 +
8

3
= 4 これを解いて x = ±2

3

右の図から求める面積を Sとすると

S =

∫ 2
3

− 2
3

{
4−

(
3x2 +

8

3

)}
dx

= −3

∫ 2
3

− 2
3

(
x+

2

3

)(
x− 2

3

)
dx

=
3

6

(
2

3
+

2

3

)3

=
32

27

　

O

y

x

4

2
3

−2
3

8
3

�

3 (1) 初項と公比がともに r(6= 0)である等比数列の一般項は rn

これを (∗)に代入すると

rn+2 − 5rn+1 + 6rn = 0 ゆえに r2 − 5r + 6 = 0

したがって r = 2, 3 よって bn = 3n, cn = 2n

(2) 漸化式 (∗)を満たす数列 {dn}，{en}によって，数列 {fn}が関係式

fn = kdn + len

で定められるから (k, lは定数)

fn+2 − 5fn+1 + 6fn = (kdn+2 + len+2)− 5(kdn+1 + len+1) + 6(kdn + len)

= k(dn+2 − 5dn+1 + 6dn) + l(en+2 − 5en+1 + 6en)

= k·0 + l·0 = 0

よって，{fn}も漸化式 (∗)を満たす．

(3) (1)の結果から an = k·3n + l·2n

a1 = 21，a2 = 57であるから{
3k + 2l = 21

9k + 4l = 57
これを解いて k = 5, l = 3

よって，求める一般項は an = 5·3n + 3·2n �
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4 (1)
−→
OA+ k

−→
OB+ l

−→
OC = ~0 · · · (∗)

(∗)より k
−→
OB+ l

−→
OC

l + k
= − 1

k + l

−→
OA

ゆえに
−→
OD = − 1

k + l

−→
OA · · · 1©

よって x = −
1

k + l

　 A

B C

O

D

EF

1

lk

1

l k

1©より
−→
OD = − 1

k + l
(
−→
OD+

−→
DA) ゆえに (k + l + 1)

−→
OD =

−→
AD

よって
OD

AD
=

1

k + l + 1

(2) (∗)より l
−→
OC+

−→
OA

1 + l
= − k

l + 1

−→
OB ゆえに

−→
OE = − k

l + 1

−→
OB · · · 2©

よって y = −
k

l + 1

2©より
−→
OE = − k

l + 1
(
−→
OE +

−→
EB) ゆえに (k + l + 1)

−→
OE = k

−→
BE

よって
OE

BE
=

k

k + l + 1

(3) (∗)より
−→
OA+ k

−→
OB

k + 1
= − l

k + 1

−→
OC ゆえに

−→
OF = − l

k + 1

−→
OC · · · 3©

3©より
−→
OF = − l

k + 1
(
−→
OF +

−→
FC) ゆえに (k + l + 1)

−→
OF = l

−→
CF

よって
OF

CF
=

l

k + l + 1

したがって，上式および (1)，(2)の結果から

OD

AD
+

OE

BE
+

OF

CF
=

1

k + l + 1
+

k

k + l + 1
+

l

k + l + 1
= 1

�
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5 (1) (i) 1 < k < N のとき，k − 1回まで 1以外の目，k回目に 1の目が出る
確率であるから

P (X = k) =

(
5

6

)k−1

× 1

6
=

1

6

(
5

6

)k−1

1回目に 1の目が出る確率は
1

6
であるから，k = 1のときも成立する．

よって，k < N のとき P (X = k) =
1

6

(
5

6

)k−1

(ii) k = N のとき，N − 1回目まで 1以外の目が出る確率であるから

P (X = N) =

(
5

6

)N−1

(2) r =
5

6
とし，求める期待値をE(X)とおくと

E(X) =
N−1∑
k=1

k·P (X = k) +N ·P (X = N)

=
N−1∑
k=1

k·1
6

(
5

6

)k−1

+N

(
5

6

)N−1

=
1

6

N∑
k=1

k

(
5

6

)k−1

+N

(
5

6

)N

=
1

6

N∑
k=1

krk−1 +NrN

ここで，S =
N∑
k=1

krk−1とおくと E(X) =
1

6
S +NrN · · · (∗)

S − rS =
N∑
k=1

krk−1 −
N∑
k=1

krk =
N∑
k=1

krk−1 −
N+1∑
k=2

(k − 1)rk−1

(1− r)S =
N∑
k=1

rk−1 −NrN =
1− rN

1− r
−NrN

1

6
S = 6(1− rN)−NrN

これを (∗)に代入すると E(X) = 6(1− rN) = 6

{
1 −

(
5

6

)N
}

�
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6 (1) t > 0のとき，et >
t2

2
であるから 0 <

t

et
<

2

t

t = log(x+ 1)とおくと (x > 0)，t > 0であるから，上式により

0 <
log(x+ 1)

x+ 1
<

2

log(x+ 1)

lim
x→∞

2

log(x+ 1)
= 0であるから，はさみうちの原理により

lim
x→∞

log(x+ 1)

x+ 1
= 0

(2) f(x) =
log(x+ 1)

x+ 1
より

f ′(x) =

1

x+ 1
·(x+ 1)− log(x+ 1)·1

(x+ 1)2
=

1− log(x+ 1)

(x+ 1)2

f ′′(x) =
− 1

x+ 1
·(x+ 1)2 − {1− log(x+ 1)}·2(x+ 1)

(x+ 1)4

=
−1− 2{1− log(x+ 1)}

(x+ 1)3
=

2 log(x+ 1)− 3

(x+ 1)3

したがって，f(x)の増減および凹凸は次のようになる．

x 0 · · · e− 1 · · · e
3
2 − 1 · · ·

f ′(x) + 0 − − −
f ′′(x) − − − 0 +

f(x) 0 e−1 3
2
e−

3
2

また，(1)の結果から lim
x→∞

f(x) = 0

よって 極大値 f(e− 1) = e−1，変曲点
(
e

3
2 − 1,

3

2
e−3

2

)
グラフの概形は，下の図のようになる．

O

y

xe− 1

e−1
(e

3
2 − 1, 3

2
e−

3
2 )
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(3) 曲線 y = f(x)と直線 x = anおよび x軸で囲まれた部分の面積は∫ an

0

log(x+ 1)

x+ 1
dx =

1

2

[
{log(x+ 1)}2

]an
0

=
1

2
{log(an + 1)}2

この面積が n2であるから (an > 0)

1

2
{log(an + 1)}2 = n2 これを解いて an = e

√
2n − 1

(4) (3)の結果を利用して

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

e
√
2(n+1) − 1

e
√
2n − 1

= lim
n→∞

e
√
2 − e−

√
2n

1− e−
√
2n

= e
√

2

�

7 (1) |4− 3i− iz| = 2より

|i||4− 3i− iz| = 2 ゆえに |z + 3 + 4i| = 2 · · · (∗)

よって，点 zの表す図形は 中心−3 − 4i，半径 2の円

(2) (1)で求めた円の中心を Cとし，右の図のよう
に直線OCと円の交点をA，Bとすると

OC = | − 3− 4i| =
√

(−3)2 + (−4)2 = 5

円の半径は 2であるから

|z|の最大値は OA = OC+ 2 = 7

|z|の最大値は OB = OC− 2 = 3

　

O

Im

Re
−3

−4

A

B

C2

(3) z 6= −1− 4iより，w =
1

z + 1 + 4i
(6= 0)であるから

z =
1

w
− 1− 4i

これを (∗)に代入すると∣∣∣∣ 1w + 2

∣∣∣∣ = 2 ゆえに |2w + 1| = 2|w| すなわち |w| =
∣∣∣∣w +

1

2

∣∣∣∣
よって，wは 2点 0, −1

2
を結ぶ垂直二等分線，すなわち，w = −

1

4

また，|w|は点−1

4
で最小値

1

4
をとる．
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解説 1次分数変換 (メビウス変換)

w =
1

z + 1 + 4i

は，まず，点 zを−1− 4iだけ平行移動し，さらに反転
1

z
を行っている．

このとき，平行移動後の円 |z + 2| = 2は原点を通るため，反転を行うと
直線に変換される．逆に，直線は反転により円に変換される．

本題の直線w = −1

4
上の点

w = −1

4
(1 + i tan θ)

(
−π

2
< θ <

π

2

)
を反転させると

1

w
= − 4

1 + i tan θ
= − 4 cos θ

cos θ + i sin θ
= −4 cos θ(cos θ − i sin θ)

= −2(2 cos2 θ − 2i sin θ cos θ) = −2(cos 2θ + 1− i sin 2θ)

= −2− 2(cos 2θ − i sin 2θ)

= −2 + 2{cos(π − 2θ) + i sin(π − 2θ)}
(
−π

2
< θ <

π

2

)
これは，点−2を中心とする半径 2の円を表す．

なお，原点を通らない円 |z − a| = rは，反転により円に変換される． �

8 (1) y = sinxと y = cos 2xから，yを消去すると

sin x = cos 2x ゆえに sin x = 1− 2 sin2 x

したがって (sinx+ 1)(2 sinx− 1) = 0

0 5 x 5 π

2
に注意して，これを解くと x =

π

6

よって，求める交点の座標は
(
π

6
,
1

2

)

　

O

y

xπ
2

π
6

1

−1

1
2

(2) 求める面積を Sとすると

S =

∫ π
6

0

(cos 2x− sin x) dx+

∫ π
2

π
6

(sinx− cos 2x) dx

=

[
1

2
sin 2x+ cos x

]π
6

0

+

[
− cosx− 1

2
sin 2x

]π
2

π
6

=
3

2

√
3 − 1

�



9.5. 2019年 1053

9.5 2019年
• 理 [数理・物理・地環]・工・医 [医]・歯学部　 1 2 6 7 必答，

3 4 5 から 1問選択．数 I・II・III・A・B(120分)

• 理 [生命化]・農・水産・共同獣医学部　 1 2 必答，
3 4 5 から 1問選択．数 I・II・A・B(90分)

• 教育 [数学・理科・技術・教育・心理・家政・国語・社会・英語・特別支援教
育・健康教育]学部　 1 必答， 3 4 5 から 1問選択， 2 8 から 1問選
択．数 I・II・A・Bまたは数 I・III・A・B(90分)

1 次の各問いに答えよ．

(1) 平面上で 2点A(3, 1)，B(1, 4)から等距離にある点全体のなす直線 lの方
程式を求めよ．さらに，点P(2, 2)は，直線 lが分ける 2つの領域のうち，
点Aのある領域，点Bのある領域のどちらに属するかを調べよ．

(2) 有限集合X の要素の個数を n(X)で表すことにする．全体集合 U は有限
集合で n(U) = 100とし，A，BはUの部分集合で n(A) = 30，n(B) = 80

とする．n(A ∩B)のとり得る値の最大値および最小値を求めよ．

(3) 方程式 5x+ 8y = 139を満たす正の整数の組 (x, y)をすべて求めよ．

2 実数 α，βに対して，整式

f(x) = x4 + 2αx3 + (α2 − β2 + 2)x2 + 2αx+ 1

を考える．

(1) y = x+
1

x
とおく．このとき

1

x2
f(x)を yの整式で表せ．

(2) (α, β) =

(
1

2
,
3

2

)
のとき，方程式 f(x) = 0の解をすべて求めよ．

(3) 方程式 f(x) = 0がちょうど 1つの解をもつような (α, β) をすべて求めよ．
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3 実数 pに対して，数列 {an}は

a1 = 1, an+1 = pan + 3n2 + 3n (n = 1, 2, 3, · · · ) · · · (∗)

を満たす．

(1) p = 1のとき，{an}の一般項を求めよ．

(2) pが 1でないとき，漸化式 (∗)は実数 α，β，γを用いて

an+1 + α(n+ 1)2 + β(n+ 1) + γ = p(an + αn2 + βn+ γ)

とかき表せる．α，β，γを pを用いて表せ．

(3) p = 2のとき，{an}の一般項を求めよ．

4 xyz空間上に，点A(1, 0, 0)，点B(−1, b, b)，球 S : x2 + (y − 1)2 + z2 = 1が
ある．ただし，bは実数とする．原点をOとする．

(1) 直線AB上の点Pを，実数 tを用いて
−→
OP =

−→
OA+ t

−→
AB と表すとき，点P

の座標を b，tを用いて表せ．

(2) 直線ABが球 Sと共有点をもつような bの値の範囲を求めよ．

(3) 球 Sの中心を Cとする．bが (2)の値の範囲を動くとき，三角形ABCの
面積 T の最大値と最小値を求めよ．

5 1から 10までの数字が 1つずつ書かれた 10枚のカードがある．この中から 1

枚のカードを無作為に取り出し，書かれた数を記録してもとに戻す．この試行
を n回行い，i回目に取り出したカードに書かれた数をXiとする．さらに，そ
れらの n個の数X1, X2, · · · , Xn を小さい順に並べかえたものをX(1) 5 X(2) 5
· · · 5 X(n) とする．

(1) 確率 P (X(n) 5 8)を求めよ．

(2) 確率 P (X(n) = 8)を求めよ．

(3) nを 2以上とするとき，X(2)が 6以上となる確率が
1

2
未満となる最小の試

行回数 nを求めよ．
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6 0でない複素数 zに対して，w = x+ yiをw = z2 +
z

z
とする．ただし，xと y

は実数，iは虚数単位とし，zは zと共役な複素数とする．

(1) 0でない複素数 zについて，zの絶対値を r，偏角を θとするとき，z，
1

z
，

zを，それぞれ r，θを用いて極形式で表せ．

(2) 複素数平面上で点 zが原点を中心とする半径 1の円の周上を動くとき，点
wが描く図形を求めよ．

(3) r > 1とする．複素数平面上で点 zが原点を中心とする半径 rの円の周上
を動くとき，点wが描く曲線Cの方程式を x，yを用いて表せ．

(4) r > 1とする．(3)の曲線Cで囲まれた部分の面積を rを用いて表せ．

7 関数 f(x) = log(1 + x) (x = 0)を考える．xy平面上の y = f(x)のグラフを y

軸のまわりで一回転させてできる形の容器がある．はじめ空である容器に，時
刻 tにおける水の量が vtになるように，単位時間あたり vの一定の割合で水を
静かに注ぐ．ただし，vは正の定数とし，容器は回転軸 (y軸)が水平面に垂直
で，y軸の正の側を上向きにして固定されている．

(1) xy平面で y = f(x)の増減と凹凸を調べてグラフをかけ．

(2) 水面の高さが hになったときの，容器内の水の量 V を hを用いて表せ．

(3) 水面の高さがh = log 2になったときの，水面の高さの変化率
dh

dt
を求めよ．

8 曲線 y = exの接線で，原点を通るものを lとする．

(1) 接線 lの方程式を求めよ．

(2) 曲線 y = ex，接線 lおよび直線 y = x+1で囲まれた部分の面積を求めよ．
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解答例

1 (1) 平面上の点をX(x, y)とする．A(3, 1)，B(1, 4)より

BX2 − AX2 = {(x− 1)2 + (y − 4)2} − {(x− 3)2 + (y − 1)2}
= 4x− 6y + 7 · · · (∗)

lはAX = BXを満たす点Xの軌跡の方程式であるから

l : 4x − 6y + 7 = 0

(∗)により BP2 − AP2 = 4·2− 6·2 + 7 = 3 > 0 ゆえに BP > AP

よって，点 Pは点Aのある領域に属する．

別解 AP =
√
2，BP =

√
5より AP < BP

よって，点 Pは点Aのある領域に属する．

(2) n(A ∩B) = xとおくと，右の表から
x = 0

30− x = 0

80− x = 0

x− 10 = 0

　
B B 合計

A x 30− x 30

A 80− x x− 10 70

合計 80 20 100

これを解いて 10 5 x 5 30 よって 10 5 n(A ∩ B) 5 30

(3) 5x+ 8y = 139 · · · (∗) より，5 ≡ 0, 8 ≡ 3, 139 ≡ 4 (mod 5)であるから

3y ≡ 4 ゆえに 2·3y ≡ 2·4 すなわち y ≡ 3 (mod 5)

y = 3 + 5k (kは整数) · · · 1©を (∗)に代入すると

5x+ 8(3 + 5k) = 139 ゆえに x = 23− 8k · · · 2©

x，yは正の整数であるから， 1©， 2©より{
23− 8k > 0

3 + 5k > 0
これを満たす整数 kは k = 0, 1, 2

よって (x, y) = (23, 3), (15, 8), (7, 13) �
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2 (1) f(x) = x4 + 2αx3 + (α2 − β2 + 2)x2 + 2αx+ 1より

1

x2
f(x) = x2 + 2 +

1

x2
+ 2α

(
x+

1

x

)
+ α2 − β2

=

(
x+

1

x

)2

+ 2α

(
x+

1

x

)
+ α2 − β2

= y2 + 2αy + α2 − β2

(2) (1)の結果から
1

x2
f(x) = (y + α+ β)(y + α− β) · · · (∗)

これに (α, β) =

(
1

2
,
3

2

)
を代入すると

1

x2
f(x) = (y + 2)(y − 1) =

(
x+

1

x
+ 2

)(
x+

1

x
− 1

)
したがって f(x) = (x2 + 2x+ 1)(x2 − x+ 1)

= (x+ 1)2(x2 − x+ 1)

よって，方程式 f(x) = 0の解は x = −1 (2重解),
1 ±

√
3 i

2

(3) f(x) = 0のとき，(∗)より

y = −α± β すなわち x+
1

x
= −α± β · · · (∗∗)

ここで，x+
1

x
= kとおくと (kは定数) x2 − kx+ 1 = 0 · · · 1©

1©が重解をもつとき，係数について

(−k)2 − 4·1 = 0 これを解いて k = ±2, 重解
k

2

k = 2 (重解 1)のとき，(∗∗)より

−α + β = −α− β = 2 ゆえに (α, β) = (−2, 0)

k = −2 (重解−1)のとき，(∗∗)より

−α + β = −α− β = −2 ゆえに (α, β) = (2, 0)

よって，f(x) = 0がちょうど 1つの解をもつとき (α, β) = (±2, 0) �
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3 (1) p = 1より，a1 = 1，an+1 − an = 3n2 + 3nであるから，n = 2のとき

an = a1 +
n−1∑
k=1

(ak+1 − ak) = 1 +
n−1∑
k=1

(3k2 + 3k)

= 1 + 3·1
6
n(n− 1)(2n− 1) + 3·1

2
n(n− 1)

= n3 − n+ 1

上式は，n = 1のときも成立するから an = n3 − n + 1

別解 an+1 − an = 3n(n+ 1) = {(n+ 2)− (n− 1)}n(n+ 1)より

an+1 − an = n(n+ 1)(n+ 2)− (n− 1)n(n+ 1)

an+1 − n(n+ 1)(n+ 2) = an − (n− 1)n(n+ 1)

したがって an − (n− 1)n(n+ 1) = a1 − (1− 1)·1·(1 + 1)

よって an = n3 − n+ 1

(2) (∗)より an+1 − pan = 3n2 + 3n · · · 1©
与えられた漸化式

an+1 + α(n+ 1)2 + β(n+ 1) + γ = p(an + αn2 + βn+ γ) · · · (∗∗)

を変形すると

an+1 − pan = (p− 1)αn2 + {(p− 1)β − 2α}n
+ {(p− 1)γ − α− β} · · · 2©

1©， 2©の右辺の同じ次数の項の係数を比較して

(p− 1)α = 3, (p− 1)β − 2α = 3, (p− 1)γ − α− β = 0

p 6= 1に注意して α =
3

p − 1
, β =

3(p + 1)

(p − 1)2
, γ =

6p

(p − 1)3

(3) (2)の結果に p = 2を代入すると α = 3, β = 9, γ = 12

bn = an + 3n2 + 9n+ 12とおくと b1 = 25 (∗∗)より bn+1 = 2bn

{bn}は初項 25，公比 2の等比数列であるから bn = 25·2n−1

したがって an + 3n2 + 9n+ 12 = 25·2n−1

よって an = 25·2n−1 − 3n2 − 9n − 12 �



9.5. 2019年 1059

4 (1) 原点O，A(1, 0, 0)，B(−1, b, b)より，
−→
AB = (−2, b, b)であるから

−→
OP =

−→
OA+ t

−→
AB = (1, 0, 0) + t(−2, b, b) = (1− 2t, bt, bt)

よって P(1 − 2t, bt, bt)

(2) (1)で求めた点 Pの座標を球 S : x2 + (y − 1)2 + z2 = 1に代入すると

(1− 2t)2 + (bt− 1)2 + (bt)2 = 1

2(b2 + 2)t2 − 2(b+ 2)t+ 1 = 0

このとき，tに関する 2次方程式が実数解をもつから，判別式Dについて

D/4 = (b+ 2)2 − 2(b2 + 2)·1 = −b2 + 4b = 0

したがって b(b− 4) 5 0 これを解いて 0 5 b 5 4

別解
−→
AB = (−2, b, b)，

−→
AC = (−1, 1, 0)より，

4ABCの面積 T は

T =
1

2

√
|
−→
AB|2|

−→
AC|2 − (

−→
AB·

−→
AC)2

=
1

2

√
(2b2 + 4)·2− (2 + b)2

=
1

2

√
3b2 − 4b+ 4 · · · (∗)

　

A B

C

h
T

Cから直線ABに下ろした垂線の長さを hとすると

1

2
|
−→
AB|h = T ゆえに h =

2T

|
−→
AB|

=

√
3b2 − 4b+ 4√

2b2 + 4

このとき，h 5 1であるから

√
3b2 − 4b+ 4

2b2 + 4
5 1

したがって 3b2 − 4b+ 4 5 2b2 + 4 これを解いて 0 5 b 5 4

(3) 3b2 − 4b+ 4 = 3

(
b− 2

3

)2

+
8

3
であるから，(∗)および (2)の結果より，

T は，b = 4のとき最大値 3，b =
2

3
のとき最小値

√
6

3
をとる． �
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5 (1) P (X(n) 5 8)は n回とも 8以下の数字のカードを取り出す確率であるから

P (X(n) 5 8) =

(
8

10

)n

=

(
4

5

)n

(2) n回とも 7以下の数字のカードを取り出す確率は

P (X(n) 5 7) =

(
7

10

)n

これと (1)の結果から，求める確率は

P (X(n) = 8) = P (X(n) 5 8)− P (X(n) 5 7)

=

(
8

10

)n

−
(

7

10

)n

=
8n − 7n

10n

(3) X(2)が 6以上となるのは，n回の試行で，5以下のカードを取り出す回数
が 1回以下の場合で，その確率は

nC1

(
1

2

)n

+

(
1

2

)n

=
n+ 1

2n

この確率が
1

2
未満となるとき

n+ 1

2n
<

1

2
ゆえに 2n−1 − n− 1 > 0

f(n) = 2n−1 −n− 1とおくと，f(n) > 0をみたす最小の整数 n (n = 2)を
求めればよい．

f(2) = −1, f(3) = 0, f(4) = 3 > 0 よって n = 4

�
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6 (1) z = r(cos θ + i sin θ),

1

z
=

1

r(cos θ + i sin θ)
=

1

r
{cos(−θ) + i sin(−θ)},

z = r(cos θ − i sin θ) = r{cos(−θ) + i sin(−θ)}

(2) (1)の結果により

w = z2 +
z

z
= r2(cos θ + i sin θ)2 + {cos(−θ) + i sin(−θ)}2

= r2(cos 2θ + i sin 2θ) + cos(−2θ) + i sin(−2θ)

= (r2 + 1) cos 2θ + (r2 − 1)i sin 2θ · · · (∗)

zが原点を中心とする半径 1の円の周上を動くから，r = 1より

w = 2 cos 2θ ゆえに − 2 5 w 5 2

よって，点wは 2点 2,−2を両端とする線分を描く．

(3) (∗)より x = (r2 + 1) cos 2θ，y = (r2 − 1) sin 2θ

r > 1に注意して cos 2θ =
x

r2 + 1
, sin 2θ =

y

r2 − 1

したがって C :
x2

(r2 + 1)2
+

y2

(r2 − 1)2
= 1

(4) (3)の結果より，Cは原点を中心とする長軸の長さ 2(r2 + 1)，短軸の長さ
2(r2 − 1)の楕円であるから，その面積は

π(r2 + 1)(r2 − 1) = π(r4 − 1)

�
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7 (1) f(x) = log(1 + x) (x = 0)より，

x > 0において

f ′(x) =
1

1 + x
> 0,

f ′′(x) = − 1

(1 + x)2
< 0

x 0 · · ·
f ′(x) +

f ′′(x) −
f(x) 0

　

O

y

xe−1

1

(2) y = log(1 + x)より，x = ey − 1であるから

V = π

∫ h

0

x2 dy = π

∫ h

0

(ey − 1)2 dy · · · (∗)

= π

∫ h

0

(e2y − 2ey + 1) dy

= π

[
e2y

2
− 2ey + y

]h
0

= π

(
e2h

2
− 2eh + h +

3

2

)

(3) V = vtより
dV

dt
= v， (∗)より dV

dh
= π(eh − 1)2，

これらを
dV

dt
=

dV

dh
·dh
dt
に代入すると v = π(eh − 1)2

dh

dt
· · · (∗∗)

h = log 2のとき，eh = 2を (∗∗)に代入すると

v = π(2− 1)2
dh

dt
よって

dh

dt
=

v

π

�
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8 (1) y = exより y′ = ex

曲線 y = ex上の点 (t, et)における接線の方程式は

y − et = et(x− t) ゆえに y = et(x− t+ 1) · · · (∗)

これが原点を通るとき 0 = et(−t+ 1) ゆえに t = 1

t = 1を (∗)に代入することにより，lの方程式は y = ex

(2) (1)で求めた接点をA(1, e)とし，B(1, 0)とおく．
直線 y = x+ 1は，(∗)により，点 (0, 1)におけ
る接線で，その接点を Pとする．
l : y = exと直線 y = x+1の交点をQとすると

Q

(
1

e− 1
,

e

e− 1

)
求める面積は右の図の斜線部分で，その面積を
Sとすると

　

O

y

x1

e

e
e−1

1
e−1

1

A

B

Q

P

l

S =

∫ 1

0

ex dx−4OAB−4OPQ

=

[
ex
]1
0

− 1

2
·1·e− 1

2
·1· 1

e− 1

=
e

2
−

1

2(e − 1)
− 1

�
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9.6 2020年
• 理 [数理・物理・地環]・工・医 [医]・歯学部　 1 2 6 7 必答，

3 4 5 から 1問選択．数 I・II・III・A・B(120分)

• 理 [生命化]・農・水産・共同獣医学部　 1 2 必答，
3 4 5 から 1問選択．数 I・II・A・B(90分)

• 教育 [数学・理科・技術・教育・心理・家政・国語・社会・英語・特別支援教
育・健康教育]学部　 1 必答， 3 4 5 から 1問選択， 2 8 から 1問選
択．数 I・II・A・Bまたは数 I・III・A・B(90分)

1 次の問いに答えよ．

(1) a，bは自然数で，p = a2 − a + 2ab + b2 − bとする．pが素数となるよう
な a，bをすべて求めよ．

(2) −π 5 x < πのとき，方程式
√
2 sin x− 1 =

√
6 cos x+ 1を解け．

(3) nを自然数とする．1から 2nまでの数字が 1つずつ書かれた 2n枚のカー
ドがある．この中から 1枚のカードを等確率で選ぶ試行において，選ばれ
たカードに書かれた数が偶数であることがわかっているとき，その数が n

以下である確率を求めよ．

2 tを正の実数とする．実数全体の集合の，2つの部分集合A，Bを次のように定
める．

A = {a |すべての実数 xに対して x2 + (a+ 1)x+ 2a > 0が成り立つ }
B = {b | bx2 + tx+ (b+ t) < 0を満たす実数 xが存在する }

(1) 集合Aに属する実数 aの範囲を求めよ．

(2) 集合Bに属する実数 bの範囲を，tを用いて表せ．

(3) A ∩Bが空集合でないような tの範囲を求めよ．
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3 数列 {an}，{bn}を，初項 a1 = 0，b1 = 1，および次の漸化式で定める．{
an+1 = an +

√
3bn

bn+1 = −
√
3an + bn

(n = 1, 2, 3, · · · )

(1) a2, a3, a4, b2, b3, b4を求めよ．

(2) すべての自然数 nに対して，an+3 = −8an, bn+3 = −8bn が成り立つこと
を示せ．

(3)
9∑

n=1

anを求めよ．

(4) 次で定まる T の値を求めよ．

T =
1√
3
b2020 +

2020∑
n=1

an

4 鋭角三角形OABの頂点Aから辺OBに下ろした垂線と辺OBの交点をD，頂
点 Bから辺OAに下ろした垂線と辺OAの交点を Eとする．また，ADと BE

の交点をHとする．OA = 1，OB = kとし，∠OAD = θとする．

(1) ODとOEを k，θを用いて表せ．

(2)
−→
OHを k，θ，

−→
OA，

−→
OBを用いて表せ．

(3) Hが三角形OABの重心Gと一致するとき，k，θを求めよ．

5 1個のさいころを 3回投げる．

(1) 3回とも偶数の目が出る事象をA，出る目の数がすべて異なる事象をBと
する．このとき，AとBは独立であるか，独立でないか，答えよ．

(2) 出る目の数の和をX とし，Y = 2X とおく．確率変数 Y の期待値 E(Y )

と分散 V (Y )を求めよ．

(3) 出る目の数の最大値を Z1，最小値を Z2とする．このとき，Z1 = 5かつ
Z2 = 2となる確率 P (Z1 = 5, Z2 = 2)を求めよ．
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6 xy平面上で双曲線Hと放物線Cが，次の方程式で与えられている．

H : x2 − y2 = 1, C : y =
a

2
x2 + b (ただし，a，bは実数，a > 0)

Hと Cは，第 1象限においてただ一つの共有点 Pをもち，点 Pで共通の接線
l1をもつとする．このとき，H と C が第 2象限にただ一つもつ共有点をQと
し，HとCが点Qでもつ共通の接線を l2とする．

(1) 点 Pの座標 (s, t)と bを，aを用いて表せ．

(2) 接線 l1の方程式を，aを用いて表せ．

(3) 放物線Cと接線 l1，l2で囲まれた部分の面積 Sを，aを用いて表せ．

(4) aが正の実数を動くとき，面積 Sの最小値を求めよ．

7 xy平面上を運動する点 Pの描く曲線Cが，時刻関数 tによって

x = sin t, y = sin 2t (0 5 t 5 2π)

と媒介変数表示されているとする．

(1) 点 Pの速度ベクトル~vを，tを用いて表せ．

(2) tが動くとき，点 Pの速さ |~v|の最小値を求めよ．ただし，最小値をとる
ときの tの値は求めなくてよい．

(3) x，yで表した曲線Cの方程式を求め，そのグラフの概形を下の図 (あ)～
(え)の中からひとつ選べ．

(4) 曲線Cで囲まれた部分の面積を求めよ．

O

y

x O

y

x

O

y

x O

y

x

(あ) (い)

(う) (え)
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8 f(x) = log x (x > 0)とする．xy平面において，曲線 y = f(x)の接線で原点を
通るものを y = g(x)とする．

(1) f ′(x) =
1

x
となることを，導関数の定義を用いて示せ．

ただし，e = lim
k→0

(1 + k)
1
k とする．

(2) g(x)を求めよ．

(3) y = f(x)，y = g(x)と x軸で囲まれた部分の面積を求めよ．

(4) (3)の部分を y軸のまわりで回転させてできる立体の体積を求めよ．
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解答例
1 (1) p = a2 − a+ 2ab+ b2 − bより

p = (a+ b)2 − (a+ b) = (a+ b)(a+ b− 1)

a，bは自然数より，a + b，a + b − 1は整数である．これらの積が素数 p

であるから，1 5 a+ b− 1 < a+ bより，次の (∗)を満たせばよい．

a+ b− 1 = 1 かつ a+ b = p · · · (∗)

a+ b = 2 (a = 1, b = 1)，すなわち，a = b = 1は (∗)を満たす．
よって a = b = 1

(2)
√
2 sin x− 1 =

√
6 cos x+ 1より

√
2 sin x−

√
6 cos x = 2√

(
√
2)2 + (−

√
6)2 = 2

√
2より，上の第 2式の両辺を 2

√
2で割ると

1

2
sinx−

√
3

2
cos x =

1√
2
ゆえに sin

(
x− π

3

)
=

1√
2

−π 5 x < πより，−π − π

3
5 x− π

3
< π − π

3
であるから

x− π

3
= −π − π

4
,
π

4
よって x = −

11

12
π,

7

12
π

(3) 選ばれたカードが，偶数である事象をA，n以下である事象をBとする．

P (A) =
n

2n
=

1

2
, P (A ∩B) =

[
n
2

]
2n

であるから ([x]は，xを超えない最大の整数)，求める確率は

PA(B) =
P (A ∩B)

P (A)
=

[
n
2

]
2n

·2 =
1

n

[ n

2

]
nが偶数のとき

[ n

2

]
=

n

2
，nが奇数のとき

[ n

2

]
=

n− 1

2
であるから

PA(B) =


1

2
(nが偶数)

n − 1

2n
(nが奇数)

�
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2 (1) すべての実数 xに対して，x2 + (a + 1)x + 2a > 0を満たすから，係数に
ついて

(a+ 1)2 − 4·1·2a < 0 ゆえに a2 − 6a+ 1 < 0

これを解いて 3 − 2
√
2 < a < 3 + 2

√
2

(2) bx2 + tx + (b + t) < 0 · · · (∗)を満たす実数 xが存在するとき，bについて
次の場合分けを行う．

(i) b < 0のとき，(∗)の 2次の係数が負であるから，条件を満たす．

(ii) b = 0のとき，(∗)より

tx+ t < 0 (t > 0) ゆえに x < −1

したがって，(∗)を満たす．
(iii) b > 0のとき，(∗)の係数について

t2 − 4b(b+ t) > 0 整理すると 4b2 + 4tb− t2 < 0

t > 0に注意してこれを解くと
−1−

√
2

2
t < b <

−1 +
√
2

2
t

b > 0 であるから 0 < b <
−1 +

√
2

2
t

(i)～(iii)より，bの値の範囲は b <

√
2 − 1

2
t

(3) A ∩B 6= φのとき，(1)，(2)の結果から

3− 2
√
2 <

√
2− 1

2
t

これを解いて t > 2(
√
2 − 1)

　

t

A
B

3−2
√
2

√
2−1
2

t 3+2
√
2

�



1070 第 9章 鹿児島大学

3 (1) 与えられた漸化式

a1 = 0, b1 = 1,

{
an+1 = an +

√
3bn

bn+1 = −
√
3an + bn

(n = 1, 2, 3, · · · )

により

a2 = a1 +
√
3b1 b2 = −

√
3a1 + b1

= 0 +
√
3·1 =

√
3, = −

√
3·0 + 1 = 1,

a3 = a2 +
√
3b2 b3 = −

√
3a2 + b2

=
√
3 +

√
3·1 = 2

√
3, = −

√
3
√
3 + 1 = −2,

a4 = a3 +
√
3b3 b4 = −

√
3a3 + b3

= 2
√
3 +

√
3·(−2) = 0, = −

√
3·2

√
3 + (−2) = −8

(2) 与えられた漸化式より

an+3 = an+2 +
√
3bn+2

= (an+1 +
√
3bn+1) +

√
3(−

√
3an+1 + bn+1)

= −2an+1 + 2
√
3bn+1

= −2(an +
√
3bn) + 2

√
3(−

√
3an + bn) = −8an,

bn+3 = −
√
3an+2 + bn+2

= −
√
3(an+1 +

√
3bn+1) + (−

√
3an+1 + bn+1)

= −2
√
3an+1 − 2bn+1

= −2
√
3(an +

√
3bn)− 2(−

√
3an + bn) = −8bn

(3) (2)の結果により

a4 = −8a1, a5 = −8a2, a6 = −8a3

a7 = −8a4 = 64a1, a8 = −8a5 = 64a2, a9 = −8a6 = 64a3

したがって

9∑
n=1

an = (a1 + a4 + a7) + (a2 + a5 + a8) + (a3 + a6 + a9)

= (a1 − 8a1 + 64a1) + (a2 − 8a2 + 64a2) + (a3 − 8a3 + 64a3)

= 57(a1 + a2 + a3) = 57(0 +
√
3 + 2

√
3) = 171

√
3



9.6. 2020年 1071

(4) (2)の結果から，2020 = 673·3 + 1に注意して

b2020 = b1·(−8)673 = (−8)673

Sk = a3k−2 + a3k−1 + a3kとおくと (kは自然数)

Sk+1 = a3k+1 + a3k+2 + a3k+3

= −8a3k−2 − 8a3k−1 − 8a3k = −8Sk

数列 {Sk}は，初項 S1 = a1 + a2 + a3 = 3
√
3，公比−8の等比数列である．

2020∑
n=1

an =
673∑
k=1

Sk + a2020

=
3
√
3{1− (−8)673}
1− (−8)

+ a1·(−8)673

=
1√
3

{
1− (−8)673

}
+ 0·(−8)673 =

1√
3

{
1− (−8)673

}
よって T =

1√
3
b2020 +

2020∑
n=1

an =
1√
3
·(−8)673 +

1√
3

{
1− (−8)673

}
=

1
√
3
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補足 zn = bn + aniとおくと

zn+1 = bn+1 + an+1i = bn −
√
3an + i(

√
3bn + an)

= (1 +
√
3i)(bn + ani) = (1 +

√
3i)zn

= 2
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
zn

z1 = 1であるから zn = 2n−1

(
cos

n− 1

3
π + i sin

n− 1

3
π

)
したがって bn = 2n−1 cos

n− 1

3
π, an = 2n−1 sin

n− 1

3
π

w = 1 +
√
3iとすると，{zn}は初項 1，公比wの等比数列であるから

n∑
k=1

zk =
wn − 1

w − 1
=

2n(cos nπ
3
+ i sin nπ

3
)− 1

√
3i

=
2n√
3
sin

nπ

3
+

1√
3

(
1− 2n cos

nπ

3

)
i

よって
n∑

k=1

bk =
2n√
3
sin

nπ

3
,

n∑
k=1

ak =
1√
3

(
1− 2n cos

nπ

3

)
解説 数列 {

xn+1 = axn − byn
yn+1 = bxn + ayn

(n = 0, 1, 2, · · · )

について r =
√
a2 + b2, cos θ =

a

r
, sin θ =

b

r
とする．

zn = xn + yniとおくと

zn+1 = xn+1 + yn+1i = axn − byn + i(bxn + ayn)

= (a+ bi)(xn + yni) = r(cos θ + i sin θ)zn

したがって zn = rn(cosnθ + i sinnθ)z0

よって xn + yni = rn(cosnθ + i sinnθ)(x0 + y0i)

発展

(
xn+1

yn+1

)
=

(
a −b

b a

)(
xn

yn

)
= r

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
xn

yn

)
より

(
xn

yn

)
= rn

(
cosnθ − sinnθ

sinnθ cosnθ

)(
x0

y0

)

�



9.6. 2020年 1073

4 (1) 4OAD 4OBEであるから

∠OAD = ∠OBE

よって OD = OAsin θ = sin θ

OE = OBsin θ = k sin θ

　

A B

O

θ θ

D
E

H

1 k

(2) (1)の結果から

OE = k sin θ = (k sin θ)·1 = (k sin θ)OA,

OD = sin θ =
sin θ

k
·k =

sin θ

k
OB

−→
OE = (k sin θ)

−→
OA，

−→
OD =

sin θ

k

−→
OB であるから

−→
OA =

1

k sin θ

−→
OE,

−→
OB =

k

sin θ

−→
OD

−→
OH = x

−→
OA+ y

−→
OBとおくと (x, yは実数)

−→
OH = x

−→
OA+

ky

sin θ

−→
OD =

x

k sin θ

−→
OE + y

−→
OB

Hは直線ADおよび直線BE上の点であるから

x+
ky

sin θ
= 1,

x

k sin θ
+ y = 1 · · · (∗)

上の 2式から x sin θ + ky = sin θ · · · 1© (第 1式× sin θ)

x sin θ + ky sin2 θ = k sin2 θ · · · 2© (第 2式× k sin2 θ)

1©− 2©より

ky(1− sin2 θ) = (1− k sin θ) sin θ ゆえに y =
(1− k sin θ) sin θ

k cos2 θ

これを (∗)の第 1式に代入すると x+
1− k sin θ

cos2 θ
= 1

ゆえに x =
cos2 θ − 1 + k sin θ

cos2 θ
=

(k − sin θ) sin θ

cos2 θ

よって
−→
OH =

(k − sin θ) sin θ

cos2 θ

−→
OA +

(1 − k sin θ) sin θ

k cos2 θ

−→
OB
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別解 4OADと直線BEについて，メネラウスの定理を適用すると

AH

HD
·DB
BO

·OE

EA
= 1 ゆえに

AH

HD
·k − sin θ

k
· k sin θ

1− k sin θ
= 1

したがって AH : HD : AD = 1− k sin θ : (k − sin θ) sin θ : cos2 θ

−→
OH =

(k − sin θ) sin θ

cos2 θ

−→
OA+

1− k sin θ

cos2 θ

−→
OD

−→
OD =

sin θ

k

−→
OBより

−→
OH =

(k − sin θ) sin θ

cos2 θ

−→
OA+

(1− k sin θ) sin θ

k cos2 θ

−→
OB

(3) Hが4OABの重心であるから

(k − sin θ) sin θ

cos2 θ
=

(1− k sin θ) sin θ

k cos2 θ
=

1

3
· · · (∗)

したがって k−sin θ =
1− k sin θ

k
ゆえに k2 = 1 すなわち k = 1

(1− sin θ) sin θ

cos2 θ
=

1

3
ゆえに

sin θ

1 + sin θ
=

1

3

これを解いて sin θ =
1

2
条件により θは鋭角であるから θ =

π

6
�

5 (1) P (A) =

(
3

6

)3

=
1

8
，P (B) =

6

6
·5
6
·4
6
=

5

9
，P (A ∩B) =

3

6
·2
6
·1
6
=

1

36

したがって P (A)P (B) =
1

8
·5
9
=

5

72
ゆえに P (A ∩B) 6= P (A)P (B)

よって，事象A，Bは独立ではない．

補足 事象A，Bが独立であるとは，Aが起きたときのBが起きる確率，すな
わち，条件付き確率 PA(B) (大学等では P (B|A)と表記することが多い)

が，Aに関係なく P (B)に等しいことである．

BがAと独立 ⇐⇒ PA(B) = P (B)

また，Aが Bと独立であるとは，PB(A) = P (A)が成立することである
が，これら 2式の成立については，同値関係にある．実際，

P (A ∩B)

P (A)
= P (B) ⇐⇒ P (B ∩ A)

P (B)
= P (A)

このとき，P (A ∩B) = P (A)P (B)が成立する．したがって，A，Bが独
立であることを示すには，次のどれか 1つを示せばよい．

PA(B) = P (B) ⇐⇒ PB(A) = P (A) ⇐⇒ P (A ∩B) = P (A)P (B)

本題では，P (A ∩B) 6= P (A)P (B)により，事象A，Bは独立ではない．
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(2) k回目に出た目をXkとすると (k = 1, 2, 3)

Xk 1 2 3 4 5 6 計
Xk

2 1 4 9 16 25 36

P (Xk)
1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1

E(Xk) = 1·1
6
+ 2·1

6
+ 3·1

6
+ 4·1

6
+ 5·1

6
+ 6·1

6
=

7

2

E(Xk
2) = 1·1

6
+ 4·1

6
+ 9·1

6
+ 16·1

6
+ 25·1

6
+ 36·1

6
=

91

6

V (Xk) = E(Xk
2)− E(Xk)

2 =
91

6
−
(
7

2

)2

=
35

12

X = X1 +X2 +X3より

E(X) = E(X1 +X2 +X3)

= E(X1) + E(X2) + E(X3) =
7

2
× 3 =

21

2

V (X) = V (X1 +X2 +X3)

= V (X1) + V (X2) + V (X3) =
35

12
× 3 =

35

4

Y = 2Xより

E(Y ) = E(2X) = 2E(X) = 2× 21

2
= 21

V (Y ) = V (2X) = 22V (X) = 4× 35

4
= 35

(3) Z1 = 5かつZ2 = 2となる目の組合せは

{2, 2, 5}，{2, 3, 5}，{2, 4, 5}，{2, 5, 5}

である．

(i) {2, 2, 5}，{2, 5, 5}である確率は，ともに

3!

2!1!

(
1

6

)3

=
1

72

(ii) {2, 3, 5}，{2, 4, 5}である確率は，ともに

3!

1!1!1!

(
1

6

)3

=
1

36

よって，求める確率は
1

72
× 2 +

1

36
× 2 =

1

12
�
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6 (1) H : x2 − y2 = 1，C : y =
a

2
x2 + b (a > 0)

点P(s, t)はHおよびC上の点であるから

(∗) s2 − t2 = 1, t =
a

2
s2 + b

H上の点 P(s, t)における接線 l1は

sx− ty = 1 すなわち y =
s

t
x− 1

t

Cを xで微分すると y′ = ax

　

O

y

x

PQ

s−s

t

1−1

C

H

l1 l2

S

l1は第 1象限の点 P(s, t)におけるCおよびHの共通接線であるから

s

t
= as ゆえに t =

1

a

これを (∗)の第 1式に代入すると，a > 0, s > 0に注意して

s2 − 1

a2
= 1 ゆえに s =

√
a2 + 1

a

したがって P

(√
a2 + 1

a
,
1

a

)
上の 2式を (∗)の第 2式に代入すると

1

a
=

a

2

(√
a2 + 1

a

)2

+ b よって b =
1 − a2

2a

(2) (1)で求めた s，tを l1の方程式に代入すると

y =
√
a2 + 1x − a

(3) (1)の結果からCの方程式は y =
a

2
x2 +

1− a2

2a

H，Cは，y軸に関して対称であるから，第 2象限のHとCの接点Qお
よび共通接線 l2は，それぞれ，y軸に関してPおよび l1と対称であるから

S = 2

∫ s

0

{
a

2
x2 +

1− a2

2a
− (

√
a2 + 1x− a)

}
dx

= a

∫ s

0

(
x2 − 2

√
a2 + 1

a
x+

a2 + 1

a2

)
dx

= a

∫ s

0

(
x−

√
a2 + 1

a

)2

dx = a

∫ s

0

(x− s)2 dx

= a

[
1

3
(x− s)3

]s
0

=
as3

3
=

(a2 + 1)
3
2

3a2



9.6. 2020年 1077

補足 一般に，放物線C上の 2点P，Q の x座標をそれぞれ α，βとすると，C

上の 2点 P，Qにおけるそれぞれの接線 l1，l2の交点の x座標は，
α+ β

2
である．また，C，l1，l2で囲まれた部分の面積が Sであるとき，Cと直
線 PQで囲まれた部分の面積は 2Sである 1．

本題において，Cの x2の係数および 2点P，Qの座標から，1/6公式を用
いて，次のように求めることもできる．

S =
1

2
× 1

6
·a
2

{√
a2 + 1

a
−

(
−
√
a2 + 1

a

)}3

=
(a2 + 1)

3
2

3a2

(4) (3)の結果から，u = a2とおくと S =
(u+ 1)

3
2

3u

f(u) =
(u+ 1)

3
2

3u
(u > 0)とすると

f ′(u) =
1

3
·
3
2

√
u+ 1·u− (u+ 1)

3
2 ·1

u2
=

(u− 2)
√
u+ 1

6u2

u (0) · · · 2 · · ·
f ′(u) − 0 +

f(u) ↘ 極小 ↗

よって，求める最小値は f(2) =
(2 + 1)

3
2

3·2
=

√
3

2

別解 S =
(a2 + 1)

3
2

3a2
=

1

3

(
a2 + 1

a
4
3

) 3
2

=
1

3

(
a

2
3 +

1

a
4
3

) 3
2

a > 0であるから，相加平均・相乗平均の大小関係により

a
2
3 +

1

a
4
3

=
a

2
3

2
+

a
2
3

2
+

1

a
4
3

= 3
3

√
a

2
3

2
·a

2
3

2
· 1
a

4
3

=
3

2
2
3

したがって S = 1

3

(
3

2
2
3

) 3
2

=

√
3

2
よって 最小値

√
3

2

上式において，等号が成立するとき
a

2
3

2
=

1

a
4
3

すなわち a =
√
2 �

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai bun 2009.pdf (p.6の補足)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2009.pdf
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7 (1) x = sin t, y = sin 2t (0 5 t 5 2π)より

~v =

(
dx

dt
,
dy

dt

)
= (cos t, 2 cos 2t)

(2) ~v = (cos t, 2(2 cos2 t− 1)) であるから，u = cos2 tとおくと (0 5 u 5 1)

|~v|2 = cos2 t+ 4(2 cos2 t− 1)2 = u+ 4(2u− 1)2

= 16u2 − 15u+ 4 = 16

(
u− 15

32

)2

+
31

64

よって，u =
15

32
のとき，|v|は最小値

√
31

8
をとる．

(3) f(t) = sin t，g(t) = sin 2tとおくと (0 5 t 5 2π)

f(2π − t) = −f(t), g(2π − t) = −g(t)

上式から，点 Pが 0 5 t 5 πで描く曲線と π 5 t 5 2πで描く曲線は原点
対称である．さらに

f(π − t) = f(t), g(π − t) = −g(t)

であるから，点Pの 0 5 t 5 π

2
で描く曲線と

π

2
5 t 5 πで描く曲線は y軸

対称である．これから，点Pの描く曲線Cは x軸に関しても対称である．

そこで，0 5 t 5 π

2
におけるCの概形を調べる．

dx

dt
= f ′(t) = cos t,

dy

dt
= g′(t) = 2 cos 2t

t 0 · · · π
4

· · · π
2

dx
dt

+ + +
dy
dt

+ 0 −
~v ↗ → ↘

(x, y) (0, 0) ( 1√
2
, 1) (1, 0)

　

O

y

x

1

11√
2

t= π
4

t= π
2

t=0

したがって，Cの描く図形は，(い)である．

Cは，x軸および y軸に関して対称であるから，

y2 = (sin 2t)2 = (2 sin t cos t)2 = 4 sin2 t(1− sin2 t) = 4x2(1− x2)

よって，Cの方程式は y2 = 4x2(1 − x2)

補足 第 1象限において f ′(t) > 0より，xは単調増加であることや，点 (1, 0)を
通ることから，(い)であることは明らか．



9.6. 2020年 1079

解説 必要があれば，曲線Cの凹凸なども調べることもできる．

本問では，0 < t <
π

2
において，

dx

dt
= f ′(t) 6= 0であるから，

dy

dx
や

d2y

dx2

も求めることができる．

dy

dx
=

dy

dt
· dt
dx

=

dy
dt
dx
dt

=
g′(t)

f ′(t)
=

2 cos 2t

cos t

これをさらに xについて微分すると

d2y

dx2
=

d

dx

(
g′(t)

f ′(t)

)
=

{
d

dt

(
g′(t)

f ′(t)

)}
dt

dx

=
g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t)

f ′(t)2
· 1

dx
dt

=
g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t)

f ′(t)3

=
−4 sin 2t cos t− 2 cos 2t(− sin t)

cos3 t

= −2 sin t(2 cos2 t+ 1)

cos3 t

曲線Cは，0 < t <
π

2
，すなわち，第 1象限において，上に凸である．

(4) (1)で求めた対称性により，求める面積を Sとすると

S

4
=

∫ f(π
2
)

f(0)

y dx =

∫ π
2

0

g(t)f ′(t) dt

=

∫ π
2

0

sin 2t cos t dt =

∫ π
2

0

2 sin t cos2 t dt

=

[
−2

3
cos3 t

]π
2

0

=
2

3

よって S =
8

3
�
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8 (1) 関数 f(x) = log xについて，導関数の定義を適用すると

f ′(x) = lim
h→0

log(x+ h)− log x

h
= lim

h→0

1

h
log

(
1 +

h

x

)
= lim

h→0

1

x
·x
h
log

(
1 +

h

x

)
= lim

h→0

1

x
log

(
1 +

h

x

) x
h

=
1

x
log e =

1

x

(2) y = f(x)上の点 (t, log t)における接線は

y − log t =
1

t
(x− t) · · · 1©

これが原点を通るから

− log t = −1 ゆえに t = e

　

O

y

xe

1

1

y=f(x)

y=g(x)

これを 1©に代入して整理すると y =
x

e
よって g(x) =

x

e

(3) 求める面積を Sとすると

S =
1

2
·e·1−

∫ e

1

log x dx

=
e

2
−
[
x(log x− 1)

]e
1

=
e

2
− 1

(4) f−1(y) = eyであるから，求める体積を V とすると

V = π

∫ 1

0

(ey)2 dy − 1

3
·πe2·1 = π

[
e2y

2

]1
0

− πe2

3
=

π(e2 − 3)

6

別解
V

2π
=

∫ e

0

xg(x) dx−
∫ e

1

xf(x) dx =

∫ e

0

x2

e
dx−

∫ e

1

x log x dx

=

[
x3

3e

]e
0

−
[
x2

2
log x− x2

4

]e
1

=
e2 − 3

12

よって S =
π(e2 − 3)

6

バウムクーヘン型求積法� �
a 5 x 5 bの範囲で f(x) = 0のとき，y = f(x)のグラフと x軸および
2直線 x = a，x = bで囲まれた部分を y軸のまわりに 1回転してでき
る立体の体積 V は

V = 2π

∫ b

a

xf(x) dx

� �
�
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9.7 2021年
• 理 [数理・物理・地環]・工・医 [医]・歯学部　 1 2 6 7 必答，

3 4 5 から 1問選択．数 I・II・III・A・B(120分)

• 理 [生命化]・農・水産・共同獣医学部　 1 2 必答，
3 4 5 から 1問選択．数 I・II・A・B(90分)

• 教育 [数学・理科・技術・教育・心理・家政・国語・社会・英語・特別支援教
育・健康教育]学部　 1 必答， 3 4 5 から 1問選択， 2 8 から 1問選
択．数 I・II・A・Bまたは数 I・III・A・B(90分)

1 次の各問いに答えよ．

(1) p，qを実数とする．2次方程式 x2 + px+ q = 0が異なる解 α, βをもつと

き，
α4 − β4

α− β
を p, qを用いて表せ．

(2) 斜辺の長さが一定の直角三角形のうち，面積が最大のものは，直角二等辺
三角形であることを示せ．

(3) sin 1，sin 2，sin 3，cos 1という 4つの数値を小さい方から順に並べよ．た
だし，1，2，3は，それぞれ 1ラジアン，2ラジアン，3ラジアンを表す．

2 0 < a < 1とする．このとき，次の関数 f(x)を考える．

f(x) = x3 + 3(log 1
4

√
a+ log 1

8
4)x2 − 4(log 1

4
a)x− 4(log 1

4

√
a)3

(1) b = log 1
4
aとおく．関数 f(x)を，対数が現れない形で，bを用いて表せ．

(2) f ′(x) = 0となる xを求めよ．

(3) f(x)の極大値が
9

2
であるとする．このとき，aの値を求めよ．
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3 次の条件によって定められる数列 {an}がある．

a1 = 2, (n+ 1)an+1 = (n+ 3)an + 2 (n = 1, 2, 3, · · · )

(1) bn =
an

(n+ 2)(n+ 1)
とするとき，bn+1 − bnを nを用いて表せ．

(2) 次の等式が kについての恒等式となるように，定数 pの値を定めよ．

1

(k + 3)(k + 2)(k + 1)
=

1

p

{
1

(k + 2)(k + 1)
− 1

(k + 3)(k + 2)

}
(3) 数列 {an}の一般項を求めよ．

4 平面上の三角形 ABCは ∠BAC = 60◦の三角形で，AB = 5，AC = 8とする．
∠BACの二等分線と辺 BCの交点を Dとし，∠ABCの二等分線と辺 ACの交
点を Eとする．

(1) 辺BCの長さを求めよ．

(2)
−→
AD，

−→
BEを

−→
ABと

−→
ACを用いて表せ．

(3) 線分ADと線分BEの交点を Iとするとき，
−→
AIを

−→
ABと

−→
ACを用いて表せ．

5 1，2，3，4，5，6の数字が 1つずつ記入された 6枚のカードを袋の中に入れる．
この袋の中から 2枚のカードを同時に抜き出し，それらのカードの数の大きい
方をX，小さい方を Y とする．

(1) 確率変数Xの期待値E(X)を求めよ．

(2) 確率変数Xと Y は互いに独立であるか，独立でないか，答えよ．

(3) 確率変数XY の期待値E(XY )を求めよ．

6 実数全体で微分可能な関数 f(x)が

f(x) = e−x

(
1

2
x2 +

∫ x

0

etf(t) dt

)
を満たすとする．ただし，eは自然対数の底とし，以下では， lim

x→∞
xe−x = 0を

用いてよいものとする．

(1) f(x)の導関数 f ′(x)を求めよ．また，f(x)を求めよ．

(2) f(x)の増減，極値，グラフの凹凸および変曲点を調べて，グラフの概形
をかけ．

(3) a > 0とする．曲線 y = f(x)と直線 y = 1，x = 0および x = aで囲まれ
た部分の面積 S(a)を求めよ．また， lim

a→∞
S(a)を求めよ．
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7 αは複素数，Aは実数で |α|2 −A > 0を満たすものとする．複素数 zに関する
方程式

|z|2 + αz + αz + A = 0

を (★)とする．ただし，α，zはそれぞれ α，zの共役複素数とする．

(1) (★)は円を表す方程式であることを示せ．また，この円の中心および半径
を αとAを用いて表せ．

(2) 複素数平面上の 0でない異なる 2点 z1，z2が z1z2 − z1z2 = 0を満たすな
らば，3点 0，z1，z2は同一直線上にあることを示せ．ただし，z1，z2は
それぞれ z1，z2の共役複素数とする．

(3) 複素数平面上の異なる 3点 0，z1，z2は同一直線上にないものとする．3

点 0，z1，z2を通る円が (★)で表されるとき，Aの値を求め，さらにαを
z1と z2を用いて表せ．

8 曲線 y = tanx
(
0 5 x <

π

2

)
をCとする．

また，C上の点 P
(π
3
,
√
3
)
における法線を nとする．

(1) 法線 nの方程式を求めよ．

(2) 曲線C，法線 nおよび y軸で囲まれた部分の面積を求めよ．
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解答例
1 (1) 2次方程式 x2 + px+ q = 0の解 α, β (α 6= β)と係数の関係により

α+ β = −p, αβ = q

したがって
α4 − β4

α− β
=

(α2 − β2)(α2 + β2)

α− β

= (α + β){(α + β)2 − 2αβ}
= −p{(−p)2 − 2q} = −p3 + 2pq

(2) 直角をはさむ 2辺の長さをx, y，斜辺を rとすると

1

2
xy =

1

4
{x2 + y2 − (x− y)2}

=
1

4
r2 − 1

4
(x− y)2

　

x

y
r

rは定数であるから，三角形の面積
1

2
xyは，x = yのとき最大となる．

よって，斜辺の長さが一定の直角三角形のうち，面積が最大のものは，

直角二等辺三角形である．

(3) sin 2 = sin(π − 2)，sin 3 = sin(π − 3)，cos 1 = sin
(π
2
− 1
)
について

π − 3 > 0,
(π
2
− 1
)
− (π − 3) =

4− π

2
> 0,

1−
(π
2
− 1
)
=

4− π

2
> 0, (π − 2)− 1 = π − 3 > 0,

π

2
− (π − 2) =

4− π

2
> 0

ゆえに 0 < π − 3 <
π

2
− 1 < 1 < π − 2 <

π

2

したがって sin(π − 3) < sin
(π
2
− 1
)
< sin 1 < sin(π − 2)

よって sin 3 < cos 1 < sin 1 < sin 2 �
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2 (1) f(x) = x3 + 3(log 1
4

√
a+ log 1

8
4)x2 − 4(log 1

4
a)x− 4(log 1

4

√
a)3

b = log 1
4
aより log 1

4

√
a =

b

2
，log 1

8
4 =

log2 4

log2
1
8

=
2

−3

したがって f(x) = x3 + 3

(
b

2
− 2

3

)
x2 − 4bx− 4

(
b

2

)3

= x3 +

(
3

2
b − 2

)
x2 − 4bx −

b3

2

(2) (1)の結果から f ′(x) = 3x2 + (3b− 4)x− 4b

= (3x− 4)(x+ b)

f ′(x) = 0を解くと x =
4

3
,−b

(3) 0 < a < 1より，b = log 1
4
a > 0であるから

x · · · −b · · · 4
3

· · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ 極大 ↘ 極小 ↗

極大値が
9

2
であるから f(−b) = 2b2 =

9

2

b > 0に注意して b =
3

2
これを b = log 1

4
aに代入して

log 1
4
a =

3

2
ゆえに a =

(
1

4

) 3
2

=
1

8

�
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3 (1) 与えられた漸化式から (n+ 1)an+1 − (n+ 3)an = 2

上式の両辺を (n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)で割ると

an+1

(n+ 3)(n+ 2)
− an

(n+ 2)(n+ 1)
=

2

(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)

bn =
an

(n+ 2)(n+ 1)
より bn+1 − bn =

2

(n + 3)(n + 2)(n + 1)

(2)
1

(k + 3)(k + 2)(k + 1)
=

1

2

{
(k + 3)− (k + 1)

(k + 3)(k + 2)(k + 1)

}
=

1

2

{
1

(k + 2)(k + 1)
− 1

(k + 3)(k + 2)

}
よって p = 2

(3) (2)の結果から

2

(k + 3)(k + 2)(k + 1)
=

1

(k + 2)(k + 1)
− 1

(k + 3)(k + 2)

上式と (1)の結果により

bk+1 − bk =
1

(k + 2)(k + 1)
− 1

(k + 3)(k + 2)

b1 =
a1
3·2

=
2

3·2
=

1

3
により，n > 1のとき

n−1∑
k=1

(bk+1 − bk) =
n−1∑
k=1

{
1

(k + 2)(k + 1)
− 1

(k + 3)(k + 2)

}

ゆえに bn −
1

3
=

1

6
− 1

(n+ 2)(n+ 1)

bn =
n(n+ 3)

2(n+ 2)(n+ 1)

上式は，n = 1のときも成立するから

an
(n+ 2)(n+ 1)

=
n(n+ 3)

2(n+ 2)(n+ 1)
よって an =

n(n + 3)

2

�
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4 (1) b = 8，c = 5，A = 60◦を余弦定理に適用すると

a2 = b2 + c2 − 2bc cosA

= 82 + 52 − 2·8·5 cos 60◦ = 49

a = BC > 0であるから BC = 7

(2) ADは∠BACを二等分線であるから

BD : DC = 5 : 8

よって
−→
AD =

8

13

−→
AB +

5

13

−→
AC

BEは∠ABCの二等分線であるから

AE : EC = 5 : 7

　A

B C5 8

5

7

D

E

I

よって
−→
BE =

−→
BA +

−→
AE = −

−→
AB +

5

12

−→
AC

(3) 4ADCと直線BEについてメネラウスの定理を適用すると

AI

ID
·DB
BC

·CE
EA

= 1 ゆえに
AI

ID
· 5
13

·7
5
= 1

したがって AI : ID = 13 : 7

よって
−→
AI =

13

20

−→
AD =

13

20
·8
−→
AB + 5

−→
AC

13
=

2

5

−→
AB +

1

4

−→
AC �
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5 (1) P (X = k) =
k − 1

6C2

=
k − 1

15
(1 5 k 5 6)より，求める期待値は

E(X) =
6∑

k=1

kP (X = k) =
1

15

6∑
k=1

k(k − 1)

=
1

45

6∑
k=1

{(k − 1)k(k + 1)− (k − 2)(k − 1)k} =
5·6·7
45

=
14

3

(2) P (Y = j) =
6− j

15
，P (X = k, Y = j) =

{
1
15

(k > j)

0 (k 5 j)
(1 5 j, k 5 6)

1 < k 5 j < 6とすると

P (X = k)P (Y = j) > 0, P (X = k, Y = j) = 0

ゆえに P (X = k)P (Y = j) 6= P (X = k, Y = j)

よって 確率変数Xと Y は互いに独立ではない．

(3) 確率変数XY の期待値は

E(XY ) =
∑

15j,k56

P (X = k, Y = j)jk =
∑

15j<k56

1

15
jk

=
1

15
·1
2
{(1 + 2 + · · ·+ 6)2 − (12 + 22 + · · ·+ 62)}

=
1

30
(212 − 91) =

35

3

�
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6 (1) (∗) f(x) =
1

2
x2e−x + e−x

∫ x

0

etf(t) dtを微分すると

f ′(x) = xe−x − 1

2
x2e−x − e−x

∫ x

0

etf(t) dt+ f(x)

(∗)を上式に代入して整理すると f ′(x) = xe−x

(∗)に x = 0を代入すると f(0) = 0

f(x) =

∫
f ′(x) dx =

∫
xe−x dx = −(x+ 1)e−x + C (Cは積分定数)

したがって f(0) = −1 + C = 0 すなわち C = 1

よって f(x) = −(x + 1)e−x + 1

(2) f ′(x)を微分して f ′′(x) = (1− x)e−x

x · · · 0 · · · 1 · · ·
f ′(x) − 0 + + +

f ′′(x) + + + 0 −
f(x) 0 1− 2

e

したがって 極小値 f(0) = 0，変曲点
(
1, 1 −

2

e

)
(∗∗) lim

x→−∞
xe−x = 0より lim

x→−∞
f(x) = ∞, lim

x→∞
f(x) = 1

O

y

x

1

1

1− 2
e

(3) よって S(a) =

∫ a

0

{1− f(x)} dx =

∫ a

0

(x+ 1)e−x dx

= −
[
(x+ 2)e−x

]a
0

= 2 − (a + 2)e−a

また，(∗∗)より lim
a→∞

S(a) = 2 �
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7 (1) |z|2 + αz + αz + A = 0より (Aは実数)

|z + α|2 = |α|2 − A

よって，中心−α，半径
√
|α|2 − Aの円を表す．

(2) z1 6= 0, z2 6= 0, z1 6= z2のとき

3点 0, z1, z2が同一直線上にある

⇐⇒ z2 = kz1 (kは実数) ⇐⇒ z2
z1

=
z2
z1

= k (kは実数)

⇐⇒ z2
z1

=
z2
z1

⇐⇒ z1z2 − z1z2 = 0

(3) 点 0は (★)上の点であるから A = 0

z1, z2は (★)上の点であるから

|z1|2 + αz1 + αz1 = 0, |z2|2 + αz2 + αz2 = 0

上の 2式から αを消去すると

|z1|2z2 − |z2|2z1 − α(z1z2 − z1z2) = 0

このとき，(2)の結論より，z1z2 − z1z2 6= 0であるから

α =
|z1|2z2 − |z2|2z1

z1z2 − z1z2

�
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8 (1) f(x) = tan xとおくと f ′(x) =
1

cos2 x

f ′
(π
3

)
= 4

C : y = f(x)上の点 P
(π
3
,
√
3
)
における

法線 nの方程式は

y −
√
3 = −1

4

(
x− π

3

)
よって y = −

1

4
x +

π

12
+

√
3

　

O

y

x

π
12

+
√
3

π
3

π
2

√
3

C

n
P

(2) 求める部分の面積を Sとすると

S =
1

2
·π
3

{( π

12
+
√
3
)
+
√
3
}
−
∫ π

3

0

tanx dx

=
π

6

( π

12
+ 2

√
3
)
+

[
log cos x

]π
3

0

=
π2

72
+

π
√
3
− log 2

�
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9.8 2022年
• 理 [数理・物理・地環]・工・医 [医]・歯学部　 1 2 6 7 必答，

3 4 5 から 1問選択．数 I・II・III・A・B(120分)

• 理 [生命化]・農・水産・共同獣医学部　 1 2 必答，
3 4 5 から 1問選択．数 I・II・A・B(90分)

• 教育 [数学・理科・技術・教育・心理・家政・国語・社会・英語・特別支援教
育・健康教育]学部　 1 必答， 3 4 5 から 1問選択， 2 8 から 1問選
択．数 I・II・A・Bまたは数 I・III・A・B(90分)

1 次の各問いに答えよ．

(1) AB = 5，BC = 9，CA = 6である三角形ABCを考える．頂点Aから辺
BCに下ろした垂線AHの長さを求めよ．

(2) ab = 4a− bを満たす正の整数 a, bの組をすべて求めよ．

(3) 正 2n角形A1A2 · · ·A2n−1A2nの異なる 3つの頂点を結んで三角形を作る．
このような三角形の作り方は何通りあるか．なお，頂点が異なれば異なる
三角形であるとする．またこのような三角形を任意に選ぶとき，それが直
角三角形となる確率 pを求めよ．ただし，n = 2とする．

2 次の各問いに答えよ．

(1) a, b, cが 1でない正の実数のとき，次の等式が成立することを証明せよ．

loga b =
logc b

logc a

(2) s = log10 2，t = log10 3とするとき，log30 600を sと tを用いて表せ．

(3) 次の関数の最大値と最小値を求めよ．またそのときの xの値を求めよ．

y = 2(log5 x)
2 − log5 x

8 + 6 (1 5 x 5 125)
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3 各項が正となる数列 {an}が

a1 = 1, a2 = 2, an+1an−1 = an
2 + 1 (n = 2)

を満たすとする．

(1) a3，a4，a5を求めよ．

(2) cを実数とする．3以上のすべての自然数 nに対して

(an+1 + can + an−1)an−1 = an(an + can−1 + an−2)

が成り立つことを証明せよ．

(3) 3以上のすべての自然数 nに対して

an − 3an−1 + an−2 = 0

が成り立つことを証明せよ．

4 平行六面体OAFB−CEGDを考える．tを正の実数とし，辺OCを 1 : tに内分
する点をMとする．また三角形ABMと直線OGの交点を Pとする．さらに

−→
OA = ~a,

−→
OB = ~b,

−→
OC = ~c

とする．

(1)
−→
OPを~a, ~b, ~c, tを用いて表せ．

(2) 四面体 OABEの体積を V1とし，四面体 OABPの体積を V2とするとき，
これらの比 V1 : V2を求めよ．

(3) 三角形OABの重心をQとする．直線FCと直線QPが平行になるとき，t

の値を求めよ．

5 大小 2個のサイコロを同時に投げる．大きいサイコロの出る目を十の位，小さ
いサイコロの出る目を一の位としてできる 2桁の数をXとし，小さいサイコロ
の出る目を十の位，大きいサイコロの出る目を一の位としてできる 2桁の数を
Y とする．

(1) 確率 P (X − Y > 0)を求めよ．

(2) 確率変数Xの期待値E(X)と分散 V (X)を求めよ．

(3) 確率変数X − Y の標準偏差 σ(X − Y )を求めよ．
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6 次の各問いに答えよ．

(1) 次の関数の導関数を求めよ．

y = log
∣∣x+

√
x2 + 1

∣∣
(2) a > 0のとき，次の不等式が成立することを示せ．∫ a

0

1

1 + x2
dx <

∫ a

0

1√
1 + x2

dx

(3) 次の不等式が成立することを示せ．

π

4
< log(1 +

√
2)

7 曲線Cの媒介変数表示が

x = cos3 t, y = 3 sin3 t
(
0 < t <

π

2

)
で与えられているとする．また曲線C上の点P(cos3 t, 3 sin3 t)における接線を
`とする．さらに原点を中心とする半径 rの円が直線 `と接しているとする．

(1) 直線 `の方程式は
y = −3(tan t)x+ 3 sin t

と表されることを示せ．

(2) α = cos2 tとするとき，r2は

r2 =
9α(α− 1)

8α− 9

と表されることを示せ．

(3) 0 < t <
π

2
における rの最大値を求めよ．またそのときの tの値を求めよ．

8 曲線 y =
√
x (x > 0)をCとする．Cの接線で点 (0, 1)を通るものを `とする．

またCの法線で傾きが−2のものを nとする．

(1) 直線 `の方程式を求めよ．

(2) 直線 nの方程式を求めよ．

(3) 曲線C，直線 `および直線 nで囲まれた部分の面積を求めよ．
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解答例
1 (1) 余弦定理を4ABCに適用すると

cosB =
52 + 92 − 62

2·5·9
=

7

9

ゆえに sinB =

√
1−

(
7

9

)2

=
4
√
2

9

　

5 6

9
H

A

B C

よって AH = AB sinB = 5·4
√
2

9
=

20
√
2

9

別解 a = 9，b = 6，c = 5であるから，s =
a+ b+ c

2
= 10，4ABCの面積を

Sとすると，ヘロンの公式より

S =
√

s(s− a)(s− b)(s− c) =
√

10(10− 9)(10− 6)(10− 5) = 10
√
2

S =
1

2
BC·AHより 1

2
·9·AH = 10

√
2 よって AH =

20
√
2

9

(2) ab = 4a− bより (a+ 1)(b− 4) = −4

a, bは正の整数であるから，a+ 1 = 2, b− 4 = −3に注意して{
a+ 1 = 2

b− 4 = −2
または

{
a+ 1 = 4

b− 4 = −1

よって (a, b) = (1, 2), (3, 3)

(3) 2n個の頂点から異なる 3つの頂点を結んでできる三角形の総数は

2nC3 =
2n(2n− 1)(2n− 2)

3!
=

2n(2n − 1)(n − 1)

3
(個)

円周角が 90◦となるのは，弦が直径であるときに限る．直径のとり方が
2n

2
通りあり，その円周角のとり方が直径の両端を除く 2n − 2個ある．した
がって，直角三角形の総数は

2n

2
(2n− 2) = 2n(n− 1) (個)

よって，求める確率は 2n(n− 1)

/
2n(2n− 1)(n− 1)

3
=

3

2n − 1
�
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2 (1) 対数の定義から b = ap ⇐⇒ p = loga b

q = logc aとすると a = cq ゆえに b = ap = cpq

したがって，対数の定義により pq = logc b (条件から pq 6= 0)

loga b logc a = logc b よって loga b =
logc b

logc a

(2) (1)で示した等式を用いて

log30 600 =
log10 600

log10 30
=

log10(2·3·102)
log10(3·10)

=
log10 2 + log10 3 + 2

log10 3 + 1
=

s + t + 2

t + 1

(3) 与えられた関数

y = 2(log5 x)
2 − log5 x

8 + 6 (1 5 x 5 125)

について，t = log5 xとおくと y = 2t2 − 8t+ 6 (0 5 t 5 3)

y = 2(t− 2)2 − 2

よって t = 0，すなわち，x = 1のとき最大値 6

t = 2，すなわち，x = 25のとき最小値−2

補足 p = loga bより，b = apの両辺を cを底とする対数をとると

logc b = logc a
p

= p logc a

の式変形を別途証明 (省略)した上で，次に続く．

p =
logc b

logc a
よって loga b =

logc b

logc a
(証終)

さらに，pの底 aを c，dに変換すると
logc b

logc a
=

logd b

logd a

logc a logd b = logd a logc b

これらの積は底 (真数)について互換性が成立する．

例えば log3 8 log2 9 = log2 8 log3 9 = 3·2 = 6 �
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3 (1) an+1an−1 = an
2 + 1 > 0より，すべての自然数 nで，an 6= 0であるから 2

an+1 =
an

2 + 1

an−1

(n = 2)

a1 = 1，a2 = 2であるから，n = 2, 3, 4を上式に順次代入すると

a3 =
a2

2 + 1

a1
=

22 + 1

1
= 5,

a4 =
a3

2 + 1

a2
=

52 + 1

2
= 13,

a5 =
a4

2 + 1

a3
=

132 + 1

5
= 34

(2) an+1an−1 = an
2 + 1より (an−1

2 = anan−2 − 1)

(an+1 + can + an−1)an−1 = an+1an−1 + canan−1 + an−1
2

= (an
2 + 1) + canan−1 + (anan−2 − 1)

= an(an + can−1 + an−2)

(3) すべての nについて，an 6= 0であるから，(2)の結果より

an+1 + can + an−1

an
=

an + can−1 + an−2

an−1

したがって
an + can−1 + an−2

an−1

=
a3 + ca2 + a1

a2

c = −3のとき，a3 + ca2 + a1 = 5− 3·2 + 1 = 0より

an − 3an−1 + an−2 = 0

補足 フィボナッチ数列 {fn}の特性方程式 x2 − x− 1 = 0の解をα, βとすると

fn − (α+ β)fn−1 + αβfn−2 = 0

f1 = 1, f2 = 1であるから fn =
βn − αn

β − α

α + β = 1, αβ = −1より，α2 + β2 = 3, α2β2 = 1であるから

an − (α2 + β2)an−1 + α2β2an−2 = 0

a1 = 1, a2 = 2より an =
β2n−1 − α2n−1

β − α
= f2n−1 �

2http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Tdai/Tdai ri 2015.pdf 4 を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Tdai/Tdai_ri_2015.pdf
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4 (1)
−→
OG =

−→
OA+

−→
OB+

−→
OC，

−→
OC = (1 + t)

−−→
OMより

−→
OG =

−→
OA+

−→
OB+ (1 + t)

−−→
OM

= (3 + t)·
−→
OA+

−→
OB+ (1 + t)

−−→
OM

1 + 1 + (1 + t)
= (3 + t)

−→
OP

よって
−→
OP =

~a +~b +~c

3 + t

O A

F
B

C
E

G
D

1

t

M

P Q

(2) 四面体OABEの体積と四面体OAGBの体積は等しいから，(1)の結果より

V1 : V2 = 3 + t : 1

(3)
−→
OQ =

1

3
(~a+~b)，

−→
OF = ~a+~b，

−→
OC = ~c および (1)の結果から

−→
FC =

−→
OC−

−→
OF = ~c− (~a+~b) = −~a−~b+~c,

−→
QP =

−→
OP−

−→
OQ =

1

3 + t
(~a+~b+~c)− 1

3
(~a+~b)

=
1

3 + t

(
− t

3
~a− t

3
~b+~c

)
−→
FC//

−→
QPであるから − t

3
= −1 よって t = 3 �
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5 (1) 大きいサイコロ，小さいサイコロの目をそれぞれ，A, Bとすると

X = 10A+B, Y = 10B + A (A,B = 1, 2, 3, 4, 5, 6)

X − Y = 9(A−B)より，X − Y = 0のとき，A = Bであるから

P (X − Y = 0) = P (A = B) =
6

62
=

1

6

P (X − Y > 0) + P (X − Y = 0) + P (X − Y < 0) = 1，

P (X − Y > 0) = P (X − Y < 0)であるから

P (X − Y > 0) =
1

2
{1− P (X − Y = 0)} =

1

2

(
1− 1

6

)
=

5

12

(2) E(A) = E(B)，V (A) = V (B)により (A, Bは独立変数)

E(X) = E(10A+B) = 10E(A) + E(B) = 11E(A),

V (X) = V (10A+B) = 102V (A) + V (B) = 101V (A)

このとき E(A) =
1

6
·1
2
·6·7 =

7

2
,

V (A) = E(A2)− E(A)2 =
1

6
·1
6
·6·7·13−

(
7

2

)2

=
35

12

よって E(X) = 11·7
2
=

77

2
, V (X) = 101·35

12
=

3535

12

(3) (2)の V (A), V (B)を用いると

V (A−B) = V (A+ (−B)) = V (A) + V (−B)

= V (A) + (−1)2V (B) = 2V (A) = 2·35
12

=
35

6
,

V (X − Y ) = V (9(A−B)) = 92V (A−B) = 92·35
6

よって σ(X − Y ) =
√
V (X − Y ) = 9

√
35

6
=

3

2

√
210

補足 A, Bは独立変数であるから V (A−B) = V (A) + V (B)

X, Y は独立変数ではないから V (X − Y ) 6= V (X) + V (Y ) �
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6 (1) y = log |x+
√
x2 + 1|を微分すると

y′ =

1 +
x√

x2 + 1

x+
√
x2 + 1

=
1

√
x2 + 1

(2) x 6= 0のとき
1

1 + x2
<

1√
1 + x2

したがって，a > 0のとき，次式が成立する．∫ a

0

1

1 + x2
dx <

∫ a

0

1√
1 + x2

dx (∗)

(3) a = 1を (∗)に代入すると∫ 1

0

1

1 + x2
dx <

∫ 1

0

1√
1 + x2

dx (∗∗)

(∗∗)の左辺について，x = tan θとおくと
dx

dθ
=

1

cos2 θ

x 0 −→ 1

θ 0 −→ π
4∫ 1

0

1

1 + x2
dx =

∫ π
4

0

1

1 + tan2 θ

dx

dθ
dθ

=

∫ π
4

0

1

1 + tan2 θ
· 1

cos2 θ
dθ =

∫ π
4

0

dθ =
π

4

(∗∗)の右辺について，(1)の結果を用いると∫ 1

0

1√
1 + x2

dx =

[
log |x+

√
x2 + 1|

]1
0

= log(1 +
√
2)

以上の結果を (∗∗)に代入すると
π

4
< log(1 +

√
2)

�
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7 (1) C : x = cos3 t, y = 3 sin3 t
(
0 < t <

π

2

)
より

dx

dt
= −3 sin t cos2 t,

dy

dt
= 9 sin2 t cos t

このとき，0 < sin t < 1，0 < cos t < 1に注意して

dy

dx
=

dy

dt

/
dx

dt
=

9 sin2 t cos t

−3 sin t cos2 t
= −3 sin t

cos t
= −3 tan t

したがって，C上の点 P(cos3 t, 3 sin3 t)における接線 `の方程式は

y − 3 sin3 t = −3(tan t)(x− cos3 t)

したがって y = −(3 tan t)x+ 3 sin t(sin2 t+ cos2 t)

よって y = −3(tan t)x+ 3 sin t

(2) rは ` : 3(tan t)x+y−3 sin t = 0と原点の距離 rにより r =
| − 3 sin t|√
9 tan2 t+ 1

α = cos2 tとすると

r2 =
9 sin2 t

9 tan2 t+ 1
=

9(1− cos2 t)

9

(
1

cos2 t
− 1

)
+ 1

=
9(1− α)

9

(
1

α
− 1

)
+ 1

=
9α(1− α)

9(1− α) + α
=

9α(α− 1)

8α− 9

(3) (2)の結果から 3

r2 =

(8α− 9)

(
9

8
α +

9

64

)
+

81

64

8α− 9
=

9

8
α+

9

64
+

81

64
· 1

8α− 9

=
9

64
(8α− 9 + 9) +

9

64
+

81

64
· 1

8α− 9
=

45

32
− 9

64

(
9− 8α +

9

9− 8α

)
9−8α > 0であるから (0 < α < 1)，相加平均・相乗平均の大小関係により

9− 8α +
9

9− 8α
= 2

√
(9− 8α)· 9

9− 8α
= 6 ゆえに r2 5 9

16

上式で等号が成立するとき 9− 8α =
9

9− 8α
すなわち α =

3

4

cos2 t =
3

4

(
0 < t <

π

2

)
より，t =

π

6
のとき，rは最大値

3

4
をとる． �

3http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima 2004.pdf 3 を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2004.pdf
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8 (1) f(x) =
√
xとおくと，f ′(x) =

1

2
√
x
．C上の点 (t, f(t))における接線は

y −
√
t =

1

2
√
t
(x− t) ゆえに y =

x

2
√
t
+

√
t

2
(∗)

これが点 (0, 1)を通るから 1 =

√
t

2
これを解いて t = 4

`は，t = 4を (∗)に代入して y =
x

4
+ 1

(2) C上の点 (a, f(a))における法線 nの傾きが−2であるとき

−2f ′(a) = −1 ゆえに f ′(a) =
1

2
√
a
=

1

2
これを解いて a = 1

したがって，法線 nは点 (1, 1)を通り，傾き−2の直線であるから

y − 1 = −2(x− 1) すなわち y = −2x + 3

(3) 2点 (1, 1)，(4, 2)を通る直線をmとすると m : y =
1

3
x+

2

3
3直線 `, m, nで囲まれた三角形の面積を S1とすると

S1 =
1

2

(
5

4
− 1

)(
4− 8

9

)
=

7

18

C : x = y2(y = 0)とm : x = 3y − 2で囲まれた部分の面積を S2とすると

S2 =

∫ 2

1

{(3y − 2)− y2} dy =

∫ 2

1

(y − 1)(2− y) dy =
1

6
(2− 1)3 =

1

6

O

y

x

2

1 4

`

C

n

3

1

3
2

(1, 5
4
)

8
9

m

よって，求める面積は S1 − S2 =
7

18
− 1

6
=

2

9
�
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出題分野

(理・工・医・教 [数] 農・教 [学生])

理・工・医・教 [数] 出題分野 (2011-2022) 120分

J 琉大 理 ·工 ·医 ·教 [数] 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式
I 2次関数
図形と計量
データの分析
式と証明
複素数と方程式

II 図形と方程式
三角関数
指数関数と対数関数
微分法と積分法 1 1 1

式と曲線 2 4 3

複素数平面 1 3

関数
III 極限 3 3 2

微分法とその応用 1 1 3 1 3 2

積分法 4 4 1·3 1·2 2·3 1·2
積分法の応用 1 2 1·2 1

場合の数と確率 3* 2* 3* 4 3 4 4 4 4 4 4 4

A 整数の性質
図形の性質
平面上のベクトル

B 空間のベクトル 2 3

数列 4 2 3 3·4 2

確率分布と統計
C 行列 (旧課程) 1 4 2

数字は問題番号 (∗は旧課程の内容を含む)

1103

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2014.pdf
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農・教 [学生] 出題分野 (2011-2022) 60分

J 琉大 農・教 [学生] 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式 5

I 2次関数
図形と計量 6

データの分析 5

式と証明
複素数と方程式 5 5 5 5

II 図形と方程式 5

三角関数 6 5 5 5

指数関数と対数関数 5 5 5 5 5 5 5

微分法と積分法 6 5·6 5 6 6 6 5 6 6 6 6 6

場合の数と確率
A 整数の性質 5 5 5

図形の性質
平面上のベクトル 5 5 5 5 5

B 空間のベクトル 5 6

数列 5

確率分布と統計
数字は問題番号

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2014.pdf
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10.1 2015年
• 理・工・医・教育 [数学]学部 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (120分)

• 農・教育 (学校教育 [教育実践学・技術・特別支援]，生涯教育 [自然環境科学])

学部 5 6 数 I・II・A・B (60分)

1 次の問いに答えよ．

(1) F (x) =

∫ 2x

x

et dtとするとき，F (1)および F ′(x)を求めよ．

(2) 関数 f(x)，g(x)が， f(x) +

∫ x

0

g(t) dt = 2 sinx− 3

f ′(x)g(x) = cos2 x

を満たすとき，f(x)，g(x)を求めよ．

2 関数 f(x) = |x |
√
1− x2 (−1 5 x 5 1)について，次の問いに答えよ．

(1) f(x)の増減を調べ，最大値，最小値を求めよ．

(2) 定積分
∫ 1

−1

f(x) dxを求めよ．

3 確率 p (0 < p < 1)で「当たり」が出るくじを繰り返して引く．2回目の「当た
り」が出たときにこの試行を終える．n = 2として，n回目でこの試行を終え
る確率を pnとする．次の問いに答えよ．

(1) p2，p3，p4を求めよ．

(2) pnを求めよ．

(3) N = 2として，
N∑
k=2

pkを求めよ．

4 tを媒介変数として，x = t+
1

t
+

5

2
，y = 2t− 2

t
で表される曲線を考える．次

の問いに答えよ．

(1) tを消去して，xと yの関係式を求めよ．

(2) aを定数とするとき，直線 y = ax + 5とこの曲線との共有点の個数を調
べよ．



1106 第 10章 琉球大学

5 次の問いに答えよ．

(1) 3次方程式 x3 − ax− 6 = 0が x = −1を解にもつとき，定数 aの値と他の
解を求めよ．

(2) log2
1

6
+ log2

3

4
の値を求めよ．

(3) 平面上に 3点O(0, 0)，A(1,
√
3)，P(cos θ, sin θ)をとる．0 5 θ < 2πの

とき，内積
−→
OA·

−→
OPの最大値と，そのときの θの値を求めよ．

6 頂点が点A(0, 4)で，点B(2, 0)を通る放物線を考える．次の問いに答えよ．

(1) この放物線をグラフとする 2次関数を求めよ．

(2) この放物線上にあり，x座標が 2a (a > 0)である点をCとする．この放物
線と x軸との交点で，点Bと異なる点をDとする．点Cにおける放物線
の接線 l1と点Dにおける放物線の接線 l2との交点 Eの座標を，aを使っ
て表せ．

(3) この放物線と直線 l2，および点Eを通り y軸に平行な直線で囲まれた部分
の面積を求めよ．
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解答例

1 (1) F (x) =

∫ 2x

x

et dt =

[
et
]2x
x

= e2x − ex

ゆえに F (1) = e2 − e また F ′(x) = 2e2x − ex

(2)

 f(x) +

∫ x

0

g(t) dt = 2 sin x− 3 · · · 1©

f ′(x)g(x) = cos2 x · · · 2©

1©の両辺を微分すると

f ′(x) + g(x) = 2 cos x ゆえに f ′(x) = 2 cos x− g(x)

上の第 2式を 2©に代入すると

{2 cos x− g(x)}g(x) = cos2 x 整理すると {g(x)− cos x}2 = 0

よって g(x) = cosx これを 1©に代入すると

f(x) +

∫ x

0

cos t dt = 2 sin x− 3

f(x) +

[
sin t

]x
0

= 2 sin x− 3

したがって f(x) = sinx − 3 �



1108 第 10章 琉球大学

2 (1) f(x) = |x |
√
1− x2について

f(−x) = | − x|
√

1− (−x)2 = |x |
√
1− x2 = f(x)

したがって，f(x)は偶関数である．

x = 0において，f(x) = x
√
1− x2 であるから

f ′(x) =
√
1− x2 + x× −x√

1− x2
=

1− 2x2

√
1− x2

f(x)の増減は，次のようになる．

x −1 · · · − 1√
2

· · · 0 · · · 1√
2

· · · 1

f ′(x) + 0 − + 0 −
f(x) 0 ↗ 1

2
↘ 0 ↗ 1

2
↘ 0

よって x = ± 1√
2
のとき 最大値

1

2
x = 0, ± 1 のとき 最小値 0

(2) f(x)は偶関数であるから∫ 1

−1

f(x) dx = 2

∫ 1

0

f(x) dx

= 2

∫ 1

0

x
√
1− x2 dx

=

[
− 2

3
(1− x2)

3
2

]1
0

=
2

3

�
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3 (1) q = 1− p とおくと

p2 = pp = p2

p3 = (pq + qp)p = 2p2q = 2p2(1 − p)

p4 = (pqq + qpq + qqp)p = 3p2q2 = 3p2(1 − p)2

(2) (1)と同様にして

pn = n−1C1pq
n−2 × p = (n− 1)p2qn−2 = (n − 1)p2(1 − p)n−2

(3) 1 +
N∑
k=2

xk−1 =
1− xN

1− x
の両辺を xで微分すると

N∑
k=2

(k − 1)xk−2 =
−NxN−1(1− x)− (1− xN)(−1)

(1− x)2

ゆえに
N∑
k=2

(k − 1)(1− x)2xk−2 = 1− xN−1{N(1− x) + x}

上式に x = 1− pを代入すると

N∑
k=2

(k − 1)p2(1− p)k−2 = 1− (1− p)N−1(Np+ 1− p)

(2)の結果から

N∑
k=2

pk = 1 − (1 − p)N−1(Np + 1 − p)

�
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4 (1) x = t+
1

t
+

5

2
，y = 2t− 2

t
から

2x+ y = 4t+ 5, 2x− y =
4

t
+ 5

上の 2式から，tを消去すると

(2x+ y − 5)(2x− y − 5) = 16 ゆえに (2x− 5)2 − y2 = 16 · · · (∗)

よって

(
x − 5

2

)2
4

−
y2

16
= 1

(2) (1)で求めた曲線は，双曲線
x2

4
− y2

16
= 1を x軸

方向に
5

2
だけ平行移動したもの．(∗)から，こ

の曲線の漸近線は y = 2x− 5，y = −2x+ 5

(∗)に y = ax+ 5を代入すると

(2x− 5)2 − (ax+ 5)2 = 16

これを xについて整理すると

(a2 − 4)x2 + 2(5a+ 10)x+ 16 = 0 · · · (∗∗)

　

O

y

x

5

5
2

(i) a = 2のとき，y = 2x+5は，(∗)の漸近線に平行となるので，求める
共有点の個数は 1個．

(ii) a = −2のとき，y = −2x+ 5は，(∗)の漸近線と一致するので，求め
る共有点の個数は 0個．

(iii) a 6= ±2のとき，(∗∗)の判別式をDとすると

D = (5a+ 10)2 − (a2 − 4)·16
= 9a2 + 100a+ 164 = (a+ 2)(9a+ 82)

ゆえに a < −82

9
, − 2 < a のとき 共有点の個数は 2個

a = −82

9
のとき 共有点の個数は 1個

−82

9
< a < −2 のとき 共有点の個数は 0個

(i)～(iii)から，共有点の個数は

a < −
82

9
, − 2 < a < 2, 2 < aのとき 2個

a = −
82

9
, 2 のとき 1個

−
82

9
< a 5 −2 のとき 0個

�
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5 (1) x3 − ax− 6 = 0 · · · (∗)が x = −1を解にもつから

(−1)3 − a(−1)− 6 = 0 ゆえに a = 7

これを (∗)に代入すると

x3 − 7x− 6 = 0 ゆえに (x+ 1)(x+ 2)(x− 3) = 0

よって，求める他の解は x = −2, 3

(2) log2
1

6
+ log2

3

4
= log2

1

8
= log2 2

−3 = −3

(3)
−→
OA = (1,

√
3)，

−→
OP = (cos θ, sin θ) より

−→
OA·

−→
OP = cos θ +

√
3 sin θ = 2 sin

(
θ +

π

6

)
0 5 θ < 2π より，

π

6
5 θ +

π

6
<

13

6
π であるから

θ +
π

6
=

π

2
すなわち θ =

π

3
のとき 最大値 2

�
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6 (1) 点A(0, 4)を頂点とする放物線を y = kx2 + 4とおく (kは定数)．

これが点B(2, 0)を通るから

k·22 + 4 = 0 ゆえに k = −1

よって，求める 2次関数は y = −x2 + 4

(2) (1)の結果から y = −(x+ 2)(x− 2)

放物線と x軸との交点で点B(2, 0)と異なる点Dの座標は (−2, 0)

y = −x2 + 4を微分すると y′ = −2x

放物線上の点C(2a,−4a2 + 4)における接線 l1の方程式は

y − (−4a2 + 4) = −4a(x− 2a)

すなわち y = −4ax+ 4a2 + 4 · · · 1©

また，放物線上の点D(−2, 0)における接線 l2の方程式は， 1©に a = −1

に代入して y = 4x+ 8 · · · 2©

1©， 2©から yを消去すると

−4ax+ 4a2 + 4 = 4x+ 8 ゆえに (a+ 1)x = a2 − 1

a > 0より，a+ 1 6= 0 であるから x = a− 1

これを 2©に代入して y = 4a+4 よって，Eの座標は (a − 1, 4a + 4)

(3) 求める面積を Sとすると，(2)の結果から

S =

∫ a−1

−2

{(4x+ 8)− (−x2 + 4)} dx

=

∫ a−1

−2

(x+ 2)2 dx

=

[
1

3
(x+ 2)3

]a−1

−2

=
1

3
(a + 1)3

　

O

y

x

l1l2

D
−2 2a

C

E

2

B

�
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10.2 2016年
• 理・工・医・教育 [数学]学部 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (120分)

• 農・教育 (学校教育 [教育実践学・技術・特別支援]，生涯教育 [自然環境科学])

学部 5 6 数 I・II・A・B (60分)

1 iを虚数単位とし，z = cos
2π

5
+ i sin

2π

5
とおく．次の問いに答えよ．

(1) z5および z4 + z3 + z2 + z + 1の値を求めよ．

(2) t = z +
1

z
とおく．t2 + tの値を求めよ．

(3) cos
2π

5
の値を求めよ．

(4) 半径 1の円に内接する正五角形の 1辺の長さの 2乗を求めよ．

2 定積分
∫ a+1

a

|ex − 1| dxの値を I(a)とする．次の問いに答えよ．

(1) −1 5 a 5 0のとき，I(a)を aで表せ．

(2) aが実数全体を動くとき，I(a)を最小にするような aの値を求めよ．

3 次の問いに答えよ．

(1) 自然数 nに対して
∫ 2

n

1
n

1

x
dx を求めよ．

(2) x > 0のとき，不等式 x− x2

2
< log(1 + x) < xが成り立つことを示せ．

(3) 極限 lim
n→∞

∫ 2
n

1
n

1

x+ log(1 + x)
dxを求めよ．
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4 N を 3以上の自然数とする．

1からN までの数字が 1つずつ書かれたN 枚のカードを袋に入れ，「無作為
に 1枚カードを取り出し，そのカードを袋に戻さずに次のカードを取り出す」
という作業を 3枚のカードを取り出すまで繰り返す．取り出された 3枚のカー
ドに書かれた数の最大値をXとする．
また，1からNまでの数字が 1つずつ書かれたN枚のカードを袋に入れ，「無

作為に 1枚カードを取り出してはそれに書かれた数を記録し，袋に戻す」とい
う作業を 3回行い，記録された数の最大値を Y とする．
nをN 以下の自然数とする．X = nとなる確率を pnとし，Y = nとなる確

率を qnとする．
次の問いに答えよ．

(1) p3，q1，q2，q3を求めよ．

(2) pnと qnを求めよ．

5 次の問いに答えよ．

(1) 整式 P (x)は，P

(
5

3

)
=

8

3
と P

(
−7

2

)
= −5

2
を満たす．

P (x)を 6x2 + 11x− 35で割った余りを求めよ．

(2) 座標空間内の 3点A(3, 0, 0)，B(0, 3, 0)，C(1, s, t)を頂点とする三角
形ABCの重心をG，原点をOとする．OG⊥AG，OG⊥ABとなるときの
sと tの値を求めよ．

(3) 変量 xの値が x1，x2，x3のとき，その平均値を xとする．分散 s2を

1

3
{(x1 − x)2 + (x2 − x)2 + (x3 − x)2}

で定義するとき，s2 = x2− (x)2となることを示せ．ただし x2は x1
2，x2

2，
x3

2の平均値を表す．

6 座標平面上の原点O，P

(√
3

2
,
1

2

)
，Q

(
−
√
3

2
,
1

2

)
の 3点を通る放物線

y = ax2 + bx+ cをC1とし，原点Oを中心とする半径 1の円をC2とする．
次の問いに答えよ．

(1) a，b，cの値を求めよ．

(2) 放物線C1と線分 PQで囲まれた図形の面積を求めよ．

(3) 放物線C1と円C2で囲まれた図形のうち，放物線C1の上側の部分の面積
を求めよ．
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解答例

1 (1) z = cos
2π

5
+ i sin

2π

5
より

z5 =

(
cos

2π

5
+ i sin

2π

5

)5

= cos 2π + i sin 2π = 1

z5 − 1 = 0 より (z − 1)(z4 + z3 + z2 + z + 1) = 0

z 6= 1 であるから z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0

(2) z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0を z2 6= 0で割ると

z2 + z + 1 +
1

z
+

1

z2
= 0 ゆえに

(
z +

1

z

)2

+

(
z +

1

z

)
= 1

t = z +
1

z
より t2 + t = 1

(3) z = cos
2π

5
+ i sin

2π

5
，

1

z
= cos

2π

5
− i sin

2π

5
であるから

t = z +
1

z
= 2 cos

2π

5
ゆえに cos

2π

5
=

1

2
t

上式より，t > 0であることに注意して，t2 + t = 1を解くと

t =
−1 +

√
5

2
よって cos

2π

5
=

1

2
t =

−1 +
√
5

4

(4) 正五角形の一辺の長さを xとすると，中心角
2π

5
，等しい 2辺の長さが 1

の二等辺三角形に余弦定理を適用すると

x2 = 12 + 12 − 2·1·1 cos 2π
5

= 2− 2·−1 +
√
5

4
=

5 −
√
5

2

�
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2 (1) f(x) = |ex − 1| とおくと

f(x) =

{
ex − 1 (x = 0)

−(ex − 1) (x < 0)

−1 5 a 5 0 のとき，a 5 0 5 a+ 1 であるから

I(a) =

∫ a+1

a

f(x) dx = −
∫ 0

a

(ex − 1) dx+

∫ a+1

0

(ex − 1) dx

= −
[
ex − x

]0
a

+

[
ex − x

]a+1

0

= (ea − a) + (ea+1 − a− 1)− 2·1
= ea + ea+1 − 2a − 3

(2) a < −1のとき，a < a+ 1 < 0 であるから

I(a) =

∫ a+1

a

f(x) dx = −
∫ a+1

a

(ex − 1) dx

= −
[
ex − x

]a+1

a

= ea − ea+1 + 1

0 < aのとき，0 < a < a+ 1 であるから

I(a) =

∫ a+1

a

f(x) dx =

∫ a+1

a

(ex − 1) dx

=

[
ex − x

]a+1

a

= −ea + ea+1 − 1

a < −1のとき I ′(a) = ea − ea+1 = ea(1− e) < 0

0 < aのとき I ′(a) = −ea + ea+1 = ea(e− 1) > 0

−1 5 a 5 0 のとき I ′(a) = ea + ea+1 − 2 = (e+ 1)
(
ea − 2

e+1

)
ここで

2

e+ 1
− 1

e
=

e− 1

e(e+ 1)
> 0, 1− 2

e+ 1
=

e− 1

e+ 1
> 0

ゆえに
1

e
<

2

e+ 1
< 1 すなわち −1 < log

2

e+ 1
< 0

したがって −1 < a < log
2

e+ 1
のとき I ′(a) < 0

log
2

e+ 1
< a < 0のとき I ′(a) > 0

よって，I(a)を最小にする aの値は a = log
2

e + 1
�
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3 (1)

∫ 2
n

1
n

1

x
dx =

[
log x

] 2
n

1
n

= log 2

(2) t > 0のとき

1− 1

1 + t
=

t

1 + t
> 0 ゆえに

1

1 + t
< 1

(1 + t)(1− t) = 1− t2 < 1 ゆえに 1− t <
1

1 + t

したがって，t > 0のとき 1− t <
1

1 + t
< 1

x > 0のとき
∫ x

0

(1− t) dt <

∫ x

0

1

1 + t
dt <

∫ x

0

dt

よって，x > 0のとき x− x2

2
< log(1 + x) < x

(3) (2)の結果から，x > 0のとき
x(4− x)

2
< x+ log(1 + x) < 2x

とくに，0 < x < 4のとき
1

2x
<

1

x+ log(1 + x)
<

2

x(4− x)

自然数 nについて，0 <
1

n
<

2

n
< 4 であるから

1

2

∫ 2
n

1
n

1

x
dx <

∫ 2
n

1
n

1

x+ log(1 + x)
dx <

∫ 2
n

1
n

2

x(4− x)
dx · · · (∗)

(1)の結果に注意して

1

2

∫ 2
n

1
n

1

x
dx =

1

2
log 2∫ 2

n

1
n

2

x(4− x)
dx =

1

2

∫ 2
n

1
n

1

x
dx− 1

2

∫ 2
n

1
n

1

x− 4
dx

=
1

2
log 2− 1

2

[
log(4− x)

] 2
n

1
n

=
1

2
log 2 +

1

2
log

4− 1
n

4− 2
n

lim
n→∞

log
4− 1

n

4− 2
n

= 0 であるから，(∗)についてはさみうちの原理により

lim
n→∞

∫ 2
n

1
n

1

x+ log(1 + x)
=

1

2
log 2

�
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4 (1) p3は，N枚のカードから 3枚取り出したとき (非復元抽出)，1，2，3を取
り出す確率であるから

p3 =
3P3

NP3

=
6

N(N − 1)(N − 2)

q1は，N枚のカードから 3枚取り出したとき (復元抽出)，すべて 1だけの
確率であるから

q1 =

(
1

N

)3

=
1

N3

q2は，N枚のカードから 3枚取り出したとき (復元抽出)，すべて 2以下の
確率からすべて 1だけの確率を引いた確率であるから

q2 =

(
2

N

)3

−
(

1

N

)3

=
7

N3

q3は，N枚のカードから 3枚取り出したとき (復元抽出)，すべて 3以下の
確率からすべての 2以下の確率を引いた確率であるから

q3 =

(
3

N

)3

−
(

2

N

)3

=
19

N3

(2) pnは，N 枚のカードから 3枚取り出したとき (非復元抽出)，1枚は nで，
残りの 2枚が n− 1以下の確率であるから

pn =
n−1C2 × 3!

NP3

=
3(n − 1)(n − 2)

N(N − 1)(N − 2)

qnは，N 枚のカードから 3枚取り出したとき (復元抽出)，すべて n以下
の確率からすべての n− 1以下の確率を引いた確率であるから

qn =
( n

N

)3
−
(
n− 1

N

)3

=
3n2 − 3n + 1

N3

�
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5 (1) P (x)を 6x2 +11x− 35で割ったときの商をQ(x)，余りを ax+ bとおくと

P (x) = (6x2 + 11x− 35)Q(x) + ax+ b

= (3x− 5)(2x+ 7)Q(x) + ax+ b

P

(
5

3

)
=

8

3
，P

(
−7

2

)
= −5

2
であるから

5

3
a+ b =

8

3
, −7

2
a+ b = −5

2

これを解いて a = b = 1 よって，求める余りは x + 1

(2) A(3, 0, 0)，B(0, 3, 0)，C(1, s, t) より

−→
OG =

1

3
(
−→
OA+

−→
OB+

−→
OC) =

(
4

3
,
s

3
+ 1,

t

3

)
−→
AG =

−→
OG−

−→
OA =

(
−5

3
,
s

3
+ 1,

t

3

)
−→
AB =

−→
OB−

−→
OA = (−3, 3, 0)

−→
OG⊥

−→
AG より，

−→
OG·

−→
AG = 0 であるから

−20

9
+
(s
3
+ 1
)2

+

(
t

3

)2

= 0 · · · 1©

−→
OG⊥

−→
AB より，

−→
OG·

−→
AB = 0 であるから

−4 + 3
(s
3
+ 1
)
= 0 よって s = 1

s = 1を 1©に代入すると

−20

9
+

(
1

3
+ 1

)2

+

(
t

3

)2

= 0 これを解いて t = ±2

(3) 分散 s2の定義により

s2 =
1

3
{(x1 − x)2 + (x2 − x)2 + (x3 − x)2}

=
1

3
{x1

2 + x2
2 + x3

2 − 2x(x1 + x2 + x3) + 3x2}

x =
1

3
(x1 + x2 + x3) より，x1 + x2 + x3 = 3xであるから

s2 =
1

3
{x1

2 + x2
2 + x3

2 − 2x·3x+ 3x2}

=
1

3
(x1

2 + x2
2 + x3

2)− x2

= x2 − x2

�



1120 第 10章 琉球大学

6 (1) C1は原点Oを通るから c = 0

2点P，Qの y座標が等しいので，C1の軸は，線分PQの垂直二等分線で
あるから，C1は y軸に関して対称な放物線である．したがって

b = 0

さらに，C1 : y = ax2が点 Pを通ることから

1

2
= a

(√
3

2

)2

これを解いて a =
2

3

(2) 求める部分の面積を S1とすると

S1 = 2

∫ √
3

2

0

(
1

2
− 2

3
x2

)
dx

= 2

[
1

2
x− 2

9
x3

]√
3

2

0

=

√
3

3

　

O

y

x

PQ

1

1

C1

C2
S1

S2

√
3
2−

√
3
2

1
2

(3) C2と直線 PQで囲まれた図形のうち，線分 PQの上側の部分の面積を S2

とすると，∠POQ =
2π

3
であるから

S2 =
1

2
·12·2π

3
−4POQ

=
π

3
− 1

2
·12 sin 2π

3
=

π

3
−

√
3

4

求める面積を Sとすると

S = S1 + S2 =

√
3

3
+

(
π

3
−

√
3

4

)
=

π

3
+

√
3

12

�
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10.3 2017年
• 理・工・医・教育 [数学]学部 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (120分)

• 農・教育 (学校教育 [教育実践学・技術・特別支援]，生涯教育 [自然環境科学])

学部 5 6 数 I・II・A・B (60分)

1 次の問いに答えよ．

(1) 定積分
∫ 2

1

(
1− 1

x

)
dxを求めよ．

(2) t > 0とする．座標平面上の点 P(
√
t, log t)と直線 y = xとの距離が最小

になる tの値とそのときの距離を求めよ．

2 次の問いに答えよ．

(1) 0 < θ <
π

2
のとき，方程式 2 sin θ = sin 3θ を満たす θの値を求めよ．

(2) 定積分
∫ π

2

0

| sin 3θ − 2 sin θ| dθを求めよ．

3 zを複素数とする．z +
3

z
が実数であり，3 5 z +

3

z
5 4となる zの動く範囲を

複素数平面上に図示せよ．

4 袋の中に赤玉 4個と白玉 6個が入っている．Aが玉を 2個取り出し，取り出し
た玉の色を確認して，もし 2個とも赤玉なら赤玉 1個を，それ以外の場合は白
玉 1個を袋に戻し，次にBがその袋から玉を 2個取り出す．次の問いに答えよ．

(1) Aが白玉 2個を取り出し，かつBが赤玉 2個を取り出す確率を求めよ．

(2) Bが赤玉 2個を取り出す確率を求めよ．

(3) Bが取り出した玉が赤玉 2個であったとき，Aが取り出した玉が白玉 2個
である条件付き確率を求めよ．

5 0 5 a 5 1とし，f(a) =

∫ 1

0

|x(a− x)| dxとする．次の問いに答えよ．

(1) 定積分
∫ 1

0

x(1− x) dxを求めよ．

(2) f(a)を aの関数として表せ．

(3) f(a)の最大値と最小値を求めよ．また，そのときの aの値をそれぞれ求
めよ．
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6 a，bを正の実数とする．座標空間における4点O(0, 0, 0)，A(a, 0, 0)，B(0, b, 0)，
C(0, 0, 1)を頂点とする四面体OABCを考える．次の問いに答えよ．

(1)
−→
CAと

−→
CBの内積を求めよ．

(2) cos∠ACBと sin∠ACBを a，bを用いて表せ．

(3) 三角形ABCの面積を a，bを用いて表せ．

(4) 四面体OABCの体積が 1であるとき，三角形ABCの面積の最小値とその
ときの aと bの値を求めよ．
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解答例

1 (1)

∫ 2

1

(
1− 1

x

)
dx =

[
x− log x

]2
1

= 1 − log 2

(2) 点 P(
√
t, log t)と直線 y = x (x− y = 0)との距離を dとすると

d =
|
√
t− log t|√
12 + (−1)2

=
|
√
t− log t|√

2

f(t) =
√
t− log tとおくと f ′(t) =

1

2
√
t
− 1

t
=

√
t− 2

2t

f(t)の増減表は

t (0) · · · 4 · · ·
f ′(t) − 0 +

f(t) ↘ 極小 ↗

f(4) = 2(1− log 2) > 0であるから，dは t = 4のとき，最小値

|f(4)|√
2

=
2(1− log 2)√

2
=

√
2(1 − log 2)

をとる． �
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2 (1) sin 3θ = 3 sin θ − 4 sin3 θより

2 sin θ − sin 3θ = 2 sin θ − (3 sin θ − 4 sin3 θ)

= sin θ(2 sin θ + 1)(2 sin θ − 1) · · · 1©

1©より，方程式 2 sin θ = sin 3θは

sin θ(2 sin θ + 1)(2 sin θ − 1) = 0

0 < θ <
π

2
により，求める方程式の解は θ =

π

6

(2) 1©より 0 5 θ 5 π

6
のとき 2 sin θ − sin 3θ 5 0

π

6
5 θ 5 π

2
のとき 2 sin θ − sin 3θ = 0

したがって∫ π
2

0

| sin 3θ − 2 sin θ| dθ

=−
∫ π

6

0

(2 sin θ − sin 3θ) dθ +

∫ π
2

π
6

(2 sin θ − sin 3θ) dθ

=−
[
−2 cos θ +

1

3
cos 3θ

]π
6

0

+

[
−2 cos θ +

1

3
cos 3θ

]π
2

π
6

=− 2

(
−2 cos

π

6
+

1

3
cos

π

2

)
+

(
−2 cos 0 +

1

3
cos 0

)
+

(
−2 cos

π

2
+

1

3
cos

3

2
π

)
=2

√
3 −

5

3

�
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3 z = x+ yi = r(cos θ + i sin θ)とおくと (x, yは実数, r > 0, 0 5 θ < 2π)

z +
3

z
= r(cos θ + i sin θ) +

3

r
(cos θ − i sin θ)

=

(
r +

3

r

)
cos θ +

(
r − 3

r

)
i sin θ · · · (∗)

(∗)が実数のとき，
(
r − 3

r

)
sin θ = 0である．

(i) r − 3

r
= 0のとき，r =

√
3より，z +

3

z
= 2

√
3 cos θであるから

3 5 2
√
3 cos θ 5 4 すなわち cos θ =

√
3

2

また，−1

2
5 sin θ 5 1

2
であるから，x = r cos θ，y = r sin θより

x2 + y2 = 3, x = 3

2
, −

√
3

2
5 y 5

√
3

2
· · · (∗)

(ii) sin θ = 0のとき，zは実数であるから，z = xより (xは実数)，

3 5 x+
3

x
5 4

上式より，x > 0であることに注意して

x2 − 3x+ 3 = 0, x2 − 4x+ 3 5 0

したがって
(
x− 3

2

)2

+
3

4
= 0, (x− 1)(x− 3) 5 0

よって 1 5 x 5 3, y = 0 · · · (∗∗)

(∗)，(∗∗)より，zの動く範囲は

O

y

x1 3
√
3

3
2
+

√
3
2
i

3
2
−

√
3
2
i

�
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4 (1) Aが赤玉 4個と白玉 6個の中から白玉 2個を取り出し，次にBが赤玉 4個
と白玉 5個の中から赤玉 2個を取り出す確率であるから

6C2

10C2

× 4C2

9C2

=
1

3
× 1

6
=

1

18

(2) (i) Aが赤玉 4個と白玉 6個の中から赤玉 1個と白玉 1個を取り出し，次
にBが赤玉 3個と白玉 6個の中から赤玉 2個を取り出す確率は

4C1·6C1

10C2

× 3C2

9C2

=
8

15
× 1

12
=

2

45

(ii) Aが赤玉 4個と白玉 6個の中から赤玉 2個を取り出し，次にBが赤玉
3個と白玉 6個の中から赤玉 2個を取り出す確率は

4C2

10C2

× 3C2

9C2

=
2

15
× 1

12
=

1

90

(1)の結果と (i),(ii)より，Bが赤玉 2個を取り出す確率は

1

18
+

2

45
+

1

90
=

5 + 4 + 1

90
=

1

9

(3) (1),(2)の結果より，求める条件付き確率は

1
18
1
9

=
1

2

�
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5 (1)

∫ 1

0

x(1− x) dx =
1

6
(1− 0)3 =

1

6

(2) 0 5 a 5 1であるから

f(a) =

∫ 1

0

|x(a− x)| dx

=

∫ a

0

x(a− x) dx+

∫ 1

a

x(x− a) dx

=
1

6
a3 +

[
x3

3
− a

2
x2

]1
a

=
1

3
a3 −

1

2
a +

1

3

(3) (2)の結果から f ′(a) = a2 − 1

2
=

(
a+

1√
2

)(
a− 1√

2

)
f(a)の増減表は

a 0 · · · 1√
2

· · · 1

f ′(a) − 0 +

極小
f(a) 1

3
↘ ↗ 1

62−
√
2

6

よって 最大値 f(0) =
1

3
，最小値 f

(
1
√
2

)
=

2 −
√
2

6
�

6 (1) A(a, 0, 0)，B(0, b, 0)，C(0, 0, 1)より

−→
CA = (a, 0,−1),

−→
CB = (0, b,−1)

よって
−→
CA·

−→
CB = a·0 + 0·b+ (−1)·(−1) = 1

(2) cos∠CAB =

−→
CA·

−→
CB

|
−→
CA||

−→
CB|

=
1√

a2 + 1
√
b2 + 1

=
1√

(a2 + 1)(b2 + 1)

また sin∠CAB =

√
1− 1

(a2 + 1)(b2 + 1)
=

√
a2b2 + a2 + b2

(a2 + 1)(b2 + 1)

(3) (2)の結果から

sin∠CAB =

√
a2b2 + a2 + b2√
a2 + 1

√
b2 + 1

=

√
a2b2 + a2 + b2

|
−→
CA||

−→
CB|

よって 4ABC =
1

2
|
−→
CA||

−→
CB| sin∠CAB =

1

2

√
a2b2 + a2 + b2
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(4) Cから4OABに下ろした垂線の長さが 1であるから，四面体OABCの体
積から

1

3
4OAB·1 = 1 ゆえに

1

3
·1
2
ab = 1 すなわち ab = 6

したがって，(3)の結果から

4ABC =
1

2

√
36 + a2 + b2 =

1

2

√
36 + (a− b)2 + 2ab

=
1

2

√
48 + (a− b)2

よって a− b = 0，すなわち，a = b =
√
6のとき，

4ABCは最小値 2
√
3をとる．

�
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10.4 2018年
• 理・工・医・教育 [数学]学部 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (120分)

• 農・教育 (学校教育 [教育実践学・技術・特別支援]，生涯教育 [自然環境科学])

学部 5 6 数 I・II・A・B (60分)

1 aを正の実数とする．関数 f(x) = −x2 + 4xと g(x) = 2|x− a|について，次の
問いに答えよ．

(1) y = f(x)のグラフと y = g(x)のグラフの共有点が 1点となるような aの
値を求めよ．

(2) (1)で求めた aの値のときに，y = f(x)のグラフ，y = g(x)のグラフおよ
び x軸で囲まれた部分の面積を求めよ．

(3) y = f(x)のグラフと y = g(x)のグラフが異なる 2点で交わるような aの
値の範囲と，2つの交点の x座標を求めよ．

2 n = 1, 2, 3, · · · に対して，an = n2 + n+ 1とおく．さらに，実数 xn，ynを

(a1 + i)(a2 + i)(a3 + i) · · · (an + i) = xn + yni (n = 1, 2, 3, · · · )

によって定める．ただし iは虚数単位とする．次の問いに答えよ．

(1) x2，y2および x3，y3を求めよ．

(2) 自然数 nに対して，
yn
xn

=
n

n+ 2
が成り立つことを示せ．

3 関数 y = esinx+cosx (−π 5 x 5 π)の増減，極値，凹凸を調べ，そのグラフを
かけ．

4 2つの箱A，Bがあり，どちらの箱にも赤玉と白玉が 1個ずつ入っている．そ
れぞれの箱から，無作為に玉を 1個取り出し，取り出した玉を交換して箱に戻
す操作を繰り返す．n回の操作の後，箱A，Bのどちらにも赤玉，白玉が 1個
ずつ入っている確率を pnとする．次の問いに答えよ．

(1) p1，p2を求めよ．

(2) pnを用いて pn+1を表せ．

(3) 自然数 nに対して，pnを求めよ．
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5 次の問いに答えよ．

(1) 今日は日曜日で，10日後は水曜日である．100日後および 100万日後はそ
れぞれ何曜日か，理由ととともに答えよ．

(2) xの方程式 log2(x− 1)− log 1
2
(x− 4) = 1を解け．

(3) 三角形OABで，辺OAを 2 : 1に内分する点を L，辺OBの中点をM，辺
ABを 2 : 3に内分する点をNとする．線分 LMとONの交点をPとする．
~a =

−→
OA，~b =

−→
OBとするとき，

−→
ONと

−→
OPを~a，~bを用いて表せ．

6 関数 f(x) = x|x− 3| (0 5 x 5 4)について，次の問いに答えよ．

(1) y = f(x)のグラフをかけ．

(2) 微分係数 f ′(2)の値を求めよ．

(3) 定積分
∫ 4

0

f(x) dxの値を求めよ．
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解答例

1 (1) a > 0より，y = f(x)と y = g(x)の共有点
が 1点となるのは，2次方程式

−x2 + 4x = −2(x− a)

すなわち x2 − 6x+ 2a = 0

が重解をもつときであるから，係数について

D/4 = (−3)2 − 1·2a = 0

これを解いて a =
9

2

　

O

y

xa43

3

(2) 求める面積を Sとすると

S =
1

2

(
9

2
− 3

)
·3−

∫ 4

3

(−x2 + 4x) dx

=
9

4
−
[
−x3

3
+ 2x2

]4
3

=
7

12

(3) (1)の図から，y = f(x)のグラフと y = g(x)のグラフが異なる 2点で交わ
るような aの値の範囲は

0 < a <
9

2

また，そのときの交点の座標は

(i) 0 < a 5 4のとき −x2 + 4x = 2|x− a|

(x2 − 6x+ 2a)(x2 − 2x− 2a) = 0

0 < x 5 4に注意して，これを解くと

x = 3 −
√
9 − 2a, 1 +

√
1 + 2a

(ii) 4 < a <
9

2
のとき

−x2 + 4x = −2x+ 2a

これを解くと x = 3 ±
√
9 − 2a �
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2 (1) an = n2 + n+ 1より，a1 = 3, a2 = 7, a3 = 13であるから，定義式より

x2 + y2i = (a1 + i)(a2 + i) = (3 + i)(7 + i) = 20 + 10i,

x3 + y3i = (a1 + i)(a2 + i)(a3 + i)

= (20 + 10i)(13 + i) = 250 + 150i

よって x2 = 20, y2 = 10, x3 = 250, y3 = 150

(2)
yn
xn

=
n

n+ 2
· · · (A)

［1］n = 1のとき x1 + y1i = a1 + i = 3 + i

x1 = 3，y1 = 1であるから，(A)は成立する．

［2］n = kのとき，(A)が成立すると仮定すると

xk+1 + yk+1i = (ak+1 + i)(xk + yki)

= (ak+1xk − yk) + (xk + ak+1yk)i

xk+1 = ak+1xk − yk，yk+1 = xk + ak+1ykであるから

yk+1

xk+1

=
xk + ak+1yk
ak+1xk − yk

=
1 + ak+1·

yk
xk

ak+1 −
yk
xk

=
1 + (k2 + 3k + 3)· k

k + 2

k2 + 3k + 3− k

k + 2

=
k + 2 + (k2 + 3k + 3)k

(k + 2)(k2 + 3k + 3)− k

=
k3 + 3k2 + 4k + 2

k3 + 5k2 + 8k + 6
=

(k + 1)(k2 + 2k + 2)

(k + 3)(k2 + 2k + 2)
=

k + 1

k + 3

よって，n = k + 1のときも (A)は成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(A)は成立する． �
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3 t = sin x+ cos x =
√
2 sin

(
x+

π

4

)
，t′ =

dt

dx
，t′′ =

d2t

dx2
とおくと，y = etより

dy

dx
= t′et,

d2y

dx2
= {t′′ + (t′)2}et

このとき t′ =
√
2 cos

(
x+

π

4

)
，t′′ = −

√
2 sin

(
x+

π

4

)
したがって t′′ = −t，(t′)2 = 2− t2

ゆえに t′′ + (t′)2 = −t+ 2− t2 = −(t+ 2)(t− 1) (−
√
2 5 t 5

√
2)

dy

dx
，

d2y

dx2
の符号は，それぞれ t′，−(t− 1)の符号と一致する．

したがって，y = esinx+cosxの増減・凹凸は次のようになる．

x −π · · · −3π
4

· · · 0 · · · π
4

· · · π
2

· · · π
dy
dx

− 0 + + + 0 − − −
d2y
dx2 + + + 0 − − − 0 +

y e−1 e−
√
2 e e

√
2 e e−1

よって 極小値 f

(
−3π

4

)
= e−

√
2，極大値 f

(π
4

)
= e

√
2

変曲点は (0, e) ,

(
π

2
, e

)
以上の結果から，グラフの概形は次のようになる．

O

y

xπ
4

e
√
2

(π
2
, e)e

−3π
4

e−
√
2

π−π

(π, e−1)(−π, e−1)

補足 t = sin x+ cosx (−π 5 x 5 π)が x = −3π

4
,
π

4
でそれぞれ極小，極大となるか

ら，y = esinx+cosxも x = −3π

4
,
π

4
でそれぞれ極小値，極大値をとる．

これを元にグラフの増減・凹凸を考えるとよい． �
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4 (1) 箱Aに違う色の玉が入っているとき，1回の操作の後，箱Aに違う色の玉
が入る確率は，A，B両方の箱から同じ色の玉を交換する確率であるから(

1

2

)2

+

(
1

2

)2

=
1

2

箱Aに違う色の玉が入っているとき，1回の操作の後，箱Aに同じ色の玉
が入る確率は，この余事象の確率であるから

1− 1

2
=

1

2

また，箱Aに同じ色の玉が入っているとき，1回の操作の後には箱Aに違
う色の玉が入る．

pnは n回の操作の後，箱Aに違う色の玉が入っている確率と考えてもよ
い．また，n回の操作の後，箱Aに同じ色の玉が入っている確率を qnと
すると，次の確率漸化式が成立する．

p1 =
1

2
, q1 =

1

2
, (∗)


pn+1 =

1

2
pn + qn

qn+1 =
1

2
pn

よって p2 =
1

2
p1 + q1 =

1

2
·1
2
+

1

2
=

3

4

(2) pn + qn = 1であるから，これと (∗)の第 1式から qnを消去すると

pn+1 =
1

2
pn + (1− pn) よって pn+1 = −

1

2
pn + 1

(3) (1)，(2)の結果から p1 =
1

2
, pn+1 = −1

2
pn + 1 (n = 1, 2, 3, · · · )

したがって pn+1 −
2

3
= −1

2

(
pn −

2

3

)
数列

{
pn −

2

3

}
は，初項 p1 −

2

3
= −1

6
，公比−1

2
の等比数列であるから

pn −
2

3
= −1

6

(
−1

2

)n−1

よって pn =
2

3
+

1

3

(
−
1

2

)n

�
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5 (1) 整数を 7で割った余りと曜日を次のように対応できる．

0 1 2 3 4 5 6

日 月 火 水 木 金 土

したがって 100 ≡ 2 (mod 7)

1003 ≡ 23 ≡ 1 (mod 7)

よって，100日後は 火曜日，100万日後は 月曜日

(2) 真数は正であるから

x− 1 > 0 かつ x− 4 > 0 すなわち x > 4 · · · 1©

log 1
2
(x− 4) =

log2(x− 4)

log2
1
2

= − log2(x− 4) より，与えられた方程式は

log2(x− 1) + log2(x− 4) = 1

log2(x− 1)(x− 4) = log2 2

したがって (x− 1)(x− 4) = 2 ゆえに x2 − 5x+ 2 = 0

1©に注意して，これを解くと x =
5 +

√
17

2

(3) 点 Nは辺 ABを 2 : 3に内分する点であ
るから

−→
ON =

3~a + 2~b

5

~a =
3

2

−→
OL，~b = 2

−−→
OMを上式に代入すると

−→
ON =

3·3
2

−→
OL + 2·2

−−→
OM

5

=
17

10
·9
−→
OL + 8

−−→
OM

17
=

17

10

−→
OP

　 O

A(~a) B(~b)N

L
M

P

2

1

32

よって
−→
OP =

10

17

−→
ON =

10

17
·3
~a+ 2~b

5
=

6~a + 4~b

17
�
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6 (1) f(x) = x|x− 3| (0 5 x 5 4)より

f(x) =

{
−x(x− 3) (0 5 x 5 3)

x(x− 3) (3 5 x 5 4)

−x(x−3) = −
(
x− 3

2

)2

+
9

4
より，y = f(x)

のグラフは，右の図のようになる．

　

O

y

x3
2

9
4

3 4

4

(2) 0 5 x 5 3において，f(x) = −x2 + 3xより

f ′(x) = −2x+ 3 よって f ′(2) = −1

(3) (1)で示したグラフから∫ 4

0

f(x) dx =

∫ 3

0

(−x2 + 3x) dx+

∫ 4

3

(x2 − 3x) dx

=

[
−x3

3
+

3

2
x2

]3
0

+

[
x3

3
− 3

2
x2

]4
3

=
19

3

�
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10.5 2019年
• 理・工・医・教育 [数学]学部　 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (120分)

• 農・教育 (学校教育 [教育実践学・技術・特別支援]，生涯教育 [自然環境科学])

学部　 5 6 数 I・II・A・B (60分)

1 aと bは定数で，a 6= 0かつ b 6= 0とする．次の問いに答えよ．

(1) 関数 f(x) = eax sin(bx)と g(x) = eax cos(bx)について，af(x) − bg(x)と
bf(x) + ag(x)を微分せよ．

(2) 不定積分
∫

eax sin(bx) dxと
∫

eax cos(bx) dxを求めよ．

(3) 曲線 y = e−x sin x (0 5 x 5 π)と x軸で囲まれた図形を，x軸のまわりに
1回転してできる立体の体積を求めよ．

2 関数 f(x) =
log x

x2
(x > 0)とする．f(x)の最大値を与える xを aとする．次の

問いに答えよ．

(1) 関数 f(x)の増減を調べることにより，aの値および最大値 f(a)を求めよ．

(2) 曲線 y = f(x)上の点 (t, f(t))における接線が原点 (0, 0)を通るとき，そ
の接線の方程式を求めよ．

(3) 曲線 y = f(x)と x軸および直線 x = aで囲まれた図形の面積を求めよ．
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3 数列 {an}が

a1 = 1, a2 = 2, an+2 =

√
an
an+1

(n = 1, 2, 3, · · · )

で定められるとき，次の問いに答えよ．

(1) bn = log2 anとする．bn+2を bn+1，bnを用いて表せ．

(2) (1)で求めた関係式を次のように表すとき，定数 p，qを求めよ．{
bn+2 − pbn+1 = q(bn+1 − pbn)

bn+2 − qbn+1 = p(bn+1 − qbn)
(n = 1, 2, 3, · · · )

ただし，p = qとする．

(3) (2)で求めた p，qを用いて数列 {cn}，{dn}を次のように定める．

cn = bn+1 − pbn (n = 1, 2, 3, · · · )
dn = bn+1 − qbn (n = 1, 2, 3, · · · )

一般項 cn，dnをそれぞれ求めよ．

(4) 一般項 bnおよび極限 lim
n→∞

a2n， lim
n→∞

a2n+1を求めよ．

4 箱の中に赤玉 1個と白玉 2個が入っている．この箱から玉を 1個取り出し，玉
の色を見た上で箱に戻すという試行をn回繰り返す．赤玉が連続してm回以上
出た確率を P (n, m)とおく．だだし，n = m = 2とする．次の問いに答えよ．

(1) P (2, 2)，P (3, 2)，P (4, 2)を求めよ．

(2) P (m, m), P (m+ 1, m), P (m+ 2, m)を求めよ．

(3) n = m + 1, m + 2, m + 3, · · · , 2mに対し P (n, m) − P (n − 1, m)を求
めよ．

(4) P (2m, m)を求めよ．

5 次の問いに答えよ．

(1) 不定方程式 21x − 10y = 1の整数解で，0 5 x 5 1000 を満たすものの個
数を求めよ．

(2) 任意の自然数 nに対して，n5 − nは 30で割り切れることを示せ．

(3) 0◦ 5 θ < 360◦のとき，方程式 cos(2θ) + sin θ = 1を解け．
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6 aは正の実数とする．y = 2ax2 − (5a− 1)x+ 2a+ 1で表される放物線をCと
する．次の問いに答えよ．

(1) 放物線Cは aの値によらず，2定点を通る．その 2定点の座標をそれぞれ
求めよ．

(2) 放物線 Cと放物線 y = x(1 − x)がただ 1つの共有点をもつとき，その共
有点の座標と aの値を求めよ．

(3) (1)で求めた 2定点を通る直線と放物線Cで囲まれる部分の面積を Sとす
る．Sの値を aを用いて表せ．
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解答例

1 (1) f(x) = eax sin bx，g(x) = eax cos bxを微分すると

f ′(x) = aeax sin bx+ beax cos bx = af(x) + bg(x)

g′(x) = aeax cos bx− beax sin bx = −bf(x) + ag(x)

したがって af ′(x)− bg′(x) = (a2 + b2)f(x)

bf ′(x) + ag′(x) = (a2 + b2)g(x)

よって {af(x) − bg(x)}′ = (a2 + b2)eax sin bx

{bf(x) + ag(x)}′ = (a2 + b2)eax cos bx

(2) (1)の結果を利用して (以下，Cは積分定数とする)∫
eax sin bx dx =

1

a2 + b2
{af(x)− bg(x)}+ C

=
eax

a2 + b2
(a sin bx − b cos bx) + C,∫

eax cos bx dx =
1

a2 + b2
{bf(x) + ag(x)}+ C

=
eax

a2 + b2
(b sin bx + a cos bx) + C

(3) 求める立体の体積を V とすると

V = π

∫ π

0

(e−x sinx)2 dx = π

∫ π

0

e−2x sin2 x dx

=
π

2

∫ π

0

e−2x dx− π

2

∫ π

0

e−2x cos 2x dx · · · 1©

ここで，(2)の結果の第 2式に a = −2，b = 2を代入すると∫
e−2x cos 2x dx =

e−2x

(−2)2 + 22
(2 sin 2x− 2 cos 2x) + C

=
e−2x

4
(sin 2x− cos 2x) + C

上式を利用して， 1©を計算すると

V = −π

4

[
e−2x

]π
0

− π

2

[
e−2x

4
(sin 2x− cos 2x)

]π
0

=
π

4
(1− e−2π)− π

8
(1− e−2π) =

π

8
(1 − e−2π)

�



10.5. 2019年 1141

2 (1) f(x) =
log x

x2
を微分すると f ′(x) =

1− 2 log x

x3
· · · (∗)

右の増減表により

a =
√
eのとき，最大値

1

2e

　
x (0) · · ·

√
e · · ·

f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ 極大 ↘

(2) (∗)より，曲線 y =
log x

x2
上の点 (t, f(t))における接線の方程式は

y − log t

t2
=

1− 2 log t

t3
(x− t) ゆえに y =

1− 2 log t

t3
x+

3 log t− 1

t2

これが原点を通るから

3 log t− 1

t2
= 0 これを解いて t = e

1
3

よって，求める接線の方程式は

y =
1− 2 log e

1
3

(e
1
3 )3

x すなわち y =
x

3e

(3) 求める面積は，右の図の斜線部分でその面積
を Sとすると

S =

∫ √
e

1

log x

x2
dx = −

∫ √
e

1

(
1

x

)′

log x dx

= −
[
log x

x

]√e

1

+

∫ √
e

1

1

x
·1
x
dx

= −
[
log x+ 1

x

]√e

1

= 1 −
3

2
√
e

　

O

y

x
1 √

e

�
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3 (1) a1 = 1, a2 = 2, an+2 =

√
an
an+1

(n = 1, 2, 3, · · · )

漸化式より log2 an+2 = log2

√
an
an+1

=
1

2
log2 an −

1

2
log2 an+1

よって bn+2 = −
1

2
bn+1 +

1

2
bn

(2) (∗)

{
bn+2 − pbn+1 = q(bn+1 − pbn)

bn+2 − qbn+1 = p(bn+1 − qbn)

(1)の結果から bn+2 +
1

2
bn+1 −

1

2
bn = 0

関係式 (∗)から bn+2 − (p+ q)bn+1 + pqbn = 0

上の 2式から p+ q = −1

2
, pq = −1

2

p, qを解とする 2次方程式は x2 +
1

2
x− 1

2
= 0

p = qに注意してこれを解くと p =
1

2
, q = −1

(3) b1 = log2 a1 = log2 1 = 0，b2 = log2 a2 = log2 2 = 1

(∗∗)

{
cn = bn+1 − pbn (n = 1, 2, 3, · · · )
dn = bn+1 − qbn (n = 1, 2, 3, · · · )

(∗)，(∗∗)より cn+1 = qcn，dn+1 = pdn，c1 = d1 = 1

よって cn = c1·qn−1 = (−1)n−1，dn = d1·pn−1 =

(
1

2

)n−1

(4) (3)の結果から bn+1 −
1

2
bn = (−1)n−1, bn+1 + bn =

(
1

2

)n−1

上の 2式から bn+1を消去すると bn =
2

3

{(
1

2

)n−1

− (−1)n−1

}

ゆえに b2n =
2

3

{(
1

2

)2n−1

+ 1

}
，b2n+1 =

2

3

{(
1

2

)2n

− 1

}
したがって lim

n→∞
b2n =

2

3
， lim

n→∞
b2n+1 = −2

3

よって lim
n→∞

a2n = 2
2
3， lim

n→∞
a2n+1 = 2−2

3 �
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4 (1) 初めて連続して 2回赤玉を取り出す事象をA2とする．
また，「＊」は赤玉または白玉を表すこととする．

2回目で事象A2が起こるのは「赤赤」の順に取り出す確率

P (2, 2) =
1

3
× 1

3
=

1

9

3回目で事象A2が起こるのは「白赤赤」の順に取り出す確率

2

3
× 1

3
× 1

3
=

2

27

4回目で事象A2が起こるのは「＊白赤赤」の順に取り出す確率

1× 2

3
× 1

3
× 1

3
=

2

27

P (3, 2) = P (2, 2) +
2

27
，P (4, 2) = P (3, 2) +

2

27
であるから

P (2, 2) =
1

9
, P (3, 2) =

1

9
+

2

27
=

5

27
, P (4, 2) =

5

27
+

2

27
=

7

27

(2) 初めて連続してm回赤玉を取り出す事象をAmとする．

m回目で事象Amが起こるのは「

m 個︷ ︸︸ ︷
赤 · · ·赤」の順に取り出す確率

P (m, m) =

(
1

3

)m

=
1

3m

m+ 1回目で事象Amが起こるのは「白

m 個︷ ︸︸ ︷
赤 · · ·赤」の順に取り出す確率

2

3
×
(
1

3

)m

=
2

3m+1

m+ 2回目で事象Amが起こるのは「＊白

m 個︷ ︸︸ ︷
赤 · · ·赤」の順に取り出す確率

2

3
×
(
1

3

)m

=
2

3m+1

よって P (m, m) =
1

3m
，

P (m+ 1, m) = P (m, m) +
2

3m+1
=

5

3m+1
，

P (m+ 2, m) = P (m+ 1, m) +
2

3m+1
=

7

3m+1
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(3) n回目で事象Amが起こるのは「

n−m−1 個︷ ︸︸ ︷
＊ · · ·＊白

m 個︷ ︸︸ ︷
赤 · · ·赤」の順に取り出す確率

P (n, m)− P (n− 1, m) =
2

3
×
(
1

3

)m

=
2

3m+1

(4) (2)，(3)の結果から

2m∑
n=m+1

{P (n, m)− P (n− 1, m)} =
2m∑

n=m+1

2

3m+1

P (2m, m)− P (m, m) =
2m

3m+1

よって P (2m, m) = P (m, m) +
2m

3m+1
=

2m + 3

3m+1
�

5 (1) 21x− 10y = 1より，21 ≡ 1, 10 ≡ 0 (mod 10)であるから

x ≡ 1 (mod 10)

x = 1 + 10(n− 1)とおくと (nは整数)，x = 10n− 9より

0 5 10n− 9 5 1000 ゆえに 9 5 10n 5 1009

これを満たす整数 nは n = 1, 2, 3, · · · , 100

よって，求める個数は 100 (個)

(2) n5 − n=n(n2 + 1)(n2 − 1)

=n{(n2 − 4) + 5}(n2 − 1)

= (n− 2)(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2) + 5(n− 1)n(n+ 1)

(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)は連続する 5整数の積で 5!の倍数．

5(n− 1)n(n+ 1)は 5·3!の倍数．よって，n5 − nは 30で割り切れる．

(3) cos(2θ) + sin θ = 1より

1− 2 sin2 θ + sin θ = 1 ゆえに sin θ(2 sin θ − 1) = 0

したがって sin θ = 0,
1

2

0◦ 5 θ < 360◦に注意して θ = 0◦, 30◦, 150◦, 180◦ �
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6 (1) 放物線C : y = 2ax2 − (5a− 1)x+ 2a+ 1より

y = a(2x− 1)(x− 2) + x+ 1

よって，Cは 2定点
(
1

2
,
3

2

)
, (2, 3)を通る．

(2) 放物線Cと放物線 y = x(1− x) · · · 1©の方程式から yを消去すると

2ax2 − (5a− 1)x+ 2a+ 1 = x(1− x)

整理すると (2a+ 1)x2 − 5ax+ (2a+ 1) = 0 · · · 2©

方程式 2©が重解をもつから，係数について

(−5a)2 − 4(2a+ 1)(2a+ 1) = 0 ゆえに (9a+ 2)(a− 2) = 0

a > 0に注意してこれを解くと a = 2

これを 2©に代入して 5x2 − 10x+ 5 = 0 ゆえに x = 1

これを 1©に代入して y = 0 よって，共有点の座標は (1, 0)

(3) (1)で求めた 2点を通る直線は y = x+ 1

この直線と放物線Cで囲まれる部分の面積 Sは

S =

∫ 2

1
2

{(x+ 1)− (2ax2 − (5a− 1)x+ 2a+ 1)}dx

= −2a

∫ 2

1
2

(
x− 1

2

)
(x− 2) dx

= −−2a

6

(
2− 1

2

)3

=
9

8
a

�
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10.6 2020年
• 理・工・医・教育 [数学]学部　 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (120分)

• 農・教育 (学校教育 [教育実践学・技術・特別支援]，生涯教育 [自然環境科学])

学部　 5 6 数 I・II・A・B (60分)

1 関数 y = x3 + x− 1の表す曲線Cについて，次の問いに答えよ．

(1) C上の点 (t, t3 + t− 1)における接線の方程式を，tを用いて表せ．

(2) 点 (0, 1)を通るCの接線を `とする．`の方程式と接点の座標を求めよ．

(3) Cと (2)で求めた `で囲まれる部分の面積 Sを求めよ．

2 aを正の実数とする．x > 0において，曲線 y = log xと曲線 y =
√
axが共有点

をもたないような aの値の範囲を求めよ．

3 iを虚数単位とし，複素数 anを

a1 = −1, an+1 =
−1 +

√
3i

2
an +

√
3i (n = 1, 2, 3, · · · )

によって定める．また，複素数 bnを

b1 = 1, bn+1 = anbn (n = 1, 2, 3, · · · )

によって定める．このとき，次の問いに答えよ．

(1) a2, a3, a4を求めよ．

(2) すべての正の整数 nについて an+3 = anが成り立つことを，数学的帰納法
を用いて証明せよ．

(3) bnを求めよ．

4 1から 7までの数を 1つずつ書いた 7個の玉が，袋の中に入っている．袋から
玉を 1個取り出し，書かれている数を記録して袋に戻す．この試行を n回繰り
返して得られる n個の数の和が 4の倍数となる確率を pnとする．ただし，nは
正の整数とする．このとき，次の問いに答えよ．

(1) p1と p2を求めよ．

(2) pn+1を pnの式で表せ．

(3) pnを求めよ．
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5 次の問いに答えよ．

(1) cos 15◦の値を求めよ．

(2) 640050は何桁の整数か．ただし，log10 2 = 0.3010とする．

(3) 平行四辺形ABCDにおいて，辺BCを 2 : 3に内分する点をEとし，対角
線BDと線分AEの交点を Pとする．~b =

−→
AB，~d =

−→
ADと表すとき，

−→
AP

を~b，~dを用いて表せ．

6 実数 a > 1に対して，f(x) = x2 + 2x− a2 + 2aとおく．次の問いに答えよ．

(1) 2次方程式 f(x) = 0の解を aを用いて表せ．

(2) 放物線 y = f(x)と x軸および直線 x = aで囲まれた 2つの部分の面積が

等しいとき，
∫ a

−a

f(x) dx = 0を示し，このときの aの値を求めよ．
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解答例
1 (1) C : y = x3 + x− 1より y′ = 3x2 + 1

C上の点 (t, t3 + t− 1)における接線の方程式は

y − (t3 + t− 1) = (3t2 + 1)(x− t)

よって y = (3t2 + 1)x − 2t3 − 1

(2) (1)で求めた接線が点 (0, 1)を通るとき

1 = −2t3 − 1 ゆえに (t+ 1)(t2 − t+ 1) = 0

tは実数であるから t = −1 これを (1)の結果に代入して

接点 (−1, − 3)，接線 ` : y = 4x + 1

(3) C，`の方程式より

4x+ 1− (x3 + x− 2) = (x+ 1)2(2− x) · · · (∗)

Cと `の共有点の x座標は x = −1, 2

(∗)より，−1 5 x 5 2において，4x+ 1 = x3 + x− 2に注意して

S =

∫ 2

−1

(x+ 1)2(2− x) =
1

12
{2− (−1)}4 =

27

4

補足 積分公式 1∫ β

α

(x − α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m + n + 1)!
(β − α)m+n+1

�

2 f(x) =
√
ax− log xとおくと f ′(x) =

√
a

2
√
x
− 1

x
=

√
ax− 2

2x

x (0) · · · 4
a

· · ·
f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 極小 ↗

このとき極小値 f

(
4

a

)
= 2− log

4

a
> 0であるから

2 > log
4

a
ゆえに e2 >

4

a
よって a > 4e−2

�
1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2010 kouki.pdfの 1 を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_tech_2010_kouki.pdf
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3 (1) 与えられた漸化式から

a2 =
−1 +

√
3i

2
a1 +

√
3i =

−1 +
√
3i

2
(−1) +

√
3i =

1 +
√
3i

2

a3 =
−1 +

√
3i

2
a2 +

√
3i =

−1 +
√
3i

2
·1 +

√
3i

2
+
√
3i = −1 +

√
3i

a4 =
−1 +

√
3i

2
a3 +

√
3i =

−1 +
√
3i

2
(−1 +

√
3i) +

√
3i = −1

(2) すべての自然数mについて，

a3m+1 = a1, a3m+2 = a2, a3m+3 = a3 · · · (A)

が成立する．

［1］(1)の結果より，a4 = a1．さらに，与えられた漸化式より

a5 =
−1 +

√
3i

2
a4 +

√
3i =

−1 +
√
3i

2
a1 +

√
3i = a2

a6 =
−1 +

√
3i

2
a5 +

√
3i =

−1 +
√
3i

2
a2 +

√
3i = a3

したがって，m = 1のとき，(A)が成立する．

［2］m = kのとき，(A)が成立する，すなわち

a3k+1 = a1, a3k+2 = a2, a3k+3 = a3

が成立すると仮定すると，漸化式および (1)の結果により

a3k+4 =
−1 +

√
3i

2
a3k+3 +

√
3i =

−1 +
√
3i

2
a3 +

√
3i = a4 = a1,

a3k+5 =
−1 +

√
3i

2
a3k+4 +

√
3i =

−1 +
√
3i

2
a1 +

√
3i = a2,

a3k+6 =
−1 +

√
3i

2
a3k+5 +

√
3i =

−1 +
√
3i

2
a2 +

√
3i = a3

したがって，m = k + 1のときも (A)が成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数mについて，(A)が成立する．

(A)が成立することから，すべての正の整数 nについて，次が成立する．

an+3 = an (nは正の整数)
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(3) (1)の結果から

a1a2a3 = (−1)·1 +
√
3i

2
·(−1 +

√
3i) = 2

bn+1 = anbnより，
bn+1

bn
= anであるから，これと (2)の結果より

b2
b1
·b3
b2
·b4
b3

=
b5
b4
·b6
b5
·b7
b6

= · · · = b3m−1

b3m−2

· b3m
b3m−1

·b3m+1

b3m
= a1a2a3 = 2

これらの積をとると(
b2
b1
·b3
b2
·b4
b3

)(
b5
b4
·b6
b5
·b7
b6

)
· · ·
(
b3m−1

b3m−2

· b3m
b3m−1

·b3m+1

b3m

)
= 2m

したがって
b3m+1

b1
= 2m b1 = 1より b3m+1 = 2m · · · 1©

1©は，m = 0のときも成立するから，次が成立する．

(∗) b3m−2 = 2m−1 (mは自然数)

(∗)および漸化式 bn+1 = anbnにより

b3m−1 = a3m−2b3m−2 = a1b3m−2

= −1·2m−1 = −2m−1,

b3m = a3m−1b3m−1 = a2b3m−1

=
1 +

√
3i

2
·(−2m−1) = −(1 +

√
3i)2m−2

よって bn =


2m−1 (n = 3m − 2)

−2m−1 (n = 3m − 1)

−(1 +
√
3i)2m−2 (n = 3m)

�
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4 (1) p1 =
1

7
2回繰り返して得られる 2個の数の和が 4の倍数となるのは，次の 13通り

1回目 1 1 2 2 3 3 4 5 5 6 6 7 7

2回目 3 7 2 6 1 5 4 3 7 2 6 1 5

よって p2 =
13

72
=

13

49

(2) n回繰り返して得られる n個の数の和を 4で割った余りが 0，1，2，3 で
ある確率をそれぞれ pn, qn, rn, snとすると

pn+1 =
1

7
pn +

2

7
qn +

2

7
rn +

2

7
sn

=
1

7
pn +

2

7
(qn + rn + sn)

pn + qn + rn + sn = 1であるから

pn+1 =
1

7
pn +

2

7
(1− pn)

= −
1

7
pn +

2

7

(3) (2)の結果から pn+1 −
1

4
= −1

7

(
pn −

1

4

)
数列

{
pn −

1

4

}
は，初項 p1 −

1

4
，公比−1

7
の等比数列であるから

pn −
1

4
=

(
p1 −

1

4

)(
−1

7

)n−1

pn = − 3

28

(
−1

7

)n−1

+
1

4

=
3

4

(
−
1

7

)n

+
1

4

�
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5 (1) 加法定理により

cos 15◦ = cos(45◦ − 30◦)

= cos 45◦ cos 30◦ + sin 45◦ sin 30◦

=
1√
2
·
√
3

2
+

1√
2
·1
2
=

√
3 + 1

2
√
2

=

√
6 +

√
2

4

(2) 640050 = (26·102)50 = 2300·10100より

log10 6400
50 = log10 2

300·10100

= log10 2
300 + log10 10

100 = 300 log10 2 + 100

= 300× 0.3010 + 100 = 190.30

190 < log10 6400
50 < 191であるから

log10 10
190 < log10 6400

50 < log10 10
191

したがって 10190 < 640050 < 10191 よって 191桁

(3) BE : EC = 2 : 3より

−→
AE =

−→
AB +

2

5

−→
BC = ~b+

2

5
~d

=
5~b+ 2~d

5
=

7

5
·5
~b+ 2~d

7

よって
−→
AP =

5~b + 2~d

7

　

P

A

B C

D

E2 3

�
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6 (1) f(x) = x2 + 2x− a2 + 2aについて，f(x) = 0とおくと

x2 + 2x− a2 + 2a = 0 ゆえに (x+ a)(x− a+ 2) = 0

よって x = −a, a − 2

(2) (1)の結果から，右の図の斜線部分の面積を

S1 = −
∫ a−2

−a

f(x) dx

S2 =

∫ a

a−2

f(x) dx

とおくと，S1 = S2より

　

x
a−2

a−a

S1

S2

−
∫ a−2

−a

f(x) dx =

∫ a

a−2

f(x) dx ゆえに
∫ a−2

−a

f(x) dx+

∫ a

a−2

f(x) dx = 0

よって
∫ a

−a

f(x) dx = 0 · · · (∗)

(1)の結果から f(x) = (x+ a)(x− a+ 2)

= (x+ a){(x+ a)− 2(a− 1)}
= (x+ a)2 − 2(a− 1)(x+ a)

したがって ∫ a

−a

f(x) dx =

∫ a

−a

{(x+ a)2 − 2(a− 1)(x+ a)} dx

=

[
1

3
(x+ a)3 − (a− 1)(x+ a)2

]a
−a

=
8

3
a3 − 4(a− 1)a2

=
4

3
a2{2a− 3(a− 1)} =

4

3
a2(3− a)

(∗)であるから，a > 1に注意して a = 3 �
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10.7 2021年
• 理・工・医・教育 [数学]学部　 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (120分)

• 農・教育 (学校教育 [教育実践学・技術・特別支援]，生涯教育 [自然環境科学])

学部　 5 6 数 I・II・A・B (60分)

1 関数 f(x) = 2x3 − 3x2 − 6x+ 7を考える．次の問いに答えよ．

(1) 方程式 f(x) = 0を解け．

(2) f(x)が x = α, β (ただしα < β)で極値をとるとき，αと βを求めよ
(極値を求める必要はない)．

(3) 曲線 y = f(x)と x軸で囲まれる領域のうち，α 5 x 5 β を満たす部分の
面積を求めよ．

2 数列 {an}を

a1 = 1, an+1 = 2e−an − 1 + an (n = 1, 2, 3, · · · )

によって定める．次の問いに答えよ．次の問いに答えよ．ただし，2 < e < 3

であることは証明なしに用いてよい．

(1) f(x) = e−x − 1 + xとする．0 < x < 1のとき，不等式

0 < f(x) <
2

3
x

が成り立つことを示せ．

(2) bn = an − log 2とする．すべての正の整数 nについて 0 < bn < 1となるこ
とを，数学的帰納法を用いて証明せよ．

(3) lim
n→∞

anを求めよ．
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3 xy平面上で，極方程式

r =
1

1 + cos θ

により与えられる曲線Cを考える．次の問いに答えよ．

(1) 曲線Cの概形を図示せよ．

(2) 0 < θ <
π

2
とし，曲線 C上の，極座標が (r, θ)である点 Pを考える．点

Pにおける曲線Cの接線の傾きは−1 + cos θ

sin θ
であることを示せ．

(3) (2)の点Pから y軸におろした垂線と y軸との交点をH，原点をOとする．
∠OPHの二等分線と，点Pにおける曲線Cの接線は直交することを示せ．

4 袋Aには赤玉が 1個と白玉が 2個，袋Bには赤玉が 3個と白玉が 2個入ってい
る．袋 Bから玉を 2個取り出して袋Aに入れ，よく混ぜてから，袋Aから玉
を 1個取り出して，色を見てから袋Aに戻す．さらに，よく混ぜてから，もう
一度袋Aから玉を 1個取り出す．このとき，次の問いに答えよ．

(1) 袋Bに白玉がちょうど 1個残っている確率を求めよ．

(2) 袋Aから最初に取り出す玉が白玉である確率を求めよ．

(3) 袋Aから二度とも白玉を取り出す確率を求めよ．

5 次の問いに答えよ．

(1) 不等式 (x2 + y2 − 2)(y − x2) > 0の表す領域を図示せよ．

(2) 15334と 30381の最大公約数を求めよ．

(3) 方程式 2x − (
√
2)x+1 − 4 = 0を解け．

6 関数 f(x) = x3 − 3x2 + 4について，次の問いに答えよ．

(1) y = f(x)の極値を調べ，そのグラフをかけ．

(2) 曲線 y = f(x)について，傾きが 9で y切片が正である接線の方程式を求
めよ．

(3) (2)で求めた接線と曲線 y = f(x)によって囲まれる部分の面積を求めよ．
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解答例
1 (1) (∗) f(x) = 2x3 − 3x2 − 6x+7について，f(1) = 0であるから，因数定理

により，f(x)は x− 1を因数にもち

f(x) = (x− 1)(2x2 − x− 7)

したがって，f(x) = 0の解は x = 1,
1 ±

√
57

4

(2) (∗)を微分すると f ′(x) = 6x2 − 6x− 6 = 6(x2 − x− 1)

f ′(x) = 0を解くと x =
1±

√
5

2

f ′(x) = 6

(
x− 1−

√
5

2

)(
x− 1 +

√
5

2

)

ゆえに，f(x)は x =
1±

√
5

2
で極値をとる．

よって α =
1 −

√
5

2
, β =

1 +
√
5

2

　

O

y

xα
β

1

7

(3) f(x)の原始関数の 1つを F (x) =
1

2
x4 − x3 − 3x2 + 7xとおく．

求める面積は上の図の斜線部分でその面積を Sとすると

S =

∫ 1

α

f(x) dx−
∫ β

1

f(x) dx =

[
F (x)

]1
α

−
[
F (x)

]β
1

= 2F (1)− {F (α) + F (β)}

= 2·7
2
− 1

2
(α4 + β4) + (α3 + β3) + 3(α2 + β2)− 7(α + β)

ここで，α + β = 1, αβ = −1より

α2 + β2 = (α + β)2 − 2αβ = 12 − 2·(−1) = 3

α3 + β3 = (α + β)3 − 3αβ(α + β) = 13 − 3·(−1)·1 = 4

α4 + β4 = (α2 + β2)2 − 2(αβ)2 = 32 − 2·12 = 7

よって S = 7− 1

2
·7 + 4 + 3·3− 7·1 =

19

2
�
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2 (1) f(x) = e−x − 1 + xより f ′(x) = −e−x + 1

0 < x < 1において，f ′(x) > 0であるから，f(x)は単調増加

f(0) < f(x) すなわち 0 < f(x) · · · 1©

次に，g(x) =
2

3
x− f(x) = −e−x − 1

3
x+ 1とおくと

g′(x) = e−x − 1

3

0 < x < 1において，g′(x) > 0であるから，g(x)は単調増加

g(0) < g(x) すなわち 0 < g(x) =
2

3
x− f(x) · · · 2©

1©， 2©より，0 < x < 1において 0 < f(x) <
2

3
x · · · (∗)

(2) an = bn + log 2を an+1 = 2e−an − 1 + anに代入すると

bn+1 + log 2 = 2e−bn−log 2 − 1 + bn + log 2

整理すると bn+1 = e−bn − 1 + bn すなわち bn+1 = f(bn)

b1 = a1 − log 2 = 1− log 2 = log
e

2
ゆえに 0 < b1 < 1

0 < bk < 1と仮定すると，(1)の結果から

0 < f(bk) <
2

3
bk すなわち 0 < bk+1 <

2

3
< 1

0 < b1 < 1であるから，数学的帰納法により，すべての自然数 nについて

0 < bn < 1

(3) (2)の結果を (∗)に代入すると 0 < bn+1 <
2

3
bn

0 < bn < b1

(
2

3

)n−1

<

(
2

3

)n−1

ゆえに lim
n→∞

bn = 0

よって lim
n→∞

an = lim
n→∞

(bn + log 2) = log 2 �
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3 (1) r =
1

1 + cos θ
より

r + r cos θ = 1 ゆえに r = 1− x

両辺を平方すると

x2 + y2 = 1− 2x+ x2

よって x = −1

2
y2 +

1

2

　

O

y

x1
2

1

−1

(2) (1)の結果の両辺を xで微分すると 1 = −yy′ · · · 1©

y = r sin θおよび r =
1

1 + cos θ
から y =

sin θ

1 + cos θ
· · · 2©

2©を 1©に代入すると 1 = − sin θ

1 + cos θ
y′

0 < θ <
π

2
より，sin θ 6= 0に注意して y′ = −1 + cos θ

sin θ

(3) C上の点 Pにおける接線 lの傾きは，(2)で求めた

−1 + cos θ

sin θ

直線OPの偏角が θであるから，∠OPHの二等分線nとすると，その偏角

が
θ

2
であるから，nの傾きは

tan
θ

2
=

sin θ
2

cos θ
2

=
2 sin θ

2
cos θ

2

2 cos2 θ
2

=
sin θ

1 + cos θ

求めた lと nの傾きの積が−1であるから，これらの直線は直交する．

O

y

x1
2

1

P
H

θ

l

n
C

�
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4 (1) 求める確率は，袋Bから赤玉 1個と白玉 1個を取り出す確率であるから

3C1·2C1

5C2

=
3·2
10

=
3

5

(2) (i) 袋Bから赤玉 2個を取り出す確率を pとすると

p =
3C2

5C2

=
3

10

このとき，袋Aには赤玉 3個と白玉 2個になるから，袋Aから 1個玉

を取り出したとき，白玉である確率は
2

5
(ii) (1)で求めた袋Bから赤玉 1個と白玉 1個を取り出す確率を qとする．

q =
6

10

このとき，袋Aには赤玉 2個と白玉 3個になるから，袋Aから 1個玉

を取り出したとき，白玉である確率は
3

5
(iii) 袋Bから白玉 2個を取り出す確率を rとすると

r =
2C2

5C2

=
1

10

このとき，袋Aには赤玉 1個と白玉 4個になるから，袋Aから 1個玉

を取り出したとき，白玉である確率は
4

5
よって，求める確率は

p·2
5
+ q·3

5
+ r·4

5
=

3

10
·2
5
+

6

10
·3
5
+

1

10
·4
5
=

28

50
=

14

25

(3) (2)と同様にして

p

(
2

5

)2

+ q

(
3

5

)2

+ r

(
4

5

)2

=
3

10

(
2

5

)2

+
6

10

(
3

5

)2

+
1

10

(
4

5

)2

=
82

250
=

41

125

�
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5 (1) (x2 + y2 − 2)(y − x2) > 0より{
x2 + y2 − 2 > 0

y − x2 > 0
または

{
x2 + y2 − 2 < 0

y − x2 < 0

すなわち

{
x2 + y2 > 2

y > x2
または

{
x2 + y2 < 2

y < x2

よって，求める領域は，下の図の斜線部分で境界線を含まない．

O

y

x1−1
√
2−

√
2

1

−
√
2

√
2

(2) ユークリッドの互除法により

30381 = 15334× 1 + 15047

15334 = 15047× 1 + 287

15047 = 287× 52 + 123

287 = 123× 2 + 41

123 = 41× 3

よって，求める最大公約数は 41

(3) 方程式 2x − (
√
2)x+1 − 4 = 0より (

√
2)2x −

√
2(
√
2)x − 4 = 0

t = (
√
2)xとおくと (t > 0) t2 −

√
2t− 4 = 0

(t+
√
2)(t− 2

√
2) = 0 ゆえに t = 2

√
2

したがって (
√
2)x = (

√
2)3 よって x = 3 �
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6 (1) f(x) = x3 − 3x2 + 4より

f ′(x) = 3x2 − 6x = 3x(x− 2)

x · · · 0 · · · 2 · · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ 4 ↘ 0 ↗

よって 極大値 f(0) = 4

極小値 f(2) = 0

　

O

y

x2

4

−1

(2) f ′(x) = 9より 3x2 − 6x = 9

(x+ 1)(x− 3) = 0 ゆえに x = −1, 3

(1)で求めたグラフから，接線の傾きが 9で y 切片が正であるのは，点
(−1, 0)を通る直線である．

y − 0 = 9(x+ 1) ゆえに y = 9x + 9

(3) (2)で求めた接線と曲線 y = f(x)のグラフの共有点の x座標は

x3 − 3x2 + 4 = 9x+ 9 ゆえに (x+ 1)2(5− x) = 0

これを解いて x = −1, 5

よって，求める面積を Sとすると

S =

∫ 5

−1

{9x+ 9− (x3 − 3x2 + 4)}

=

∫ 5

−1

(x+ 1)2(5− x) dx

=
1

12
{5− (−1)}4 = 108

補足 積分公式 2∫ β

α

(x − α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m + n + 1)!
(β − α)m+n+1

�

2http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2010 kouki.pdfの 1 を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_tech_2010_kouki.pdf
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10.8 2022年
• 理・工・医・教育 [数学]学部　 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (120分)

• 農・教育 (学校教育 [教育実践学・技術・特別支援]，生涯教育 [自然環境科学])

学部　 5 6 数 I・II・A・B (60分)

1 x > 0の範囲で，関数 f(x)を

f(x) = − 1

x2
+

2

x

と定め，y = f(x)で表される曲線をCとする．次の問いに答えよ．

(1) f(x)の極値を求めよ．

(2) 曲線Cの接線で，点 (0, 1)を通り，傾きが負であるものを lとする．直線
lの傾きを求めよ．

(3) 曲線Cと直線 lで囲まれた部分の面積を求めよ．

2 dと nを正の整数とする．1から nまでの d乗の和を Sd(n) = 1d +2d + · · ·+nd

とおく．次の問いに答えよ．

(1) すべての正の整数nについて，S3(n) =
n2(n+ 1)2

4
が成り立つことを，数

学的帰納法を用いて証明せよ．

(2) 恒等式 k3(k + 1)3 − (k − 1)3k3 = 6k5 + 2k3を利用して，S5(n)を求めよ．

(3) すべての正の整数 nについて，24S7(n)は整数 n2(n+ 1)2で割り切れるこ
とを示せ．

3 一辺の長さが 1の正四面体OABCにおいて，辺OAを 2 : 1に内分する点をD，
辺OBを 1 : 2に内分する点をEとする．辺OC上に点Pをとり，線分OPの長
さを tとおく．次の問いに答えよ．

(1) cos∠EDPを tを用いて表せ．

(2) 点 Pが辺OC上を動くとき，cos∠EDPの最大値と最小値を求めよ．
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4 次の問いに答えよ．

(1) 1から 9までの自然数の中から，1 5 a1 < a2 < a3 5 9を満たすように 3つ
の数を選び，それを (a1, a2, a3)とする．このような 3つの数 (a1, a2, a3)

の選び方のうち，a2 − a1 = 3かつ a3 − a2 = 3を満たすものは全部で何通
りあるか．

(2) 1から 50までの自然数の中から，1 5 a1 < a2 < a3 5 50を満たすように 3

つの数を選び，それを (a1, a2, a3)とする．このような3つの数 (a1, a2, a3)

の選び方のうち，a2 − a1 = 10かつ a3 − a2 = 10を満たすものは全部で何
通りあるか．

(3) 1番から 20番までの番号が書かれた座席が，図のように円形に並んでい
る．この中から，2つ以上の間隔を空けて 3つの座席を選ぶ (例えば，1番
を選んだときは 2番，3番，19番，20番は選べない)．このような 3つの
座席の選び方は全部で何通りあるか．

1
2

3

4

5

6

7

8

9

10
1112

13

14

15

16

17

18

19

20
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5 次の問いに答えよ．

(1) tanα = 5のとき sin 2αを求めよ．

(2) nを正の整数とする．nを二進法で表すと 2022桁である．このとき，nを
十進法で表すと何桁になるか．ただし log10 2 = 0.3010とする．

(3) a，bを実数とする．整式 f(x)と整式 g(x)をそれぞれ

f(x) = x4 + ax2 − 2x+ 3, g(x) = x2 + x+ b

と定める．f(x)が g(x)で割り切れるような実数の組 (a, b)をすべて求
めよ．

6 座標平面上の 2つの放物線

C1 : y = −x2 + 2x, C2 : y = 2x2 − 4x+ 9

について，次の問いに答えよ．

(1) 放物線C1と放物線C2の両方に接する直線は 2つ存在する．放物線C1と
放物線C2の両方に接する直線の方程式を 2つとも求めよ．

(2) (1)で求めた 2つの直線および放物線C1で囲まれた部分の面積を求めよ．
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解答例

1 (1) f(x) = − 1

x2
+

2

x
より f ′(x) =

2

x3
− 2

x2
=

2(1− x)

x3

したがって，x > 0における f(x)の増減表は

x (0) · · · 1 · · ·
f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ 1 ↘

よって 極大値 f(1) = 1

(2) C上の点
(
t,− 1

t2
+

2

t

)
における接線の方程式は

y =

(
2

t3
− 2

t2

)
(x− t)− 1

t2
+

2

t

これが点 (0, 1)を通るから

1 = − 2

t2
+

2

t
− 1

t2
+

2

t
整理すると 1 = − 3

t2
+

4

t

したがって t2 − 4t+ 3 = 0 ゆえに t = 1, 3

f ′(1) = 0，f ′(3) = − 4

27
より，求める lの傾きは −

4

27

(3) lは点 (0, 1)を通り，傾き− 4

27
の直線であるから y = − 4

27
x+ 1

Cと lの方程式から yを消去すると

− 1

x2
+

2

x
= − 4

27
x+ 1 整理すると 4x3 − 27x2 + 54x− 27 = 0

したがって (x− 3)2(4x− 3) = 0 ゆえに x = 3,
3

4

求める面積を Sとすると

S =

∫ 3

3
4

(
− 1

x2
+

2

x
+

4

27
x− 1

)
dx

=

[
1

x
+ 2 log x+

2

27
x2 − x

]3
3
4

= 4 log 2 −
21

8

　

O

y

x33
4

1
2

1

l

C

�
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2 (1) (A) S3(n) =
n2(n+ 1)2

4

［1］n = 1のとき S3(1) =
12(1 + 1)2

4
= 13

よって，n = 1のとき，(A)は成立する．

［2］n = kのとき，(A)が成立すると仮定すると S3(k) =
k2(k + 1)2

4

S3(k + 1) = S3(k) + (k + 1)3 =
k2(k + 1)2

4
+ (k + 1)3

=
(k + 1)2{k2 + 4(k + 1)}

4
=

(k + 1)2(k + 2)2

4

よって，n = k + 1のときも (A)は成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(A)は成立する．

(2) k3(k + 1)3 − (k − 1)3k3 = 6k5 + 2k3および k3 = S3(k)− S3(k − 1)より

k5 =
1

6
{k3(k + 1)3 − (k − 1)3k3} − 1

3
{S3(k)− S3(k − 1)}

S5(n) =
n∑

k=1

k5であるから

S5(n) =
1

6

n∑
k=1

{k3(k + 1)3 − (k − 1)3k3} − 1

3

n∑
k=1

{S3(k)− S3(k − 1)}

=
1

6
n3(n+ 1)3 − 1

3
S3(n) =

1

6
n3(n+ 1)3 − 1

3
·n

2(n+ 1)2

4

=
1

12
n2(n+ 1)2{2n(n+ 1)− 1} =

1

12
n2(n + 1)2(2n2 + 2n − 1)

(3) k4(k + 1)4 − (k − 1)4k4 = 8k7 + 8k5より

n∑
k=1

{k4(k + 1)4 − (k − 1)4k4} = 8
n∑

k=1

k7 + 8
n∑

k=1

k5

n4(n+ 1)4 = 8S7(n) + 8S5(n)

したがって

24S7(n) = 3n4(n+ 1)4 − 24S5(n)

= 3n4(n+ 1)4 − 2n2(n+ 1)2(2n2 + 2n− 1)

= n2(n+ 1)2{3n2(n+ 1)2 − 2(2n2 + 2n− 1)}

よって，24S7(n)は整数 n2(n+ 1)2で割り切れる． �
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3 (1) ~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OCとおくと

|~a| = |~b| = |~c| = 1,

~a·~b = ~b·~c = ~c·~a = 1·1 cos π
3
=

1

2
,

−→
OD =

2

3
~a,

−→
OE =

1

3
~b,

−→
OP = t~c

したがって

−→
DE =

−→
OE−

−→
OD =

1

3
~b− 2

3
~a,

−→
DP =

−→
OP−

−→
OD = t~c− 2

3
~a

　 O

D

A

2

1
2

1

E

P

B

C

t

これから

|
−→
DE|2 = 1

9
|~b|2 − 4

9
~a·~b+ 4

9
|~a|2 = 1

9
− 2

9
+

4

9
=

1

3
,

|
−→
DP|2 = t2|~c|2 − 4

3
t~c·~a+ 4

9
|~a|2 = t2 − 2

3
t+

4

9
−→
DE·

−→
DP =

1

3
t~b·~c− 2

3
t~c·~a− 2

9
~a·~b+ 4

9
|~a|2 = −1

6
t+

1

3

したがって

cos∠EDP =

−→
DE·

−→
DP

|
−→
DE||

−→
DP|

=
−1

6
t+ 1

3√
1
3

√
t2 − 2

3
t+ 4

9

=

√
3(2 − t)

2
√
9t2 − 6t + 4

(2) f(t) =

√
3(2− t)

2
√
9t2 − 6t+ 4

(0 5 t 5 1) とおいて，f(t)を微分すると

f ′(t) =

√
3

2
·
(−1)

√
9t2 − 6t+ 4− (2− t)· 9t− 3√

9t2 − 6t+ 4
9t2 − 6t+ 4

=

√
3

2
·−(9t2 − 6t+ 4)− (2− t)(9t− 3)

(9t2 − 6t+ 4)
3
2

=

√
3

2
· 2− 15t

(9t2 − 6t+ 4)
3
2

t 0 · · · 2
15

· · · 1

f ′(t) + 0 −
f(t)

√
3
2

↗
√
7
3

↘
√
21
14

よって 最大値 f

(
2

15

)
=

√
7

3
，最小値 f(1) =

√
21

14
�
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4 (1) 5個の石を横 1列に並べ，その中から 3つ選び，選んだ 3つの石を左から
a1, a2, a3とする．このとき，a1と a2および a2と a3の間にそれぞれ石
を 2個ずつ追加する操作を考える．これら 9個並んだ石の配置について，
a1, a2, a3を左から数えた順番とすればよいから，求める場合の総数は

5C3 = 10 (通り)

(2) 32個の石を横 1列に並べ，その中から 3つ選び，選んだ 3つの石を左か
ら a1, a2, a3とする．このとき，a1と a2および a2と a3の間にそれぞれ石
を 9個ずつ追加する操作を考える．これら 50個並んだ石の配置について，
a1, a2, a3を左から数えた順番とすればよいから，求める場合の総数は

32C3 = 4960 (通り)

(3) 座席が横 1列のとき，条件を満たす場合の総数は (1)と同様にして

16C3 = 560 (通り)

座席が円形であるため，この中から (a1, a3) = (1, 20), (1, 19), (2, 20)の
場合を除けばよい．

(a1, a3) = (1, 20)のとき a2 = 4, 5, · · · , 17の 14通り

(a1, a3) = (1, 19)のとき a2 = 4, 5, · · · , 16の 13通り

(a1, a3) = (2, 19)のとき a2 = 5, 6, · · · , 17の 13通り

よって，求める場合の総数は

560− (14 + 13 + 13) = 520 (通り)

�
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5 (1) 1 + tan2 α =
1

cos2 α
より cos2 α =

1

1 + tan2 α
=

1

1 + 52
=

1

26

よって sin 2α = 2 sinα cosα = 2 tanα cos2 α = 2·5· 1
26

=
5

13

(2) nは二進法で表すと 2022桁であるから

22021 5 n < 22022 ゆえに 2021 log10 2 5 log10 n < 2022 log10 2

2021 log10 2 = 608.321, 2022 log10 2 = 608.622より

608 5 log10 n < 609 ゆえに 10608 5 n < 10609

よって nは 609 桁

(3) f(x)を g(x)で割ると

f(x) = g(x)(x2 − x+ a− b+ 1) + (2b− a− 3)x+ 3− b(a− b+ 1)

f(x)が g(x)で割り切れるから

2b− a− 3 = 0, 3− b(a− b+ 1) = 0 (∗)

上の第 1式から a = 2b− 3 · · · 1©
1©を (∗)の第 2式に代入すると

3− b(b− 2) = 0 ゆえに (b+ 1)(b− 3) = 0

1©より b = −1のとき a = −5，b = 3のとき a = 3

よって (a, b) = (−5,−1), (3, 3) �



1170 第 10章 琉球大学

6 (1) C1 : y = −x2 + 2xとC2 : y = 2x2 − 4x+ 9の両方に接する直線を

l : y = ax+ b

とする．C1と l，C2と lの方程式からそれぞれ yを消去して整理すると

x2 + (a− 2)x+ b = 0, 2x2 − (a+ 4)x+ 9− b = 0

これらの 2次方程式はともに重解をもつから，係数について

(a− 2)2 − 4b = 0, (a+ 4)2 − 8(9− b) = 0 (∗)

上の 2式から bを消去して整理すると

a2 − 16 = 0 ゆえに a = ±4

(∗)の第 1式から，a = 4のとき b = 1，a = −4のとき b = 9

よって，求める 2直線は y = 4x + 1, y = −4x + 9

(2) (1)で求めた 2直線および放物線C1で囲まれた部分は，下の図の斜線部分
であり，直線 x = 1に関して対称であるから，求める面積を Sとすると

S

2
=

∫ 1

−1

{4x+ 1− (−x2 + 2x)} dx

=

∫ 1

−1

(x+ 1)2 dx =
1

3

[
(x+ 1)3

]1
−1

=
8

3

よって，求める面積は S =
16

3
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