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令和５年度　佐賀大学２次試験後期日程 (数学問題)

理工・農学部　令和5年3月12日

• 理工学部は， 1 ～ 4 数 I・II・III・A・B (120分)

• 農学部は， 2 , 5 , 6 , 7 数 I・II・A・B (120分)

1 0 < a < 1とし，座標平面上の 2点A(a, 0)，B(1, 0)を直径の両端とする円を
Cとする．円C上の点 Pにおける接線は原点Oを通り，かつ Pの y座標は正
であるとする．このとき，次の問に答えよ．

(1) 円Cの方程式を求めよ．

(2) 点 Pの座標を aを用いて表せ．

(3) 点 Pの y座標が最大となるような aの値を求めよ．

2 0 < a < 2とする．AB =
√
2− a，AD =

√
a，AE = 2である直方体ABCD-

EFGHについて，∠AFCを θとおく．次の問に答えよ．

A

B C

D

F

E

G

H

(1) cos θを aを用いて表せ．

(2) a = 1のとき，4AFCの面積 Sの値を求めよ．

(3) a = 1のとき，4AFCの内接円の半径 rと外接円の半径Rの値をそれぞ
れ求めよ．

(4) tan θを aを用いて表せ．また，
1

2
5 a 5 4

3
のとき，tan θのとりうる値の

範囲を求めよ．



2

3
i

2
と異なる複素数 zに対して，複素数wを

w =
z − 2i

1 + 2iz

で定める．複素数 zおよびwの共役複素数をそれぞれ z, wで表すとき，次の
問に答えよ．

(1) z = 1のとき，wの実部と虚部をそれぞれ求めよ．

(2) zをwで表せ．また，zをwで表せ．

(3) 複素数平面上で点 zが |z| = 1を満たしながら動くとき，点wはどんな図
形をえかくか．

4 3つの関数 f(x)，g(x)，h(x)を

f(x) = 2e−2x, g(x) = e−x, h(x) =

∫ x

0

f(x− t)g(t) dt

で定める．次の問に答えよ．

(1) f(x) = g(x)を満たす xの値を求めよ．

(2) h(x)を xの式で表せ．また，関数 h(x)の極値を求めよ．

(3) 極限 lim
x→∞

h(x)および lim
x→−∞

h(x)の値をそれぞれ求めよ．

5 0 < a < 1とし，座標平面上の 2点A(a, 0)，B(1, 0)を直径の両端とする円を
Cとする．円C上の点 Pにおける接線は原点Oを通り，かつ Pの y座標は正
であるとする．このとき，次の問に答えよ．

(1) 円Cの方程式を求めよ．

(2) 点 Pの座標を aを用いて表せ．

(3) ∠AOP =
π

3
となる aの値を求めよ．
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6 曲線C : y = x3 − x2について，次の問に答えよ．

(1) t 6= 1

3
とする．曲線Cの点P(t, t3 − t2)における接線を `とするとき，直

線 `の方程式を求めよ．また，曲線Cと直線 `の共有点のうちPと異なる
点の x座標を uとおくとき，uを tを用いて表せ．

(2) 数列 {an}は次の (i)，(ii)を満たしているとする．

(i) a1 = 1

(ii) 曲線Cの点Pn(an, an
3 − an

2)における接線を `nとするとき，曲線C

と直線 `nの共有点のうち Pnと異なる点の x座標が an+1である．

このとき，an+1を anを用いて表せ．さらに，一般項 anを求めよ．

7 a，b，cは実数とし，x3 + ax2 + bx+ cを f(x)とおく．関数 f(x)は x = 2で極
値をとり，整式 f(x)は f(1− i) = 0を満たすとする．ただし，iは虚数単位と
する．次の問に答えよ．

(1) a，b，cの値をそれぞれ求めよ．

(2) 関数 f(x)の極値を求めよ．

(3) 定積分
∫ 2

1

|f ′(x)| dxの値を求めよ．
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解答例
1 (1) A(a, 0)，B(1, 0)の中点をMとすると

M

(
a+ 1

2
, 0

)
, MA =

a− 1

2

したがって，Cは中心
(
a+ 1

2
, 0

)
，半径

a− 1

2
の円であるから

(
x −

a + 1

2

)2

+ y2 =

(
a − 1

2

)2

(2) 原点Oを極とするCの極線は (0 < a < 1)(
0− a+ 1

2

)(
x− a+ 1

2

)
+ 0y =

(
a− 1

2

)2

すなわち x− a+ 1

2
= − 2

a+ 1

(
a− 1

2

)2

· · · 1©

1©を (1)の結果に代入すると(
2

a+ 1

)2(
a− 1

2

)4

+ y2 =

(
a− 1

2

)2

ゆえに y2 = a

(
a− 1

a+ 1

)2

PはCと極線 1©との交点で，y座標が正である点であるから (0 < a < 1)

y =
(1− a)

√
a

a+ 1

1©から x =
a+ 1

2
− 2

a+ 1

(
a− 1

2

)2

=
2a

a+ 1

よって，点 Pの座標は

(
2a

a + 1
,
(1 − a)

√
a

a + 1

)

(3) f(a) =
(1− a)

√
a

a+ 1
=

a− a
√
a

a+ 1
とおくと f ′(a) = − a2 + 4a− 1

2
√
a(a+ 1)2

a2 + 4a− 1 = 0, 0 < a < 1を解くと a =
√
5− 2

a 0 · · ·
√
5− 2 · · · 1

f ′(a) + 0 −
f(a) ↗ 極大 ↘

よって，求める aの値は a =
√
5 − 2
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2 (1) 右の図のように，直方体ABCD-EFGHを
座標空間にとると

−→
FA = (−

√
2− a, 0, 2)

−→
FC = (0,

√
a, 2)

したがって

cos θ =

−→
FA·

−→
FC

|
−→
FA||

−→
FC|

=
4√

6− a
√
a+ 4

=
4√

(6 − a)(a + 4)

　

A

B C

D

F

E

G

H

x

y

z

O

2

√
a√

2− a

(2) a = 1のとき，
−→
FA = (−1, 0, 2)，

−→
FC = (0, 1, 2)より

S =
1

2

√
|
−→
FA|2|

−→
FC|2 − (

−→
FA·

−→
FC)2 =

1

2

√
5·5− 42 =

3

2

(3) a = 1のとき，
−→
AC = (1, 1, 0)，S =

1

2
r(|

−→
FA|+ |

−→
FC|+ |

−→
AC|)より

3

2
=

1

2
r(
√
5 +

√
5 +

√
2) よって r =

2
√
5 −

√
2

6

(1)の結果から，a = 1のとき，cos θ =
4

5
より sin θ =

3

5

正弦定理により 2R =
|
−→
AC|
sin θ

=

√
2

3
5

よって R =
5
√
2

6

(4) (1)の結果から 1 + tan2 θ =
1

cos2 θ
=

(6− a)(a+ 4)

4

tan2 θ =
(6− a)(a+ 4)

4
− 1 =

1

16
(−a2 + 2a+ 8) =

1

16
{−(a− 1)2 + 9}

cos θ > 0より，tan θ > 0であるから tan θ =
1

4

√
−(a − 1)2 + 9

1

2
5 a 5 4

3
のとき，tan θは a = 1で最大値

3

4
，a =

1

2
のとき最小値

√
35

8

よって

√
35

8
5 tan θ 5

3

4
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3 (1) z = 1のとき w =
1− 2i

1 + 2i
=

(1− 2i)2

(1 + 2i)(1− 2i)
= −3

5
− 4

5
i

よって，wの実部−
3

5
，wの虚部−

4

5

(2) w =
z − 2i

1 + 2iz
より (1− 2iw)z = w + 2i

1− 2iw = 0，すなわち，w = − i

2
は上の第 2式を満たさないから

z =
w + 2i

1 − 2iw
これから z =

w − 2i

1 + 2iw

(3) zz = |z|2 = 1であるから，(2)の結果をこれに代入すると

w + 2i

1− 2iw
· w − 2i

1 + 2iw
= 1 整理すると |w|2 = 1

w 6= − i

2
に注意して |w| = 1

よって，点wは，原点を中心とする半径 1の円をえがく．

4 (1) f(x) = g(x)より 2e−2x = e−x

2 = ex すなわち x = log 2

(2) h(x) =

∫ x

0

f(x− t)g(t) dtより

h(x) =

∫ x

0

2e−2(x−t)·e−t dt = 2e−2x

[
et
]x
0

= 2e−2x(ex − 1) = 2(e−x − e−2x)

h′(x) = 2(−e−x + 2e−2x) = 2e−2x(2− ex)

x · · · log 2 · · ·
h′(x) + 0 −
h(x) ↗ 極大 ↘

極大値 f(log 2) = 2

(
1

2
− 1

4

)
=

1

2

(3) lim
x→∞

h(x) = lim
x→∞

2(e−x − e−2x) = 0

lim
x→−∞

h(x) = lim
x→−∞

2e−x(1− e−x) = −∞
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5 (1) 1 (1)を参照．

(2) 1 (2)を参照．

(3) ∠AOP =
π

3
より，(2)の結果から

√
a(1− a)

a+ 1

/
2a

a+ 1
= tan

π

3
ゆえに

√
a(1− a)

2a
=

√
3

したがって 1− a = 2
√
3a ゆえに a2 − 14a+ 1 = 0

0 < a < 1に注意してこれを解くと a = 7 − 4
√
3

6 (1) y = x3 − x2より y′ = 3x2 − 2x

`の方程式は y − (t3 − t2) = (3t2 − 2t)(x− t)

よって y = (3t2 − 2t)x − 2t3 + t2

Cと `の方程式から yを消去すると

x3 − x2 = (3t2 − 2t)x− 2t3 + t2

ゆえに (x− t)2(x+ 2t− 1) = 0 よって u = −2t + 1

O

y

x
tu

P

C

`

(2) (1)の結果から an+1 = −2an + 1

これから an+1 −
1

3
= −2

(
an −

1

3

)
数列

{
an −

1

3

}
は，初項 a1 −

1

3
= 1− 1

3
=

2

3
，公比−2の等比数列で

an −
1

3
=

2

3
·(−2)n−1 よって an =

1

3
{1 − (−2)n}
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7 (1) 実数を係数とする 3次関数 f(x) = x3 + ax2 + bx + cが f(1− i) = 0を満
たすから，f(x)は因数

(x− 1 + i)(x− 1 + i) = x2 − 2x+ 2

をもつ．このとき，f(x)の 3次の係数および定数項に注意して

f(x) = (x2 − 2x+ 2)
(
x+

c

2

)
= x3 +

( c
2
− 2
)
x2 + (−c+ 2)x+ c

f ′(x) = 3x2 + (c− 4)x− c+ 2

f ′(2) = 0より 12 + (c− 4)·2− c+ 2 = 0 ゆえに c = −6

したがって f(x) = x3 − 5x2 + 8x− 6 よって a = −5, b = 8

(2) f ′(x) = 3x2 − 10x+ 8 = (x− 2)(3x− 4)であるから

x · · · 4
3

· · · 2 · · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ 極大 ↘ 極小 ↗

よって 極大値 f

(
4

3

)
= −

50

27
，極小値 f(2) = −2

(3) f ′(x) = (x− 2)(3x− 4)より∫ 2

1

|f ′(x)| dx =

∫ 4
3

1

f ′(x) dx−
∫ 2

4
3

f ′(x) dx

=

[
f(x)

] 4
3

1

−
[
f(x)

]2
4
3

= 2f

(
4

2

)
− f(1)− f(2)

= 2·
(
−50

27

)
− (−2)− (−2) =

8

27


