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平成30年度　佐賀大学２次試験後期日程 (数学問題)

理工・農学部　平成30年3月12日

• 理工学部 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B (120分)

• 農学部 1 2 5 6 数 I・II・A・B (120分)

1 点 (0, a)を中心とする半径 2の円Cの周上に 3点P(s, t)，Q(−s, t)，R(x, y)

をとる．このとき，次の問に答えよ．

(1)
−→
RPと

−→
RQの内積を a，t，yを用いて表せ．

(2) a = 0，s = 0，t = 0，x = 0，y = 0のとき，(1)の内積の最小値とそのと
きの s，t，x，yの値を求めよ．

(3) y = aのとき，(1)の内積の最大値とそのときの sの値を求めよ．

2 kは定数とする．関数
f(x) = x3 − 3kx2 − 2k2x

が x = αで極大値，x = βで極小値をとる．ただし，−1 < α < 1 < β とする．
このとき，次の問に答えよ．

(1) kのとり得る値の範囲を求めよ．

(2) β − αを kを用いて表せ．

(3) f(α)− f(β)を kを用いて表せ．

3 a，b，cは定数とし，
f(x) = (ax2 + bx+ c)e−x

とする．このとき，次の問に答えよ．

(1) f(x)が相異なる極値をもつための条件を求めよ．

(2) f(x)がただ 1つの極値として極大値をもつための条件を求めよ．さらに，
f(x)が極大値をとる xの値 x0を求めよ．

(3) (2)の条件が満たされているとき，2直線y = 0，x = x0および曲線y = f(x)

で囲まれる図形の面積 Sを求めよ．
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4 0 5 x 5 π

4
で定義された 2曲線C1 : y = sin x，C2 : y = cos xおよび 0 5 x <

π

4
で定義された曲線C3 : y = tan 2x について，次の問に答えよ．

(1) C2とC3の交点の x座標を aとおくとき，sin aの値を求めよ．

(2) 0 < x <
π

4
において，不等式 sinx < tan 2xが成り立つことを示せ．

(3) 3曲線C1，C2，C3で囲まれた図形の面積 Sを求めよ．

5 次の問に答えよ．

(1) 0 5 θ 5 π

2
で cos θ =

3

5
のとき，cos

(
2θ +

π

3

)
の値を求めよ．

(2) 数列 {an}が関係式

a1 = 1, log3
an+1

an
= 2n (n = 1, 2, 3, · · · )

を満たすとき，一般項 anを求めよ．

6 n，mを自然数とし，p，qを相異なる素数とする．ただし，p = 5とする．こ
のとき，次の問に答えよ．

(1) nが積 pqで割り切れるとき，n以下の自然数で pの倍数または qの倍数と
なるものの個数N1を p，q，nを用いて表せ．

(2) n = 2pmであるとき，n以下の自然数で nと互いに素であるものの個数
N2を p，mを用いて表せ．

(3) n = 6pmであるとき，n以下の自然数で nと互いに素であるものの個数
N3を p，mを用いて表せ．
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解答

1 (1) P(s, t)，Q(−s, t)，R(x, y) より

−→
RP = (s− x, t− y),

−→
RQ = (−s− x, t− y)

したがって
−→
RP·

−→
RQ = (s− x)(−s− x) + (t− y)2

= x2 − s2 + t2 − 2ty + y2 · · · 1©

R(x, y)，P(s, t)はC上の点であるから

x2 + (y − a)2 = 4, s2 + (t− a)2 = 4

上の第 1式から第 2式の辺々を引くと

x2 − s2 + (y − a)2 − (t− a)2 = 0

x2 − s2 = −y2 + 2ay + t2 − 2at · · · 2©

1©， 2©から x，sを消去すると

−→
RP·

−→
RQ = 2t2 − 2at + 2ay − 2ty

(2) a = 0を (1)の結果に代入すると

−→
RP·

−→
RQ = 2t2 − 2ty = 2

(
t− y

2

)2
− y2

2
· · · (∗)

このとき，Cは原点を中心とする半径 2の円で，P(s, t)，R(x, y)はこの
円周上の s = 0，t = 0，x = 0，y = 0を満たす点であるから，(∗)を最小
とするのは

t− y

2
= 0, y = 2 すなわち x = 0, y = 2, s =

√
3, t = 1

このとき，(∗)は，最小値−2をとる．

(3) y = aを (1)の結果に代入すると

−→
RP·

−→
RQ = 2t2 − 4at+ 2a2 = 2(t− a)2 · · · (∗∗)

このとき，Cは点 (0, a)を中心とする半径 2の円で，P(s, t)はこの円周
上の点であるから

a− 2 5 t 5 a+ 2

よって，t = a± 2，すなわち，s = 0のとき，(∗∗)は最大値 8をとる．�
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2 (1) f(x) = x3 − 3kx2 − 2k2xより f ′(x) = 3x2 − 6kx− 2k2 · · · (∗)

f ′(x) = 0の解 α, β が −1 < α < 1 < β を満たすから，f ′(−1) > 0，
f ′(1) < 0より {

3 + 6k − 2k2 > 0

3− 6k − 2k2 < 0

第 1式を解いて
3−

√
15

2
< k <

3 +
√
15

2

第 2式を解いて k <
−3−

√
15

2
,
−3 +

√
15

2
< k

これらの共通範囲を求めて
−3 +

√
15

2
< k <

3 +
√
15

2

(2) f ′(x) = 0，すなわち，3x2 − 6kx− 2k2 = 0の解がα, βであるから，解と
係数の関係により

α + β = 2k, αβ = −2

3
k2

したがって (β − α)2 = (α + β)2 − 4αβ

= (2k)2 − 4·
(
−2

3
k2

)
=

20

3
k2

β − α > 0，また，(1)の結果から k > 0であるから

β − α =
2
√
15

3
k

(3) (∗)および f ′(α) = f ′(β) = 0より，f ′(x) = 3(x− α)(x− β)であるから

f(α)− f(β) =

∫ β

α

f ′(x) dx = 3

∫ α

β

(x− α)(x− β) dx

= −3

∫ β

α

(x− α)(x− β) dx

= −3

(
−1

6

)
(β − α)3 =

1

2

(
2
√
15

3
k

)3

=
20

√
15

9
k3

�
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3 (1) f(x) = (ax2 + bx+ c)e−xより

f ′(x) = {−ax2 + (2a− b)x+ b− c}e−x · · · (∗)

f(x)が相異なる極値をもつための条件は，2次方程式

−ax2 + (2a− b)x+ b− c = 0

が相異なる実数解をもつことであるから

−a 6= 0, (2a− b)2 − 4(−a)(b− c) > 0

よって a 6= 0, 4a2 + b2 − 4ac > 0

(2) f(x)がただ 1つの極値をもつから，(∗)より

−ax2 + (2a− b)x+ b− c

が xの 1次式であるから −a = 0 すなわち a = 0

さらに，それが極大値であるから，1次式

−bx+ b− c

の 1次の係数について −b < 0 すなわち b > 0

したがって，求める条件は a = 0, b > 0

また，f(x)が極大値をとる xの値 x0は，b 6= 0に注意して

−bx0 + b− c = 0 これを解いて x0 = 1 −
c

b

(3) (2)の条件を満たすとき，曲線 y = f(x)，すなわち，y = (bx + c)e−xは，
直線 y = 0と x = −c

b
で交わり，区間−c

b
5 x 5 1− c

b
において，b > 0よ

り，f(x) = 0であるから，求める面積 Sは

S =

∫ 1− c
b

− c
b

(bx+ c)e−x dx = −
[
(bx+ c+ b)e−x

]1− c
b

− c
b

=

[
(bx+ c+ b)e−x

]− c
b

1− c
b

= be
c
b − 2be−1+ c

b = be
c
b (1 − 2e−1)
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補足 部分積分法により，次式が得られる．∫
ekxf(x) dx =

ekx

k

{
f(x)− f ′(x)

k
+

f ′′(x)

k2
− f ′′′(x)

k3
+ · · ·

}
+ C∫

e−xf(x) dx = −e−x {f(x) + f ′(x) + f ′′(x) + f ′′′(x) + · · · }+ C

�

4 (1) C2とC3の交点の x座標が aであるから cos a = tan 2a

ここで tan 2a =
sin 2a

cos 2a
=

2 sin a cos a

1− 2 sin2 a

したがって cos a =
2 sin a cos a

1− 2 sin2 a

0 5 a <
π

4
より，cos a 6= 0に注意して整理すると

2 sin2 a+ 2 sin a− 1 = 0 · · · 1©

0 5 a <
π

4
より，0 5 sin a <

1√
2
に注意して sin a =

√
3 − 1

2

(2) 0 < x <
π

4
より，0 < x < 2x <

π

2
であるから

tan 2x > tanx > sin x

よって 0 < x <
π

4
において sinx < tan 2x

(3) 求める面積 Sは，右の図の斜線部分である．

S =

∫ a

0

tan 2x dx+

∫ π
4

a

cosx dx−
∫ π

4

0

sin x dx

=

[
−1

2
log | cos 2x|

]a
0

+

[
sin x

]π
4

a

+

[
cos x

]π
4

0

= −1

2
log | cos 2a| − sin a+

√
2− 1

　

O

y

xa π
4

C1

C3

C2

1

ここで， 1©を利用して cos 2a = 1− 2 sin2 a = 2 sin a =
√
3− 1

よって S = −1

2
log(

√
3− 1)−

√
3− 1

2
+
√
2− 1

= −
1

2
log(

√
3 − 1) −

√
3

2
+

√
2 −

1

2
�
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5 (1) 加法定理により

cos
(
2θ +

π

3

)
= cos 2θ cos

π

3
− sin 2θ sin

π

3

=
1

2
cos 2θ −

√
3

2
sin 2θ

cos θ =
3

5

(
0 5 θ 5 π

2

)
であるから，sin θ > 0より

sin θ =
√
1− cos2 θ =

√
1−

(
3

5

)2

=
4

5
,

cos 2θ = cos2 θ − sin2 θ =

(
3

5

)2

−
(
4

5

)2

= − 7

25
,

sin 2θ = 2 sin θ cos θ = 2·4
5
·3
5
=

24

25

よって cos
(
2θ +

π

3

)
=

1

2
·
(
− 7

25

)
−

√
3

2
·24
25

= −
7 + 24

√
3

50

(2) 与えられた漸化式から log3 an+1 − log3 an = 2n (n = 1, 2, 3, · · · )

n = 2のとき
n−1∑
k=1

(log3 ak+1 − log3 ak) =
n−1∑
k=1

2k

log3 an − log3 a1 =
2(2n−1 − 1)

2− 1
(a1 = 1)

log3 an − log3 1 = 2n − 2

an = 32
n−2

上式は，n = 1のときも成立するから an = 32n−2 �
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6 (1) nが pqで割り切れるとき (p，qは相異なる素数)

pの倍数の個数は
n

p
, qの倍数の個数は

n

q
, pqの倍数の個数は

n

pq

したがって，pの倍数または qの倍数の個数N1は

N1 =
n

p
+

n

q
− n

pq
= n

(
1

p
+

1

q
−

1

pq

)
(2) 一般に，n = piqjのとき (p, qは相異なる素数，i, jは自然数)，

n以下の自然数で

pの倍数の個数は
n

p
, qの倍数の個数は

n

q
, pqの倍数の個数は

n

pq

n以下の自然数で，nと互いに素であるものの個数N2は 1

N2 = n−
(
n

p
+

n

q
− n

pq

)
= n

(
1− 1

p

)(
1− 1

q

)
ここでは，n = 2pmであるから

N2 = n

(
1− 1

2

)(
1− 1

p

)
= pm

(
1 −

1

p

)
(3) 一般に，n = piqjrkのとき (p, q, rは相異なる素数，i, j, kは自然数)，

n以下の自然数で

pの倍数の個数は
n

p
, qの倍数の個数は

n

q
, rの倍数の個数は

n

r
,

pqの倍数の個数は
n

pq
, qrの倍数の個数は

n

qr
, rpの倍数の個数は

n

rp
,

pqrの倍数の個数は
n

pqr
,

n以下の自然数で，nと互いに素であるものの個数N3は

N3 = n−
(
n

p
+

n

q
+

n

r
− n

pq
− n

qr
− n

rp
+

n

pqr

)
= n

(
1− 1

p

)(
1− 1

q

)(
1− 1

r

)
ここでは，n = 6pm = 2·3pmであるから (pは 5以上の素数)

N3 = n

(
1− 1

2

)(
1− 1

3

)(
1− 1

p

)
= 2pm

(
1 −

1

p

)
�

1http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga 2005.pdf 1 を参照

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2005.pdf

