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平成25年度　佐賀大学２次試験前期日程 (数学問題)

理工・医・農・文化教育学部　平成25年2月25日

• 理工学部　 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B・C (120分)

• 医学部　 2 4 5 6 数 I・II・III・A・B・C (120分)

• 農学部　 1 7 8 9 数 I・II・A・B (120分)

• 文化教育学部　 7 9 10 11 数 I・II・A・B (100分)

1 一辺の長さが 2の正三角形OABにおいて，線分OAを 1 : 3に内分する点をP，

線分OBを 3 : 1に内分する点をQとする．
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~bとするとき，次

の問に答えよ．

(1) ~a，~bの内積~a·~bの値を求めよ．

(2)
−→
PQを~a，~bを用いて表せ．

(3) 線分 PQの長さを求めよ．

(4) 線分OBの中点をCとし，線分ACと線分PQの交点をRとする．
−→
ORを

~a，~bを用いて表せ．

2 an =
1

2n
tan

1

2n
(n = 1, 2, 3, · · · )とする．このとき，次の問に答えよ．

(1) 0 < θ <
π

4
のとき，等式

1

2
tan θ =

1

2 tan θ
− 1

tan 2θ
を示せ．

(2) (1)を用いて，和
n∑

k=1

akを求めよ．

(3) 無限級数
∞∑
k=1

akの和を求めよ．

3 定数a，bと自然対数の底 eに対して，f(x) = (ax+b)e−xとおく．曲線 y = f(x)

は点 (0, 2)を通り，その点における接線の傾きは 2であるとする．このとき，
次の問に答えよ．

(1) a，bの値を求めよ．

(2) 関数 f(x)の極値を求めよ．

(3) 0 5 x 5 1の範囲において，曲線 y = f(x)と x軸で囲まれた図形の面積 S

を求めよ．
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4 α > 1とする．曲線C : y = xα (x > 0)上の点 P(p, pα)におけるCの接線と y

軸の交点をQとし，x軸上に点 Rを PR = PQをみたすようにとる．ただし，
点 Rの x座標は点 Pの x座標より小さいものとする．このとき，次の問に答
えよ．

(1) 点Qの y座標を求めよ．

(2) 点Rの x座標を求めよ．

(3) x軸と直線RPのなす鋭角を θとするとき， lim
p→∞

θ =
π

4
をみたす αの値を

求めよ．

5 x軸，y軸，z軸を座標軸，原点をOとする座標空
間において，z軸を中心軸とする半径 1の円柱を
考える．次に，x軸を含み xy平面とのなす角が
π

4
となる平面をαとし，平面αによる円柱の切

り口の曲線をCとする．また，点 (1, 0, 0)とす
る．さらに，曲線C上の点Pからxy平面に下ろ
した垂線を PQとし，∠AOQ = θ (0 5 θ < 2π)

とする．このとき，次の問に答えよ．

　

θ

π
4

`Y
z

P

Q
y

x

O

C

A

(1) 点 Pの座標を θを用いて表せ．

(2) 点Aを通り z軸に平行な直線を `とする．
`によって円柱の側面を切り開いた展開図
の上に，曲線Cの概形をかけ．

(3) 図のように，平面 αと yz平面の交線を Y 軸とする．xY 平面における曲
線Cの方程式を求め，その概形をかけ．

A

z

θ O

Y

xA
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6 関数 f(x) = xe−2xに関して次の問に答えよ．ただし，eは自然対数の底である．

(1) 曲線 y = f(x)の概形をかけ．必要ならば， lim
x→∞

xe−2x = 0を使ってよい．

(2) 曲線 y = f(x)の接線のうちで傾きが最小となるものを lとする．その接
線 lの方程式と接点 (a, f(a))を求めよ．

(3) x < aにおいて，接線 lは曲線 y = f(x)より上側にあることを証明せよ．
ただし，aは (2)で求めたものとする．

(4) 曲線 y = f(x)，接線 l，および y軸で囲まれた図形の面積 Sを求めよ．

7 次の問に答えよ．

(1) a+
1

a
= b+

1

b
が成り立つとき，aを bを用いて表せ．

(2) x+
1

x
=

y

8
+

8

y
=

x

y
+

y

x
をみたす実数 x，yの組をすべて求めよ．

8 0◦ 5 α 5 90◦，0◦ 5 β 5 90◦について，sinα = 2 sin2 βが成り立つものとする．
このとき，次の問に答えよ．

(1) cos 2βを sin βを用いて表せ．また，cos 4βを sin βを用いて表せ．

(2) α + 2β = 90◦のとき，sinαの値を求めよ．

(3) α + 4β = 90◦のとき，sinαの値を求めよ．

9 点 (0, a)を中心とする半径 rの円 C と放物線 F : y = x2を考える．ただし，
a > 0とする．このとき，次の問に答えよ．

(1) 円Cと放物線 F が点 (b, b2)で同じ接線を持つとする．ただし，b > 0と
する．このとき，C の中心と点 (b, b2)を結ぶ直線の傾きを bを用いて表
せ．また，rを bを用いて表せ．

(2) (1)において r = 1とする．このとき，Cと F で囲まれた図形の面積 Sを
求めよ．

(3) Cと F の共有点が原点のみであるための rの条件を求めよ．
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10 さいころを 4回振って出た目を順に a，b，c，dとし，

N = 1000a+ 100b+ 10c+ d, M = 1000d+ 100c+ 10b+ a

と定める．このとき，次に問に答えよ．ただし，nの倍数は，0, ±n, ±2n, · · ·
であるとする．

(1) N −M は 9の倍数であることを示せ．

(2) N −M が 18の倍数となる確率を求めよ．

(3) N −M が 37の倍数となる確率を求めよ．

11 「n 5
√
11 < n+1が成り立つような整数 nを見つけよ．」という問題に対して

以下の答案があった．この答案の趣旨を詳しく説明せよ．

［答案］

まず，
√
11

2
= 11から奇数を小さい順に引いていく．つまり，

11− 1 = 10, 10− 3 = 7, 7− 5 = 2

となり，これ以上引くと負の数になるからここで計算を止める．
結局，奇数を 3回引いたので，n = 3となる．
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解答例

1 (1) ~a·~b = |~a||~b| cos 60◦ = 2·2·1
2
= 2

(2)
−→
PQ=

−→
OQ−

−→
OP

=
3

4
~b− 1

4
~a = −

1

4
~a +

3

4
~b

(3)
−→
PQ =

1

4
(−~a+ 3~b)より

|
−→
PQ| = 1

4
| − ~a+ 3~b|

=
1

4

√
|~a|2 − 6~a·~b+ 9|~b|2

=
1

4

√
22 − 6·2 + 9·22

=
1

4
·2
√
7 =

√
7

2

　 O

A B

Q

C

P

R

(4) RはAC上の点であるから，実数 tを用いて

−→
OR = (1− t)

−→
OA+ t

−→
OC = (1− t)~a+

t

2
~b · · · 1©

~a = 4
−→
OP，~b =

4

3

−→
OQであるから

−→
OR = 4(1− t)

−→
OP +

2t

3

−→
OQ

また，Rは PQ上の点であるから

4(1− t) +
2t

3
= 1 ゆえに t =

9

10

これを 1©に代入して
−→
OR =

1

10
~a +

9

20
~b �

2 (1) 0 < θ < π
4
より，tan θ 6= 0，tan 2θ 6= 0．2倍角の公式により

tan 2θ =
2 tan θ

1− tan2 θ
ゆえに

1

tan 2θ
=

1

2 tan θ
− 1

2
tan θ

よって
1

2
tan θ =

1

2 tan θ
− 1

tan 2θ
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(2) (1)の結果から，kを自然数とすると

1

2k
tan θ =

1

2k tan θ
− 1

2k−1 tan 2θ

0 <
1

2k
<

π

4
であるから，θ =

1

2k
とおくと

ak =
1

2k
tan

1

2k
=

1

2k tan 1
2k

− 1

2k−1 tan 1
2k−1

よって
n∑

k=1

ak =
n∑

k=1

(
1

2k tan 1
2k

− 1

2k−1 tan 1
2k−1

)
=

1

2n tan 1
2n

−
1

tan 1

(3) (2)の結果から

∞∑
k=1

ak = lim
n→∞

n∑
k=1

ak = lim
n→∞

( 1
2n

tan 1
2n

− 1

tan 1

)
= 1 −

1

tan 1

�

3 (1) f(x) = (ax+ b)e−xより f ′(x) = (−ax+ a− b)e−x

点 (0, 2)を通るから，f(0) = 2より

b = 2 · · · 1©

点 (0, 2)における接線の傾きが 2であるから，f ′(0) = 2より

a− b = 2 · · · 2©

1©， 2©より a = 4，b = 2

(2) (1)の結果から

f(x) = (4x+ 2)e−x

f ′(x) = 2(1− 2x)e−x

x · · · 1
2

· · ·
f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ 4e−

1
2 ↘

したがって，f(x)の増減は右のようになる．

よって，x =
1

2
のとき極大値 4e−1

2 をとる．

(3) 0 5 x 5 1の範囲において，f(x) > 0であるから，求める面積 Sは

S =

∫ 1

0

(4x+ 2)e−x dx =

[
−(4x+ 6)e−x

]1
0

= −10e−1 + 6

�
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4 (1) y = xαより y′ = αxα−1

点 P(p, pα)における接線の方程式は

y − pα = αpα−1(x− p)

ゆえに y= αpα−1x+ (1− α)pα

よって，点Qの y座標は (1 − α)pα

　

O

y

x

P

p

pα

Q

R

C

(2) 点Rの座標を (r, 0)とすると，

PR2 = PQ2であるから

(p− r)2 + (pα)2 = p2 + {pα − (1− α)pα}2

(p− r)2 + p2α = p2 + α2p2α

(p− r)2 = p2 + (α2 − 1)p2α

p > rより p− r =
√
p2 + (α2 − 1)p2α · · · 1©

よって r = p −
√
p2 + (α2 − 1)p2α

(3) 1©および Pの y座標から

tan θ =
pα√

p2 + (α2 − 1)p2α
=

1√
p2(1−α) + (α2 − 1)

α > 1より， lim
p→∞

p2(1−α) = 0であるから

lim
p→∞

tan θ =
1√

α2 − 1

lim
p→∞

θ =
π

4
より lim

p→∞
tan θ = 1

したがって
1√

α2 − 1
= 1 これを解いて α =

√
2 �



8

5 (1) Q(cos θ, sin θ, 0)である．Qから x軸
に垂線QHを下すと，∠PHQ =

π

4
であ

るから，PQ = QHであり，Pの z座標
とQの y座標が等しい．
よって P(cos θ, sin θ, sin θ)

　

θ

π
4

`Y
z

P

Q y

x

O

C

A
H

(2) (1)の結果から，Pの z座標が sin θであるから

A

z

θπ
2

π

3
2
π 2π

1

−1

(3) PH =
√
2QHであるから，x = cos θ，Y =

√
2 sin θ．

よって x2 +
Y 2

2
= 1

O

Y

xA
1

√
2

�
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6 (1) f(x) = xe−2xより

f ′(x) = (1− 2x)e−2x lim
x→−∞

f(x) = −∞

f ′′(x) = 4(x− 1)e−2x lim
x→∞

f(x) = 0

よって，f(x)の増減，凹凸は下の表の
ようになる．したがって，グラフの概形
は右の図のようになる．

x · · · 1
2

· · · 1 · · ·
f ′(x) + 0 − − −
f ′′(x) − − − 0 +

f(x) 1
2e

1
e2

　

O

y

x1
2

1
2e

1

(2) f ′(x)は (1)の表から，x = 1で最小となり，最小値 f ′(1) = − 1

e2
をとる．

したがって，曲線 y = f(x)の接線のうちで傾きが最小となる直線 lは，点

(a, f(a)) =

(
1,

1

e2

)
を通り，傾き− 1

e2
の直線である．

y − 1

e2
= − 1

e2
(x− 1) すなわち y = −

1

e2
x +

2

e2

(3) g(x) =

(
− 1

e2
x+

2

e2

)
− f(x)とおくと

g′(x) = −f ′(x)− 1

e2

(2)で述べたように x < 1において

f ′(x) > − 1

e2
ゆえに g′(x) = −f ′(x)− 1

e2
< 0

したがって，g(x)は x < 1において単調減少である．また

g(1) = − 1

e2
+

2

e2
− f(1) = − 1

e2
+

2

e2
− 1

e2
= 0

よって，x < 1において g(x) > 0となり，題意は示された．
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(4) 求める面積Sは，右の図の斜線部分である．

S =

∫ 1

0

{(
−e−2x+ 2e−2

)
− xe−2x

}
dx

=

[
−e−2

2
x2 + 2e−2x+

xe−2x

2
+

e−2x

4

]1
0

=
9

4e2
−

1

4

　

O

y

x

2
e2

1

l

(1, 1
e2
)

別解 直線 lと x軸，y軸，直線 x = 1で囲まれた台形の面積は

1

2
·1
(

2

e2
+

1

e2

)
=

3

2e2

よって S =
3

2e2
−
∫ 1

0

xe−2x dx =
9

4e2
− 1

4
�

7 (1) a+
1

a
= b+

1

b
の両辺に abを掛けると

a2b+ b = ab2 + a

ab(a− b)− (a− b) = 0

(a− b)(ab− 1) = 0

よって a = b または a =
1

b

(2) 与式から

x+
1

x
=

y

8
+

8

y
· · · 1© かつ x+

1

x
=

x

y
+

y

x
· · · 2©

1©から x =
y

8
または x =

8

y

2©から x =
x

y
または x =

y

x

したがって，4つの連立方程式{
x = y

8

x = x
y

,

{
x = y

8

x = y
x

,

{
x = 8

y

x = x
y

,

{
x = 8

y

x = y
x

を解くと，それぞれ次の解を得る．

(x, y) =

(
1

8
, 1

)
, (8, 64), (8, 1), (2, 4)

�
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8 (1) 2倍角の公式により

cos 2β = 1 − 2 sin2 β

cos 4β = 2 cos2 2β − 1

= 2(1− 2 sin2 β)2 − 1

= 8 sin4 β − 8 sin2 β + 1

(2) α + 2β = 90◦より

sinα = sin(90◦ − 2β)

= cos 2β = 1− 2 sin2 β

sinα = 2 sin2 β · · · 1©により

1− 2 sin2 β = 2 sin2 β ゆえに sin2 β =
1

4

これを 1©に代入して sinα = 2× 1

4
=

1

2

(3) (1)の結果， 1©，α + 4β = 90◦より

sinα = sin(90◦ − 4β) = cos 4β

= 8 sin4 β − 8 sin2 β + 1

= 2(2 sin2 β)2 − 4·2 sin2 β + 1

= 2 sin2 α− 4 sinα + 1

0◦ 5 α 5 90◦より 0 5 sinα 5 1に注意して

sinα = 2 sin2 α− 4 sinα+ 1

を解くと sinα =
5 −

√
17

4
�
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9 (1) f(x) = x2より f ′(x) = 2x

求める直線の傾きは F の点 (b, b2)における
法線の傾きであるから

− 1

f ′(b)
= −

1

2b

また，この法線の方程式は

y − b2 = − 1

2b
(x− b)

y = − 1

2b
x+ b2 +

1

2

　

O

y

xb

b2
r

F

C

a

この直線が円の中心 (0, a)を通るから a = b2 +
1

2
· · · 1©

Cの半径は，中心
(
0, b2 +

1

2

)
と接点 (b, b2)の 2点間の距離であるから

r =

√
(b− 0)2 +

{
b2 −

(
b2 +

1

2

)}2

=

√
b2 +

1

4

(2) r = 1を (1)の結果に代入して (b > 0)

1 =

√
b2 +

1

4
ゆえに b =

√
3

2

これを 1©に代入して a =
5

4

右の図のように点A

(
0,

5

4

)
，B

(√
3

2
,
3

4

)
，

　

O

y

x

1

F

C

B(
√
3
2
, 3
4
)

H

A(0, 5
4
)

π
3

√
3
2

H

(√
3

2
, 0

)
とすると，∠OAB =

π

3

台形OABHの面積は
1

2
·
√
3

2

(
5

4
+

3

4

)
=

√
3

2

半径 1，中心角
π

3
の扇形の面積は

1

2
·12·π

3
=

π

6

したがって
S

2
=

√
3

2
− π

6
−
∫ √

3
2

0

x2 dx =

√
3

2
− π

6
−

√
3

8

よって S =
3

4

√
3 −

π

3
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(3) (1)の結果から，円Cは，2点 (b, b2)，(−b, b2)で接し，中心
(
0, b2 +

1

2

)
，

半径

√
b2 +

1

4
である．b → 0の極限の位置にある円の半径が

1

2
である．

したがって，Cと F の共有点が原点のみであるための rの条件は

0 < r 5
1

2

補足 b → 0の極限の位置にある円 x2 +
(
y − 1

2

)2
= 1

4
は F の原点における曲率

円 (接触円)である．九大 2009年一般前期理系数学 3 の解説を参照 1 �

10 (1) N −M = 999a+ 90b− 90c− 999d

= 9(111a+ 10b− 10c− 111d)

a，b，c，dは整数であるから，N −M は 9の倍数である．

(2) N −M = 18(5b− 5c) + 9·111(a− d)

a − dが偶数，すなわち，aと dが共に偶数または共に奇数の場合である
から，求める確率は

3·3 + 3·3
62

=
1

2

(3) N −M = 37·27(a− d) + 90(b− c)

b− cが 37の倍数，すなわち，b = cの場合であるから，求める確率は

6

62
=

1

6

�

11 連続する k個の奇数 1, 3, · · · , 2k − 1は k2であることを利用する．

答案の計算
11− 1 = 10, 10− 3 = 7, 7− 5 = 2

の辺々を加えると 11− (1 + 3 + 5) = 2 すなわち 11− 32 > 0 · · · 1©

また 11− (1 + 3 + 5 + 7) = −5 すなわち 11− 42 < 0 · · · 2©

1©， 2©から 32 < 11 < 42

これから n = 3であると答えた． �

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2009.pdf

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2009.pdf

