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平成18年度　佐賀大学２次試験前期日程 (数学問題)

理工・農・文化教育学部　平成18年2月25日

• 理工学部 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B・C (120分)

• 農学部 2 5 6 7 数 I・II・A・B (120分)

• 文化教育学部 8 9 10 11 数 I・II・A・B (100分)

1 関数

f(x) = ax2 + 2x+
1

a
− 2

について，以下の問に答えよ．ただし，aは定数で，a > 1とする．

(1) f(x) > 0を満たす xの範囲を求めよ．

(2) y = f(x)のグラフをかけ．

(3) −2 5 x 5 1において，y = f(x)の最大値m(a)を求めよ．

2 鋭角三角形4OABにおいて，頂点Bから辺OAに下ろした垂線をBCとする．
~a =

−→
OA，~b =

−→
OBとする．以下の問に答えよ．

(1) ベクトル~aの大きさを |~a |とすると，ベクトル 1

|~a |
~aの大きさは 1である

ことを示せ．

(2) |~a | = 2であるとき，|
−→
OC|を内積~a·~bを用いて表せ．また，

−→
OCを~a·~bと~a

を用いて表せ．

(3) |~a | = 2，|~b | =
√
3であるとき，|~a·~b| 5 2

√
3を示せ．

(4) |~a | = 2，|~b | =
√
3であるとき，|

−→
CB|を内積~a·~bを用いて表せ．

3 log xを xの自然対数とする．このとき，次の問に答えよ．ただし，eは自然対
数の底である．

(1) y = log xを微分せよ．

(2) 不定積分
∫

log x dxを求めよ．

(3) 関数 f(x) =
1

e
x− log x

(
1

e
5 x 5 e2

)
の増減を調べよ．

(4) xy平面において，2直線 y =
1

e
x，x =

1

e
と曲線 y = log xで囲まれた部分

の面積を求めよ．
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4 A =

(
1 2

0 1

)
について，以下の問に答えよ．

(1) A2，A3を求めよ．

(2) 自然数 nに対して，Anを求めよ．

(3) P =

(
2 4

1 3

)
，B = PAP−1とする．自然数 nに対して，Bnを求めよ．

5 円に内接する五角形ABCDEにおいて，AB = 7，BC = 3，CD = 5，DE = 6，
∠BCD = 120◦とする．以下の問に答えよ．

(1) BDの長さを求めよ．

(2) ∠BADの大きさを求めよ．
(3) AEの長さを求めよ．

6 数列 {an}において，bn = log5 anとして得られる数列 {bn}が公差 2の等差数

列であるとする．このとき，以下の問に答えよ．ただし a1 =
1

3
である．

(1) 一般項 bnを求めよ．

(2) 一般項 anを求めよ．

(3) 初項から第 3n項までの和 S3n =
3n∑
k=1

akを求めよ．

(4) 数学的帰納法を用いて，(3)で求めた和 S3nが整数であること示せ．

7 関数

f(x) = 2x2 + 2x− 3

2

について，以下の問に答えよ．

(1) f(x) > 0を満たす xの範囲を求めよ．

(2) y = f(x)のグラフをかけ．

(3)

∫ 1

0

|f(x)| dxを求めよ．
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8 (1) 正の数 p，qに対して不等式

p+ q

2
= √

pq

が成り立つことを証明せよ．さらに，等号が成り立つのはどのような場合
であるか述べよ．

(2) 同一直線上にない 3点O，A，Bがあり，点Pは

−→
OP = 2a

−→
OA+ b

−→
OB

を満たす．ただし，a > 0，b > 0とする．直線OPと直線ABとの交点を
Qとするとき，

−→
OQを a，b，

−→
OA，

−→
OBを用いて表せ．

(3) 上の (2)において aと bが a > 0，b > 0，ab = 1を満たしながら動くとき，

|
−→
OP|
|
−→
OQ|

を最小とする a，bを求めよ．

9 aを定数とする．0 5 x 5 1のとき，関数 y = −4−x + a·2−x + 2 が最大となる
xの値と，そのときの最大値を求めよ．

10 関数 f(x)が等式

f(x) = x2 − x

∫ 1

0

f(t) dt+ 2

∫ x

1

f ′(t) dt

を満たすとき次の問いに答えよ．

(1) f(x)は 2次関数であることを示せ．

(2) f(x)を求めよ．

11 nは自然数とする．次の問いに答えよ．

(1) 等式
n∑

k=1

k =
n(n+ 1)

2

を証明せよ．

(2) 2n+ 1個の項からなる公差 1の等差数列を考える．初項から n+ 1個の項
の平方の和と，その後に続く n個の項の平方の和が等しいとき，この数列
の初項を nを用いて表せ．
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解答例

1 (1) f(x) > 0 より ax2 + 2x+
1

a
− a > 0

a > 0 であるから x2 +
2

a
x+

1

a2
− 1 > 0

したがって
(
x+

1

a
+ 1

)(
x+

1

a
− 1

)
> 0

よって x < −
1

a
− 1, −

1

a
+ 1 < x

(2) f(x) = a

(
x+

1

a

)2

− a であるから，

y = f(x)は (
−1

a
,−a

)
を頂点とする下に凸の放物線．

グラフは，右の図のようになる．

　

O

y

x

− 1
a

−a

1
a
− a

− 1
a
+ 1− 1

a
− 1

y = f(x)

(3) 放物線 y = f(x)の軸は x = −1

a

−2 5 x 5 1の中央は x = −1

2

(i) −1

2
< −1

a
すなわち a > 2 のとき

m(a) = f(−2) = 3a+
1

a
− 4

(ii) −1

a
5 −1

2
すなわち 1 < a 5 2 のとき

m(a) = f(1) = 2 +
1

a

m(a) =


2 +

1

a
(1 < a 5 2のとき)

3a +
1

a
− 4 (2 < aのとき)

解説 2次関数 (下に凸の放物線)の閉区間における最大値 1は

定義域の中央が軸より左側にあるとき定義域の左端で最大値をとり，

定義域の中央が軸より右側にあるとき定義域の右端で最大値をとる． �
1 http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai bun 2008.pdfの 1 を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_bun_2008.pdf
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2 (1) ~e =
1

|~a|
~aとおくと |~e|2 = ~e·~e = 1

|~a|2
~a·~a = 1

したがって |~e| = 1 よって
1

|~a|
~aの大きさは 1

(2) ~a，~bのなす角を θ (鋭角)とすると

|
−→
OC| = |~b | cos θ

これに cos θ =
~a·~b
|~a||~b|

· · · 1©を代入すると

|
−→
OC| =

~a·~b
|~a|

　

O A(~a)

B(~b)

C

θ

上式および (1)の結果から (
−→
OCと~eの向きは同じ)

−→
OC = |

−→
OC|~e =

~a·~b
|~a|

1

|~a|
~a =

~a·~b
|~a|2

~a

|~a| = 2 であるから |
−→
OC| =

~a·~b
2

,
−→
OC =

~a·~b
4

~a

(3) ~a·~b = |~a||~b| cos θより |~a·~b| = |~a||~b|| cos θ| 5 |~a||~b|

|~a| = 2，|~b| =
√
3 であるから |~a·~b| 5 2

√
3

(4) |
−→
CB| = |~b| sin θ であるから， 1©より

|
−→
CB| = |~b |

√
1− cos2 θ = |~b |

√√√√1−

(
~a·~b
|~a||~b|

)2

=
1

|~a|

√
|~a|2|~b|2 − (~a·~b)2

|~a| = 2，|~b| =
√
3 であるから |

−→
CB| =

1

2

√
12 − (~a·~b)2 �
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3 (1) y′ =
1

x

(2)

∫
log x dx = x log x − x + C (Cは積分定数)

(3) f(x)を微分すると f ′(x) =
1

e
− 1

x
=

x− e

ex

よって，f(x) =
1

e
x− log x

(
1

e
5 x 5 e2

)
の増減表は，次のようになる．

x 1
e

· · · e · · · e2

f ′(x) − 0 +

f(x) 1
e2
+ 1 ↘ 0 ↗ e− 2

(4) y =
1

e
xは，曲線 y = log xの点 (e, 1)にお

ける接線．求める面積を Sとすると

S =

∫ e

1
e

(
1

e
x− log x

)
dx

=

[
x2

2e
− x log x+ x

]e
1
e

=
e

2
−

1

2e3
−

2

e

　

O

y

x

y = log x

y = 1
e
x

x = 1
e

e1

�
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4 (1) A2 =

(
1 2

0 1

)(
1 2

0 1

)
=

(
1 4

0 1

)

ゆえに A3 = A2A =

(
1 4

0 1

)(
1 2

0 1

)
=

(
1 6

0 1

)

(2) B =

(
0 2

0 0

)
とすると，A = E +B，B2 = Oであるから

An = (E +B)n =
n∑

k=0

nCkB
k = E + nB

=

(
1 0

0 1

)
+ n

(
0 2

0 0

)
=

(
1 2n

0 1

)

解説 (1)の結果からAnを推測し，数学的帰納法を用いてもよい．

(3) P =

(
2 4

1 3

)
，P =

1

2

(
3 −4

−1 2

)
，B = PAP−1より

Bn = (PAP−1)n

= (PAP−1)(PAP−1) · · · (PAP−1)

= PAnP−1

=
1

2

(
2 4

1 3

)(
1 2n

0 1

)(
3 −4

−1 2

)

=

(
−2n + 1 4n

−n 2n + 1

)

�
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5 (1) 4BCDに余弦定理を適用すると

BD2 = 32 + 52 − 2·3·5 cos 120◦

= 49

BD > 0 であるから BD = 7

　 A

B

C

D

E

120◦3 5

7 6

(2) 四角形ABCDは円に内接しているので，
対角の和は 180◦．したがって

∠BAD = 180◦ − ∠BCD = 60◦

(3) (1)の結果からAB = BDの二等辺三角形であるから ∠BAD = ∠BDA
さらに，(2)の結果により ∠BAD = ∠BDA = 60◦

したがって，4ABDは正三角形である．

また，四角形ABDEも円に内接するので

∠AED = 180◦ − ∠ABD = 120◦

x = AEとおいて，4ADEに余弦定理を適用すると

72 = 62 + x2 − 2·6·x cos 120◦ ゆえに x2 + 6x− 13 = 0

x > 0に注意して，これを解くと AE = −3 +
√
22 �

6 (1) {bn}は，初項が b1 = log5 a1 = − log5 3，公差が 2の等比数列であるから

bn = − log5 3 + 2(n− 1) = 2n − 2 − log5 3

(2) (1)の結果から bn = log5

(
1

3
·52n−2

)
よって an =

1

3
·25n−1

(3) (2)の結果から

S3n =
3n∑
k=1

ak =
1

3

3n∑
k=1

25k−1 =
1

3
× 253n − 1

25− 1
=

1

72
(253n − 1)
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(4) S3n =
1

72
(253n − 1)は整数である． · · · (∗)

［1］n = 1 のとき

1

72
(253 − 1) =

1

72
(25− 1)(252 + 25 + 1)

=
1

3
·651 = 217

よって，n = 1のとき，(∗)は成立する．
［2］n = kのとき，(∗)が成立すると仮定すると

S3(k+1) =
1

72
{253(k+1) − 1}

=
1

72
{253(253k − 1) + (253 − 1)}

= 253S3k + S3

よって，S3k，S3が整数であるから，S3(k+1)も整数である．

［1］,［2］より，すべての自然数 nに対して，S3nは整数である．

補足 52 ≡ 1 (mod 8)，56 ≡ 1 (mod 9) であるから，自然数 nに対して

56n ≡ 1 (mod 8), 56n ≡ 1 (mod 9)

したがって，56n − 1 = 253n − 1は 8× 9 = 72で割り切れる． �

7 (1) f(x) > 0 より 4x2 + 4x− 3 > 0

したがって (2x+ 3)(2x− 1) > 0

よって x < −
3

2
,
1

2
< x

(2) f(x) = 2

(
x+

1

2

)2

− 2 であるから

y = f(x)のグラフは右の図のようになる．

　

O

y

x

−1
2

−2

−3
2

1
2

−3
2

y = f(x)

(3) f(x)の原始関数の 1つをF (x) =
2

3
x3+x2− 3

2
xとおくと，(2)の結果から∫ 1

0

|f(x)| dx = −
∫ 1

2

0

f(x) dx+

∫ 1

1
2

f(x) dx

= −
[
F (x)

] 1
2

0

+

[
F (x)

]1
1
2

= F (1)− 2F

(
1

2

)
= 1

�
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8 (1)
p+ q

2
−√

pq =
1

2
(
√
p−√

q)2 = 0

よって
p+ q

2
= √

pq (等号が成立するのは p = qのとき)

(2)
−→
OP = (2a+ b)

2a
−→
OA+ b

−→
OB

2a+ b

a > 0，b > 0より，
2a

−→
OA+ b

−→
OB

2a+ b
は線分AB上の位置ベクトルである．

よって
−→
OQ =

2a
−→
OA + b

−→
OB

2a + b

(3) (2)の結果から
−→
OP = (2a+ b)

−→
OQ

a, b > 0より |
−→
OP| = (2a+ b)|

−→
OQ| ゆえに |

−→
OP|
|
−→
OQ|

= 2a+ b

2a+ b = 2
√
2a·b = 2

√
2

上式の等号が成立するのは 2a = bのときであるから，ab = 1より

a·2a = 1 よって a =
1
√
2
, b =

√
2

�
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9 t = 2−x (0 5 x 5 1)，y = f(t)とおくと

f(t) = −t2 + at+ 2

(
1

2
5 t 5 1

)
= −

(
t− a

2

)2
+

a2

4
+ 2

　

ta
2

f(t)の最大値をM とすると

(i) 1 <
a

2
のとき M = f(1) = a+ 1

t = 1のとき 2−x = 1 すなわち x = 0

(ii)
1

2
5 a

2
5 2 のとき M = f

(a
2

)
=

a2

4
+ 2

t =
a

2
のとき 2−x =

a

2
すなわち x = 1− log2 a

(iii)
a

2
<

1

2
のとき M = f

(
1

2

)
=

a

2
+

7

4

t =
1

2
のとき 2−x =

1

2
すなわち x = 1

よって，yの最大値とそのときの xの値は

2 < aのとき a + 1 (x = 0)

1 5 a 5 2のとき
a2

4
+ 2 (x = 1 − log2 a)

a < 1のとき
a

2
+

7

4
(x = 1)

�



12

10 (1) 等式 f(x) = x2 − x

∫ 1

0

f(t) dt+ 2

∫ x

1

f ′(t) dt から

f(x) = x2 − x

∫ 1

0

f(t) dt+ 2{f(x)− f(1)}

したがって f(x) = −x2 + x

∫ 1

0

f(t) dt+ 2f(1)

ここで，a =

∫ 1

0

f(t) dt，b = f(1) とおくと (a，bは定数)

f(x) = −x2 + ax+ 2b

よって，f(x)は 2次関数である．

(2) (1)の結果から

a =

∫ 1

0

f(t) dt =

∫ 1

0

(−t2 + at+ 2b) dt

=

[
−1

3
t3 +

a

2
t2 + 2bt

]1
0

= −1

3
+

a

2
+ 2b,

b = f(1) = −1 + a+ 2b

整理すると a− 4b = −2

3
， a+ b = 1

これを解いて a =
2

3
，b =

1

3
よって f(x) = −x2 +

2

3
x +

2

3
�

11 (1)
n∑

k=1

k =
1

2

n∑
k=1

{k(k + 1)− (k − 1)k} =
1

2
n(n+ 1)

(2) 初項を a，第 n+ 1をmとすると a = m− n · · · 1©

条件から
n∑

k=1

(m− k)2 +m2 =
n∑

k=1

(m+ k)2

整理すると m2 = 4m
n∑

k=1

k

これに (1)の結果を代入すると

m2 = 4m× 1

2
n(n+ 1) ゆえに m{m− 2n(n+ 1)} = 0

したがって m = 0, 2n(n+ 1) 1©より a = −n, n(2n + 1) �


