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平成15年度　佐賀大学２次試験前期日程 (数学問題)

理工・農・文化教育学部　平成15年2月25日

• 理工学部 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B・C (120分)

• 農学部 5 6 7 8 数 I・II・A・B (120分)

• 文化教育学部 9 10 11 12 数 I・II・A・B (100分)

1 次の問いに答えよ．

(1) 4ABCの外接円の半径をR，∠BACをAとするとき，
BC

sinA
= 2Rが成立

する．このことを

(i) A =
π

2
の場合， (ii) A <

π

2
の場合， (iii) A >

π

2
の場合

についてそれぞれ証明せよ．

(2) AC = b，∠ABC = θ，∠ACB = 3θの4ABCの辺 BCまたはその延長上
に∠CAP = pθ (p > 0)となるように点 Pをとる．線分 CPの長さ lを b，
p，θを用いて表せ．

(3) (2)で求めた lの極限値 lim
θ→0

lを求めよ．

2 xy平面上に 4つの点E(1, 1)，F(4, 1)，G(4, 4)，H(1, 4)をとる．また，m > 0

とし，y = m2x2で定まる放物線をCとする．次の問いに答えよ．

(1) Cと四角形 EFGHが交わるときのmの範囲を求めよ．

(2) Cが四角形 EFGHを 2つに分割するとき，Cよりも右側にある部分の面
積を Sとする．Sをmの関数として表せ．

(3) Cが四角形 EFGHの面積を 2等分するときのmの値を求めよ．

3 0 5 α，β 5 π

2
である実数 α，βに対し，複素数 zn (n = 1, 2, 3, · · · )を

zn = (cosα + i sinα)n + (cos β + i sin β)n

で定める．次の問いに答えよ．

(1) α =
π

2
，β =

π

4
のとき，z1，z2，z3，z4を複素数平面上に図示せよ．

(2) z6 = −2となる α，βの組をすべて求めよ．

(3) α = 2βのとき，z6 = 0となる αをすべて求めよ．
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4 xy平面において，y軸上の点A(0, a)と曲線 y = log x上の点X(x, log x)を考
える．ただし，対数は自然対数とする．

(1) 線分 AXの長さが最短になる点 Bはただ 1つ存在し，線分 ABは点 Bに
おける曲線 y = log xの接線 lと直交することを，以下の手順で証明せよ．

(i) 定数 aに対して，x2 + log x− a = 0を満たす xはただ 1つ存在するこ
とを示せ．

(ii) bを，b2 + log b− a = 0を満たす実数とする．線分AXの長さが最短
となる点は，B(b, log b)のみであることを示せ．

(iii) 線分 ABは，B(b, log b)における曲線 y = log xの接線 lと直交する
ことを示せ．

(2) B(b, log b)を，(1)で導いた点とする．線分ABの長さが，AB =
√
6とな

るときの aの値を求めよ．

5 4ABCの重心をGとし，ベクトル
−→
BA = ~a，ベクトル

−→
BC = ~cとするとき，次

の問いに答えよ．

(1) ベクトル
−→
BGを~a，~cを用いて表せ．

(2) BP : PA = 2 : 3となる点Pを辺AB上にとり，直線PGと直線BCが交わ
る点をQとする．ベクトル

−→
BQを~cを用いて表せ．

6 次の数列 {an}の一般項を以下の手順で求めよ．

1, 2, 4, 10, 23, 46, 82, 134, · · ·

(1) 数列 {an}の階差数列を {bn}とする．b1, b2, b3, b4, b5を求めよ．

(2) 数列 {bn}の階差数列は等差数列である．数列 {bn}の一般項を求めよ．

(3) (2)の結果を用いて，数列 {an}の一般項を求めよ．
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7 底面の半径 r，高さ hの直円錐に図のように内接する円柱について，以下の問
いに答えよ．

(1) 円柱の高さを xとするとき，円柱の体積 V を xの式で表せ．

(2) 円柱の体積の最大値M を求めよ．

(3) r，hが r + h = 3をみたすとする．このとき，M の最大値を求めよ．

8 xy平面上の 3点O，A，Bの座標を，それぞれ (0, 0)，(3, 0)，(0, 4)とし，線
分ABを 3等分する 2点を P，Qとする．

(1) 線分OPの延長線上に点 Sを，線分OQの延長線上に点Rをとり，

OP : OS = OQ : OR = 1 : 3とするとき，点 S，Rの座標を求めよ．ただ
し，点 S，Rは第一象限にあるものとする．

(2) 直線 y = −2x + kが四角形 PQRSの面積を 2等分するときの kの値を求
めよ．

9 aを正の数とする．次の問いに答えよ．

(1) hを正の数とする．xの値が a2から (a+ h)2まで変化するときの関数

y = (x+ h)2の平均変化率をA(h)とする．このとき，A(h)を求めよ．

(2) hを実数とする．関数 y = (x + h)2の x = (a + h)2における微分係数を
B(h)とするとき，B(h)を微分係数の定義に従って求めよ．

(3) h = 1であるすべての hについて

A(h) + 2 < B(h)

となる aの値の範囲を求めよ．

10 aを正の定数とする．等式∫ 2

−1

(x− a)(2− x) dx = 3

∫ c

−1

(x− a) dx

が成り立つような cの値は−1 < c < 2の範囲にいくつあるか．
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11 方程式 z5 = 1の解 zについて次の問いに答えよ．

(1) zを極形式で表せ．

(2) z5 − 1 = (z − 1)(z4 + z3 + z2 + z + 1)を用いて z +
1

z
の値を求めよ．

(3) cos 144◦の値を求めよ．

12 座標平面上の原点をOとし，点Aの座標を
(
1

3
, 0

)
，点Bの座標を

(
0,

2

3

)
と

する．負でない実数 s，tは s+2t = 3を満たしながら動くものとする．このと
き，座標平面上の点 Pを −→

OP = s
−→
OA+ t

−→
OB

により定める．次の問いに答えよ．

(1) 点 Pの存在範囲を図示せよ．

(2) 内積
−→
AP·

−→
APの最小値を求めよ．
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解答例
1 (1) (i) A =

π

2
の場合

BCは4ABCの直径になる．
外接円の半径はRであるから

BC = 2R

一方，sinA = sin
π

2
= 1 であるから

BC

sinA
= 2R

　 A

B C
2R

A

(ii) A <
π

2
の場合

右の図で，線分BDは4ABCの直径とする．
このとき，円周角と中心角の性質により，

∠BDC = ∠BAC = A

∠BCD =
π

2

が成り立つ．また，BD = 2R である．
よって，4BCDにおいて

BC = 2R sinA ゆえに
BC

sinA
= 2R

　

A

A

A

D

B C

2R

a

(iii) A >
π

2
の場合

4ABCの外接円の周上に，辺BCに関
して点Aとは反対側の点Dをとる．
∠BDC = D とすると，円周角と中心角
の性質により

2A+ 2D = 2π すなわち A+D = π

　
A

B C

D

2D

2A

Aa

Dが成り立つから

sinD = sin (π − A) = sinA · · · 1©

0 < D <
π

2
であるから，(i)より4BCDにおいて，

BC = 2R sinD

が成り立つ．したがって， 1©により，

BC = 2R sinA ゆえに
BC

sinA
= 2R



6

(2) 点Pが辺ACに関して点Bと反対側にあるときCP = l1，同じ側にあると
きCP = l2とする．4ACPに正弦定理を適用すると

l1
sin pθ

=
b

sin(3− p)θ
ゆえに l1 =

b sin pθ

sin(3 − p)θ

l2
sin pθ

=
b

sin∠APC ゆえに l2 =
b sin pθ

sin(3 + p)θ

θ 3θ

A

B C P

pθ (3− p)θ
b

l1

θ 3θ

A

B CP

pθ
b

l2

(3) (2)の結果から

lim
θ→0

l1 = lim
θ→0

b sin pθ

sin(3− p)θ

= lim
θ→0

sin pθ

pθ
· (3− p)θ

sin(3− p)θ
· bp

3− p
=

bp

3 − p

lim
θ→0

l2 = lim
θ→0

b sin pθ

sin(3 + p)θ

= lim
θ→0

sin pθ

pθ
· (3 + p)θ

sin(3 + p)θ
· bp

3 + p
=

bp

3 + p

�
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2 (1) HはCの上側，FはCの下側にあるから

4 = m2 かつ 1 5 16m2 m > 0 に注意して
1

4
5 m 5 2

(2) 下の図により，次の (i)～(iii)の場合に分けて求める．

(i)
1

4
5 m 5 1

2
のとき

S =

∫ 4

1
m

(m2x2 − 1) dx =

[
m2x3

3
− x

]4
1
m

=
64

3
m2 +

2

3m
− 4

(ii)
1

2
5 m 5 1 のとき

S =

∫ 2
m

1
m

(m2x2 − 1) dx+ 3

(
4− 2

m

)

=

[
m2x3

3
− x

] 2
m

1
m

+ 3

(
4− 2

m

)
= −

14

3m
+ 12

(iii) 1 5 m 5 2 のとき

S =

∫ 2
m

1

(m2x2 − 1) dx+ 3

(
4− 2

m

)
=

[
m2x3

3
− x

] 2
m

1

+ 3

(
4− 2

m

)
= −

m2

3
−

16

3m
+ 13

O

y

x O

y

x O

y

x1
m

1

1

4

4 1 4

1

4

1 42
m

1

4

2
m

1
m

E
F

GH

(i) 1
4
5 m 5 1

2
のとき (ii) 1

2
5 m 5 1 のとき (iii) 1 5 m 5 2 のとき

C

C C

(3) Cが四角形 EFGHの面積を 2等分するのは，(2)-(ii)のときであるから

− 14

3m
+ 12 =

1

2
·32 このとき

1

2
5 m 5 1に注意して m =

28

45

�
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3 (1) α =
π

2
，β =

π

4
のとき

zn =
(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)n

+
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)n

= cos
n

2
π + i sin

n

2
π + cos

n

4
π + i sin

n

4
π

=
(
cos

n

2
π + cos

n

4
π
)
+ i

(
sin

n

2
π + sin

n

4
π
)

したがって z1 =
1
√
2
+

(
1 +

1
√
2

)
i, z2 = −1 + i,

z3 = −
1
√
2
+

(
−1 +

1
√
2

)
i, z4 = 0

O

Im

Re

z1

z2

z3

z4
1−1

1

−1

(2) z6= (cosα+ i sinα)6 + (cos β + i sin β)6

= (cos 6α + cos 6β) + i(sin 6α + sin 6β)

0 5 α, β 5 π

2
および z6 = −2から

cos 6α = −1, cos 6β = −1

したがって

(α, β) =

(
π

6
,
π

6

)
,

(
π

6
,
π

2

)
,

(
π

2
,
π

6

)
,

(
π

2
,
π

2

)
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(3) α = 2βであるから

z6 = (cos 6α+ cos 6β) + i(sin 6α + sin 6β)

= (cos 6α+ cos 3α) + i(sin 6α + sin 3α)

= (cos 3α+ 1)(2 cos 3α− 1) + i sin 3α(2 cos 3α+ 1)

z6 = 0，0 5 3α 5 3

2
πであるから

z6の実部から 3α =
π

3
, π

z6の虚部から 3α = 0,
2

3
π, π

ゆえに 3α = π よって α =
π

3
�
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4 (1) (i) f(x) = x2 + log x− a (x > 0) とおくと f ′(x) = 2x+
1

x
> 0

ゆえに，f(x)は単調増加．

また lim
x→+0

f(x) = −∞， lim
x→∞

f(x) = ∞

よって，f(x) = 0を満たす xがただ 1つ存在する．

(ii) (i)の結果から，f(x) = 0を満たすただ 1つの xを bとすると

f(b) = 0 · · · 1©

g(x) = log x，d(x) = AX2 = x2 + {g(x)− a}2 とおくと

1

2
d′(x) = x+ {g(x)− a}g′(x) · · · 2©

= x+ (log x− a)
1

x
=

f(x)

x

AXの長さが最短になる点で d(x)は極小となるから，このとき

d′(x) = 0 すなわち f(x) = 0

よって，上式を満たす点はB(b, log b)のみである．

(iii) (ii)の結果から，d′(b) = 0であるから， 2©より

b+ {g(b)− a}g′(b) = 0

y = g(x)のBにおける接ベクトルを~v = (1, g′(b))とおくと

−→
AB·~v = b+ {g(b)− a}g′(b)

したがって
−→
AB·~v = 0 すなわち

−→
AB⊥~v

よって，線分ABは，Bにおける曲線の接線 lと直交する．

(2) 1©から b2 + log b− a = 0 · · · 3©

AB2 = 6 であるから b2 + (log b− a)2 = 6 · · · 4©

3©， 4©から b2 + b4 = 6 ゆえに (b2 + 3)(b2 − 2) = 0

すなわち b =
√
2 これを 3©に代入して a = 2 +

1

2
log 2 �
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5 (1) ACの中点をMとすると
−−→
BM =

1

2
(~a+~c)

GはBMを 2 : 1に内分する点であるから
−→
BG =

2

3

−−→
BM =

1

3
(~a +~c)

(2) Qは直線 PG上にあるから (tは実数)

−→
BQ = (1− t)

−→
BP + t

−→
BG

=
2

5
(1− t)~a+

1

3
t(~a+~c)

=

(
2

5
− t

15

)
~a+

t

3
~c

　

G

A

B C Q

P

3

2

また，Qは直線BC上にあるから
2

5
− t

15
= 0 ゆえに t = 6 よって

−→
BQ = 2~c

�

6 (1) b1 = 2− 1 = 1， b2 = 4− 2 = 2， b3 = 10− 4 = 6，

b4 = 23− 10 = 13， b5 = 45− 23 = 23

(2) (1)の結果から

b2 − b1 = 1, b3 − b2 = 4, b4 − b3 = 7, b5 − b4 = 10

{bn}の階差数列は，初項が 1，公差が 3の等差数列であるから

bn+1 − bn = 1 + (n− 1)·3 = 3n− 2

n = 2 のとき
n−1∑
k=1

(bk+1 − bk) =
n−1∑
k=1

(3k − 2)

bn − b1 = 3·1
2
n(n− 1)− 2(n− 1)

bn =
1

2
(3n2 − 7n+ 6)

n = 1のときも，上式は成り立つから bn =
1

2
(3n2 − 7n + 6)

(3) n = 2 のとき an = a1 +
n−1∑
k=1

bk = 1 +
n−1∑
k=1

1

2
(3k2 − 7k + 6)

=
1

2
(n3 − 5n2 + 10n− 4)

上式は，n = 1のときも成り立つから an =
1

2
(n3 − 5n2 + 10n − 4)

�



12

7 (1) 円柱の半径を rとすると

h

r
=

h− x

R
ゆえに R = r

(
1− x

h

)
よって V = πR2x = πr2

(
1− x

h

)2

x

= πr2

(
x3

h2
−

2x2

h
+ x

)

　

r

h
R

x

(2) (1)の結果から (0 < x < h)

dV

dx
= πr2

(
3x2

h2
− 4x

h
+ 1

)
= πr2

(
3x

h
− 1

)(
x

h
− 1

)
V の増減表は，次のようになる．

x (0) · · · h
3

· · · (h)

V ′ + 0 −
V ↗ 4

27
πr2h ↘

よって，V は x =
h

3
のとき，最大値M =

4

27
πr2hをとる．

(3) r + h = 3 のとき h = 3− r これを (2)の結果に代入すると

M =
4

27
πr2(3− r) =

4

27
π(3r2 − r3)

dM

dr
=

4

27
π(6r − 3r2) =

4

9
πr(2− r)

r > 0，h = 3− r > 0 であるから 0 < r < 3

このとき，M の増減表は，次のようになる．

r (0) · · · 2 · · · (3)

M ′ + 0 −
M ↗ 16

27
π ↘

よって，M は，r = 2のとき，最大値
16π

27
をとる． �
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8 (1) PはABを 1 : 2に内分する点であるから(
2·3 + 1·0
1 + 2

,
2·0 + 1·4
1 + 2

)
より P

(
2,

4

3

)
QはABを 2 : 1に内分する点であるから(
1·3 + 2·0
2 + 1

,
1·0 + 2·4
2 + 1

)
より Q

(
1,

8

3

)
−→
OS = 3

−→
OP，

−→
OR = 3

−→
OQ であるから

S(6, 4), R(3, 8)

　

O

y

x

B

A
3

4

R

S

P

Q X

Y

y=−2x+k

(2) 直線OPの方程式は y =
2

3
x， 直線OQの方程式は y =

8

3
x

直線OPと直線 y = −2x+ kの交点をXとすると，その x座標は

2

3
x = −2x+ k これを解いて x =

3

8
k

直線OQと直線 y = −2x+ kの交点をYとすると，その x座標は

8

3
x = −2x+ k これを解いて x =

3

14
k

直線 y = −2x+ kが四角形PQRSの面積を 2等分するとき，k > 0である
ことに注意して，4点 P，Q，X，Yの x座標から

OX

OP
=

3

16
k,

OY

OQ
=

3

14
k

ここで，4OPQの面積を Sとすると

四角形 PQRSの面積は 32S − S = 8S

四角形 PQYXの面積は
3

16
k· 3
14

k·S − S =

(
9

16·14
k2 − 1

)
S

したがって
(

9

16·14
k2 − 1

)
S =

1

2
× 8S

ゆえに k2 =
16·70
9

よって k =
4
√
70

3
�
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9 (1) f(x) = (x + h)2とおく．関数 f(x)の x = x1から x = x2まで変化すると
きの平均変化率は

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

=
(x2 + h)2 − (x1 + h)2

x2 − x1

=
(x2 − x1)(x2 + x1 + 2h)

x2 − x1

= x1 + x2 + 2h

A(h)は上式に x1 = a2，x2 = (a+ h)2を代入したものであるから

A(h) = a2 + (a+ h)2 + 2h

= 2a2 + 2ah + h2 + 2h

(2) 関数 f(x)の x = cにおける微分係数 f ′(c)を定義に従って求めると

f ′(c) = lim
x→c

f(x)− f(c)

x− c
= lim

x→c

(x+ h)2 − (c+ h)2

x− c

= lim
x→c

(x− c)(x+ c+ 2h)

x− c

= lim
x→c

(x+ c+ 2h) = 2c+ 2h

B(h)は上式に c = (a+ h)2を代入したものであるから

B(h) = 2(a+ h)2 + 2h = 2a2 + 4ah + 2h2 + 2h

(3) g(h) = B(h)− {A(h) + 2}とおくと，(1)，(2)の結果から

g(h) = 2a2 + 4ah+ 2h2 + 2h− (2a2 + 2ah+ h2 + 2h+ 2)

= h2 + 2ah− 2

g′(h) = 2h+ 2a であるから (a > 0)，h = 1で g(h)は単調増加．

h = 1であるすべての hに対して，g(h) > 0となるには，g(1) > 0を満た
せばよいから

12 + 2a·1− 2 > 0 これを解いて a >
1

2

�
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10
∫ 2

−1

(x− a)(2− x) dx =

∫ 2

−1

{(x+ 1)− (a+ 1)}(2− x) dx

= −
∫ 2

−1

(x+ 1)(x− 2) dx+ (a+ 1)

∫ 2

−1

(x− 2) dx

= −
(
−1

6

)
·33 + (a+ 1)

[
x2

2
− 2x

]2
−1

=
9

2
+ (a+ 1)·

(
−9

2

)
= −9

2
a,∫ c

−1

(x− a) dx =

[
x2

2
− ax

]c
−1

=
1

2
c2 − ac− a− 1

2

上の 2式を
∫ 2

−1

(x− a)(2− x) dx = 3

∫ c

−1

(x− a) dx に代入すると

−9

2
a = 3

(
1

2
c2 − ac− a− 1

2

)
整理すると c2 − 2ac+ a− 1 = 0

ここで，f(c) = c2 − 2ac+ a− 1 とおくと (a > 0)

f(−1) = 3a > 0, f

(
1

2

)
= −3

4
< 0, f(2) = 3(1− a)

y = f(c)は下に凸の放物線で，f(−1) > 0，f

(
1

2

)
< 0であるから

f(c1) = 0

(
−1 < c1 <

1

2

)
をみたす c1がただ 1つ存在する．

(i) 0 < a < 1のとき，f

(
1

2

)
< 0，f(2) > 0 であるから

f(c2) = 0

(
1

2
< c2 < 2

)
をみたす c2がただ 1つ存在する．

(ii) a = 1のとき，f

(
1

2

)
< 0，f(2) 5 0 であるから

f(c) = 0をみたす
1

2
< c < 2は存在しない．

よって 0 < a < 1のとき 2個
a = 1のとき 1個

�
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11 (1) z5 = 1 = cos 0◦ + i sin 0◦

したがって，zを極形式で表すと

zk = cos
360◦ × k

5
+ i sin

360◦ × k

5

= cos(72◦ × k) + i sin(72◦ × k) (k = 0, 1, 2, 3, 4)

(2) z5 − 1 = (z − 1)(z4 + z3 + z2 + z + 1) = 0 であるから

z = 1 または z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0

(i) z = 1 のとき z +
1

z
= 2

(ii) z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0 のとき，両辺を z2 6= 0で割ると

z2 + z + 1 +
1

z
+

1

z2
= 0 ゆえに

(
z +

1

z

)2

+ z +
1

z
− 1 = 0

t = z +
1

z
とおくと t2 + t− 1 = 0 これを解いて t =

−1±
√
5

2

(i)，(ii)より z +
1

z
= 2,

−1 ±
√
5

2

(3) (1)の結果から z2 = cos 144◦ + i sin 144◦

したがって z2 +
1

z2
= z2 +

z2
z2z2

= z2 + z2 = 2 cos 144◦ < 0

上式および (2)の結果から z2 +
1

z2
=

−1−
√
5

2

よって cos 144◦ =
−1 −

√
5

4
�
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12 (1) s+ 2t = 3 より
s

3
+

2t

3
= 1

そこで，s′ =
s

3
，t′ =

2t

3
とおくと

−→
OP = s

−→
OA+ t

−→
OB = s′(3

−→
OA) + t′

(
3

2

−→
OB

)

よって，
−−→
OA′ = 3

−→
OA = (1, 0)，

−−→
OB′ =

3

2

−→
OB = (0, 1)とすると

−→
OP = s′

−−→
OA′ + t′

−−→
OB′ (s′ + t′ = 1, s′ = 0, t′ = 0)

したがって，点 Pの存在範囲は線分A′B′で，下の図のようになる．

O

y

x1

1

A′

B′

A

B

1
3

2
3

(2) 直線A′B′の方程式は x+ y − 1 = 0

点A

(
1

3
, 0

)
と直線A′B′の距離を dとすると

d =

∣∣1
3
− 1

∣∣
√
12 + 12

=

√
2

3

内積
−→
AP·

−→
APの最小値は d2であるから

d2 =
2

9

�


