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平成20年度　大分大学２次試験前期日程 (数学問題)

工・経済・教育福祉・医学部　平成20年2月25日
• 工学部 1 2 3 4 数 I・II・III・A・B・C (100分)

• 経済学部 1 2 5 6 数 I・II・A・B (100分)

• 教育福祉科学部 1 2 6 数 I・II・A・B (80分)

• 医学部 7 8 9 数 I・II・III・A・B・C (80分)

1 等差数列 2, 5, 8, · · · を {an}，等比数列 2, −4, 8, · · · を {bn} とする．次の問
いに答えよ．

(1) 数列 {an}の初項から第 20項までの和を求めよ．
(2) 数列 {bn}の初項から第 n項までの和が 300を超える最小の nを求めよ．
(3) 数列 {an}と数列 {bn}との両方に含まれる数を順に取り出してできる数列

{cn}の一般項を求めよ．

2 等式 ∫ 1

x

f(t) dt = x3 − ax+

∫ 2

0

| t2 − 1 | dt

を満たす関数 f(x)について，次の問いに答えなさい．

(1) 関数 f(x)および定数 aの値を求めよ．

(2) g(x) =

∫ 1

x

f(t) dtとするとき，関数 g(x)の極値を求めよ．

3 行列
A =

(
−1 8

−1 5

)
, P =

(
a 2

1 1

)
に対して，P が逆行列をもち，

P−1AP =

(
b 0

0 c

)

となるとき，次の問いに答えなさい．ただし，a，b，cは実数とする．

(1) a，b，cの値を求めよ．
(2) nを自然数とするとき，Anを求めよ．
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4 0 ≦ x ≦ 3で定義された関数

f(x) =

{
x2 − 1 (1 ≦ x ≦ 3)

0 (0 ≦ x < 1)

がある．曲線 y = f(x)を y軸のまわりに 1回転してできる形の容器に毎秒 2π

の割合で水を注入する．注入し始めてから t秒後の水の体積を V，底面から水
面までの高さを hとする．このとき，次の問いに答えなさい．

(1) V を hの式で表せ．
(2) 容器が水で満たされるのは何秒後か．

(3) t = 6のときの水面の上昇する速度 dh

dt
を求めよ．

5 円C1 : x
2 + y2 = 9と放物線C2 : y = x2 + aについて，次の問いに答えなさい．

(1) a = −3のとき，円C1と放物線C2の共有点の座標をすべて求めよ．
(2) a > 0のとき，放物線C2によって切り取られる円C1の弧の長さが πとな
るように aの値を定めよ．

6 1，2，3，4を重複を許して並べてできる数について，次の問いに答えなさい．

(1) 各けたの数の和が 6となる 5けたの数の個数を求めよ．
(2) 各けたの数の和が 7となる 5けたの数の個数を求めよ．
(3) 各けたの数の和が k + 3となる kけたの数の個数を求めよ．

7 正の整数Aに対して，つぎの条件 (i)，(ii)をみたす正の整数の組 (a, b)の総数
をN(A)と表わす．

(i) a < b

(ii) aと bの最小公倍数はAである．

(1) N(105)を求めよ．
(2) N(2310)を求めよ．

8 a，bは b ≧ a > 0をみたす定数とする．x，yが x ≧ 0，y ≧ 0，x3 + y3 = 1を
みたしながら変化するとき，a2x+ b2yのとり得る値の範囲を求めよ．
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9 f(x) = 2
x
2 とし，数列 {an}を

a1 = 1, an+1 = f(an) (n = 1, 2, · · · )

によって定める．

(1) an < an+1 (n = 1, 2, · · · )を示せ．
(2) an < 2 (n = 1, 2, · · · )を示せ．
(3) f(x) = xをみたす xを求めよ．
(4) f(α) = αのとき

α− an+1 <
α log 2

2
(α− an) (n = 1, 2, · · · )

が成り立つことを示せ．
(5) lim

n→∞
anを求めよ．

ただし，必要ならば任意の実数 x ̸= 0に対して ex > 1 + x が成り立つこ
とを証明なしに用いてよい．
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解答例
1 (1) 初項 2，公差 3の等差数列の初項から第 20項まで和であるから

1

2
·20{2·2 + (20− 1)·3} = 610

(2) 初項 2，公比−2の等比数列の初項から第n項までの和が 300を超えるとき
2{1− (−2)n}
1− (−2)

> 300 ゆえに (−2)n < −449

これをみたす nは奇数である．(−2)7 = −128, (−2)9 = −512

したがって，求める最小の nは 9

(3) {an}のすべての項は正，{bn}の奇数の項は正，{bn}の偶数の項は負であ
る．したがって，{an}，{bn}の両方に含まれる項は，{bn}の奇数の項か
ら調べればよい．{bn}の奇数の項からなる数列は {2·4n−1}．

2·4n−1 ≡ 2·1n−1 ≡ 2 (mod 3)

よって，任意のnに対して，2·4n−1 = 3k+2を満たす自然数 kが存在する．
このとき，3k + 2は {an}の第 k + 1項である．したがって

cn = 2·4n−1 = 2·22n−2 = 22n−1

■
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2 (1)

∫ 2

0

|t2 − 1|dt =
∫ 1

0

(−t2 + 1) dt+

∫ 2

1

(t2 − 1) dt

=

[
−t3

3
+ t

]1
0

+

[
t3

3
− t

]2
1

= 2

ゆえに
∫ 1

x

f(t) dt = x3 − ax+ 2

上式に x = 1を代入すると 0 = 1− a+ 2 これを解いて a = 3

したがって
∫ 1

x

f(t) dt = x3 − 3x+ 2 · · · (∗)

(∗)の両辺を xについて，微分すると

−f(x) = 3x2 − 3 よって f(x) = −3x2 + 3

(2) (∗)より g(x) = x3 − 3x+ 2

g(x)を微分すると g′(x) = 3x2 − 3 = 3(x+ 1)(x− 1)

g(x)の増減表は右のようになる．
よって x = −1のとき 極大値 4

x = 1のとき 極小値 0

　
x · · · −1 · · · 1 · · ·

g′(x) + 0 − 0 +

g(x) ↗ 4 ↘ 0 ↗
■
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3 (1) P−1AP =

(
b 0

0 c

)
の両辺に左から P を掛けると

AP = P

(
b 0

0 c

)
(

−1 8

−1 5

)(
a 2

1 1

)
=

(
a 2

1 1

)(
b 0

0 c

)
(

8− a 6

5− a 3

)
=

(
ab 2c

b c

)
· · · (∗)

(∗)の両辺の (1,2)成分および (2,2)成分から c = 3

また，(∗)の (1,1)成分および (2,1)成分から

8− a = ab, 5− a = b

上の式から bを消去すると a2 − 6a+ 8 = 0

P は逆行列を持つことから，a ̸= 2に注意してこれを解くと a = 4

よって a = 4, b = 1, c = 3

(2) (1)の結果から P−1AP =

(
1 0

0 3

)
であるから

(P−1AP )n =

(
1 0

0 3

)n

P−1AnP =

(
1 0

0 3n

)

An = P

(
1 0

0 3n

)
P−1

An =
1

2

(
4 2

1 1

)(
1 0

0 3n

)(
1 −2

−1 4

)

=
1

2

(
4 − 2·3n −8 + 8·3n

1 − 3n −2 + 4·3n

)

■
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4 (1) x2 = y + 1 であるから

V = π

∫ h

0

(y + 1) dy

= π

[
y2

2
+ y

]h
0

= π

(
h2

2
+ h

)
　

O

y

x3

8

1

h

(2) 容器に水が満たされたときの水の体積は，(1)の結果に h = 8を代入して

V = π

(
82

2
+ 8

)
= 40π

毎秒 2πの割合で注入するので 40π

2π
= 20 (秒後)

(3) t = 6のときの水の体積は 2π × 6 = 12π

このときの水面の高さ hは，(1)の結果から

2π

(
h2

2
+ h

)
= 12π h > 0に注意してこれを解くと h = 4

(1)の結果を tで微分すると dV

dt
= π(h+ 1)

dh

dt

上式に dV

dt
= 2π，h = 4を代入すると

2π = π(4 + 1)
dh

dt
ゆえに dh

dt
=

2

5
よって 毎秒 2

5

■
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5 (1) a = −3より
{

x2 + y2 = 9 · · · 1⃝
y = x2 − 3 · · · 2⃝

とおく．

1⃝， 2⃝から xを消去すると y2 + y − 6 = 0

1⃝から−3 ≦ y ≦ 3に注意して，これを解くと y = −3, 2

y = −3のとき x = 0，y = 2のとき x = ±
√
5

よって，求める共有点の座標は (0,−3), (±
√
5, 2)

(2) C1は半径 3の円であるから，その円周は

2π·3 = 6π

C1，C2の交点をA，Bすると，

(
AB= πから

∠AOB =
π

6π
× 360◦ = 60◦

2点A，Bは y軸に関して対称であるから，線分
OAの x軸の正の向きとなす角は 60◦である．

　

O

y

x

AB
3

−3

3−3

C1

C2

ゆえに，点Aの座標は

(3 cos 60◦, 3 sin 60◦) すなわち
(
3

2
,
3
√
3

2

)
点AはC2上にあるから

3
√
3

2
=

(
3

2

)2

+ a これを解いて a =
6
√
3 − 9

4
■

6 (1) 各桁の数の組合せは {1, 1, 1, 1, 2}
したがって，求める個数は 5C1 = 5 (個)

(2) 各桁の数の組合せは {1, 1, 1, 1, 3}, {1, 1, 1, 2, 2}
したがって，求める個数は 5C1 + 5C2 = 5 + 10 = 15 (個)

(3) 各桁の数の組合せは

{
k−1 個︷ ︸︸ ︷

1, 1, · · · , 1, 4}, {
k−2 個︷ ︸︸ ︷

1, 1, · · · , 1, 2, 3}, {
k−3 個︷ ︸︸ ︷

1, 1, · · · , 1, 2, 2, 2}

したがって，求める個数は

kC1 + kC2 × 2 + kC3 = k +
k(k − 1)

2!
× 2 +

k(k − 1)(k − 2)

3!

=
1

6
k(k + 1)(k + 2) (個)

■
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7 (1) 105 = 3× 5× 7

105を最小公倍数とする 2数 a，bについて，次の場合がある．
「aだけが 3を因数にもつ」
「bだけが 3を因数にもつ」
「aと bがともに 3を因数にもつ」

5，7についても同様であるから，(a, b)の組合せは全部で 33個ある．
このうち，a = bとなるのは aと bがともに 3，5，7を因数にもつ，すな
わち，a = b = 3× 5× 7のときである．残りが a < bまたは a > bであり，
これらの個数は等しい．
したがって N(105) =

33 − 1

2
= 13

(2) 2310 = 2× 3× 5× 7× 11

2310を最小公倍数とする 2数 a，bについて，次の場合がある．
「aだけが 2を因数にもつ」
「bだけが 2を因数にもつ」
「aと bがともに 2を因数にもつ」

3，5，7，11についても同様であるから，(a, b)の組合せは全部で 35個あ
る．このうち，a = bとなるのは aと bがともに 2，3，5，7，11を因数に
もつ，すなわち，a = b = 2× 3× 5× 7× 11のときである．残りが a < b

または a > bであり，これらの個数は等しい．
したがって N(2310) =

35 − 1

2
= 121 ■
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8 x3 + y3 = 1 (x ≧ 0, y ≧ 0)より，(x, y)を θの正則な関数として表すことがで
きる．x3 + y3 = 1 · · · 1⃝の両辺を θで微分すると

3x2dx

dθ
+ 3y2

dy

dθ
= 0 ゆえに (x2, y2)·

(
dx

dθ
,
dy

dθ

)
= 0 · · · (∗)

(
dx

dθ
,
dy

dθ

)
は曲線 1⃝の接ベクトルであるから

(x2, y2)

は曲線 1⃝の法ベクトルである．
また，a2x+ b2yは θの関数であるから，f(θ) = a2x+ b2yとおくと

f ′(θ) = a2
dx

dθ
+ b2

dy

dθ
= (a2, b2)·

(
dx

dθ
,
dy

dθ

)
f(θ)が極値をとるとき，f ′(θ) = 0 であるから

(a2, b2)·
(
dx

dθ
,
dy

dθ

)
= 0 · · · (∗∗)

このとき，(∗)，(∗∗)より，(x2, y2)//(a2, b2)であるから，λ > 0を用いて

(x2, y2) = λ2(a2, b2) ゆえに x = λa, y = λb

とおける．これを 1⃝に代入すると

(λa)3 + (λb)3 = 1 ゆえに λ = (a3 + b3)−
1
3

このとき a2x+ b2y = a2(λa) + b2(λb) = λ(a3 + b3) = (a3 + b3)
2
3

(x, y) = (1, 0)のとき a2x+ b2y = a2

(x, y) = (0, 1)のとき a2x+ b2y = b2

ここで，b ≧ a > 0により a2 ≦ b2 = (b3)
2
3 < (a3 + b3)

2
3

よって a2 ≦ a2x + b2y ≦ 3
√

(a3 + b3)2

補足 (x, y)を θの関数として，例えば x = cos
2
3 θ，y = sin

2
3 θ とすればよい． ■
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9 (1) 漸化式から，明らかに an > 0

a1 = 1，a2 = f(a1) = f(1) = 2
1
2 =

√
2より，

a2 > a1であるから，an+1 > anと仮定すると

an+2

an+1

=
2

an+1
2

2
an
2

= 2
1
2
(an+1−an) > 1

したがって an+2 > an+1 ゆえに，{an}は単調増加列である．
よって an < an+1

(2) a1 < 2であるから，an < 2と仮定すると
an+1

2
=

2
an
2

2
= 2

1
2
(an−2) < 1

したがって an+1 < 2

よって，すべての自然数 nに対して an < 2

(3) f(x) = 2
x
2 は凸関数であるから，y = f(x)と y = xのグラフの交点は高々

2個である．f(x) = xより

2
x
2 = x · · · 1⃝

この方程式の両辺を 2乗および 4乗すると

2x = x2, 4x = x4

よって，方程式 1⃝の解は x = 2, 4

(4) (2)，(3)の結果から an < α

平均値の定理により
f(α)− f(an)

α− an
= f ′(c) (an < c < α) · · · 2⃝

をみたす cが存在する．

f ′(x) =
2

x
2 log 2

2
であるから，f ′(x)は単調増加関数である．ゆえに

f ′(c) < f ′(α) =
2

α
2 log 2

2
=

α log 2

2
· · · 3⃝

2⃝， 3⃝より
f(α)− f(an)

α− an
<

α log 2

2
ゆえに α− an+1 <

α log 2

2
(α− an)
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(5) α = 2を (4)の結果に代入すると

2− an+1 < log 2·(2− an)

2− an > 0 であるから |2− an+1| < log 2·|2− an|

したがって |2− an| < (log 2)n−1|2− a1|

0 < log 2 < 1 であるから， lim
n→∞

(log 2)n−1 = 0

よって lim
n→∞

an = 2

解説 上に有界な単調増加列は収束するから1，その極限値を αとすると

lim
n→∞

an = lim
n→∞

an+1 = α

とおくと，an+1 = 2
an
2 より

lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

2
an
2 ゆえに α = 2

α
2

これを解いて α = 2, 4

また，an < 2 であるから lim
n→∞

an = 2

幾何学的には，極限値 αは，y = 2
x
2 と y = xの交点の y座標である．

O

y

x2

2

1

a1

a2
a3

y = 2
x
2

y = x

■

1http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki 2008.pdfの 8 を参照

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2008.pdf

