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平成17年度　大分大学２次試験前期日程 (数学問題)

工・経済・教育福祉・医学部　平成17年2月25日

• 工学部は， 1 ～ 4 数 II・III・A・B・C(100分)

• 経済学部は， 1 , 2 , 6 , 7 数 II・A・B (100分)

• 教育福祉科学部は， 2 , 5 , 6 数 II・A・B (80分)

• 医学部は， 8 ～ 10 数 I・II・III・A・B・C(80分)

1 a1 =
1

2
，an+1 = an +

2n + 1

2n+1
(n = 1, 2, 3, · · · )で定められる数列を {an}とする．

(1) a4を求めなさい．

(2) 一般項 anを求めなさい．

2 OA = 3，OB = 2，∠AOB = 60◦の4OABにおいて，辺ABを 3 : 1に内分す
る点を P，辺OBの中点をQ，OPとAQの交点をRとする．

(1)
−→
PQを

−→
OAと

−→
OBで表しなさい．

(2) 線分 PQの長さを求めなさい．

(3) OR : RPを求めなさい．

(4) 4PQRの面積を求めなさい．

3 aは a 6= 0をみたす実数である．α，βを方程式 x2 − 2x + a = 0の 2つの解と
し，複素数平面上の 3点をA(α)，O(0)，B(β)とする．

(1) ∠AOB = 180◦となるような aの範囲を求めなさい．

(2) ∠AOB = 30◦となるような aの値を求めなさい．

4 aは a 6= 1をみたす実数である．関数 f(x)はすべての実数 xに対して

f(x) =

(
x2 + ax

∫ 1

0

f(t) dt− 1

)
ex

をみたす．

(1) 関数 f(x)を求めなさい．

(2) 関数 f(x)が x = 1で極値をとるとき，aの値を求めなさい．

(3) (2)での aの値のとき，関数 f(x)の極値を求めなさい．
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5 整数 nについて，f(n) = (2n + 1)(2n + 3)(2n + 5)(2n + 7)(2n + 9)とおく．

(1) kを自然数とするとき，等式

f(k)− f(k − 1) = a(2k + 1)(2k + 3)(2k + 5)(2k + 7)

が成立するように，定数 aの値を定めなさい．

(2) mが自然数であるとき，
m∑

k=1

(2k + 1)(2k + 3)(2k + 5)(2k + 7)を f(m)を用

いて表しなさい．

6 a，bを実数とし，関数 f(x) = x3 − ax2 + bx + 3は x = −2

3
, 2で極値をとる．

(1) a，bの値と，関数 f(x)の極大値，極小値を求めなさい．

(2) 曲線 y = f ′(x) +
7

3
と x軸で囲まれる部分の面積を求めなさい．

7 nを整数とする方程式を 5x + 3y = 2nとする．

(1) n = 30のとき，この方程式をみたす正の整数 x，yの組をすべて求めな
さい．

(2) この方程式をみたす整数 x，yの組をすべて求めなさい．

8 a，b，c，dは実数とする．行列A =

(
a b

c d

)
に対して，等式A2 +BA = 4E，

AB + B2 = 12E をみたす行列Bが存在するとき，a + dと ad− bcの値を求め

よ．ただし，E =

(
1 0

0 1

)
とする．

9 実数 an, bn (n = 1, 2, · · · )は次の条件をみたすとする．

tan(an) =
1

2n2
, 0 < an <

π

2
tan(bn) =

1

2n + 1
, 0 < bn <

π

2

(1) 0 < x <
π

2
のとき，tan xと xとの大小を調べよ．

(2) tan(a1 + a2 + · · ·+ an)の値を求めよ．

(3) a1 + a2 + · · ·+ an + bnの値を求めよ．

(4) lim
n→∞

(a1 + a2 + · · ·+ an)の値を求めよ．

10 aは正の定数とする．放物線 y = ax2と直線 y = axで囲まれる図形を，直線
y = axの周りに 1回転してできる回転体の体積 V を求めよ．
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正解
1 (1) 与えられた漸化式から

a1 =
1

2
, a2 = a1 +

3

4
, a3 = a2 +

5

8
, a4 = a3 +

7

16

上式から a4 =
1

2
+

3

4
+

5

8
+

7

16
=

37

16

(2) an+1 = an +
2n + 1

2n+1
より

2n+1an+1 − 2·2nan = 2n + 1 · · · 1©

ここで，次式をみたす定数 a，bを求める．

f(n) = an + b, f(n + 1)− 2f(n) = 2n + 1 · · · 2©

すなわち a(n + 1) + b− 2(an + b) = 2n + 1

整理すると −an + a− b = 2n + 1

係数を比較すると −a = 2，a− b = 1

これを解いて a = −2，b = −3 ゆえに f(n) = −2n− 3

1©， 2©から 2n+1an+1 − f(n + 1) = 2{2nan − f(n)}
{2nan − f(n)}は，初項 2a1 − f(1) = 6，公比 2の等比数列であるから

2nan − f(n) = 6·2n−1 よって an = 3 +
f(n)

2n
= 3 − 2n + 3

2n
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2 (1)
−→
PQ =

−→
OQ−−→OP

=
1

2

−→
OB−

−→
OA + 3

−→
OB

4

= −1

4
(
−→
OA +

−→
OB)

　 O

A BP

Q
R

3
2

3 1
(2) (1)の結果から

PQ = |−→PQ| = 1

4
|−→OA +

−→
OB| = 1

4

√
|−→OA|2 + 2

−→
OA·−→OB + |−→OB|2

=
1

4

√
32 + 2·3·2 cos 60◦ + 22 =

√
19

4

(3) 4OPBと直線AQについて，メネラウスの定理を適用すると

OR

RP
·PA

AB
·BQ

QO
= 1 ゆえに

OR

RP
·3
4
·1
1

= 1

よって OR : RP = 4 : 3

(4) 4OPB =
1

4
4OAB，4OPQ =

1

2
4OPB，4PQR =

3

7
4OPQ

よって 4PQR =
3

7
·1
2
·1
4
4OAB =

3

56
× 1

2
·3·2·

√
3

2
=

9
√

3

112

3 (1) x2 − 2x + a = 0の解は x = 1±√1− a · · · (∗)
したがって，この方程式が実数以外の解をもつとき ∠AOB 6= 180◦

∠AOB = 180◦となるとき，αβ < 0であるから，解と係数の関係により

αβ = a よって a < 0

(2) ∠AOB = 30◦となるとき，(∗)は虚数であるから (a > 1)

ここで，α = 1 +
√

a− 1 i，β = 1−√a− 1 iとすると，

OA = OB =
√

a, AB = 2
√

a− 1

余弦定理AB2 = OA2 + OB2 − 2OA·OB cos ∠AOBにより

(2
√

a− 1 )2 = (
√

a)2 + (
√

a)2 − 2
√

a
√

a cos 30◦

4(a− 1) = a + a− 2a×
√

3

2

よって a = 4(2 − √
3)
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4 (1) k =

∫ 1

0

f(t) dt とおくと f(x) = (x2 + akx− 1)ex

k =

∫ 1

0

(t2 + akt− 1)et dt

=

[ {
(t2 + akt− 1)− (2t + ak) + 2

}
et

]1

0

=

[ {
t2 + (ak − 2)t− (ak − 1)

}
et

]1

0

= ak − 1

ゆえに (a− 1)k = 1 a 6= 1 であるから k =
1

a− 1

よって f(x) =

(
x2 +

a

a − 1
x − 1

)
ex

補足
∫

g(x)ex dx = {g(x)− g′(x) + g′′(x)− g′′′(x) + · · · }ex + C

(2) (1)の結果から

f ′(x) =

(
2x +

a

a− 1

)
ex +

(
x2 +

a

a− 1
x− 1

)
ex

=

(
x2 +

3a− 2

a− 1
x +

1

a− 1

)
ex

f ′(1) = 0 であるから

1 +
3a− 2

a− 1
+

1

a− 1
= 0 これを解いて a =

1

2

このとき f ′(x) = (x + 2)(x− 1)ex

したがって，x = 1の前後で f ′(x)の符号が変化するので，f(x)で x = 1

で極値をとる．

よって a =
1

2
(3) (2)の結果から，f(x)の増減表は次のようになる．

x · · · −2 · · · 1 · · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ 5e−2 ↘ −e ↗

よって

{
極大値 5e`2 (x = −2)

極小値− e (x = 1)
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5 (1) f(k)− f(k − 1)

= (2k + 1)(2k + 3)(2k + 5)(2k + 7)(2k + 9)

−(2k − 1)(2k + 1)(2k + 3)(2k + 5)(2k + 7)

= (2k + 1)(2k + 3)(2k + 5)(2k + 7){(2k + 9)− (2k − 1)}
= 10(2k + 1)(2k + 3)(2k + 5)(2k + 7)

よって a = 10

(2) (1)の結果から

m∑

k=1

(2k + 1)(2k + 3)(2k + 5)(2k + 7) =
1

10

m∑

k=1

{f(k)− f(k − 1)}

=
1

10
{f(m)− f(0)}

=
1

10
{f(m) − 945}

6 (1) f(x) = x3 − ax2 + bx + 3 より f ′(x) = 3x2 − 2ax + b

f ′(x) = 0の解が−2

3
，2であるから，解と係数の関係により

−2

3
+ 2 =

2a

3
, −2

3
·2 =

b

3
ゆえに a = 2, b = −4

すなわち f(x) = x3 − 2x2 − 4x + 3

f ′(x) = 3x2 − 4x− 4 = (3x + 2)(x− 2)

したがって，f(x)の増減表は次のようになる．

x · · · −2
3

· · · 2 · · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ 121
27

↘ −5 ↗

よって

{
極大値121

27
(x = −2

3
)

極小値− 5 (x = 2)

(2) f ′(x) +
7

3
= 3x2 − 4x− 5

3
= 3

(
x +

1

3

)(
x− 5

3

)

求める面積を Sとすると

S = −
∫ 5

3

− 1
3

3

(
x +

1

3

)(
x− 5

3

)
dx =

3

6

(
5

3
+

1

3

)3

= 4
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7 (1) 5x + 3y = 2n · · · 1©
をみたす整数解の 1つが (x, y) = (n,−n) であるから

5n + 3(−n) = 2n · · · 2©
1©， 2©から 5(x− n) + 3(y + n) = 0 ゆえに 5(n− x) = 3(y + n)

ここで，5と 3は互いに素であるから，整数 kを用いて

n− x = 3k, y + n = 5k ゆえに x = n− 3k, y = −n + 5k · · · (∗)

n = 30のとき x = 30− 3k，y = −30 + 5k

x，yは，正の整数であるから

30− 3k > 0, − 30 + 5k > 0 ゆえに 6 < k < 10

すなわち k = 7, 8, 9

よって (x, y) = (9, 5), (6, 10), (3, 15)

(2) (∗)より (x, y) = (n − 3k, −n + 5k) (kは整数)
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8 A2 + BA = 4Eより (A + B)A = 4E

AB + B2 = 12Eより (A + B)B = 12E

A + Bは正則であるから，それぞれの両辺に左から (A + B)−1を掛けると

A = 4(A + B)−1, B = 12(A + B)−1 ゆえに B = 3A

これをA2 + BA = 4Eに代入すると A2 = E · · · 1©
Aにハミルトン・ケリーの定理を適用すると

A2 − (a + d)A + (ad− bc)E = O · · · 2©

1©， 2©より (a + d)A = (ad− bc + 1)E

i) a + d = 0のとき，ad− bc + 1 = 0

ii) a + d 6= 0のとき，A = kE (kは実数)とおける．

これを 1©に代入すると k2E = E

ゆえに k = ±1 すなわち A = ±E

したがって A = Eのとき， a + d = 2，ad− bc = 1

A = −Eのとき， a + d = −2，ad− bc = 1

よって (a + d, ad − bc) = (0, −1), (2, 1), (−2, 1)
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9 (1) f(x) = tan x− x とおくと，0 < x <
π

2
において

f ′(x) =
1

cos2 x
− 1 = tan2 x > 0

ゆえに，f(x)は単調増加で，f(0) = 0 であるから

0 < x <
π

2
のとき, f(x) > 0 よって tan x > x

(2) tan an =
1

2n2
より，tan a1 =

1

2
，tan a2 =

1

8
，tan a3 =

1

18
であるから

tan(a1 + a2) =
tan a1 + tan a2

1− tan a1 tan a2

=
1
2

+ 1
8

1− 1
2
·1
8

=
2

3

tan(a1 + a2 + a3) =
tan(a1 + a2) + tan a3

1− tan(a1 + a2) tan a3

=
2
3

+ 1
18

1− 2
3
· 1
18

=
3

4

上の結果から

tan(a1 + a2 + · · ·+ an) =
n

n + 1
· · · (∗)

と推定する．

(i) n = 1のとき，(∗)は成り立つ．
(ii) n = kのとき

tan(a1 + a2 + · · ·+ ak) =
k

k + 1

が成り立つと仮定すると

tan(a1 + a2 + · · ·+ ak + ak+1)

=
tan(a1 + a2 + · · ·+ ak) + tan ak+1

1− tan(a1 + a2 + · · ·+ ak) tan ak+1

=

k

k + 1
+

1

2(k + 1)2

1− k

k + 1
· 1

2(k + 1)2

=
2k(k + 1)2 + (k + 1)

2(k + 1)3 − k

=
(2k2 + 2k + 1)(k + 1)

(2k2 + 2k + 1)(k + 2)
=

k + 1

k + 2

よって，n = k + 1のときも (∗)は成り立つ．
(i)，(ii)より，すべての自然数 nについて，(∗)は成り立つ．

よって tan(a1 + a2 + · · · + an) =
n

n + 1
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(3) (2)の結果から

tan(a1 + a2 + · · ·+ an + bn) =
tan(a1 + a2 + · · ·+ an) + tan bn

1− tan(a1 + a2 + · · ·+ an) tan bn

=

n

n + 1
+

1

2n + 1

1− n

n + 1
· 1

2n + 1

=
2n2 + 2n + 1

2n2 + 2n + 1
= 1 · · · 1©

0 < an < tan an，0 < bn < tan bn であるから，n > 1のとき

0 <

n∑

k=1

ak + bn <

n∑

k=1

tan ak + tan bn

=
n∑

k=1

1

2k2
+

1

2n + 1

<
1

2
+

1

2

n∑

k=2

1

k(k − 1)
+

1

2n + 1

=
1

2
+

1

2

n∑

k=2

(
1

k − 1
− 1

k

)
+

1

2n + 1

= 1− 1

2n
+

1

2n + 1
< 1 · · · 2©

n = 1のときも， 2©が成立する．
したがって 0 < a1 + a2 + · · ·+ an + bn < 1 <

π

2

1©， 2©から a1 + a2 + · · · + an + bn =
π

4

(4) (3)の結果から a1 + a2 + · · ·+ an =
π

4
− bn

0 < bn < tan bn =
1

2n + 1
であるから lim

n→∞
bn = 0

よって lim
n!1

(a1 + a2 + · · · + an) =
π

4
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10 C : y = ax2，l : y = axとする．C 上の点を
P(x, ax2)，l上の点をQ(x, ax)とし，Pから l

に垂線 PHを引くと

PH : HQ : PQ = 1 : a :
√

1 + a2

t = OH，h = PHとすると

PQ = ax− ax2 = ax(1− x)

であるから

　

O

y

x1

a

l
C

P

Q
H

x

ax

ax2

h =
ax(1− x)√

1 + a2
, HQ =

a2x(1− x)√
1 + a2

,

t = OQ− HQ =
√

1 + a2 x− a2x(1− x)√
1 + a2

=
x + a2x2

√
1 + a2

ゆえに
dt

dx
=

1 + 2a2x√
1 + a2

t 0 −→ √
1 + a2

x 0 −→ 1

求める回転体の体積を V とすると

V = π

∫ √
1+a2

0

h2 dt = π

∫ 1

0

a2x2(1− x)2

1 + a2
·1 + 2a2x√

1 + a2
dx

=
πa2

(1 + a2)
3
2

∫ 1

0

{x2(1− x)2 + 2a2x3(1− x)2}dx

ここで
∫ 1

0

x2(1− x)2 dx =
1

30
，

∫ 1

0

x3(1− x)2 dx =
1

60

よって V =
πa2

(1 + a2)
3
2

(
1

30
+ 2a2· 1

60

)
=

πa2

30
√

1 + a2
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解説

m，nを 0以上の整数とする．

I(m, n) =

∫ 1

0

tm(1− t)n dt

とおくと，部分積分法により

I(m,n) =
1

m + 1

∫ 1

0

(tm+1)′(1− t)n dt

=

[
1

m + 1
tm+1(1− t)n

]1

0

+
n

m + 1

∫ 1

0

tm+1(1− t)n−1 dt

=
n

m + 1
I(m + 1, n− 1)

=
n

m + 1
· n− 1

m + 2
· · · 1

m + n
I(m + n, 0)

=
m!n!

(m + n)!

∫ 1

0

tm+n dt =
m!n!

(m + n + 1)!

この結果を利用すると
∫ β

α

(x− α)m(β − x)n dx

について，x = α + (β − α)tとおくと，
dx

dt
= β − α

x α −→ β

t 0 −→ 1

このとき
∫ β

α

(x− α)m(β − x)n dx = (β − α)m+n+1

∫ 1

0

tm(1− t)n dt

よって
∫ ˛

¸

(x − α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m + n + 1)!
(β − α)m+n+1

たとえば
∫ 1

0

x2(1− x)2 dx =
2!2!

5!
(1− 0)5 =

1

30
∫ 1

0

x3(1− x)2 dx =
3!2!

6!
(1− 0)6 =

1

60


