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令和８年度　長崎大学２次試験前期日程 (数学問題)

令和8年2月25日

• 教育A・経済・環境科学部　 1 3 数 I・II・A・B (80分)

• 水産・情報データ科学部A　 1 2 3 数 I・II・A・B・C (110分)

• 教育B・薬・歯・工・情報データ科学部B　 1 3 4 5

数 I・II・III・A・B・C (130分)

• 医学部　 3 6 7 8 数 I・II・III・A・B・C (130分)

1 以下はそれぞれ個別の問題である．各問いに答えよ．

(1) xについての多項式 P (x) = x2 + ax+ bがある．ただし，a 6= 0，b 6= 0と
する．P (x2)を a，b，xの式で表し，P (x2)をP (x)で割ったときの商Q(x)

と余りR(x)を求めよ．ただし，P (x2)，Q(x)，R(x)は答のみでよい．

また，P (x2)がP (x)で割り切れるとき，定数 a，bの値をそれぞれ求めよ．

(2) 数列 {an}が，a1 = 5，an+1 + an = 4n (n = 1)で定義されている．この漸
化式を an+1 + α(n+ 1) + β = γ(an + αn+ β)と表すとき，定数 α，β，γ

の値，および数列 {an}の一般項を求めよ．

(3)は選択問題である．(A)，(B)いずれか 1問を解答すること．

(3) (A) 複素数平面上の点 zが，不等式 |z+ z|+ |z− z| 5 2を満たすとき，点
zの全体はどのような図形を表すか．z = x+ yi (x, yは実数)とおい
て答えよ．また，このとき |z − 1− i|の最大値と最小値，およびその
ときの zの値をそれぞれ求めよ．ただし，zは複素数 zの共役複素数
を表すものとし，iは虚数単位とする．

(B) aは，−1, 0, 1のいずれかの値をとる確率変数で，−1をとる確率が
1

6
，0をとる確率が

1

3
，1をとる確率が

1

2
である．xについての方程式

ax2 − 2ax+ 1 = 0の解の個数を確率変数Xとするとき，Xの確率分
布を求めよ．また，Xの平均および分散を求めよ．ただし，解が重解
の場合，個数は 1個とする．
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2 下図のような4OABにおいて，点Cは辺AB上にあり，AC = 2，BC = 1で
ある．辺の長さおよび角の大きさは，それぞれ OA = a，OB = b，OC = c，
∠OAC = θ，∠OCA =

π

3
，∠OBC =

π

4
とする．以下の問いに答えよ．

(1) 4OABと4OACにおいて，余弦定理を用いて b2，c2をそれぞれ a，θの
式で表せ．

(2) 4OCBにおいて，正弦定理を用いて bを cの式で表せ．

(3) aおよび∠AOCをそれぞれ求めよ．

(4) θおよび b，cをそれぞれ求めよ．

O

A C B

bc
a

θ π
3

π
4

2 1

3 xの3次関数f(x)が，f(x) = x3−(a+b)x2+abxとして定義されており，定数a，
bは 0 < a < bである．また，原点をOとするxy座標平面上の曲線C : y = f(x)

と x軸は，異なる 3点O，A，Bで交わる．ただし，OA < OBとする．3点O，
A，BにおけるCの接線をそれぞれ l1，l2，l3とするとき，以下の問いに答えよ．

(1) A，Bの座標を a，bを用いてそれぞれ求めよ．また，l1，l2，l3の方程式
を a，bを用いてそれぞれ表せ．

(2) C と線分OAとで囲まれる図形の面積を S1，C と線分 ABとで囲まれる
図形の面積を S2とするとき，2つの面積の差 S1 − S2を a，bを用いて表
せ．また，S1と S2の大小関係を調べよ．

(3) (2)において，S1 = S2とする．l1と l2の交点をD，l2と l3の交点をEとす
るとき，2点D，Eの座標をそれぞれ aを用いて表せ．また，四角形OEBD

の面積を T とするとき，
S1 + S2

T
の値を求めよ．

(4) (3)において，原点Oを通る直線mが線分 BDと点 Fで交わるものとす
る．4OBFの面積が S1と等しくなるとき，点 Fの座標および直線mの
方程式を aを用いてそれぞれ表せ．
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4 以下はそれぞれ個別の問題である．各問いに答えよ．

(1) 関数 f(x) =
x− 3

x2 − 2x+ 6
の最大値と最小値，およびそのときの xの値を

それぞれ求めよ．

(2) a = 1のとき，定積分
∫ 1+a

1−a

|ex − 1| dxを aを用いて表せ．また，この定

積分が取りうる値の範囲を求めよ．

(3) nを自然数とする．関数 sin xの第 n次導関数を (sinx)(n)と表すとき，

(sinx)(n) = sin
(
x+

nπ

2

)
が成り立つことを，数学的帰納法を用いて証明

せよ．ただし，
d

dx
(sinx) = cosxは成り立つものとする．

また，(sinx)(n) = (sin x)(n+4)であることを示せ．

5 xyz 座標空間内に，点 D(0, 0, 1)を中心とし，3点 A(2, 1, 3)，B(2, 2, a)，
C(1, 2, b)を通る球 Sと，3点A，B，Cを通る平面 T がある．
ただし，a > 0, b > 0とする．以下の問いに答えよ．

(1) a，bの値を求めよ．

(2)
−→
AB，

−→
AC，

−→
ADをそれぞれ成分で表せ．また，平面 T 上の点Hを，実数 s，

tを用いて
−→
AH = s

−→
AB + t

−→
ACと表すとき，

−→
DHを s，tを用いて表せ．

(3) (2)の点Hが，点Dから平面 T に垂線を下ろしたときの交点とする．この
とき，

−→
DH⊥

−→
ABおよび

−→
DH⊥

−→
ACが成り立つことを利用して，s，tの値を

求め，
−→
DHを成分で表せ．

(4) 球 Sは平面 T によって 2つの立体に分けられる．大きい方の立体の体積
V1と小さい方の立体の体積 V2の値をそれぞれ求めよ．
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6 以下はそれぞれ個別の問題である．各問いに答えよ．

(1) xについての多項式 P (x) = x2 + ax+ bがある．ただし，a 6= 0，b 6= 0と
する．P (x2)を a，b，xの式で表し，P (x2)をP (x)で割ったときの商Q(x)

と余りR(x)を求めよ．ただし，P (x2)，Q(x)，R(x)は答のみでよい．

また，P (x2)がP (x)で割り切れるとき，定数 a，bの値をそれぞれ求めよ．

(2) a = 1のとき，定積分
∫ 1+a

1−a

|ex − 1| dxを aを用いて表せ．また，この定

積分が取りうる値の範囲を求めよ．

(3)は選択問題である．(A)，(B)いずれか 1問を解答すること．

(A) nを自然数とする．関数 sinxの第 n次導関数を (sinx)(n)と表すとき，

(sinx)(n) = sin
(
x+

nπ

2

)
が成り立つことを，数学的帰納法を用いて

証明せよ．ただし，
d

dx
(sinx) = cos xは成り立つものとする．

また，(sinx)(n) = (sin x)(n+4)であることを示せ．

(B) aは，−1, 0, 1のいずれかの値をとる確率変数で，−1をとる確率が
1

6
，0をとる確率が

1

3
，1をとる確率が

1

2
である．xについての方程式

ax2 − 2ax+ 1 = 0の解の個数を確率変数Xとするとき，Xの確率分
布を求めよ．また，Xの平均および分散を求めよ．ただし，解が重解
の場合，個数は 1個とする．
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7 3次方程式 8x3 − 6x+ 1 = 0がある．この方程式の解を α，β，γとする．以下
の問いに答えよ．

(1) f(x) = 8x3 − 6x + 1 = 0とするとき，関数 f(x)の極値を求めよ．また，
α，β，γは異なる実数であることを示し，|α| < 1，|β| < 1，|γ| < 1であ
ることを説明せよ．

(2) α+ β + γ，αβ + βγ + γα，αβγの値をそれぞれ求めよ．また，これらを
用いて，α2 + β2 + γ2および α3 + β3 + γ3の値をそれぞれ求めよ．

(3) 自然数 n (n = 1)に対して，数列 {an}，{bn}，{cn}がある．これらの一
般項は，それぞれ

an = αn, bn = βn, cn = γn

である．数列 {an + bn + cn}について， lim
n→∞

n∑
k=1

(ak + bk + ck)を求めよ．

(4) x軸上の定点をA(α, 0)，B(β, 0)，C(γ, 0)とし，動点を P(p, 0) (−1 5
p 5 1)とする．線分AP，BP，CPの長さの積AP·BP·CPを g(p)とする
とき，g(p)が取りうる値の範囲を求めよ．ただし，α < β < γとする．
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8 下図のように，xy座標平面上の図形 F は，直角二等辺三角形ABCの斜辺と，
点Dを中心とする半径 1の半円の直径を重ね合わせた図形であり，x軸上を動く
ものとする．はじめ，Fの 4点A，B，C，Dは，それぞれ点A0(0, 0)，B0(0, 2)，
C0(−1, 1)，D0(0, 1)に位置している．F は，x軸の上を滑らないように時計
回りに回転し，Aが再び x軸と接し，さらに線分ABと x軸が垂直になるまで
動き，1回転して静止する．F がはじめの位置から角 θ (0 5 θ 5 π)だけ回転し
たときのA(x, y)の座標は，x = θ − sin θ，y = 1 − cos θ，D(x, y)の座標は，
x = θ，y = 1とそれぞれ表すことができる．以下の問いに答えよ．

(1) 0 5 θ 5 πのとき，B(x, y)の座標を θを用いて表せ．また，θ = πのと
き，F 上の 4点A，B，C，Dが位置する点A1，B1，C1，D1の座標をそ
れぞれ求めよ．ただし，答えのみでよい．

(2) 0 < θ < πのとき，A，Bがえがく曲線をそれぞれ J1，K1とする．F が
角 θだけ回転したときのA，Bが位置する点における J1，K1の 2本の接
線 l1，l2は垂直に交わることを示せ．

(3) (2)における 2本の接線 l1と l2の交点Pは，θが変化するとき，どのよう
な図形上を動くか説明せよ．

(4) F が 1回転して静止するとき，4点 A，B，C，Dが位置する点 A2，B2，
C2，D2の座標をそれぞれ求めよ．ただし，答えのみでよい．また，Aが
A0からA2まで動いて描く曲線 J と x軸とで囲まれる図形の面積 Sを求
めよ．

O A0

B0

C0

A

B
C A1

B1

B2

A2

D D1 C1 C2 D2D0

x

y
(はじめ) (1回転)

回転 図形 F

θ

（図形 F の移動の概略図）
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解答例
1 (1) P (x) = x2 + ax+ bより P (x2) = x4 + ax2 + b

P (x2)を P (x)で割ると

x2 −ax +a2 + a− b

x2 + ax+ b ) x4 +ax2 +b

x4 +ax3 +bx2

−ax3 +(a− b)x2

−ax3 −a2x2 −abx

(a2 + a− b)x2 +abx

(a2 + a− b)x2 +a(a2 + a− b)x +b(a2 + a− b)

−a(a2 + a− 2b)x −b(a2 + a− b− 1)

したがって Q(x) = x2 − ax + a2 − b,

R(x) = −a(a2 + a − 2b)x − b(a2 + a − b − 1)

P (x2)が P (x)で割り切れるとき，a 6= 0，b 6= 0に注意して{
a2 + a− 2b = 0

a2 + a− b− 1 = 0
ゆえに (∗)

{
2b = a2 + a

b = a2 + a− 1

(∗)の第 2式から bを消去すると a2 + a− 2 = 0

(a+ 2)(a− 1) = 0 ゆえに a = −2, 1

これを (∗)の第 2式に代入して (a, b) = (−2, 1), (1, 1)

(2) (∗) an+1 + α(n+ 1) + β = γ(an + αn+ β)より

an+1 − γan = (γ − 1)αn+ (γ − 1)β − α

これが an+1 + an = 4nと一致するから

−γ = 1, (γ − 1)α = 4, (γ − 1)β − α = 0

これを解いて α = −2, β = 1, γ = −1

(∗)により an+1 − 2(n+ 1) + 1 = −(an − 2n+ 1)

{an − 2n+ 1}は初項 5− 2·1 + 1 = 4，公比−1の等比数列であるから

an − 2n+ 1 = 4(−1)n−1 よって an = 4(−1)n−1 + 2n − 1
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(3) (A) z = x+ yiより z + z = 2x，z − z = 2yi

これらを |z + z|+ |z − z| 5 2に代入すると

|2x|+ |2yi| 5 2 ゆえに |x|+ |y| 5 1

zの表す図形は

4点 1, i,−1,−iを頂点とする正方形の周およびその内部である．

P(z)，A(1 + i)とすると |z − 1− i| = AP

よって z = −1,−iのとき，最大値
√
5，

z =
1 + i

2
のとき，最小値

1
√
2

O

y

x

A(1 + i)

1−1

i

−i

(B) a = −1のとき，方程式−x2 + 2x+ 1 = 0を解いて x = 1±
√
2

a = 0のとき，方程式 0·x2 + 0·x+ 1 = 0の解はない．
a = 1のとき，方程式 x2 − 2x+ 1 = 0を解いて x = 1 (重解)

これらの方程式の解の個数が確率変数Xであるから，確率分布表は

X 0 1 2 計
P 1

3
1
2

1
6

1

したがって，平均E(X)，分散 V (X)は

E(X) = 0·1
3
+ 1·1

2
+ 2·1

6
=

5

6

V (X) = E(X2)− E(X)2

=

(
02·1

3
+ 12·1

2
+ 22·1

6

)
−
(
5

6

)2

=
17

36

�
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2 (1) 4OABおよび4OACに余弦定理を適用すると

b2 = a2 + 32 − 2·a·3· cos θ = a2 − 6a cos θ + 9,

c2 = a2 + 22 − 2·a·2· cos θ = a2 − 4a cos θ + 4

(2) ∠OCB = π − π

3
=

2π

3

4OCBに正弦定理を適用すると
b

sin
2π

3

=
c

sin
π

4

b =
c sin

2π

3

sin
π

4

=
c·
√
3

2
1√
2

=

√
6

2
c

(3) (2)の結果を (1)の第 1式に代入すると

3

2
c2 = a2 − 6a cos θ + 9

これと (1)の第 2式から c2を消去して整理すると a2 = 6

a > 0であるから a =
√
6

4OACに正弦定理を適用すると
2

sin∠AOC
=

√
6

sin
π

3

sin∠AOC =
2 sin

π

3√
6

=
2·
√
3

2√
6

=
1√
2

0 < ∠AOC <
2π

3
であるから ∠AOC =

π

4

(4) (3)の結果から θ = π −
(π
3
+

π

4

)
=

5π

12

sin θ = sin
(π
3
+

π

4

)
= sin

π

3
cos

π

4
+ cos

π

3
sin

π

4
=

√
3 + 1

2
√
2

√
6 sin θ = b sin

π

4
= c sin

π

3
より

√
3(
√
3 + 1)

2
=

1√
2
b =

√
3

2
c

よって b =
3
√
2 +

√
6

2
, c =

√
3 + 1 �
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3 (1) f(x) = x3 − (a+ b)x2 + abx = x(x− a)(x− b)

C : y = f(x)の x軸との 3つの共有点O，A，Bの x座標は x = 0, a, b

OA < OB (0 < a < b)より，2点A，Bの x座標はそれぞれ a, b

よって A(a, 0)，B(b, 0)

f ′(x) = 3x2 − 2(a+ b)x+ abであるから

f ′(0) = ab, f ′(a) = a2 − ab = a(a− b), f ′(b) = b2 − ab = b(b− a)

したがって，O，A，Bにおけるそれぞれの接線 l1, l2, l3の方程式は

l1 : y = abx,

l2 : y = a(a − b)(x − a),

l3 : y = b(b − a)(x − b)

(2) 0 5 x 5 aにおいて，f(x) = 0であるから

(∗) S1 =

∫ a

0

x(x− a)(x− b) dx

a 5 x 5 bにおいて，f(x) 5 0であるから

S2 = −
∫ b

a

x(x− a)(x− b) dx

したがって

S1 − S2 =

∫ a

0

x(x− a)(x− b) dx− (−1)

∫ b

a

x(x− a)(x− b) dx

=

∫ b

0

x(x− a)(x− b) dx =

∫ b

0

x(a− x)(b− x) dx

= a

∫ b

0

x(b− x) dx−
∫ b

0

x2(b− x) dx

= a·1
6
b3 − 1

12
b4 =

1

12
b3(2a− b)

よって 2a− b < 0 すなわち 2a < bのとき，S1 < S2

2a− b = 0 すなわち 2a = bのとき，S1 = S2

2a− b > 0 すなわち 2a > bのとき，S1 > S2

補足
∫ β

α

(x − α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m + n + 1)!
(β − α)m+n+1
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(3) S1 = S2のとき b = 2aであるから，(1)の結果に代入して

l1 : y = 2a2x, l2 : y = −a2(x− a), l3 : y = 2a2(x− 2a)

a 6= 0より l1と l2の交点Dは D

(
a

3
,
2a3

3

)
l2と l3の交点 Eは E

(
5a

3
,−

2a3

3

)
四角形OEBDの面積 T は T =

1

2
·2a

{
2a3

3
−

(
−2a3

3

)}
=

4a4

3

O

y

x

D

B

E

2a

2a3

3

−2a3

3

Fh
a
3

b = 2aを (∗)に代入すると

S1 =

∫ a

0

x(x− a)(x− 2a) dx =

∫ a

0

x(a− x)(2a− x) dx

= 2a

∫ a

0

x(a− x) dx−
∫ a

0

x2(a− x) dx

= 2a·a
3

6
− a4

12
=

a4

4

S1 = S2 =
a4

4
より

S1 + S2

T
=

(
a4

4
+

a4

4

)/
4a4

3
=

3

8

(4) BD上の点 Fの y座標を hとすると，4OBF =
1

2
·2a·h = ah

4OBF = S1のとき ah =
a4

4
ゆえに h

/
2a3

3
=

3

8

点 FはBDを 3 : 5に内分する点であるから F

(
11a

8
,
a3

4

)
直線OF，すなわち，直線mの方程式は y =

2a2

11
x

別解 S1 = S2を (3)の結果に代入して
S1

1
2
T

=
4OBF

4OBD
=

3

8
を利用． �
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4 (1) f(x) =
x− 3

x2 − 2x+ 6
について x2 − 2x+ 6 = (x− 1)2 + 5 > 0

f(x)はすべての実数 xについて連続である．

f ′(x) =
1·(x2 − 2x+ 6)− (x− 3)(2x− 2)

(x2 − 2x+ 6)2

=
−x2 + 6x

(x2 − 2x+ 6)2
= − x(x− 6)

(x2 − 2x+ 6)2

x · · · 0 · · · 6 · · ·
f ′(x) − 0 + 0 −
f(x) ↘ −1

2
↗ 1

10
↘

lim
x→∞

f(x) = 0， lim
x→−∞

f(x) = 0

よって x = 6のとき最大値
1

10
，x = 0のとき最小値−

1

2

別解 f(x) =
x− 3

x2 − 2x+ 6
について x2 − 2x+ 6 = (x− 1)2 + 5 > 0

xはすべての実数をとるから，
x− 3

x2 − 2x+ 6
= kとおくと

(∗) kx2 − (2k + 1)x+ 3(2k + 1) = 0

(i) k = 0のとき x = 3

(ii) k 6= 0のとき，2次方程式 (∗)は実数解をもつから，係数について

D = (2k + 1)2 − 4·k·3(2k + 1) = −(2k + 1)(10k − 1) = 0

ゆえに (2k + 1)(10k − 1) 5 0 これを解いて −1

2
5 k 5 1

10

k =
1

10
,−1

2
のとき，2次方程式 (∗)は重解 x =

2k + 1

2k
をもつ．

(i)，(ii)より 最大値
1

10
(x = 6)，最小値−

1

2
(x = 0)
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(2) |ex − 1| =

{
−(ex − 1) (x 5 0)

ex − 1 (x = 0)

a = 1のとき，1− a 5 0 < 1 + aであるから∫ 1+a

1−a

|ex − 1| dx =

∫ 0

1−a

|ex − 1| dx+

∫ 1+a

0

|ex − 1| dx

= −
∫ 0

1−a

(ex − 1) dx+

∫ 1+a

0

(ex − 1) dx

= −
[
ex − x

]0
1−a

+

[
ex − x

]1+a

0

= {e1+a − (1 + a)}+ {e1−a − (1− a)} − 2·1
= e1+a + e1−a − 4

f(a) = e1+a + e1−a − 4とおくと f ′(a) = e1+a − e1−a

a = 1のとき，1 + a > 1− aであるから f ′(a) > 0

a = 1において f(a)は単調増加，f(1) = e2 − 3， lim
a→∞

f(a) = ∞

したがって
∫ 1+a

1−a

|ex − 1| dx = e2 − 3



14

(3) 証明 (∗) (sin x)(n) = sin
(
x+

nπ

2

)
［1］n = 1のとき

(sinx)(1) = cos x = sin
(
x+

π

2

)
よって，n = 1のとき，(∗)が成り立つ．

［2］n = kのとき，(∗)が成り立つ，すなわち

(sinx)(k) = sin

(
x+

kπ

2

)
であると仮定すると

(sinx)(k+1) =
d

dx
sin

(
x+

kπ

2

)
= cos

(
x+

kπ

2

)
·
(
x+

kπ

2

)′

= sin

(
x+

kπ

2
+

π

2

)
·1 = sin

{
x+

(k + 1)π

2

}
よって，n = k + 1のときも (∗)が成り立つ．

［1］，［2］から，すべての自然数 nについて (∗)が成り立つ． 証終

また (∗)を利用すると

(sinx)n+4 = sin

{
x+

(n+ 4)π

2

}
= sin

(
x+

nπ

2
+ 2π

)
= sin

(
x+

nπ

2

)
= (sin x)(n)

�
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5 (1) Sは点D(0, 0, 1)を中心とし，点A(2, 1, 3)を通る球であるから

DA =
√
(2− 0)2 + (1− 0)2 + (3− 1)2 = 3

Sの半径は 3であるから，その方程式は

S : x2 + y2 + (z − 1)2 = 9

2点B(2, 2, a)，C(1, 2, b)は S上の点であるから

22 + 22 + (a− 1)2 = 9, 12 + 22 + (b− 1)2 = 9

a > 0, b > 0に注意して解くと a = 2, b = 3

(2) (1)の結果より，B(2, 2, 2)，C(1, 2, 3)であるから

−→
AB = (2, 2, 2)− (2, 1, 3) = (0, 1,−1),
−→
AC = (1, 2, 3)− (2, 1, 3) = (−1, 1, 0),
−→
AD = (0, 0, 1)− (2, 1, 3) = (−2,−1,−2)

−→
AH = s

−→
AB + t

−→
ACより

−→
DH =

−→
AH−

−→
AD = s

−→
AB + t

−→
AC−

−→
AD

= s(0, 1,−1) + t(−1, 1, 0)− (−2,−1,−2)

= (−t + 2, s + t + 1,−s + 2)

(3)
−→
DH⊥

−→
ABおよび

−→
DH⊥

−→
ACより

−→
DH·

−→
AB = (−t+ 2)·0 + (s+ t+ 1)·1 + (−s+ 2)·(−1)

= 2s+ t− 1 = 0,
−→
DH·

−→
AC = (−t+ 2)·(−1) + (s+ t+ 1)·1 + (−s+ 2)·0

= s+ 2t− 1 = 0

上の 2式を解いて s = t =
1

3

これらを (2)の結果に代入して
−→
DH =

(
5

3
,
5

3
,
5

3

)
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(4) 平面 T は点A(2, 1, 3)を通り，
−→
DHに垂直であるから，その方程式は

5

3
(x− 2) +

5

3
(y − 1) +

5

3
(z − 3) = 0

すなわち T : x+ y + z − 6 = 0

Sの中心 (0, 0, 1)から T までの距離を hとすると

h =
|0 + 0 + 1− 6|√
12 + 12 + 12

=
5√
3

ここで，曲線 y =
√
r2 − x2と x軸，y軸および直線 x = h で囲まれた部

分を x軸の周りに 1回転してできる立体の体積 V を考えると (0 < h < r)

V = π

∫ h

0

y2 dx

= π

∫ h

0

(r2 − x2) dx

= π

[
r2x− x3

3

]h
0

= π

(
r2 − h2

3

)
h

　

O

y

xr−r

r

−r

y=
√
r2 − x2

h

x = h

r = 3，h =
5√
3
とすると

V = π

(
r2 − h2

3

)
h = π

{
32 − 1

3

(
5√
3

)2
}

5√
3
=

56

9
· 5√

3
π =

280

27

√
3π

したがって

V1 =
1

2
·4
3
π·33 + V = 18π +

280

27

√
3π =

(
18 +

280

27

√
3

)
π,

V2 =
1

2
·4
3
π·33 − V = 18π − 280

27

√
3π =

(
18 −

280

27

√
3

)
π

補足 点 (x1, y1, z1)と平面 ax+ by + cz + d = 0の距離 hは 1

h =
|ax1 + by1 + cz1 + d|√

a2 + b2 + c2
�

1http://kumamoto.s12.xrea.com/N/THdai/THdai ri 2024.pdf (p.10)

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/THdai/THdai_ri_2024.pdf
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6 (1) 1 (1)を参照

(2) 4 (2)を参照

(3) (A) 4 (3)を参照

(B) 1 (3)(B)を参照 �

7 (1) f(x) = 8x3 − 6x+ 1より f ′(x) = 24x2 − 6 = 6(2x+ 1)(2x− 1)

f ′(x) = 0とすると x = −1

2
,
1

2

x · · · −1
2

· · · 1
2

· · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ 3 ↘ −1 ↗

上の増減表および f(−1) = −1，f(1) = 3により，f(x) = 0は次の 3つの
区間にそれぞれ解が 1個ずつ存在する．

−1 < x < −1

2
, −1

2
< x <

1

2
,

1

2
< x < 1

よって，f(x) = 0の 3つの解 α, β, γについて

|α| < 1, |β| < 1, |γ| < 1

が成立する．

別解 方程式 cos 3θ = −1

2
(0 5 θ 5 π)の解は，0 5 3θ 5 3πより

3θ =
2π

3
,
4π

3
,
8π

3
すなわち θ =

2π

9
,
4π

9
,
8π

9

また，cos 3θ = 4 cos3 θ − 3 cos θであるから

4 cos3 θ − 3 cos θ = −1

2
ゆえに 8 cos3 θ − 6 cos θ + 1 = 0

したがって，3次方程式 f(x) = 0の解は

x = cos
2π

9
, cos

4π

9
, cos

8π

9

−1 < cos
8π

9
< cos

4π

9
< cos

2π

9
< 1であるから，これら f(x) = 0の 3つ

の解 α, β, γについて

|α| < 1, |β| < 1, |γ| < 1

が成立する．
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(2) 3次方程式 8x3 − 6x+ 1 = 0の解 α, β, γと係数の関係により

α + β + γ = −0

8
= 0, αβ + βγ + γα =

−6

8
= −

3

4
, αβγ = −

1

8

したがって

α2 + β2 + γ2 = (α + β + γ)2 − 2(αβ + βγ + γα)

= 0− 2

(
−3

4

)
=

3

2
,

α3 + β3 + γ3 = (α + β + γ)(α2 + β2 + γ2 − αβ − βγ − γα) + 3αβγ

= 0 + 3

(
−1

8

)
= −

3

8

(3) an + bn + cn = αn + βn + γnについて，|α| < 1, |β| < 1, |γ| < 1より

lim
n→∞

n∑
k=1

(ak + bk + ck) = lim
n→∞

n∑
k=1

(αk + βk + γk)

=
α

1− α
+

β

1− β
+

γ

1− γ

=
1

1− α
+

1

1− β
+

1

1− γ
− 3

=
(1− α)(1− β) + (1− β)(1− γ) + (1− γ)(1− α)

(1− α)(1− β)(1− γ)
− 3

=
3− 2(α + β + γ) + (αβ + βγ + γα)

1− (α + β + γ) + (αβ + βγ + γα)− αβγ
− 3

=
3− 2·0 +

(
−3

4

)
1− 0 +

(
−3

4

)
−

(
−1

8

) − 3 = 3

(4) f(x) = 0の解が α, β, γであるから，最高次の係数に注意して

f(x) = 8x3 − 6x+ 1 = 8(x− α)(x− β)(x− γ)

A(α, 0)，B(β, 0)，C(γ, 0)，P(p, 0)より (−1 5 p 5 1)

g(p) = AP·BP·CP = |p− α||p− β||p− γ|

= |(p− α)(p− β)(p− γ)| = 1

8
|f(p)|

(1)の結果から −3 5 f(p) 5 3 よって 0 5 g(p) 5
3

8
�
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8 (1) 0 5 θ 5 πのとき，F と x軸との接点をTとすると

D0D = OT =

)

AT= θ ゆえに
−−→
D0D = (θ, 0)

−→
DB，

−→
DC，

−→
DAの偏角がそれぞれ

π

2
− θ, π − θ,

3π

2
− θであるから

−→
DB =

(
cos

(π
2
− θ

)
, sin

(π
2
− θ

))
= (sin θ, cos θ),

−→
DC = (cos (π − θ) , sin (π − θ)) = (− cos θ, sin θ),

−→
DA =

(
cos

(
3π

2
− θ

)
, sin

(
3π

2
− θ

))
= (− sin θ,− cos θ)

−→
OD =

−−→
OD0 +

−−→
D0D = (0, 1) + (θ, 0) = (θ, 1)であるから

−→
OA =

−→
OD+

−→
DA = (θ, 1) + (− sin θ,− cos θ) = (θ − sin θ, 1− cos θ),

−→
OB =

−→
OD+

−→
DB = (θ, 1) + (sin θ, cos θ) = (θ + sin θ, 1 + cos θ),

−→
OC =

−→
OD+

−→
DC = (θ, 1) + (− cos θ, sin θ) = (θ − cos θ, 1 + sin θ)

0 5 θ 5 πのとき，点Bの座標は (θ + sin θ, 1 + cos θ)

θ = πのとき，4点A，B，C，Dが位置する点A1，B1，C1，D1の座標は

A1(π, 2), B1(π, 0), C1(π + 1, 1), D1(π, 1)

O A0

B0

C0

A

B
C A1

B1

B2

A2

D D1 C1 C2 D2D0

x

y
(はじめ) (1回転)

回転 図形 F

θ

（図形 F の移動の概略図）

T
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(2) J1 : (x, y) = (θ − sin θ, 1− cos θ)の接ベクトル ~uは

~u =

(
dx

dθ
,
dy

dθ

)
= (1− cos θ, sin θ)

K1 : (x, y) = (θ + sin θ, 1 + cos θ)の接ベクトル~vは

~v =

(
dx

dθ
,
dy

dθ

)
= (1 + cos θ,− sin θ)

0 < θ < πのとき，これらの 2つの接ベクトルについて

~u·~v = (1− cos θ)(1 + cos θ) + sin θ(− sin θ) = 0

よって，θだけ回転したときの J1, K1の 2本の接線 l1, l2は垂直に交わる．

(3) l1, l2を媒介変数 s, tを用いて表すと (0 < θ < π)

l1 : (x, y) = (θ − sin θ, 1− cos θ) + s(1− cos θ, sin θ),

l2 : (x, y) = (θ + sin θ, 1 + cos θ) + t(1 + cos θ,− sin θ)

l1, l2の方程式を連立すると

θ − sin θ + s(1− cos θ) = θ + sin θ + t(1 + cos θ),

1− cos θ + s sin θ = 1 + cos θ − t sin θ

上の 2式をそれぞれ s, tについて整理すると

s(1− cos θ)− t(1 + cos θ) = 2 sin θ,

s sin θ + t sin θ = 2 cos θ

これを解くと s =
1 + cos θ

sin θ
, t = −1− cos θ

sin θ

したがって，l1と l2の交点 Pは (x, y) = (θ, 2)

よって，点 Pは 直線 y = 2 (0 < x < π)上を動く．
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(4) 曲線 J と x軸で囲まれる図形の面積を 3つの区間

0 5 x 5 π, π 5 x 5 π +
√
2, π +

√
2 5 x 5 π + 2

√
2

に分け，それぞれの面積を S1, S2, S3とする．

S1はサイクロイド

x = θ − sin θ, y = 1− cos θ (0 5 θ 5 π)

と x軸で囲まれた部分の面積である．

S1 =

∫ π

0

y dx

x = θ − sin θより
dx

dθ
= 1− cos θ

x 0 −→ π

θ 0 −→ π

S1 =

∫ π

0

(1− cos θ)·(1− cos θ) dθ

=

∫ π

0

(
3

2
− 2 cos θ +

1

2
cos 2θ

)
dθ

=

[
3

2
θ − 2 sin θ +

1

4
sin 2θ

]π
0

=
3π

2

下の図から

S2 =
1

2
·22·π

4
+

1

2
(
√
2)2 =

π

2
+ 1,

S3 =
1

2
·(
√
2)2·π

2
=

π

2

よって，求める面積 Sは

S = S1 + S2 + S3 =
3π

2
+
(π
2
+ 1

)
+

π

2
=

5

2
π + 1

O

y

x

A1

B1

C1

2
√
2

π
A2

π +
√
2
π + 2

√
2

A0

π
4 π

2

�


