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令和７年度　長崎大学２次試験前期日程 (数学問題)

令和7年2月25日

• 教育A・経済・環境科学部　 1 3 数 I・II・A・B (80分)

• 水産・情報データ科学部A　 1 2 3 数 I・II・A・B・C (110分)

• 教育B・薬・歯・工・情報データ科学部B　 4 5 6 7

数 I・II・III・A・B・C (130分)

• 医学部　 8 9 10 11 数 I・II・III・A・B・C (130分)

1 以下はそれぞれ個別の問題である．各問いに答えよ．

(1) 2次関数 y = ax2 − 2ax + b (−1 5 x 5 2)の最大値が 4で，最小値が−2

であるとき，定数 a, bの値を求めよ．

(2) 数列 {an}が，a1 = 1，a2 = 4，an+2 − 4an+1 + 4an = 0 (n = 1)で定義さ
れている．bn = an+1 − 2an，cn =

an
2n
とおくとき，bn，cnをそれぞれ nの

式で表し，一般項 anを求めよ．

(3) 4ABCにおいて，AB = 4，BC = 6，CA = 5である．∠Aの 2等分線と
辺BCが交わる点をDとする．

−→
ADを

−→
ABと

−→
ACを用いて表せ．また，内

積
−→
AB·

−→
ACおよび |

−→
AD|をそれぞれ求めよ．

(4)は選択問題である．(A)，(B)いずれか 1問を解答すること．

(4) (A) 円C : x2 + y2 = 1がある．この円Cを，y軸をもとにして x軸方向に
3倍，x軸をもとにして y軸方向に 2倍にした，だ円Dの方程式を求
めよ．また，だ円Dと y軸との 2つの交点をA，Bとする．ただし，
Aの y座標は正である．点P(x, y)が，だ円D上を動くとき，AとP

との距離APの最大値と，そのときの Pの座標を求めよ．

(B) 0 5 x 5 1に値をとる確率変数Xの確率密度関数が f(x) = kx(x− 1)

であるとき，定数 kの値を求めよ．また，X が α 5 x 5 βの範囲の

値をとる確率を P (α 5 X 5 β)とするとき，P

(
0 5 X 5 1

4

)
および

P

(
1

4
5 X 5 1

)
の値をそれぞれ求めよ．



2

2 以下はそれぞれ個別の問題である．各問いに答えよ．

(1) 2次方程式 x2 − 2ax+ a = 0が 0 < x < 3の範囲において異なる 2つの実
数解をもつように定数 aの値の範囲を定めよ．

(2) 0 < y < x < πのとき，以下の連立方程式の解 (x, y)を求めよ． sin x+ cos y = 1

4 cos2 x− sin2 y =
9

4

(3) 関数 f(x) = log2 x+2 log2(3−x)の最大値と，そのときのxの値を求めよ．
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3 下図のように，原点をOとする xy座標平面上における曲線C : y = |x2 − x|と
直線 l : y = ax (a > 0)は，異なる 3点O，A，Bを共有している．ただし，A

の x座標はBの x座標より小さいものとする．以下の問いに答えよ．

O

y

x

C

l

A B

(1) 2点A，Bの x座標を，aを用いてそれぞれ表せ．また，aの取り得る値の
範囲を求めよ．

(2) 線分OAと曲線Cとで囲まれる図形の面積 S1を aを用いて表せ．

(3) 線分ABと曲線Cとで囲まれる図形の面積 S2を aを用いて表せ．

(4) (2)と (3)の S1と S2の和 (S1 + S2)の最小値と，そのときの aの値を求
めよ．
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4 以下はそれぞれ個別の問題である．各問いに答えよ．

(1) 2次関数 y = ax2 − 2ax + b (−1 5 x 5 2)の最大値が 4で，最小値が−2

であるとき，定数 a, bの値を求めよ．

(2) 0 < y < x < πのとき，以下の連立方程式の解 (x, y)を求めよ． sin x+ cos y = 1

4 cos2 x− sin2 y =
9

4

(3)は選択問題である．(A)，(B)いずれか 1問を解答すること．

(3) (A) 円C : x2 + y2 = 1がある．この円Cを，y軸をもとにして x軸方向に
3倍，x軸をもとにして y軸方向に 2倍にした，だ円Dの方程式を求
めよ．また，だ円Dと y軸との 2つの交点をA，Bとする．ただし，
Aの y座標は正である．点P(x, y)が，だ円D上を動くとき，AとP

との距離APの最大値と，そのときの Pの座標を求めよ．

(B) 0 5 x 5 1に値をとる確率変数Xの確率密度関数が f(x) = kx(x− 1)

であるとき，定数 kの値を求めよ．また，X が α 5 x 5 β の範囲
の値をとる確率を P (α 5 X 5 β)とするとき，0 5 a 5 1における

P (0 5 X 5 a)を aを用いて表し，P (0 5 X 5 a) =
7

20
P (a 5 X 5 1)

を満たす定数 aの値を求めよ．
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5 以下はそれぞれ個別の問題である．各問いに答えよ．

(1) 原点をOとする複素数平面上に，原点Oと異なる 2点 A(α)，B(β)があ

り，4α2 − 6αβ +3β2 = 0が成り立つ．このとき，
β

α
の値を求めよ．また，

β

α
を極形式で表せ．ただし，0 < arg

β

α
< πとする．

(2) 数列 {an}が，a1 = 1，a2 = 4，an+2 − 4an+1 + 4an = 0 (n = 1)で定義さ
れている．bn = an+1 − 2an，cn =

an
2n
とおくとき，bn，cnをそれぞれ nの

式で表し，一般項 anを求めよ．

(3) 部分積分法を用いて定積分
∫ 1

0

log(x2 + 1) dxを求めよ．ただし，対数は

自然対数とする．
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6 図 1のように，原点をOとする xy平面上に，曲線C : y = x2がある．曲線C

上の点A(−1, 1)と曲線C上を動く点P(t, t2)がある．ただし，−1 < t < 0と
する．C上のAにおける接線を lとし，Aを通り lに垂直な直線を法線 l′とす
る．同様にC上のPにおける接線をmとし，Pを通りmに垂直な直線を法線
m′とする．以下の問いに答えよ．

(1) 接線 lおよび法線 l′の方程式をそれぞれ求めよ．

(2) 接線mおよび法線m′の方程式をそれぞれ tを用いて表せ．

(3) l′とm′の交点をRとする．曲線C上をPがAに限りなく近づくとき，R

が限りなく近づく点をR0とする．R0の座標を求めよ．

(4) (3)のR0を中心とし，Aを通る円Dの方程式を求めよ．また，円Dと曲
線Cが共有する点のうち，Aと異なる点をBとする．Bの座標を求めよ．

(5) (4)において，円Dと法線 l′が共有する点のうち，Aと異なる点をEとす
るとき，線分BE，円D，曲線Cとで囲まれる図形 (図 2の斜線部，境界
を含む)の面積を求めよ．

O

y

x

P

A m′

C
m

l

t

t2

1

−1

l′

O

y

x

R0

A

B

E

D

図 1 図 2

C
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7 下図のように，xy座標平面上の原点Oを中心とする半径 2の円Cがある．点
A(2, 0)，点B(0, 2)とするとき，点Pは円Cの周上をAからBまで反時計ま

わりに動くものとする．また，∠AOP = θ
(
0 5 θ 5 π

2

)
とし，点Q(x, y)は，

∠OPQの大きさが常に
π

2
で，線分PQの長さが弧APの長さに等しくなるよう

に動く．ただし，点Qの x座標は常に 2以上とし，θ = 0のときのQの位置を
A，θ =

π

2
のときのQの位置をDとする．以下の問いに答えよ．

O

y

x

Q

A

P

θ

B D

E F

C

(1) 弧APの長さ lを θを用いて表せ．また，Dの座標を求めよ．ただし，答
えのみでよい．

(2) 2点P，Qからx軸に下した垂線とx軸との交点をそれぞれE，Fとすると
き，4点P，E，F，Qの座標を θを用いて表せ．ただし，答えのみでよい．

(3) 定積分
∫ π

2

0

θ sin 2θ dθおよび
∫ π

2

0

θ2 cos 2θ dθを，それぞれ求めよ．

(4) Q(x, y)が描く曲線と円Cおよび直線BDとで囲まれる図形の面積Sを求
めよ．ただし，このCについては x = 0，y = 0の円弧で考える．

(5) Q(x, y)がえがく曲線の長さ Lを求めよ．
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8 以下はそれぞれ個別の問題である．各問いに答えよ．

(1) 関数 f(x) = log2 x+2 log2(3−x)の最大値と，そのときのxの値を求めよ．

(2) 数列 {an}が，a1 = 1，a2 = 4，an+2 − 4an+1 + 4an = 0 (n = 1)で定義さ
れている．bn = an+1 − 2an，cn =

an
2n
とおくとき，bn，cnをそれぞれ nの

式で表し，一般項 anを求めよ．

(3)は選択問題である．(A)，(B)いずれか 1問を解答すること．

(3) (A) 原点をOとする複素数平面上に，原点Oと異なる 2点A(α)，B(β)が

あり，4α2 − 6αβ + 3β2 = 0が成り立つ．このとき，
β

α
の値を求めよ．

また，
β

α
を極形式で表し，4OABはどのような三角形か答えよ．た

だし，0 < arg
β

α
< πとする．

(B) 0 5 x 5 1に値をとる確率変数Xの確率密度関数が f(x) = kx(x− 1)

であるとき，定数 kの値を求めよ．また，X が α 5 x 5 β の範囲
の値をとる確率を P (α 5 X 5 β)とするとき，0 5 a 5 1における

P (0 5 X 5 a)を aを用いて表し，P (0 5 X 5 a) =
7

20
P (a 5 X 5 1)

を満たす定数 aの値を求めよ．
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9 原点をOとする xy平面上の 2点A(0, 2)，B(1, 0)を通る直線を l1とし，x座
標が t (0 5 t 5 1)である線分AB上の点をPとする．Pから x軸，y軸に下し
た垂線と，x軸，y軸との交点をそれぞれ点Q，点 Rとし，Q，Rを通る直線
を l2とする．Pが線分AB上をAからBまで動くとき，線分QRが通過してで
きる図形の周および内部からなる領域を F とする．ただし，

PがAと一致するときは，QはOとし，RはAとする．

PがBと一致するときは，QはBとし，RはOとする．

以下の問いに答えよ．

(1) 4AOBの周および内部からなる領域を不等式で表せ．ただし，答えのみ
でよい．

(2) 直線 l2の方程式意を tの 2次方程式 2t2+ at+ b = 0の形で表すとする．a，
bをそれぞれ xと yの式で表せ．

(3) 点
(
1

4
,
1

2

)
は領域 F に含まれるかどうかを調べよ．

(4) 領域 F を xと yの不等式で表せ．

(5) 解答用紙の xy座標平面上に領域F を図示せよ．また，領域F が表す図形
の面積 Sを求めよ．
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10 xyz座標空間の xy平面上に，原点Oを中心とする半径 1の円Cがあり，円C

の周上を動く点をP(cos θ, sin θ, 0)とする．また，z = 1で表される平面 T 上
に，点A(0, 0, 1)を中心とする半径 1の円Dがあり，円Dの周上を動く点を
Q(cos(θ + α), sin(θ + α), 1)とする．ただし，θは 0 5 θ 5 2πの変数とし，α

は 0 5 α 5 πの定数とする．以下の問いに答えよ．

(1)
−→
PR = t

−→
PQ (0 5 t 5 1)とする．このとき，点R(x, y, z)の x, y, zをそ

れぞれ t, θ, αを用いて表せ．

(2) (1)のRから z軸に垂線RHを下ろし，2点RとHの距離を dとする．d2

をαと tの式で表せ．また，tが t = 0から t = 1まで変化するとき，dの最
小値を αを用いて表し，そのときの tの値を求めよ．ただし，0 < α 5 π

とする．

(3) θが θ = 0から θ = 2πまで変化するとき，線分PQが通過してできる曲面
と，xy平面と平面 T の 2平面とで囲まれる立体F の体積 V をαを用いて
表せ．

(4) (3)の立体F は，定数αの値によって様々な形状になる．立体F の体積 V

が最大，最小になるときのαの値と体積をそれぞれ求め，そのときの形状
をそれぞれ答えよ．
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11 原点をOとする xy平面上において y =
√
1− x2 (−1 5 x 5 1)で表される半

円を C とし，C 上の 2点をQ0(−1, 0), A(1, 0)とする．下図のように，小球

P(以下 Pとよぶ)はQ0より，x軸の正の向きとなす角が θ
(
0 < θ <

π

2

)
とな

るように発射され，PがC上の点Q1に達すると，∠Q0Q1O = ∠OQ1Q2となる
ように反射される．さらに，Pは，このような反射を繰り返し，はじめて x軸
に達したとき，静止するものとする．このような反射を繰り返し，はじめて x

軸に達したとき，静止するものとする．このときの反射の回数を n回 (最後の
反射する点はQn)とし，静止する点をRn(xn, 0)とする．以下の問いに答えよ．

(1) Pが，1回の反射でAに達するときのPの軌跡を示し，そのときの θの値
を求めよ．また，Pが，2回の反射でAに達するときの Pの軌跡を示し，
そのときの θの値を求めよ．ただし，θの値は答のみでよい．

(2) Pが 1回の反射で x軸に達するとき，θの値の範囲を求めよ．このとき，
x1を sin θの式で表し，x1の取り得る値の範囲を求めよ．

(3) Pが n回の反射で x軸に達するとき，θの値の範囲を求めよ．また，xnを
n，θを用いて表せ．

(4) (3)のとき，4ORnQnの面積 Snは，Sn =
tan 2nθ tan θ

2(tan 2nθ + tan θ)
と表される

ことを示し，反射の回数 nが限りなく大きくなる場合は，Snは限りなく
0に近づくことを証明せよ．

O

y

x
P

Q1

Q2

Q3

Qn−1

Qn

A(1, 0)

Rn(xn, 0)Q0(−1, 0)

θ

C
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解答例
1 (1) f(x) = ax2 − 2ax+ bとおくと f(x) = a(x− 1)2 − a+ b

−1 5 x 5 2において，最大値 4，最小値−2をとるから a 6= 0

(i) a > 0のとき，f(−1) = 4，f(1) = −2であるから

3a+ b = 4, − a+ b = −2 これを解いて a =
3

2
, b = −1

2

(ii) a < 0のとき，f(−1) = −2，f(1) = 4であるから

3a+ b = −2, − a+ b = 4 これを解いて a = −3

2
, b =

5

2

よって (a, b) =

(
3

2
,−

1

2

)
,

(
−
3

2
,
5

2

)
(2) an+2 − 4an+1 + 4an = 0 (n = 1)より

an+2 − 2an+1 = 2(an+1 − 2an) ゆえに bn+1 = 2bn

b1 = a2 − 2a1 = 4 − 2·1 = 2より，{bn}は初項 2，公比 2の等比数列であ
るから

bn = 2·2n−1 よって bn = 2n

上式を bn = an+1 − 2anに代入すると 2n = an+1 − 2an

an+1

2n+1
− an

2n
=

1

2
ゆえに cn+1 − cn =

1

2

c1 =
a1
2

=
1

2
より，{cn}は初項

1

2
，公差

1

2
の等差数列であるから

cn =
1

2
+

1

2
(n− 1) =

n

2
ゆえに

an
2n

=
n

2
よって an = n·2n−1
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(3) 線分ADは∠Aの二等分線であるから BD : DC = AB : AC = 4 : 5

−→
AD =

5
−→
AB + 4

−→
AC

9

|
−→
BC| = |

−→
AC−

−→
AB|より ｜

−→
BC|2 = |

−→
AC|2 − 2

−→
AB·

−→
AC+ |

−→
AB|2

62 = 52 − 2
−→
AB·

−→
AC+ 42 ゆえに

−→
AB·

−→
AC =

5

2

したがって |5
−→
AB + 4

−→
AC|2 = 25|

−→
AB|2 + 40

−→
AB·

−→
AC+ 16|

−→
AC|2

= 25·42 + 40·5
2
+ 16·25 = 900

|5
−→
AB + 4

−→
AC| = 30であるから

|
−→
AD| = |5

−→
AB + 4

−→
AC|

9
=

30

9
=

10

3

A

B CD

4 5

6

別解 AD2 = AB·AC− BD·DC = 4× 5− 4

9
·6× 5

9
·6 =

100

9
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三角形の角の二等分線に関する公式

4ABCの∠Aの二等分線と辺BCとの交点をDとすると

AD2 = AB·AC − BD·DC

証明 右下の図のように4ABCの外接円とADの延長との交点をEとする．
A

B CD D

A

B C

E
4ABD 4AECより

AB : AD = AE : AC ゆえに AB·AC = AD·AE

AE = AD+DEより

AB·AC = AD(AD + DE) = AD2 +AD·DE

方べきの定理により，AD·DE = BD·DCであるから

AB·AC = AD2 + BD·DC よって AD2 = AB·AC− BD·DC 証終



15

(4) 楕円Dの頂点が (±3, 0)，(0, ± 2)であるから，その方程式は

x2

32
+

y2

22
= 1 (∗)

点A(0, 2)からD上の点 P(x, y)の距離APは

AP2 = x2 + (y − 2)2

(∗)から x2 = 9− 9

4
y2 · · · 1©であるから，これを上式に代入すると

AP2 = 9− 9

4
y2 + (y − 2)2 = −5

4
y2 − 4y + 13

= −5

4

(
y +

8

5

)2

+
81

5

−2 5 y 5 2であるから，y = −8

5
これを 1©に代入すると x2 =

81

25

よって，P

(
±
9

5
,−

8

5

)
のとき，最大値

9
√
5

(5) 確率変数の範囲が 0 5 x 5 1である確率密度関数 f(x) = kx(x − 1)によ
り (kは定数)∫ 1

0

f(x) dx = k

∫ 1

0

x(x− 1) = −k

6
= 1 ゆえに k = −6

したがって

P 5 (0 5 x 5 1

4
) = −6

∫ 1
4

0

x(x− 1) dx = −6

[
x3

3
− x2

2

] 1
4

0

=
5

32

P

(
1

4
5 x 5 1

)
= 1− P

(
0 5 x 5 1

4

)
= 1− 5

32
=

27

32

�
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2 (1) f(x) = x2 − 2ax+ aとおくと f(x) = (x− a)2 − a2 + a

2次方程式 f(x) = 0が 0 < x < 3の範囲に異なる 2つの実数解をもつから

0 < a < 3, f(0) > 0, f(a) < 0, f(3) > 0

したがって 0 < a < 3, a > 0, −a2 + a < 0, 9− 5a > 0

すなわち


0 < a < 3

a > 0

a < 0, 1 < a

a <
9

5

これを解いて 1 < a <
9

5

(2) sinx+ cos y = 1より cos y = 1− sinx · · · 1©

4 cos2 x− sin2 y =
9

4
より 4(1− sin2 x)− (1− cos2 y) =

9

4

3

4
− 4 sin2 x+ cos2 y = 0

1©を上式に代入すると 3

4
− 4 sin2 x+ (1− sin x)2 = 0

−3 sin2 x− 2 sin x+
7

4
= 0 ゆえに 12 sin2 x+ 8 sin x− 7 = 0

(2 sin x− 1)(6 sin x+ 7) = 0より (−1 5 sin x 5 1) sin x =
1

2
· · · 2©

これを 1©に代入すると cos y =
1

2
0 < y < πに注意して y =

π

3

0 < y < x < πより，
π

3
< x < πに注意して 2©を解くと x =

5

6
π

(3) f(x) = log2 x+ 2 log2(3− x)について，真数は正であるから

x > 0, 3− x > 0 すなわち 0 < x < 3

f(x) = log2 x(3− x)2より，3正数 2x, 3− x, 3− xの相加平均・相乗平均
の大小関係により

2x+ (3− x) + (3− x)

3
= 3
√

2x(3− x)2 ゆえに x(3− x)2 5 4

上式において等号が成立するのは

2x = 3− x すなわち x = 1

よって，x = 1のとき最大値 2をとる． �
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3 (1) 点Aの x座標は

−x2 + x = ax ゆえに x(x− 1 + a) = 0

x 6= 0であるから x = 1 − a

点Bの x座標は

x2 − x = ax ゆえに x(x− 1− a) = 0

x 6= 0であるから x = 1 + a

O，A，Bの位置関係から，aのとり得る値の範囲は

0 < 1− a < 1 + a すなわち 0 < a < 1

(2)

S1 =

∫ 1−a

0

{(−x2 + x)− ax} dx

=

∫ 1−a

0

x(1− a− x) dx =
1

6
(1 − a)3

(3) Cと x軸で囲まれた部分の面積を S3とすると

S3 =

∫ 1

0

(−x2 + x) dx = −
∫ 1

0

x(x− 1) dx =
1

6

曲線 y = x2 − xと直線 y = axで囲まれた部分の面積は

S3 + (S3 − S1) + S2 =

∫ 1+a

0

{ax− (x2 − x)} dx

=

∫ 1+a

0

x(1 + a− x) dx =
1

6
(1 + a)3

したがって

S2 =
1

6
(1 + a)3＋ S1 − 2S3

=
1

6
(1 + a)3 +

1

6
(1− a)3 − 2·1

6

= a2

　

O

y

x

C

l

A B
S1 S2

S3

S3−S1
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(4) (2)，(3)の結果から，S(a) = S1 + S2とおくと

S(a) =
1

6
(1− a)3 + a2

= −1

6
a3 +

3

2
a2 − 1

2
a+

1

6

S ′(a) = −1

2
a2 + 3a− 1

2

0 < a < 1に注意して，S ′(a) = 0を解くと a = 3− 2
√
2

a (0) · · · 3− 2
√
2 · · · (1)

S ′(a) − 0 +

S(a) ↘ 極小 ↗

S(a) =
1

3
(a− 3)f ′(a) +

1

3
(8a− 1)より

a = 3 − 2
√
2のとき，最小値 f(3− 2

√
2) =

1

3
(23 − 16

√
2)

�

4 (1) 1 (1)を参照

(2) 2 (2)を参照

(3) 1 (4)(A)を参照

(4) 確率変数の範囲が 0 5 x 5 1である確率密度関数 f(x) = kx(x − 1)によ
り (kは定数)∫ 1

0

f(x) dx = k

∫ 1

0

x(x− 1) = −k

6
= 1 ゆえに k = −6

P (0 5 x 5 a) =
7

20
P (a 5 x 5 1)より

P (0 5 x 5 a) =
7

20
{1− P (0 5 x 5 a)} P (0 5 x 5 a) =

7

27

P (0 5 x 5 a) = −6

∫ a

0

x(x−1) dx = −6

[
x3

3
− x2

2

]
= −2a3 + 3a2より

−2a3 + 3a2 =
7

27
整理すると 54a3 − 81a2 + 7 = 0

したがって (3a− 1)(18a2 − 21a− 7) = 0 ゆえに a =
1

3
,
7±

√
105

12

0 5 a 5 1であるから a =
1

3
�
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5 (1) 4α2 − 6αβ + 3β2 = 0より (α 6= 0)(
β

α

)2

− 6·β
α
+ 4 = 0 ゆえに

β

α
=

3 ±
√
3 i

3

0 < arg
β

α
< πであるから

β

α
=

3 +
√
3 i

3∣∣∣∣βα
∣∣∣∣ =

√
32 + (

√
3)2

3
=

2
√
3

3

よって
β

α
=

2
√
3

3

(√
3

2
+

1

2
i

)
=

2
√
3

3

(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
(2) 1 (2)を参照

(3) ∫ 1

0

log(x2 + 1) dx =

∫ 1

0

(x)′ log(x2 + 1) dx

=

[
x log(x2 + 1)

]1
0

−
∫ 1

0

x· 2x

x2 + 1
dx

= log 2− 2

∫ 1

0

(
1− 1

x2 + 1

)
dx

= log 2− 2 + 2

∫ 1

0

1

x2 + 1
dx

x = tan θとおくと
dx

dθ
=

1

cos2 θ

x 0 −→ 1

θ 0 −→ π
4∫ 1

0

1

x2 + 1
dx =

∫ π
4

0

1

tan2 θ + 1
· 1

cos2 θ
dθ =

∫ π
4

0

dθ =
π

4

よって
∫ 1

0

log(x2 + 1) dx = log 2− 2 + 2·π
4
= log 2 +

π

2
− 2 �
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6 (1) C : y = x2より y′ = 2xであるから，x = −1のとき，y′ = −2

C上の点A(−1, 1)における接線 l の方程式は

y − 1 = −2(x+ 1) すなわち y = −2x − 1

C上の点A(−1, 1)における法線 l′ の方程式は

y − 1 =
1

2
(x+ 1) すなわち y =

1

2
x +

3

2

(2) x = tのとき，y′ = 2t

C上の点 P(t, t2)における接線m の方程式は

y − t2 = 2t(x− t) すなわち y = 2tx − t2

C上の点 P(t, t2)における法線m′ の方程式は

y − t2 = − 1

2t
(x− t) すなわち y = −

1

2t
x + t2 +

1

2

(3) (1)，(2)の結果から，l′，m′の交点Rの座標は，連立方程式
y =

1

2
x+

3

2

y = − 1

2t
x+ t2 +

1

2

を解くと

1

2
x+

3

2
= − 1

2t
x+ t2 +

1

2(
1

t
+ 1

)
x = 2(t2 − 1)

(t+ 1)x = 2t(t+ 1)(t− 1)

t 6= −1であるから x = 2t(t− 1)

y =
1

2
·2t(t− 1) +

3

2
= t2 − t+

3

2

したがって R

(
2t(t − 1), t2 − t +

3

2

)
P −→ Aのとき，t −→ −1より R0

(
4,

7

2

)
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(4) Dは中心R0

(
4,

7

2

)
，半径R0A =

√
(4 + 1)2 +

(
7

2
− 1

)2

=
5
√
5

2
の円

D : (x − 4)2 +

(
y −

7

2

)2

=
125

4

DとC : y = x2の方程式から yを消去すると

(x− 4)2 +

(
x2 − 7

2

)2

=
125

4

整理すると x4 − 6x2 − 8x− 3 = 0 ゆえに (x+ 1)3(x− 3) = 0

したがって，共有点の座標は (−1, 1), (3, 9)

BはAと異なる点であるから B(3, 9)

(5) AEは円Dの直径の両端であるから，A(−1, 1)，R0

(
4,

7

2

)
より E(9, 6)

AB =
√

(3 + 1)2 + (9− 1)2 = 4
√
5,

BE =
√

(9− 3)2 + (6− 9)2 = 3
√
5,

4ABE =
1

2
·4
√
5·3

√
5 = 30

Cと直線AB : y = 2x+ 3で囲まれた部分の面積を S1とすると

S1 =

∫ 3

−1

{(2x+ 3)− x2} dx

= −
∫ 3

−1

(x+ 1)(x− 3) dx = −
(
−1

6

)
(3 + 1)2 =

32

3

求める面積を Sとすると

S = 4ABE +
1

2
π

(
5
√
5

2

)2

− S1 = 30 +
125

8
π − 32

3
=

125

8
π +

58

3

O

y

x

R0

A

B

E

D

C

S1

�
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法線群の包絡線

一般に C1 : y = f(x)上の 2点 P(t, f(t))，Q(u, f(u))における法線の方程式は
(u 6= t)，それぞれ

(x− t) + f ′(t)(y − f(t)) = 0, (x− u) + f ′(u)(y − f(u)) = 0

であり，これから

x+ f ′(t)y = t+ f ′(t)f(t) · · · 1©, x+ f ′(u)y = u+ f ′(u)f(u) · · · 2©

2©− 1©より

{f ′(u)− f ′(t)}y = u− t+ f ′(u)f(u)− f ′(t)f(t)

= u− t+ f ′(u){f(u)− f(t)}+ f(t){f ′(u)− f ′(t)}

u 6= tであるから，両辺を u− tで割ると

f ′(u)− f ′(t)

u− t
y = 1 + f ′(u)·f(u)− f(t)

u− t
+ f(t)·f

′(u)− f ′(t)

u− t

u → tとすると f ′′(t)y = 1 + f ′(t)2 + f(t)f ′′(t)

f ′′(t) 6= 0のとき y = f(t) +
1 + f ′(t)2

f ′′(t)

これを 1©に代入すると x = t− f ′(t){1 + f ′(t)2}
f ′′(t)

よって，tを変数として次の (x, y)が描く軌跡 (法線群の包絡線)がC2である．

x = t− f ′(t){1 + f ′(t)2}
f ′′(t)

, y = f(t) +
1 + f ′(t)2

f ′′(t)
(∗)

上で求めた (x, y)はPにおける曲率円 (接触円)の中心でもある．Pにおける曲率
円とは，曲線上の 3点P，Q，Rについて，Q，Rが曲線上をPに限りなく近づくと
きに占める極限の位置の円である．その中心を曲率中心という．
C1上の 3点をP(t, f(t))，Q(u, f(u))，R(v, f(v))とする (t < u < v)．3点P，Q，

Rを通る円を (x− c1)
2 + (y − c2)

2 − r2 = 0とすると

(t− c1)
2 + {f(t)− c2}2 − r2 = 0

(u− c1)
2 + {f(u)− c2}2 − r2 = 0

(v − c1)
2 + {f(v)− c2}2 − r2 = 0

ここで，g(s) = (s− c1)
2 + {f(s)− c2}2 − r2とおくと g(t) = g(u) = g(v) = 0
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g(t) = g(u)であるから，ロル (Rolle)の定理により

g′(t1) = 0 (t < t1 < u)

を満たす t1が存在する．同様に，g(u) = g(v)であるから

g′(t2) = 0 (u < t2 < v)

を満たす t2が存在する．g′(t1) = g′(t2)であるから，さらにロルの定理を用いると

g′′(t3) = 0 (t1 < t3 < t2)

を満たす t3が存在する．Q，RがPに限りなく近づくとき，u → t，v → tとなるか
ら，上の諸式において

g(t) = 0, g′(t) = 0, g′′(t) = 0

g′(s)，g′′(s)は

g′(s) = 2(s− c1) + 2f ′(s){f(s)− c2}
g′′(s) = 2 + 2f ′′(s){f(s)− c2}+ 2{f ′(s)}2

g′(t) = 0，g′′(t) = 0であるから

(t− c1) + f ′(t){f(t)− c2} = 0, 1 + f ′(t)2 + f ′′(t){f(t)− c2} = 0

上の第 2式から c2 − f(t) =
1 + f ′(t)2

f ′′(t)

これを第 1式に代入すると c1 − t = −f ′(t){1 + f ′(t)2}
f ′′(t)

上の 2式を g(t) = 0に代入することにより，曲率円の半径 rは

r2 =
{1 + f ′(t)2}3

{f ′′(t)}2
ゆえに r =

{1 + f ′(t)2} 3
2

|f ′′(t)|

よって，曲線の Pにおける曲率中心 (c1, c2)は

c1 = t− f ′(t){1 + f ′(t)2}
f ′′(t)

, c2 = f(t) +
1 + f ′(t)2

f ′′(t)
(∗∗)

曲率中心 (c1, c2)の描く軌跡を縮閉線といい，(∗)，(∗∗)から曲線の法線群の包絡
線と一致することがわかる．また，曲率円の半径は√

(t− c1)2 + {f(t)− c2}2 =
{1 + f ′(t)2} 3

2

|f ′′(t)|
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n次の接触

2曲線C1 : y = f(x)とC2 : y = g(x)の共有点 Pの x座標を αとする．

1. f(α) = g(α)であるとき，C1とC2は Pで 0次の接触をなすという．

2. f(α) = g(α)，f ′(α) = g′(α)であるとき，C1と C2は Pで 1次の接触をなすとい
い，PにおけるC1およびC2の接線が一致する．

3. f(α) = g(α)，f ′(α) = g′(α)，f ′′(α) = g′′(α)であるとき，C1とC2は Pで 2次の
接触をなすといい，PにおけるC1およびC2の接触円 (曲率円)が一致する．

P P P

0次の接触 1次の接触 2次の接触

C1 C2C1C1

C2

C2

一般に，f (k)(α) = g(k)(α) (k = 0, 1, 2, · · · , n)が成り立つとき，C1とC2は点 Pで
n次の接触をなすという．
本題において，Dは C 上の点 Aにおける接触円であり，C とDは点 Aで 2次の
接触をなす．なお，CとDを連立させた方程式

(x+ 1)3(x− 3) = 0

から，CとDが 2次の接触をなすことがわかる．
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曲率と曲率半径

曲線の弧長 sに対する接線の向きの変化率を曲率といい，曲率 κは，次式で定義
される．

κ =
dθ

ds

点 (x, y)における接線が，x軸の正の向きとなす角を θとすると

y′ = tan θ

これを θについて，微分することにより

y′′
dx

dθ
=

1

cos2 θ
= 1 + tan2 θ = 1 + (y′)2 ゆえに

dθ

dx
=

y′′

1 + (y′)2

また，
ds

dx
=
√

1 + (y′)2であるから，
dx

ds
=

1√
1 + (y′)2

より

κ =
dθ

ds
=

dθ

dx
·dx
dθ

=
y′′

1 + (y′)2
· 1√

1 + (y′)2
=

y′′

{1 + (y′)2} 3
2

曲率 κの逆数
1

κ
を曲率半径という．曲率円の半径は曲率半径の絶対値に等しい．

κ > 0すなわち y′′ > 0のとき下に凸，κ < 0すなわち y′′ <のとき上に凸である．
変曲点は曲率の符号が変わる点であり，頂点は曲率が極値をとる点である．

κ > 0 κ < 0
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2008年 長崎大学 6番

放物線 y = x2上に，x座標が tである点P(t)をとる．ただし，t = 0とする．h 6= 0

とし，放物線のP(t)における法線と，P(t+ h)における法線を考える．h → 0と
するとき，この 2法線の交点の x座標の極限値を u(t)，y座標の極限値を v(t)と
する．さらに (u(t), v(t))を点Q(t)とする．次の問いに答えよ．

(1) u(t)と v(t)を求めよ．

(2) Q(t)が上の放物線上にあるとき，tの値とQ(t)の座標を求めよ．

(3) 上の放物線，曲線 x = u(t)，y = v(t)，および y軸で囲まれた図形の面積を
求めよ．

解答 (1) y = x2を微分すると y′ = 2x

放物線上の点 (t, t2)における法線の方程式は

1(x− t) + 2t(y − t2) = 0 すなわち x+ 2ty = t+ 2t3 · · · 1©

s 6= tとする．放物線上の点 (s, s2)における法線の方程式は

x+ 2sy = s+ 2s3 · · · 2©

2©− 1©より

2(s− t)y = s− t+ 2(s3 − t3) ゆえに y = s2 + st+ t2 +
1

2

これを 1©に代入すると

x+ 2t

(
s2 + st+ t2 +

1

2

)
= t+ 2t3 ゆえに x = −2st(s+ t)

2直線 1©， 2©の交点の座標は
(
−2st(s+ t), s2 + st+ t2 +

1

2

)
この点を s −→ tとした極限の点が (u(t), v(t)) であるから

u(t) = lim
s→t

{−2st(s+ t)} = −4t3

v(t) = lim
s→t

(
s2 + st+ t2 +

1

2

)
= 3t2 +

1

2

(2) Q(t)が放物線 y = x2上にあるから

3t2 +
1

2
= (−4t3)2 整理すると 32t6 − 6t2 − 1 = 0

ゆえに (2t2 − 1)(4t2 + 1)2 = 0 t = 0に注意して t =
1
√
2

よって Q(−
√
2, 2)
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(3) (1)の結果から x = −4t3，y = 3t2 +
1

2

ゆえに 2x = (−2t)3，y =
3

4
(−2t)2 +

1

2

上の 2式から tを消去すると y =
3

4
(2x)

2
3 +

1

2

求める面積は，下の図の斜線部分である．

O

y

x−
√
2

2

1
2

Q

この面積を Sとすると

S =

∫ 0

−
√
2

(
3

4
(2x)

2
3 +

1

2
− x2

)
dx

=

[
9x(2x)

2
3

20
+

x

2
− x3

3

]0
−
√
2

=
11

15

√
2

解説 曲線 y =
3

4
(2x)

2
3 +

1

2
を放物線 y = x2の法線群の包絡線という．

2009年 九大理系 3番

曲線C1 : y =
x2

2
の点P

(
a,

a2

2

)
における法線と点Q

(
b,

b2

2

)
における法線の交

点をRとする。ただし，b 6= aとする。このとき，次の問いに答えよ。

(1) bが aに限りなく近づくとき，Rはある点Aに限りなく近づく。Aの座標を
aで表せ。

(2) 点Pが曲線C1上を動くとき，(1)で求めた点Aが描く軌跡をC2とする。曲
線C1と軌跡C2の概形を描き，C1とC2の交点の座標を求めよ。

(3) 曲線C1と軌跡C2で囲まれた部分の面積を求めよ。
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解答 (1) y =
x2

2
を微分すると y′ = x

点A

(
a,

a2

2

)
における接線の方向ベクトルは (1, a)であるから，Aにお

ける法線の方程式は

1(x− a) + a

(
y − a2

2

)
= 0 すなわち x+ ay = a+

a3

2
· · · 1©

同様にしてB

(
b,

b2

2

)
における法線の方程式は x+ by = b+

b3

2
· · · 2©

1©， 2©から xを消去すると

(b− a)y = b− a+
b3 − a3

2
b 6= a より y = 1 +

a2 + ab+ b2

2

これを 1©に代入すると

x+ a

(
1 +

a2 + ab+ b2

2

)
= a+

a3

2
ゆえに x = −ab(a+ b)

2

したがって，Rの座標は
(
−ab(a+ b)

2
, 1 +

a2 + ab+ b2

2

)
よって，b → aによるRの極限の点Aの座標は

(
−a3, 1 +

3

2
a2

)
(2) (1)の結果から

x = −a3，y = 1 +
3

2
a2

とおくと，第 1式から a = −x
1
3

これを第 2式に代入すると y = 1 +
3

2
x

2
3

上式がC2の方程式であり，C1，C2の方程式から yを消去すると

x2

2
= 1 +

3

2
x

2
3 ゆえに x2 − 3x

2
3 − 2 = 0

x
1
3 = t · · · 3©とおくと x = t3 · · · 3©′

t6 − 3t2 − 2 = 0 ゆえに (t2 + 1)2(t2 − 2) = 0

したがって t = ±
√
2 3©′より x = ±2

√
2

これをC1の方程式に代入して y = 4

よって，C1とC2の交点の座標は (±2
√
2, 4)
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C2 : y = 1 +
3

2
x

2
3 について y′ =

1
3
√
x
，y′′ = − 1

3x 3
√
x

ゆえに y′′ < 0 したがって C2は上に凸の曲線である．

したがって，C1，C2の概形は，次のようになる．

O

y

x2
√
2−2

√
2

4

C1

C2

1

補足

C2上の点 P(0, 1)について，(1)の結果から

−→
PA =

(
−a3,

3

2
a2
)

=
3

2
a2
(
−2

3
a, 1

)
a → 0とすると，C2の尖点 P(0, 1)における接線は，y軸に平行な直
線となる．尖点 (cusp)は，曲線上の可微分でない点であり，接線が定
まらないのが一般的である (y = |x|の尖点 (0, 0)など)．

(3) C1，C2は y軸に関して対称であるから，求める面積を Sとすると

S = 2

∫ 2
√
2

0

{(
1 +

3

2
x

2
3

)
− x2

2

}
dx

= 2

[
x+

9

10
x

5
3 − x3

6

]2√2

0

=
88

√
2

15

2017年 九大後期 1番

座標平面上の曲線 C : y =
√
x (x = 0)を考える．C 上の異なる 2点 P(p,

√
p)，

Q(q,
√
q) (p > 0, q > 0) における，それぞれの法線 `1，`2を考える．法線 `1と

`2の交点をRとする．以下の問いに答えよ．

(1) 点Rの座標を pと qで表せ．

(2) qが pに限りなく近づくとき，線分RPの長さの極限値を pで表せ．
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解答 (1) f(x) =
√
xとおくと f ′(x) =

1

2
√
x

C上の点 P(p,
√
p)における法線 `1の方程式は，− 1

f ′(p)
= −2

√
pより

y −√
p = −2

√
p(x− p) すなわち y = −2

√
p x+ (2p+ 1)

√
p · · · 1©

同様に，C上の点Q(q,
√
q)における法線 `2の方程式は

y = −2
√
q x+ (2q + 1)

√
q · · · 2©

1©， 2©から yを消去すると

2(
√
p−√

q)x = (2p+ 1)
√
p− (2q + 1)

√
q

= 2(p
√
p− q

√
q) +

√
p−√

q

2点 P，Qは異なるので，
√
p−√

q 6= 0であるから

x =
p
√
p− q

√
q

√
p−√

q
+

1

2
= p+

√
pq + q +

1

2

これを 1©に代入すると

y = −2
√
p

(
p+

√
pq + q +

1

2

)
+ (2p+ 1)

√
p

= (−2
√
pq − 2q)

√
p = −2

√
pq(

√
p+

√
q)

よって，点Rの座標は(
p +

√
pq + q +

1

2
,−2

√
pq(

√
p +

√
q)

)

(2) qが pに限りなく近づいたとき，点Rの極限の位置は，(1)の結果から(
3p+

1

2
, − 4p

√
p

)
このとき，RPの長さは√(

3p+
1

2
− p

)2

+ (−4p
√
p−√

p)2

=

√(
2p+

1

2

)2

+ 4p

(
2p+

1

2

)2

=

(
2p+

1

2

)√
1 + 4p =

1

2
(1 + 4p)

3
2
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2020年 東大理系 6番

以下の問いに答えよ．

(1) A，αを実数とする．θの方程式

A sin 2θ − sin(θ + α) = 0

を考える．A > 1のとき，この方程式は 0 5 θ < 2πの範囲に少なくとも 4個
の解をもつことを示せ．

(2) 座標平面上の楕円

C :
x2

2
+ y2 = 1

を考える．また，0 < r < 1を満たす実数 rに対して，不等式

2x2 + y2 < r2

が表す領域をDとする．D内のすべての点 Pが以下の条件を満たすような
実数 r (0 < r < 1)が存在することを示せ．また，そのような rの最大値を
求めよ．

条件：C上の点Qで，QにおけるCの接線と直線PQが直交するよ
うなものが少なくとも 4個ある．
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解答 (1) f(θ) = A sin 2θ − sin(θ + α)とおくと，A > 1，−1 5 sin(θ + α) 5 1より

f
(π
4

)
= A− sin

(π
4
+ α

)
> 0, f

(
3π

4

)
= −A− sin

(
3π

4
+ α

)
< 0

f

(
5π

4

)
= A− sin

(
5π

4
+ α

)
> 0, f

(
7π

4

)
= −A− sin

(
7π

4
+ α

)
< 0

方程式 f(θ) = 0は区間
(
π

4
,
3π

4

)
，
(
3π

4
,
5π

4

)
，
(
5π

4
,
7π

4

)
にそれぞれ

少なくとも 1つずつ解をもつ．また，f(0) 5 0のときは，f(θ) = 0は区

間
[
0,

π

4

)
に解をもち，f(0) = f(2π) > 0のときは，f(θ) = 0は区間(

7π

4
, 2π

)
に少なくとも 1つ解をもつ．よって，f(θ) = 0は，0 5 θ < 2π

において，少なくとも 4個解をもつ．

(2) C :
x2

2
+ y2 = 1より，x =

√
2 cos θ, y = sin θとすると (0 5 θ 5 2π)(

dx

dθ
,
dy

dθ

)
=
(
−
√
2 sin θ, cos θ

)
したがって，C上の点 (

√
2 cos θ, sin θ)における法線の方程式は

(−
√
2 sin θ)(x−

√
2 cos θ) + (cos θ)(y − sin θ) = 0

すなわち l :
√
2x sin θ − y cos θ = sin θ cos θ

D : 2x2 + y2 < r2の点 P

(
B cos(−β)√

2
, B sin(−β)

)
が l上の点であるとき

(0 5 B < r, 0 5 β < 2π)

√
2

(
B cos β√

2

)
sin θ − (−B sin β) cos θ = sin θ cos θ

sin 2θ − 2B sin(θ + β) = 0 (A1)

(i) B = 0のとき，(A1)を満たす θは θ = 0,
π

2
, π,

3π

2
P(0, 0)に対して，Qは (±

√
2, 0)，(0,±1)の 4点存在する．

(ii) B > 0のとき，(A1)より

1

2B
sin 2θ − sin(θ + β) = 0

(1)の結果から，
1

2B
> 1，すなわち，B <

1

2
となるように

0 < r 5 1

2

をとればよい．
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r >
1

2
であるとき，B =

1

2
，β =

π

4
を (A1)に代入すると

sin 2θ − sin
(
θ +

π

4

)
= 0

これから 2θ = θ +
π

4
+ 2mπ, π −

(
θ +

π

4

)
+ 2nπ (m, nは整数)

0 5 θ < 2πに注意して解くと θ =
π

4
,
11π

12
,
19π

12

このとき，θは 3個であるから，条件を満たす rの最大値は r =
1

2

補足 β =
π

4
以外に，β =

3π

4
,
5π

4
,
7π

4
としてもよい．実際，

β =
3π

4
のとき θ =

3π

4
,

π

12
,
17π

12

β =
5π

4
のとき θ =

5π

4
,
7π

12
,
23π

12

β =
7π

4
のとき θ =

7π

4
,
5π

12
,
13π

12

解説 本題は，点 Pから楕円 C :
x2

2
+ y2 = 1に引いた法線が 4本引ける領域

について考察する問題である．楕円の法線群の包絡線について理解して
おくと，本題の主旨が理解できる．法線が引ける本数は，包絡線に引け

る接線の本数に等しい．例えば，放物線C1 : y =
x2

2
の法線群の包絡線は

C2 : y = 1 +
3

2
x

2
3 である 1．y軸上にない点Pをとると，C2の下側にある

点PからはC1に 1本の法線，C2上の点PからC1に 2本の法線，C2の上
側にある点 PからはC1に 3本の法線が引ける．また，y軸上の点からは
C1に 1本の法線が引ける．

P(3,−3
2
)から包絡線 C2 に引いた接

線 l : y = −x + 5
2
は第 2象限の点

T(−1, 5
2
)で接し，lとC1の第 1象限

の交点は A(1, 1
2
)である．このとき

C1の点 Aにおける法線が lである．
また，C1のAにおける接触円 (曲率
円)の中心がTである．

　

O

y

x
2
√
2

−2
√
2

4

C1

C2

1

P(3,−3
2
)

l

A

T

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2009.pdfの 3 を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2009.pdf
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別解 C :
x2

2
+ y2 = 1上に点X(

√
2 cos θ, sin θ)をとる (0 5 θ 5 2π)．

点Xの接方向は (−
√
2 sin θ, cos θ)であるから，Cの点Xにおける法線は

(−
√
2 sin θ)(x−

√
2 cos θ) + (cos θ)(y − sin θ) = 0

すなわち
√
2x sin θ − y cos θ = sin θ cos θ

C上に隣接 2点A(
√
2 cosα, sinα)，B(

√
2 cos β, sin β)をとると (α 6= β)，

A，Bにおける法線は，それぞれ{ √
2x sinα− y cosα = sinα cosα · · · 1©

√
2x sin β − y cos β = sin β cos β · · · 2©

1©× cos β − 2©× cosαより (yを消去)

√
2(sinα cos β − cosα sin β)x = cosα cos β(sinα− sin β)

これを解いて x =
cosα cos β(sin β − sinα)√

2 sin(β − α)
· · · (∗)

(∗)において，β → αとすると

lim
β→α

x = lim
β→α

cosα cos β(sin β − sinα)√
2 sin(β − α)

= lim
β→α

cosα cos β√
2

·sin β − sinα

β − α
· β − α

sin(β − α)

ここで， lim
β→α

sin β − sinα

β − α
は sin xの x = αにおける微分係数 cosα，

また， lim
β→α

β − α

sin(β − α)
= 1であるから

lim
β→α

x =
cos3 α√

2
これを 1©に代入すると lim

β→α
y = − sin3 α

点Aに対応する点
(
cos3 α√

2
, − sin3 α

)
が描く軌跡Eの方程式は

x =
cos3 α√

2
, y = − sin3 α すなわち E : (

√
2x)

2
3 + y

2
3 = 1
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与えれた条件を満たす点Pは，Eの内部の点である (境界線を含まない)．

∂D : 2x2 + y2 = r2とすると，求める rは ∂DとEが接するときである．

この ∂DとEの第 1象限における共有点をAとすると，Aにおけるこれ
らの接線は，共通接線である．

O

y

x√
2−

√
2

1

−1

1√
2

− 1√
2

C

T
D

E X

∂Dより 4x+ 2yy′ = 0 ゆえに y′ = −2x

y

Eより
2

3
(
√
2x)−

1
3 ·
√
2 +

2

3
y−

1
3y′ = 0 ゆえに y′ = −

(
2y

x

) 1
3

したがって −2x

y
= −

(
2y

x

) 1
3

第 1象限の点であるから y =
√
2x

これとEの方程式を連立すると A

(
1

4
,

√
2

4

)
点Aは ∂Dの点であるから

2

(
1

4

)2

+

(√
2

4

)2

= r2 よって r =
1

2

補足 Eの内部 (境界を含まない)E ′の点から Eに引ける接線は 4本ある 2．例
えば，第 1象限にあるE ′の点からは，Eに第 1象限で接する l1, l

′
1の 2本

の接線，第 2象限で接する l2，第 4象限で接する l4がある．l1, l′1とCの
第 4象限の交点が，Cのそれぞれの点における法線である．l2とCの第 3

象限の交点が，Cの点における法線である．l4とCの第 1象限の交点が，
Cの点における法線である．

2http://kumamoto.s12.xrea.com/temp/2020 04 19.pdfを参照

http://kumamoto.s12.xrea.com/temp/2020_04_19.pdf
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7 (1) l =

)
AP= 2θ

P = Bのとき，l = 2·π
2
= πであるから D(π, 2)

(2) P(2 cos θ, 2 sin θ)より E(2 cos θ, 0)
−→
PQの向きは

−→
OPを−π

2
だけ回転させたもので，PQ =

)

APであるから

−→
OQ =

−→
OP +

−→
PQ

= (2 cos θ, 2 sin θ) + 2θ
(
cos
(
θ − π

2

)
, sin

(
θ − π

2

))
= (2 cos θ, 2 sin θ) + 2θ(sin θ,− cos θ)

= (2 cos θ + 2θ sin θ, 2 sin θ − 2θ cos θ)

Q(2 cos θ + 2θ sin θ, 2 sin θ − 2θ cos θ) であるから

F(2 cos θ + 2θ sin θ, 0)

(3) ∫ π
2

0

θ sin 2θ dθ =

∫ π
2

0

θ

(
−1

2
cos 2θ

)′

dθ

=

[
θ

(
−1

2
cos 2θ

)
− 1

(
−1

4
sin 2θ

) ]π
2

0

=
π

4
,∫ π

2

0

θ2 cos 2θ dθ =

∫ π
2

0

θ2
(
1

2
sin 2θ

)′

dθ

=

[
θ2
(
1

2
sin 2θ

)
− 2θ

(
−1

4
cos 2θ

)
+ 2

(
−1

8
sin 2θ

) ]π
2

0

= −
π

4

補足 f(x)の第 n次導関数を f (n)(x)と表すように (nは自然数)，ここで，nを
0さらに負の整数まで拡張することにする．実際にはこのような定義はな
いが，f (−n)(x)を f(x)の第 n次原始関数と定義すると∫

f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)− f (1)(x)g(−1)(x) + f (2)(x)g(−2)(x)

· · ·+ (−1)nf (n)(x)g(−n)(x) + (−1)n+1

∫
f (n+1)(x)g(−n)(x) dx
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(4) 点Dから x軸に垂線DHを引き，点Qが描く曲線と x軸および線分DH

で囲まれた部分の面積を S1とする．

x = f(θ) = 2 cos θ + 2θ sin θ,

y = g(θ) = 2 sin θ − 2θ cos θ

とおくと，
dx

dθ
= f ′(θ) = 2θ cos 2θより

S1 =

∫ f(π
2
)

f(0)

y dx =

∫ π
2

0

g(θ)f ′(θ) dθ

=

∫ π
2

0

(2 sin θ − 2θ cos θ)·2θ cos θ dθ

=

∫ π
2

0

(4θ sin θ cos θ − 4θ2 cos2 θ) dθ

=

∫ π
2

0

(2θ sin 2θ − 2θ2 − 2θ2 cos 2θ) dθ

= 2

∫ π
2

0

θ sin 2θ dθ − 2

∫ π
2

0

θ2 cos 2θ − 2

3

[
θ3
]π

2

0

= 2·π
4
− 2

(
−π

4

)
− π3

12
= π − π3

12

求める面積を Sとすると

S =長方形OHDB− 1

4
円− S1

= π·2− 1

4
π·22 − S1 = 2π − π −

(
π − π3

12

)
=

π3

12
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別解 x = f(θ) = 2 cos θ + 2θ sin θ, y = g(θ) = 2 sin θ − 2θ cos θとおくと

f(θ)g′(θ)− f ′(θ)g(θ) = (2 cos θ + 2θ sin θ)·2θ sin θ
− 2θ cos θ(2 sin θ − 2θ cos θ)

= 4θ2

0 5 θ 5 π

2
において，OQの描く図形の面積を S2とする．

ガウス・グリーンの定理により

S2 =
1

2

∫ π
2

0

{f(θ)g′(θ)− f ′(θ)g(θ)} dθ

=
1

2

∫ π
2

0

4θ2 dθ =
2

3

[
θ3
]π

2

0

=
π3

12

求める面積 Sは

S = S2 +4ODB− 1

4
円

=
π3

12
+

1

2
π·2− 1

4
π·22 =

π3

12

(5) f ′(θ) = 2θ cos θ，g′(θ) = 2θ sin θより

L =

∫ π
2

0

√
f ′(θ)2 + g′(θ)2 dθ

=

∫ π
2

0

√
(2θ cos θ)2 + (2θ sin θ)2 dθ

=

∫ π
2

0

2θ dθ =

[
θ2
]π

2

0

=
π2

4

�
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ガウス・グリーンの定理

ガウス・グリーンの定理

曲線 C : x = f(t), y = g(t) (α 5 t 5 β)

について，t = α, βに対応する点をそれ
ぞれA，Bとする．Cと直線OA，OBで
囲まれた部分の面積を Sとすると
(OBの偏角>OAの偏角)

S =
1

2

∫ β

α

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)}dt

　

O

y

x

A

B C

証明 Oを原点とする．C 上の 2点 P(f(t), g(t))，Q(f(t + ∆t), g(t + ∆t))をとり
(OQの偏角 > OPの偏角)，4OPQの面積を∆Sとすると

2∆S = f(t)g(t+∆t)− f(t+∆t)g(t)

= f(t){g(t+∆t)− g(t)} − {f(t+∆t)− f(t)}g(t)
2∆S

∆t
= f(t)·g(t+∆t)− g(t)

∆t
− f(t+∆t)− f(t)

∆t
·g(t)

∆t → 0とすると 2
dS

dt
= f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)

t = α, βに対応する点をそれぞれA，Bとする．Cと直線OA，OBで囲まれ
た部分の面積を Sとすると

S =
1

2

∫ β

α

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)}dt

証終
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2025年 九大後期 4番

xy平面上の曲線Cを，媒介変数 θを用いて次のように定める．

x = − cos θ − θ sin θ, y = sin θ − θ cos θ (0 5 θ 5 π)

以下の問いに答えよ．

(1)
dx

dθ
および

dy

dθ
を計算して θに関する x，yの増減と極値を調べ，曲線Cの概

形を図示せよ．ただし，曲線Cと y軸に平行な直線が接するときの接点の座
標も求めること．

(2) θ = 0の位置から曲線C上を動く点Pを考える．点Pの軌跡の長さが
2

9
π2に

達するときの θを θ1と定める．θ1を求めよ．

(3) (2)で定めた θ1に対応する点Pを点P1とする．点P1から y軸に垂線を引く
とき，この垂線，曲線C，x軸，y軸で囲まれる面積を求めよ．

解答 (1) C : x = − cos θ − θ sin θ, y = sin θ − θ cos θ (0 5 θ 5 π)より

dx

dθ
= −θ cos θ,

dy

dθ
= θ sin θ

θ 0 · · · π
2

· · · π
dx
dθ

− 0 +
dy
dθ

+ + +

(dx
dθ
, dy
dθ
) ↖ ↑ ↗

(x, y) (−1, 0) · · · (−π
2
, 1) · · · (1, π)

O

y

x−1 1

π

1

−π
2

(θ = π)

(θ = 0)

(θ = π
2
)

C
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(2) θ = 0から θ = θ1までのCの弧長を lとすると (0 5 θ1 5 π)

l =

∫ θ1

0

√(
dx

dθ

)2

+

(
dy

dθ

)2

dθ

=

∫ θ1

0

√
(−θ cos θ)2 + (θ sin θ)2 dθ

=

∫ θ1

0

θ dθ =

[
θ2

2

]θ1
0

=
θ1

2

2

l =
2

9
π2のとき

θ1
2

2
=

2

9
π2 これを解いて θ1 =

2π

3
(3) (2)の結果から，P1の x座標を x1とすると

x1 = − cos
2π

3
− 2π

3
sin

2π

3

=
1

2
− 2π

3
·
√
3

2
=

1

2
− π√

3
< 0

これと (1)の結果から，0 5 θ 5 2π

3
におけるC上の x座標は x < 0

f(θ) = sin θ − θ cos θとし，求める面積を Sとすると

S =

∫ f( 2π
3
)

f(0)

(−x) dy =

∫ 2π
3

0

(cos θ + θ sin θ)f ′(θ) dθ

=

∫ 2π
3

0

(cos θ + θ sin θ)θ sin θ dθ

=

∫ 2π
3

0

(θ sin θ cos θ + θ2 sin2 θ) dθ

=

∫ 2π
3

0

(
θ2

2
+

θ

2
sin 2θ − θ2

2
cos 2θ

)
dθ

=

[
θ3

6

] 2π
3

0

+

∫ 2π
3

0

θ

2

(
−1

2
cos 2θ

)′

dθ +

∫ 2π
3

0

(
−θ2

2

)(
1

2
sin 2θ

)′

dθ

=
4

81
π3 +

[
θ

2

(
−1

2
cos 2θ

)
− 1

2

(
−1

4
sin 2θ

) ] 2π
3

0

+

[ (
−θ2

2

)(
1

2
sin 2θ

)
− (−θ)

(
−1

4
cos 2θ

)
+ (−1)

(
−1

8
sin 2θ

) ] 2π
3

0

=
4

81
π3 +

[(
−θ2

4
+

1

4

)
sin 2θ − θ

2
cos 2θ

] 2π
3

0

=
4

81
π3 +

√
3

18
π2 +

π

6
−

√
3

8
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別解 点 P1の座標は
(
− cos

2π

3
− 2π

3
sin

2π

3
, sin

2π

3
− 2π

3
cos

2π

3

)

すなわち P1

(
1

2
−

√
3

3
π,

√
3

2
+

π

3

)
点 P1から y軸に垂線 P1Hを引くと

4OP1H =
1

2

∣∣∣∣∣
(
1

2
−

√
3

3
π

)(√
3

2
+

π

3

)∣∣∣∣∣
=

1

2

(√
3

3
π − 1

2

)(√
3

2
+

π

3

)
=

√
3

18
π2 +

π

6
−

√
3

8

C : x = − cos θ − θ sin θ, y = sin θ − θ cos θ (0 5 θ 5 π)より

x
dy

dθ
− dx

dθ
y = (− cos θ − θ sin θ)θ sin θ − (−θ cos θ)(sin θ − θ cos θ)

= −θ2

下の図の斜線部分の面積を Sとすると，ガウス・グリーンの定理により
(積分区間は回転角の正の向きにとる)

S =
1

2

∫ 0

2π
3

(
x
dy

dθ
− dx

dθ
y

)
dθ =

1

2

∫ 0

2π
3

(−θ2)dθ =

[
−θ3

6

]0
2π
3

=
4

81
π3

求める面積は S +4OP1H =
4

81
π3 +

√
3

18
π2 +

π

6
−

√
3

8

O

y

x−1 1

π

1

−π
2

(θ = π)

(θ = 0)

(θ = π
2
)

C

H
P1

(θ = 2π
3
)

S
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8 (1) 2 (3)を参照

(2) 1 (2)を参照

(3) 5 (1)を参照

また，

∣∣∣∣βα
∣∣∣∣ = 2√

3
より OA : OB =

√
3 : 2

∠AOB =
π

6
であるから ∠OAB =

π

2
の直角三角形

(4) 4 (4)を参照 �
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9 (1) 直線ABの方程式は y = −2x+ 2

したがって，求める領域は

x = 0, y = 0, y 5 −2x + 2

(2) P(t, 2− 2t)より Q(t, 0)，R(0, 2− 2t)

l2は点R(0, 2− 2t)を通り，
−→
RQ = (t, 2t− 2) 6= ~0 に平行な直線

(2t− 2)x− t{y − (2− 2t)} = 0

すなわち (2t− 2)x− ty + t(2− 2t) = 0

これを tについて整理すると

2t2 + (−2x+ y − 2)t+ 2x = 0 (∗)

2t2 + at+ b = 0と係数を比較すると

a = −2x + y − 2, b = 2x

O

y

x

A

B

2

1

P

t

2− 2t

Q

R

O

y

xx

y

xを固定

T(x, y)

l2

l1l2

(3) x =
1

4
，y =

1

2
を (∗)に代入すると

2t2 − 2t+
1

2
= 0 ゆえに

(
t− 1

2

)2

= 0

t =
1

2
は 0 5 t 5 1を満たすから，点

(
1

4
,
1

2

)
は領域 F に含まれる．
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(4) 0 < t < 1のとき，(∗)を yについて解くと

y =

(
2− 2

t

)
x+ 2− 2t (∗∗)

xを固定し，yを tの関数と考えると

dy

dt
=

2x

t2
− 2 =

2(x− t2)

t2

t (0) · · ·
√
x · · · (1)

dy
dt

+ 0 −
y ↗ 最大 ↘

したがって，yは t =
√
xのとき，最大値(

2− 2√
x

)
x+ 2− 2

√
x = 2(1−

√
x)2

をとる．(∗∗)より lim
t→1−0

y = 0であるから

0 < y 5 2(1−
√
x)2

t = 0のとき線分QRは線分OA，t = 1のとき線分QRは線分OBである．

線分OBは y = 0 (0 5 x 5 1)であるから，F の表す領域は

0 5 y 5 2(1 −
√
x)2

(5) (4)の結果から

S =

∫ 1

0

2(1−
√
x)2 dx =

∫ 1

0

(2− 4
√
x+ 2x) dx =

[
2x− 8

3
x
√
x+ x2

]1
0

=
1

3

別解 u = 1−
√
xとおくと x = (1− u)2，

dx

du
= −2(1− u)

x 0 −→ 1

u 1 −→ 0

求める面積は

S =

∫ 1

0

2(1−
√
x)2 dx =

∫ 0

1

2u2{−2(1− u)} du = 4

∫ 1

0

u2(1− u) du

= 4·2!1!
4!

(1− 0)4 =
1

3

補足
∫ β

α

(x − α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m + n + 1)!
(β − α)m+n+1
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関連 アステロイドは，次の線分 Lの接線群の包絡線である．

長さ aの線分Lの両端がx軸上および y軸
上を動くとき，Lの包絡線 (Lの通る領域
と通らない領域の境界線)を求める．
右の図のように Lが x = 0，y = 0にある
とき，L上の点 (x, y)について

y = −
√
a2 − t2

t
x+

√
a2 − t2 · · · (∗)

　

O

y

xx

y

t

√
a2−t2

L

が成立する．ここで，xを固定し，yを tの関数とすると

dy

dt
=

a2

t2
√
a2 − t2

x− t√
a2 − t2

=
a2x− t3

t2
√
a2 − t2

点 (x, y)が包絡線上にあるとき，
dy

dt
= 0であるから t = a

2
3x

1
3

これを (∗)に代入すると

y = −x
2
3

√
a

2
3 − x

2
3 + a

2
3

√
a

2
3 − x

2
3

したがって y2 = x
4
3 (a

2
3 − x

2
3 )− 2a

2
3x

2
3 (a

2
3 − x

2
3 ) + a

4
3 (a

2
3 − x

2
3 )

= a2 − 3a
4
3x

2
3 + 3a

2
3x

4
3 − x2

=
(
a

2
3 − x

2
3

)3
よって x

2
3 + y

2
3 = a

2
3

一般に，Lの両端が x軸上および y軸上を動くとき，上式は成立する．

�
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積分公式

m，nを 0以上の整数とする．

I(m,n) =

∫ 1

0

tm(1− t)n dt

とおくと，部分積分法により

I(m,n) =
1

m+ 1

∫ 1

0

(tm+1)′(1− t)n dt

=

[
1

m+ 1
tm+1(1− t)n

]1
0

+
n

m+ 1

∫ 1

0

tm+1(1− t)n−1 dt

=
n

m+ 1
I(m+ 1, n− 1)

=
n

m+ 1
· n− 1

m+ 2
· · · 1

m+ n
I(m+ n, 0)

=
m!n!

(m+ n)!

∫ 1

0

tm+n dt =
m!n!

(m+ n+ 1)!

この結果を利用すると ∫ β

α

(x− α)m(β − x)n dx

について，x = α + (β − α)tとおくと，
dx

dt
= β − α

x α −→ β

t 0 −→ 1

このとき
∫ β

α

(x− α)m(β − x)n dx = (β − α)m+n+1

∫ 1

0

tm(1− t)n dt

したがって，次の積分公式が成立する．

積分公式∫ β

α

(x − α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m + n + 1)!
(β − α)m+n+1
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接線群の包絡線

2011年 阪大理系 2番

実数 θが動くとき，xy平面上の動点P(0, sin θ)およびQ(8 cos θ, 0)を考える．θ

が 0 5 θ 5 π

2
の範囲を動くとき，平面内で線分PQが通過する部分をDとする．

Dを x軸のまわりに 1回転してできる立体の体積 V を求めよ．

解答 2点 P(0, sin θ)，Q(8 cos θ, 0)を通る直線の方程式は
(
0 < θ <

π

2

)
x

8 cos θ
+

y

sin θ
= 1 ゆえに y = sin θ − x

8
tan θ · · · 1©

この直線上の xを固定し，yが極値をとる点では，
dy

dθ
= 0であるから

dy

dθ
= cos θ − x

8 cos2 θ
= 0 ゆえに x = 8 cos3 θ · · · 2©

2©を 1©に代入すると

y = sin θ − 8 cos3 θ

8
tan θ ゆえに y = sin3 θ · · · 3©

2©， 3©より，直線PQの包絡線は，θ = 0,
π

2
のときも成立することに注意して

(∗)

{
x = 8 cos3 θ

y = sin3 θ

(
0 5 θ 5 π

2

)
(∗)から，θを消去すると

y =

{
1−

(x
8

) 2
3

} 3
2

(0 5 x 5 8)

x = 8tとおくと
dx

dt
= 8

x 0 −→ 8

t 0 −→ 1

V

π
=

∫ 8

0

y2 dx =

∫ 8

0

{
1−

(x
8

) 2
3

}3

dx = 8

∫ 1

0

(1− t
2
3 )3 dt

= 8

∫ 1

0

(1− 3t
2
3 + 3t

4
3 − t2) dt

= 8

[
t− 9

5
t
5
3 +

9

7
t
7
3 − 1

3
t3
]1
0

=
128

105
よって V =

128

105
π
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別解 (∗)より dx

dθ
= −24 cos2 θ sin θ

x 0 −→ 8

θ π
2
−→ 0

V

π
=

∫ 8

0

y2 dx =

∫ 0

π
2

sin6 θ(−24 cos2 θ sin θ) dθ

= 24

∫ π
2

0

sin7 θ cos2 θ dθ

= 24

∫ π
2

0

sin θ(1− cos2 θ)3 cos2 θ dθ

= 24

∫ π
2

0

(cos2 θ − 3 cos4 θ + 3 cos6 θ − cos8 θ) sin θ dθ

= 24

[
−1

3
cos3 θ +

3

5
cos5 θ − 3

7
cos7 θ +

1

9
cos9 θ

]π
2

0

=
128

105

2014年 名大理系 2番

実数 tに対して 2点 P(t, t2)，Q(t+ 1, (t + 1)2)を考える．tが−1 5 t 5 0の範
囲を動くとき，線分 PQが通過してできる図形を図示し，その面積を求めよ．

解答 2点 P(t, t2)，Q(t+ 1, (t+ 1)2)を通る直線は

y − t2 =
(t+ 1)2 − t2

(t+ 1)− t
(x− t) すなわち y = (2t+ 1)x− t2 − t · · · 1©

直線 1©の xを固定し，yが極値をとる点では，
dy

dt
= 0であるから

dy

dt
= 2x− 2t− 1 = 0 ゆえに x = t+

1

2
· · · 2©

1©， 2©から tを消去すると y = x2 +
1

4
· · · (∗)



50

−1 5 t 5 0のとき，線分P(t, t2)，Q(t+1, (t+1)2)が通過してできる図形は，
(∗)が直線 PQの包絡線であることに注意すると，その領域は，下の図の斜線
部分で，境界線を含む．

O

y

x1
2

−1
2

1−1

1

1
2

1
4

求める面積を Sとすると

S

2
=

∫ 1

0

(x− x2)dx+

∫ 1
2

0

{(
x2 +

1

4

)
− x

}
dx

=

∫ 1

0

x(1− x) dx+

∫ 1
2

0

(
x− 1

2

)2

dx

=
1

6
+

[
1

3

(
x− 1

2

)3 ] 1
2

0

=
1

6
+

1

24
=

5

24

よって S =
5

12

2014年 東大文系 3番

座標平面の原点をOで表す．
線分 y =

√
3x (0 5 x 5 2)上の点Pと，線分 y = −

√
3 x (−3 5 x 5 0)上の点Q

が，線分OPと線分OQの長さの和が 6となるように動く．このとき，線分 PQ

の通過する領域をDとする．

(1) sを−3 5 s 5 2をみたす実数とするとき，点 (s, t)がDに入るような tの範
囲を求めよ．

(2) Dを図示せよ．
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解答 (1) P(p,
√
3p)，Q(q,−

√
3q)とすると (0 5 p 5 2,−2 5 q 5 0)，

OP = 2p, OQ = −2q

OP+OQ = 6であるから 2p+ (−2q) = 6 ゆえに q = p− 3

したがって 0 5 p 5 2, − 3 5 p− 3 5 0 すなわち 0 5 p 5 2

2点 P(p,
√
3p)，Q(p− 3,−

√
3(p− 3))を通る直線は

y −
√
3p =

2p− 3√
3

(x− p)

すなわち y =
(2p− 3)x− 2p2 + 6p√

3
· · · 1©

直線 1©の xを固定し，yが極値をとる点では，
dy

dp
= 0であるから

dy

dp
=

1√
3
(2x− 4p+ 6) = 0 ゆえに x = 2p− 3 · · · 2©

1©， 2©から pを消去すると y =
x2 + 9

2
√
3

· · · (∗)

D は，0 5 p 5 2のとき，2点 P(p,
√
3p)，Q(p − 3,−

√
3(p − 3))を結ぶ線分

PQ(直線 1©)が通過する領域であるから，(∗)が直線 PQの包絡線であることに
注意すると，その領域は，下の図の斜線部分で，境界線を含む．

y

xO

y

x

2
√
3

1 2

3
√
3

3

y = x2+9
2
√
3

−1−3
−4

y = x+4√
3

(p = 0)

(p = 2)

よって，0 5 s 5 2をみたす点 (s, t)がDにあるとき

−3 5 s 5 0 のとき −
√
3s 5 t 5

s2 + 9

2
√
3

0 5 s 5 1 のとき
√
3s 5 t 5

s2 + 9

2
√
3

1 5 s 5 2 のとき
√
3s 5 t 5

s + 4
√
3

(2) 領域Dは (1)で示した領域．
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2014年 東大理系 6番

座標平面の原点をOで表す．
線分 y =

√
3x (0 5 x 5 2)上の点Pと，線分 y = −

√
3 x (−2 5 x 5 0)上の点Q

が，線分OPと線分OQの長さの和が 6となるように動く．このとき，線分 PQ

の通過する領域をDとする．

(1) sを 0 5 s 5 2をみたす実数とするとき，点 (s, t)がDに入るような tの範
囲を求めよ．

(2) Dを図示せよ．

解答 (1) P(p,
√
3p)，Q(q,−

√
3q)とすると (0 5 p 5 2,−2 5 q 5 0)，

OP = 2p, OQ = −2q

OP+OQ = 6であるから 2p+ (−2q) = 6 ゆえに q = p− 3

したがって 0 5 p 5 2, − 2 5 p− 3 5 0 すなわち 1 5 p 5 2

2点 P(p,
√
3p)，Q(p− 3,−

√
3(p− 3))を通る直線は

y −
√
3p =

2p− 3√
3

(x− p)

すなわち y =
(2p− 3)x− 2p2 + 6p√

3
· · · 1©

直線 1©の xを固定し，yが極値をとる点では，
dy

dp
= 0であるから

dy

dp
=

1√
3
(2x− 4p+ 6) = 0 ゆえに x = 2p− 3 · · · 2©

1©， 2©から pを消去すると y =
x2 + 9

2
√
3

· · · (∗)
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D は，1 5 p 5 2のとき，2点 P(p,
√
3p)，Q(p − 3,−

√
3(p − 3))を結ぶ線分

PQ(直線 1©)が通過する領域であるから，(∗)が直線 PQの包絡線であることに
注意すると，その領域は，下の図の斜線部分で，境界線を含む．

y

xO

y

x

2
√
3

√
3

1 2

3
√
3

3

y = x2+9
2
√
3

4−1−2−3
−4

y = x+4√
3y = −x−4√

3

(p = 1)

(p = 2)

よって，0 5 s 5 2をみたす点 (s, t)がDにあるとき

0 5 s 5 1 のとき −
s − 4
√
3

5 t 5
s2 + 9

2
√
3

1 5 s 5 2 のとき
√
3s 5 t 5

s + 4
√
3

(2) 領域Dは (1)で示した領域．
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10 (1) P(cos θ, sin θ, 0)，Q(cos(θ + α), sin(θ + α), 1)より

−→
OR =

−→
OP+

−→
PR =

−→
OP + t

−→
PQ

=
−→
OP+ t(

−→
OQ−

−→
OP) = (1− t)

−→
OP + t

−→
OQ

= (1− t)(cos θ, sin θ, 0) + t(cos(θ + α), sin(θ + α), 1)

= ((1− t) cos θ + t cos(θ + α), (1− t) sin θ + t sin(θ + α), t)

したがって，点R(x, y, z)の座標は

x= (1 − t) cos θ + t cos(θ + α),

y= (1 − t) sin θ + t sin(θ + α),

z= t

(2) dは点R(x, y, z)から z軸上の点 (0, 0, z)までの距離であるから，(1)の
結果により

d2 = x2 + y2

= {(1− t) cos θ + t cos(θ + α)}2 + {(1− t) sin θ + t sin(θ + α)}2

= (1− t)2 + t2 + 2t(1− t){cos(θ + α) cos θ + sin(θ + α) sin θ}
= 2t2 − 2t+ 1 + 2t(1− t) cosα

= 2(1− cosα)2t2 − 2(1− cosα)t+ 1

= 2(1− cosα)

(
t− 1

2

)2

+
1 + cosα

2
(∗)

d2の最小値は，0 < d 5 πより，1− cosα > 0であるから

t =
1

2
のとき，最小値

√
1 + cosα

2
=
∣∣∣cos α

2

∣∣∣ = cos
α

2
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(3) (∗)から，曲面 (線織面)の方程式は

x2 + y2 = 2(1− cosα)

(
z − 1

2

)2

+
1 + cosα

2
(∗∗)

したがって，求める立体 F の体積 V は

V

π
=

∫ 1

0

(x2 + y2) dz

=

∫ 1

0

{
2(1− cosα)

(
z − 1

2

)2

+
1 + cosα

2

}
dz

=

[
2

3
(1− cosα)

(
z − 1

2

)3

+
1 + cosα

2
z

]1
0

=
1

6
(1− cosα) +

1 + cosα

2
=

2 + cosα

3

よって V =
(2 + cosα)π

3
(4) V が最大となるのは，cosα = 1，すなわち，α = 0のとき，V = π

このとき，(∗∗)より，F は円柱

x2 + y2 = 1, 0 5 z 5 1

V が最小となるのは，cosα = −1，すなわち，α = πのとき，V =
π

3
このとき，(∗∗)より，F は円錐

x2 + y2 − 4

(
z −

1

2

)2

= 0, 0 5 z 5 1

補足 円柱は楕円柱面に，円錐は楕円錐面に分類される．

本題 (4)は，0 < α < πのとき，F は一葉双曲面になる．

一般に，直線が動いてできる曲面を線織面という．平面，円柱，円錐は線
織面の典型例であり，一葉双曲面，双曲放物面も線織面である．

�
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2次曲面の種類

退化しない 2次曲面は次の 9通りである．下図において µ > 0とする．

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1 −x2

a2
− y2

b2
+

z2

c2
= 1

楕円面 一葉双曲面 二葉双曲面

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 0

x2

a2
+

y2

b2
= µz

x2

a2
− y2

b2
= µz

楕円錐面 楕円放物面 双曲放物面

x2

a2
+

y2

b2
= 1

x2

a2
− y2

b2
= 1 x2 = µy

楕円柱面 双曲柱面 放物柱面

(x, y, z) = (a cos θ, b sin θ, 0) + t(−a sin θ, b cos θ, ± c)とすると

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1

(x, y, z) =

(
as, 0,

s2

µ

)
+ t

(
a, ± b,

2s

µ

)
とすると

x2

a2
− y2

b2
= µz
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2004年 北大理系 4番

a，bを正の実数とする．空間内の 2点A(0, a, 0)，B(1, 0, b)を通る直線
を `とする．直線 `を x軸のまわりに 1回転して得られる図形をM とする．

(1) x座標の値が tであるような直線 `上の点 Pの座標を求めよ．

(2) 図形M と xy平面が交わって得られる図形の方程式を求めよ．

(3) 図形M と 2つの平面 x = 0と x = 1で囲まれた立体の体積を求めよ．

解答 (1) 2点A(0, a, 0)，B(1, 0, b)を通る直線 `の方程式は

x =
y − a

−a
=

z

b

x = tのとき，点 Pの座標は (t, a − at, bt)

(2) `の方程式から y = a− ax, z = bx

M は `を x軸まわりに 1回転させたものであるから，M は

y2 + z2 = (a− ax)2 + (bx)2 (∗)

M と xy平面が交わって得られる図形は，z = 0を代入して

y2 = (a− ax)2 + bx2

よって y2 = (a2 + b2)x2 − 2a2x + a2

(3) (2)の結果から，求める体積を V とすると

V = π

∫ 1

0

{(a2 + b2)x2 − 2a2x+ a2} dx

= π

[
1

3
(a2 + b2)x3 − a2x2 + a2x

]1
0

=
π

3
(a2 + b2)

補足 (∗)は一葉双曲面

−(a2 + b2)

(
x− a2

a2 + b2

)2

+ y2 + z2 =
a2b2

a2 + b2

であり，これと xy平面との断面の図形が (2)で求めた双曲線である．
一葉双曲面は線織面である．神戸のポートタワーが一葉双曲面で真っ
直ぐな鉄筋の柱で支えられていることで有名である．
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11 (1) 線分OQnの偏角を ϕnとすると，∠Q0OQ1 = π − 2θより

ϕn = π − n(π − 2θ) (n = 0, 1, 2, · · · ) (∗)

O

y

x

Qn

Qn+1

RnθQ0

Q1

1−1

ϕn

xn

π − 2θ

1

Pが 1回の反射でAに達するとき，ϕ2 = 0であるから，(∗)より

π − 2(π − 2θ) = 0 すなわち θ =
π

4

Pが 2回の反射でAに達するとき，ϕ3 = 0であるから，(∗)より

π − 3(π − 2θ) = 0 すなわち θ =
π

3

　

O

y

x
Q0

O

y

x

Q1
Q1 Q2

Q2

−1 A(1, 0)
Q0

−1

1 1

1回の反射　 θ =
π

4
2回の反射　 θ =

π

3

θ θ
A(1, 0)

Q3
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(2) (∗)より ϕ1 = 2θ, ϕ2 = 4θ − π

Pが 1回の反射で x軸に達するとき，ϕ2 5 0 < ϕ1であるから

4θ − π 5 0 < 2θ すなわち 0 < θ 5
π

4

∠OR1Q1 = π − (ϕ1 + θ) = π − (2θ + θ) = π − 3θ

4OR1Q1に正弦定理を適用すると

x1

sin θ
=

1

sin(π − 3θ)
ゆえに x1 =

sin θ

sin 3θ

sin 3θ = 3 sin θ − 4 sin3 θより x1 =
1

3 − 4 sin2 θ

0 < θ 5 π

4
より，0 < sin θ 5 1√

2
であるから

1

3
< x1 5 1

(3) (∗)より ϕn = π − n(π − 2θ), ϕn+1 = π − (n+ 1)(π − 2θ)

Pが n回の反射で x軸に達するとき，ϕn+1 5 0 < ϕnであるから

π − (n+ 1)(π − 2θ) 5 0 < π − n(π − 2θ)

これを解いて
n − 1

2n
π < θ 5

n

2(n + 1)
π (∗∗)

∠ORnQn = π − ϕn − θ = π − {π − n(π − 2θ)} − θ = nπ − (2n+ 1)θ

4ORnQnに正弦定理を適用すると

xn

sin θ
=

1

sin{nπ − (2n+ 1)θ}

したがって xn =
sin θ

sin{nπ − (2n + 1)θ}
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(4) 点Qnの y座標を ynとすると

yn = sinϕn

= sin{π − n(π − 2θ)}
= sin{2nθ − (n− 1)π}

4ORnQnの面積 Snは

Sn =
1

2
xnyn =

1

2
· sin θ

sin{nπ − (2n+ 1)θ}
· sin{2nθ − (n− 1)π}

=
sin{2nθ − (n− 1)π} sin θ
2 sin{nπ − (2n+ 1)θ}

ここで，nは整数であるから

sin{2nθ − (n− 1)π} = sin 2nθ cos(n− 1)π − cos 2nθ sin(n− 1)π

= (−1)n−1 sin 2nθ,

sin{nπ − (2n+ 1)θ} = sinnπ cos(2n+ 1)θ − cosnπ sin(2n+ 1)θ

= −(−1)n sin(2n+ 1)θ

= (−1)n−1{sin 2nθ cos θ + cos 2nθ sin θ}

したがって

Sn =
sin 2nθ sin θ

2(sin 2nθ cos θ + cos 2nθ sin θ)
=

tan 2nθ tan θ

2(tan 2nθ + tan θ)

ϕnは，(∗∗)から

ϕn = 2nθ − (n− 1)π 5 2n· n

2(n+ 1)
π − (n− 1)π =

π

n+ 1

0 < ϕn 5 π

n+ 1
および∠AOQn = ϕnを中心角とする扇形の面積と Snの

大小関係により

0 < Sn <
1

2
ϕn 5 π

2(n+ 1)

lim
n→∞

π

2(n+ 1)
= 0であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

Sn = 0

�


