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平成24年度　長崎大学２次試験前期日程 (数学問題)

平成24年2月25日

• 教育・薬学部　 1 2 4 5 数 I・II・III・A・B (120分)

• 工・歯学部　 1 4 5 6 数 I・II・III・A・B (120分)

• 経済・水産・環境科学部　 2 3 数 I・II・A・B (80分)

• 医学部　 1 6 7 8 数 I・II・III・A・B (120分)

1 四面体OABCにおいて

OA = 1, OB = 3, OC = 2, ∠AOB = 90◦, ∠AOC = ∠BOC = 120◦

とする．
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとおく．次の問いに答えよ．

(1) 平面ABC上に点Hをとり，s，t，uを実数として
−→
OH = s~a+ t~b+ u~cとお

く．このとき，s+ t+ u = 1となることを示せ．

(2) (1)の
−→
OHが平面ABCに垂直であるとき，s，t，uの値をそれぞれ求めよ．

(3) 平面OAB上に点Kをとり，
−→
CKが平面OABに垂直であるとする．この

とき，
−→
OKを~a，~bで表し，

−→
CKの大きさと四面体OABCの体積を求めよ．

2 次の問いに答えよ．

(1) mを 5以上の自然数とする．次の不等式が成り立つことを，数学的帰納法
によって証明せよ．

m! > 2m > m2

(2) 自然数 nに対する次の和を求めよ．

Sn =
1

1·3
+

1

2·4
+

1

3·5
+ · · ·+ 1

n(n+ 2)

(3) (2)で求めた Snについて，Sn <
3

4
が成り立つことを示せ．

(4) (2)で求めた Snについて，Sn >
2

3
を満たす最小の自然数 nを求めよ．
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3 3点 P(4,−5)，Q(0, 3)，R(7, 4)を通る円をCとする．次の問いに答えよ．

(1) 円Cの方程式をx2+y2+ax+ by+ c = 0とおいて，a，b，cの値を求めよ．

(2) 点 S(−4, 0)を通り，傾きmの直線を lとする．直線 lが円Cと 2つの交
点をもつような傾きmの範囲を求めよ．

(3) 傾きmが (2)の範囲にあるとき，直線 lと円Cの 2つの交点の中点の軌跡
はある円の一部分であることを示し，その軌跡を求めよ．

4 aを正の定数とする．次の問いに答えよ．

(1) 半径 aの球面に内接する円柱の高さを g，底面の半径を rとする．rを a

と gを用いて表せ．

(2) (1)の円柱で，体積が最大になるときの高さ，およびそのときの底面の半
径と体積をそれぞれ aを用いて表せ．

(3) 半径 aの球面に内接する円
すい

錐がある．ただし，円錐の頂点と底面の中心を
結ぶ線分は球の中心を通るものとする．円錐の高さを h，底面の半径を s

とする．sを aと hを用いて表せ．

(4) (3)の円錐で，体積が最大になるときの高さ，およびそのときの底面の半
径と体積をそれぞれ aを用いて表せ．

5 関数 f(x) = xe−x2
について，次の問いに答えよ．

(1) y = f(x)の増減，極値，グラフの凹凸，および変曲点を調べて，そのグ
ラフをかけ．ただし， lim

x→∞
xe−x2

= 0， lim
x→−∞

xe−x2

= 0 を用いてよい．

(2) y = f(x)の最大値と最小値，およびそのときの xの値を求めよ．

(3) t > 0とする．曲線 y = f(x)，x軸，および直線 x = tで囲まれた部分の
面積 S(t)を求めよ．

(4) (3)で求めた S(t)について， lim
t→∞

S(t)を求めよ．
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6 次の問いに答えよ．

(1) I1 =

∫ √
3

0

dx

x2 + 1
とする．x = tan θとおくことにより，I1 =

π

3
を示せ．

(2) (1)の I1を部分積分して，I1と I2 =

∫ √
3

0

dx

(x2 + 1)2
の関係式を導き，I2の

値を求めよ．

(3) t = x+
√
x2 + 1とおくことにより，不定積分

∫
dx√
x2 + 1

を求めよ．

(4) 合成関数の微分法を用いて，関数 y = log(x+
√
x2 + 1)の導関数を求めよ．

(5) 極限値 lim
n→∞

{
1√

n2 + 12
+

1√
n2 + 22

+ · · ·+ 1√
n2 + n2

}
を求めよ．

7 原点Oを中心とし，半径 1の円をCとする．次の問いに答えよ．

(1) 直線 y = 2上の点 P(t, 2)から円 Cに 2本の接線を引き，その接点をM，
Nとする．直線OPと弦MNの交点をQとする．点Qの座標を tを用い
て表せ．ただし，tは実数とする．

(2) 点 Pが直線 y = 2上を動くとき，点Qの軌跡を求めよ．

8 実数 x，yが連立不等式{
1010 < 2x3y < 1011 · · · (A)
109 < 3x2y < 1010 · · · (B)

を満たすとき，次の問いに答えよ．

(1) 連立不等式 (A)，(B)が表す xy平面上の領域は，どのような図形であるか
答えよ．また，その理由を述べよ．

(2) 連立不等式 (A)，(B)が満たす実数 x，yにおいて，x+ yがとりうる値の
範囲，および y − xがとりうる値の範囲をそれぞれ求めよ．

(3) 連立不等式 (A)，(B)を満たす整数 x，yを考える．このとき，y − xが最
大となる整数 x，yを求めよ．ただし，log10 2 = 0.3010，log10 3 = 0.4771

として計算してよい．
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解答例

1 (1) Hは平面ABC上の点であるから，実数 α，βを用いて

−→
AH = α

−→
AB + β

−→
AC

ゆえに
−→
OH−

−→
OA = α(

−→
OB−

−→
OA) + β(

−→
OC−

−→
OA)

整理すると
−→
OH= (1− α− β)

−→
OA+ α

−→
OB+ β

−→
OC

= (1− α− β)~a+ α~b+ β~c

s = 1− α− β，t = α，u = βとおくと
−→
OH = s~a+ t~b+ u~c

このとき s+ t+ u = (1− α− β) + α+ β = 1

(2) 条件から |~a| = 1，|~b| = 3，|~c| = 2

~a·~b = |~a||~b| cos 90◦ = 1·3·0 = 0

~a·~c = |~a||~c| cos 120◦ = 1·2·
(
−1

2

)
= −1

~b·~c = |~b||~c| cos 120◦ = 3·2
(
−1

2

)
= −3

−→
OH⊥

−→
ABであるから

−→
OH·

−→
AB = 0より

(s~a+ t~b+ u~c)·(~b− ~a) = 0

(~a·~b− |~a|2)s+ (|~b|2 − ~a·~b)t+ (~b·~c− ~a·~c)u = 0

−s+ 9t− 2u = 0 · · · 1©

−→
OH⊥

−→
ACであるから

−→
OH·

−→
AC = 0より

(s~a+ t~b+ u~c)·(~c− ~a) = 0

(~a·~c− |~a|2)s+ (~b·~c− ~a·~b)t+ (|~c|2 − ~a·~c)u = 0

−2s− 3t+ 5u = 0 · · · 2©

1©， 2©および s+ t+ u = 1から s =
13

23
, t =

3

23
, u =

7

23
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(3) Kは平面OAB上の点であるから，実数 x，yを用いて

−→
OK = x~a+ y~b ゆえに

−→
CK =

−→
OK−

−→
OC = x~a+ y~b−~c

−→
CK⊥

−→
OAであるから

−→
CK·

−→
OA = 0より

(x~a+ y~b−~c)·~a = 0

x|~a|2 + y~a·~b− ~a·~c = 0

x·12 + y·0− (−1) = 0

x = −1

−→
CK⊥

−→
OBであるから

−→
CK·

−→
OB = 0より

(x~a+ y~b−~c)·~b = 0

x~a·~b+ y|~b|2 −~b·~c = 0

x·0 + y·32 − (−3) = 0

y = −1

3

よって
−→
OK = −~a −

1

3
~b,

−→
CK = −~a− 1

3
~b−~c

−→
CK·~a = 0，

−→
CK·~b = 0に注意して

|
−→
CK|2 =

−→
CK·

(
−~a− 1

3
b−~c

)
=

(
−~a− 1

3
b−~c

)
·(−~c)

= ~a·~c+ 1

3
~b·~c+ |~c|2 = −1 +

1

3
·(−3) + 22 = 2

ゆえに |
−→
CK| =

√
2

4OABの面積は 4OAB =
1

2
OA·OB =

1

2
·1·3 =

3

2

よって，四面体OABCの体積は

1

3
4OAB·|

−→
CK| = 1

3
× 3

2
×
√
2 =

√
2

2

�
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2 (1) m! > 2m > m2 · · · (∗)

(i) m = 5のとき
5! = 120, 25 = 32, 52 = 25

よって，(∗)が成り立つ．
(ii) m = k (k = 5)のとき，(∗)が成り立つと仮定すると

(k + 1)! = (k + 1)·k! > 2·2k = 2k+1

2k+1 = 2·2k

> 2k2 = (k + 1)2 + k2 − 2k − 1

> (k + 1)2 + k2 − 3k = (k + 1)2 + k(k − 3)

> (k + 1)2

よって，m = k + 1のときも，(∗)が成り立つ．

(i)，(ii)より，5以上の自然数mについて，(∗)が成り立つ．

(2) Sn =
n∑

k=1

1

k(k + 2)
=

1

2

n∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 2

)
=

1

2

(
1

1
+

1

2

)
− 1

2

(
1

n+ 1
+

1

n+ 2

)
=

3

4
−

2n + 3

2(n + 1)(n + 2)

(3) (2)の結果から

Sn =
3

4
− 2n+ 3

2(n+ 1)(n+ 2)
<

3

4

(4) (2)の結果から

3

4
− 2n+ 3

2(n+ 1)(n+ 2)
>

2

3
整理すると n(n− 9) > 16 · · · (∗)

自然数 nについて，n(n− 9)が正となるのは n > 9

n = 10のとき n(n− 9) = 10·1 = 10

n = 11のとき n(n− 9) = 11·2 = 22

よって，(∗)を満たす最小の自然数 nは 11 �
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3 (1) 円 x2+ y2+ax+ by+ c = 0が 3点P(4,−5)，Q(0, 3)，R(7, 4)を通るから

42 + (−5)2 + a·4 + b·(−5) + c = 0,

02 + 32 + a·0 + b·3 + c = 0,

72 + 42 + a·7 + b·4 + c = 0

整理すると


4a− 5b+ c = −41

3b+ c = −9

7a+ 4b+ c = −65

これを解いて a = −8, b = 0, c = −9

(2) (1)の結果から C : x2 + y2 − 8x− 9 = 0

点 S(−4, 0)を通り，傾きmの直線 lの方程式は y = m(x+ 4)

Cと lの方程式から yを消去すると x2 + {m(x+ 4)}2 − 8x− 9 = 0

すなわち (m2 + 1)x2 + 2(4m2 − 4)x+ 16m2 − 9 = 0 · · · (∗)

方程式 (∗)の判別式をDとすると

D/4 = (4m2 − 4)2 − (m2 + 1)(16m2 − 9) = −39m2 + 25

lとCが 2つの交点をもつとき，D > 0であるから

−39m2 + 25 > 0 これを解いて −
5

√
39

< m <
5

√
39

別解 (1)の結果から x2 + y2 − 8x− 9 = 0 すなわち (x− 4)2 + y2 = 52

ゆえに，Cは中心 (4, 0)，半径 5の円．

点 S(−4, 0)を通り，傾きmの直線 lの方程式は

y = m(x+ 4) ゆえに mx− y + 4m = 0

Cの中心 (4, 0)から直線 lまでの距離 dは

d =
|m·4− 0 + 4m|√

m2 + (−1)2
=

|8m|√
m2 + 1

Cの半径 5より，lとCが 2つの交点をもつとき，d < 5であるから

|8m|√
m2 + 1

< 5 整理すると 39m2 − 25 < 0

これを解いて −
5

√
39

< m <
5

√
39
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(3) C と lの 2つの交点の x座標を α，βとすると，方程式 (∗)の解と係数の
関係により

α + β = −2(4m2 − 4)

m2 + 1
=

8(1−m2)

1 +m2

2つの交点は l上の点であるから，それらの点の座標は

(α, m(α + 4)), (β, m(β + 4))

この中点 P(x, y)は

x =
α + β

2
=

4(1−m2)

1 +m2
=

8

1 +m2
− 4

y =
m(α + 4) +m(β + 4)

2
= m

(
α + β

2
+ 4

)
=

8m

1 +m2

上の 2式から
(x
4

)2
+
(y
4

)2
=

(
1−m2

1 +m2

)2

+

(
2m

1 +m2

)2

= 1

(2)の結果より，m2 <
25

39
であるから 1 5 1 +m2 <

64

39

したがって
39

8
<

8

1 +m2
5 8 ゆえに

7

8
<

8

1 +m2
− 4 5 4

よって，求める軌跡の方程式は

x2 + y2 = 16

(
7

8
< x 5 4

)
補足 mを媒介変数とする曲線

x =
4(1−m2)

1 +m2
, y =

8m

1 +m2

の表す図形は，mが実数全体であっても，完全な円にはならない．

実際，m = tan θ (−π
2
< θ < π

2
)とおくと

x = 4 cos 2θ, y = 4 sin 2θ

よって，描く図形は x2 + y2 = 16, (x, y) 6= (−4, 0) �
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4 (1) 右の図の直角三角形に三平方の定理を
適用すると

r2 +
(g
2

)2
= a2

ゆえに r2 = a2 −
(g
2

)2
よって r =

√
a2 −

g2

4

　

g
2

a

r

(2) (1)の円柱の体積を V1とすると

V1 = πr2g = π

(
a2 − g2

4

)
g = π

(
a2g − g3

4

)
dV1

dg
= π

(
a2 − 3

4
g2
)

V1の増減表は，次のようになる．

g (0) · · · 2√
3
a · · · (2a)

dV1

dg
+ 0 −

V1 ↗ 極大 ↘

よって，V1は，g =
2√
3
a =

2
√
3

3
a のとき最大となる．このとき

r =

√
a2 − 1

4

(
2√
3
a

)2

=

√
6

3
a

V1 = πr2g = π

(√
6

3
a

)2

× 2√
3
a =

4
√
3

9
πa3
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(3) 右の図の斜線部の直角三角形に三平方
の定理を適用すると

s2 + (h− a)2 = a2

ゆえに s2 = 2ah− h2

よって s =
√
2ah − h2

　

a

s

a
h

補足 図は，a < h < 2aのときで，斜線部の直角三角形の高さは h− aである．

0 < h < aのとき，斜線部の直角三角形の高さは a− hである．

h = aのとき，s = aである．したがって，0 < h < 2aにおいて，

s2 + (h− a)2 = a2 すなわち s =
√
2ah− h2

(4) (3)の円錐の体積を V2とすると

V2 =
π

3
s2h =

π

3
(2ah− h2)h =

π

3
(2ah2 − h3)

dV2

dh
=

π

3
(4ah− 3h2)

V2の増減表は，次のようになる．

h (0) · · · 4
3
a · · · (2a)

dV2

dh
+ 0 −

V2 ↗ 極大 ↘

よって，V2は，h =
4

3
a のとき最大となる．このとき

s =

√
2a·4

3
a−

(
4

3
a

)2

=
2
√
2

3
a

V2 =
π

3
s2h =

π

3

(
2
√
2

3
a

)2

·4
3
a =

32

81
πa3

補足 3正数 2(2a− h), h, hの相加平均・相乗平均の大小関係より

2(2a− h) + h+ h

3
= 3
√
2(2a− h)·h·h ゆえに (2a− h)h2 5 32

27
a3

よって V2 =
π

3
(2a− h)h2 5 32

81
πa3

上式で等号が成立するとき 2(2a− h) = h すなわち h =
4

3
a �
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5 (1) f(x) = xe−x2
より

f ′(x) = e−x2

+ xe−x2

(−x2)′

= (1− 2x2)e−x2

f ′′(x) = −4xe−x2

+ (1− 2x2)e−x2

(−x2)′

= (4x3 − 6x)e−x2

= 2x(2x2 − 3)e−x2

したがって，f(x)の増減，凹凸は次のようになる．

x · · · −
√
6
2

· · · −
√
2
2

· · · 0 · · ·
√
2
2

· · ·
√
6
2

· · ·
f ′(x) − − − 0 + + + 0 − − −
f ′′(x) − 0 + + + 0 − − − 0 +

f(x) 変曲点 極小 変曲点 極大 変曲点

x = −
√
2

2
のとき極小値−

√
2

2
e−1

2 ，x =

√
2

2
のとき極大値

√
2

2
e−1

2

変曲点は

(
−
√
6

2
,−

√
6

2
e−3

2

)
, (0, 0),

(√
6

2
,

√
6

2
e−3

2

)
また，グラフの概形は次のようになる．

O

y

x√
2
2

√
6
2

−
√
2
2

−
√
6
2

√
2
2
e−

1
2

−
√
2
2
e−

1
2

補足 y = f(x)は，奇関数であるから，原点対称の曲線である．したがって，
x = 0のグラフを元に x 5 0のグラフをかくことができる．

(2) (1)の増減表から

x = −
√
2

2
のとき最小値−

√
2

2
e−1

2 ，x =

√
2

2
のとき最大値

√
2

2
e−1

2

(3) S(t) =

∫ t

0

xe−x2

dx =

[
−1

2
e−x2

]t
0

=
1

2
(1 − e−t2)

(4) (3)の結果から lim
t→∞

S(t) = lim
t→∞

1

2
(1− e−t2) =

1

2
�
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6 (1) x = tan θ とおくと dx =
1

cos2 θ
dθ

xと θの対応は右のようになる．

　x 0−→
√
3

θ 0−→ π
3

よって I1 =

∫ √
3

0

dx

x2 + 1
=

∫ π
3

0

1

tan2 θ + 1
· 1

cos2 θ
dθ

=

∫ π
3

0

dθ =

[
θ

]π
3

0

=
π

3

(2) I1に部分積分法を用いると

I1 =

∫ √
3

0

(x)′
1

x2 + 1
dx

=

[
x

x2 + 1

]√3

0

−
∫ √

3

0

x

{
− 2x

(x2 + 1)2

}
dx

=

√
3

4
+ 2

∫ √
3

0

x2

(x2 + 1)2
dx

=

√
3

4
+ 2

∫ √
3

0

(x2 + 1)− 1

(x2 + 1)2
dx

=

√
3

4
+ 2

{∫ √
3

0

dx

x2 + 1
−
∫ √

3

0

dx

(x2 + 1)2

}

=

√
3

4
+ 2(I1 − I2)

よって I2 =
1

2
I1 +

√
3

8
=

π

6
+

√
3

8

(3) t = x+
√
x2 + 1 · · · 1©より

dt

dx
= 1 +

1

2
· 2x√

x2 + 1
=

√
x2 + 1 + x√
x2 + 1

=
t√

x2 + 1
· · · 2©

したがって
dx√
x2 + 1

=
dt

t

よって
∫

dx√
x2 + 1

=

∫
dt

t
= log |t|+ C

= log(x +
√
x2 + 1) + C (Cは積分定数)
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(4) 1©より y = log t ゆえに
dy

dt
=

1

t
上式および 2©により

dy

dx
=

dy

dt
· dt
dx

=
1

t
· t√

x2 + 1
=

1
√
x2 + 1

(5) 求める極限値は

lim
n→∞

n∑
k=1

1√
n2 + k2

= lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

1√
1 +

(
k
n

)2
=

∫ 1

0

dx√
1 + x2

=

[
log(x+

√
x2 + 1)

]1
0

= log(1 +
√
2)

�

7 (1) 直線OPの方程式は 2x− ty = 0 · · · 1©
直線MNは P(t, 2)を極とするCの極線であるから

tx+ 2y = 1 · · · 2©

Qは， 1©， 2©の交点であるから

x =
t

t2 + 4
, y =

2

t2 + 4
よって Q

(
t

t2 + 4
,

2

t2 + 4

)

円 C : x2 + y2 = r2 の外部の点 P(a, b)か
らCに引いた 2本の接線の接点をM(x1, y1)，
N(x2, y2)とする．2本の接線

x1x+ y1y = r2, x2x+ y2y = r2

は点 P(a, b)を通るから

ax1 + by1 = r2, ax2 + by2 = r2

　

O

y

x

P(a, b)M

N

r−r

C

l

上の 2式から直線 l : ax+ by = r2は 2点M，Nを通る．

このとき，lを Pを極とするCの極線という．
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(2) (1)の結果から t = 2 tan θ (−π
2
< θ < π

2
)とおくと

x =
t

t2 + 4
=

2 tan θ

(2 tan θ)2 + 4
=

1

2
sin θ cos θ =

1

4
sin 2θ

y =
2

t2 + 4
=

2

(2 tan θ)2 + 4
=

1

2
cos2 θ =

1

4
cos 2θ +

1

4

よって，求める点Qの軌跡の方程式は

x2 +

(
y −

1

4

)2

=
1

16
, (x, y) 6= (0, 0)

�

8 (1) a = log10 2，b = log10 3とおき，(A)，(B)の常用対数をとると

10 < ax+ by < 11, 9 < bx+ ay < 10

したがって 0 < ax+ by − 10 < 1, 0 < bx+ ay − 9 < 1

ここで，s = ax+by−10，t = bx+ay−9とおくと 0 < s < 1，0 < t < 1

上の 2式から

(
a b

b a

)(
x

y

)
=

(
10 + s

9 + t

)
(

x

y

)
=

1

a2 − b2

(
a −b

−b a

)(
10 + s

9 + t

)

=
1

a2 − b2

(
10a− 9b+ sa− tb

9a− 10b− sb+ ta

)
· · · (∗)

=
1

a2 − b2

(
10a− 9b

9a− 10b

)
+

s

a2 − b2

(
a

−b

)
+

t

a2 − b2

(
−b

a

)

また

~α =
1

a2 − b2

(
10a− 9b

9a− 10b

)
, ~u =

1

a2 − b2

(
a

−b

)
, ~v =

1

a2 − b2

(
−b

a

)

とおくと

(
x

y

)
= ~α + s~u+ t~v (|~u| = |~v|, 0 < s < 1, 0 < t < 1)

4点をA(~α), B(~α + ~u), C(~α + ~u + ~v), D(~α + ~v) とすると，表す領域は，
ひし形ABCDの内部 (境界を含まない)．
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(2) (∗)から

x+ y =
(10a− 9b+ sa− tb) + (9a− 10b− sb+ ta)

a2 − b2

=
(a− b)(19 + s+ t)

a2 − b2
=

19 + s+ t

a+ b

y − x =
(9a− 10b− sb+ ta)− (10a− 9b+ sa− tb)

a2 − b2

=
(a+ b)(−1− s+ t)

a2 − b2
=

1 + s− t

b− a

よって
19

log10 6
< x + y <

21

log10 6
，0 < y − x <

2

log10
3
2

(3) log10 6 = log10 2 + log10 3 = 0.3010 + 0.4771 = 0.7781，

log10
3
2
= log10 3− log10 2 = 0.4771− 0.3010 = 0.1761

ゆえに

19

log10 6
=

19

0.7781
= 24.4 · · · ,

21

log10 6
=

21

0.7781
= 26.9 · · · ,

2

log10
3
2

=
2

0.1761
= 11.3 · · ·

(2)の結果から

24.4 · · · < x+ y < 26.9 · · · , 0 < y − x < 11.3 · · ·

整数x，yについて，y−xが最大となるとき，上の第 2式から y−x = 11

x+y = (y−x)+2xより，x+yと y−xの偶奇が一致するので x+y = 25

よって x = 7, y = 18 �


