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平成22年度　長崎大学２次試験前期日程 (数学問題)

平成22年2月25日

• 教育・薬・工・歯学部は， 1 ～ 4 数 I・II・III・A・B (120分)

• 経済・水産・環境科学部は， 1 , 2 数 I・II・A・B (80分)

• 医学部は， 3 , 5 ～ 7 数 I・II・III・A・B (120分)

1 a，bは実数で，a > 1とする．tの関数

f(t) = 2t3 − 3(a+ 1)t2 + 6at+ b

について，次の問いに答えよ．

(1) 関数 f(t)の極値を，a，bを用いて表せ．

(2) aの値を x座標，bの値を y座標とする xy平面上の点 P(a, b)を考える．
このとき，3次方程式 f(t) = 0が相異なる 3つの実数解をもつような点
P(a, b)の存在する領域Dを xy平面上に図示せよ．

(3) DおよびDの境界からなる領域をEとする．領域Eのうち，

y 5 −x2 + 4x− 11

を満たす部分の面積を求めよ．

2 正三角形ABCにおいて，線分ABを 2 : 1に内分する点をD，線分BCの中点

をE，点Eから直線ABに引いた垂線とABの交点をHとする．また，
−→
HB = ~a，−→

HE = ~bとする．次の問いに答えよ．

(1)
−→
AB，

−→
AH，

−→
DBを~aを用いて表せ．

(2)
−→
CDを~a，~bを用いて表せ．

(3) 線分HE上の点 Fが
−→
AF⊥

−→
CDを満たすとき，Fは線分 EHを 2 : 1に内分

することを示せ．

3 ∠A =
π

2
，∠B = αである4ABCを考える．4ABCの外接円の半径を Rと

する．この外接円上の点 Pが，点 Aを含まない弧 BC上を動くものとする．
∠BAP = θ

(
0 < θ <

π

2

)
とするとき，次の問いに答えよ．

(1) 4ABPの面積の最大値をR，αを用いて表せ．

(2) 4BPCの面積をR，θを用いて表せ．

(3) α =
π

3
とする．4ABPと4BPCの面積の和 Sの最大値を求めよ．
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4 aを a > 1を満たす定数とする．原点Oと点 P(1, 0)を線分で結び，点 Pと点
Q(a, log a)を曲線 y = log xで結ぶ．このようにして得られる曲線OPQを，y

軸の周りに 1回転させてできる立体の容器を考える．ただし，OPを含む部分
を底面として，水平に置くものとする．次の問いに答えよ．

(1) この容器の容積 V を aを用いて表せ．

(2) mを正の定数とする．この容器に，単位時間あたりmの水を一定の割合
で注ぎ入れる．ただし，最初は水が全く入っていない状態とする．注ぎ始

めてから時間 t

(
0 < t <

V

m

)
が経過したとき，底面から水面までの高さ

を h，水面の上昇する速度を vとする．hおよび vをm，tを用いて表せ．

5 a，bを a > b > 0を満たす定数とし，{
a1 = a, an+1 = an

2 + bn
2 (n = 1, 2, 3, · · · )

b1 = b, bn+1 = 2anbn (n = 1, 2, 3, · · · )

で定義される数列 {an}，{bn}を考える．次の問いに答えよ．

(1) 数列 {cn}を cn = an + bn (n = 1, 2, 3 · · · )により定義するとき，その一般
項 cnを a，bを用いて表せ．

(2) 数列 {an}，{bn}の一般項 an，bnを a，bを用いて表せ．

(3) 極限値 lim
n→∞

bn
an
が存在するかどうかを調べ，存在する場合はその値を求

めよ．

(4) 無限級数
∞∑
n=1

anが収束するとき，a+ b < 1が成り立つことを証明せよ．

6 xyz空間において，底面の半径が 2，高さが 4である直円柱{
x2 + y2 5 4

0 5 z 5 4

を考える．この円柱内で，さらに{
z 5 (x− 2)2

z 5 y2

を満たす点 (x, y, z)からなる立体を V とする．次の問いに答えよ．

(1) 立体 V を平面 x = t (−2 5 t 5 2)で切った切り口の面積を A(t)とする．
A(t)を tを用いて表せ．

(2) 立体 V の体積を求めよ．
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7 4次方程式の解について，次の問
いに答えよ．ただし，右のことは
既知としてよい．

　自然数 k，l，mが次の条件
(イ) kと lは 1以外の約数をもたない
(ロ) kは lmの約数である．
を満たすならば，kはmの約数である．

(1) a，b，c，dは整数で，d 6= 0とする．次の方程式

x4 + ax3 + bx2 + cx+ d = 0

が有理数の解 rをもつとき，| r |は自然数であり，かつ | d |の約数に限る
ことを証明せよ．

(2) 次の方程式
2x4 − 2x− 1 = 0

の実数解はすべて無理数であることを証明せよ．
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正解
1 (1) f(t) = 2t3 − 3(a+ 1)t2 + 6at+ bより

f ′(t) = 6t2 − 6(a+ 1)t+ 6a = 6(t− 1)(t− a)

a > 1より，f(t)の増減表は，次のようになる．

x · · · 1 · · · a · · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ 3a+ b− 1 ↘ −a3 + 3a2 + b ↘

よって t = 1のとき極大値 3a + b − 1，

t = aのとき極小値−a3 + 3a2 + b

(2) 方程式 f(t) = 0が相異なる 3つの実数解をもつのは，(1)の結果から

−a3 + 3a2 + b < 0 < 3a+ b− 1 すなわち

{
b > −3a+ 1

b < a3 − 3a2

である (a > 1)．xy平面上の点P(a, b)の存在する領域Dを表す不等式は

x > 1, y > −3x+ 1, y < x3 − 3x2

ここで，y = −3x+ 1 · · · 1©，y = x3 − 3x2 · · · 2©とおくと， 2©から

y′ = 3x2 − 6x = 3x(x− 2)

これから， 2©の増減表，次のようになる．

x · · · 0 · · · 2 · · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ 0 ↘ −4 ↗

1©， 2©から yを消去すると

x3 − 3x2 = −3x+ 1

(x− 1)3 = 0

x = 1 (3重解)

ゆえに 1©， 2©の共有点は (1,−2)

よって，Dの表す領域は右の図の斜線部分で，
境界線を含まない．

　

O

y

x
1 2 3

−2

−4

1

y = x3 − 3x2
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(3) y = −x2 + 4x− 11 · · · 3©
= −(x− 2)2 − 7

ゆえに，x > 1において， 2©と 3©の共有点は
ない． 1©と 3©の共有点の x座標は

−3x+ 1 = −x2 + 4x− 11

(x− 3)(x− 4) = 0

x = 3, 4

よって，求める面積を Sとすると

　

O

y

x
3 4

S =

∫ 4

3

{(−x2 + 4x− 11)− (−3x+ 1)}dx

= −
∫ 4

3

(x− 3)(x− 4)dx

= −
(
−1

6

)
(4− 3)3 =

1

6

解説 関数 g(t) = t3 + pt+ qを微分すると g′(t) = 3t2 + p

i) p = 0のとき，g(t)は単調増加である．

このとき，3次方程式 g(t) = 0の実数解の個数は 1個．

ii) p < 0のとき，p = −3k2とおくと (k > 0)

g′(t) = 3t2 − 3k2 = 3(t+ k)(t− k)

g(t)は，極大値 g(−k) = 2k3 + q，極小値 g(k) = −2k3 + qをとるから，

3次方程式 g(t) = 0の実数解の個数は

− 2k3 + q < 0 < 2k3 + q すなわち |q| < 2k3のとき 3個

− 2k3 + q = 0, 2k3 + q = 0 すなわち |q| = 2k3のとき 2個

2k3 + q < 0, − 2k3 + q > 0 すなわち |q| > 2k3のとき 1個
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3次方程式 ax3 + bx2 + cx+ d = 0 · · · (∗)は，x = t− b

3a
とおくと

t3 − b2 − 3ac

3a2
t+

2b3 − 9abc+ 27a2d

27a3
= 0

となる．したがって，3次方程式 (∗)の実数解の個数は

i) b2 − 3ac 5 0のとき 1個

ii) b2 − 3ac > 0のとき

k =

√
b2 − 3ac

3|a|
, q =

2b3 − 9abc+ 27a2d

27a3

であるから ∣∣∣∣2b3 − 9abc+ 27a2d

27a3

∣∣∣∣ < 2

(√
b2 − 3ac

3|a|

)3

すなわち | 2b3 − 9abc+ 27a2d | < 2(b2 − 3ac)
3
2 のとき 3個

同様に | 2b3 − 9abc+ 27a2d | = 2(b2 − 3ac)
3
2 のとき 2個

| 2b3 − 9abc+ 27a2d | > 2(b2 − 3ac)
3
2 のとき 1個

3次方程式 (∗)について

D1 = b2 − 3ac, D2 = 2b3 − 9abc+ 27a2d

とおくと，3次方程式 (∗)の実数解の個数は

D1 5 0のとき 1個
D1 > 0，|D2| < 2D1

3
2 のとき 3個

D1 > 0，|D2| = 2D1
3
2 のとき 2個

D1 > 0，|D2| > 2D1
3
2 のとき 1個

3次方程式 2t3 − 3(a+ 1)t2 + 6at+ b = 0について (a > 1)

D1 = 9(a− 1)2 > 0, D2 = 54(−a3 + 3a2 + 3a− 1 + 2b)

よって，この 3次方程式が異なる 3つの実数解をもつとき，|D2| < 2D1
3
2 より

|54(−a3 + 3a2 + 3a− 1 + 2b)| < 2{9(a− 1)2}
3
2

| − a3 + 3a2 + 3a− 1 + 2b| < (a− 1)3

−(a− 1)3 < −a3 + 3a2 + 3a− 1 + 2b < (a− 1)3

−3a+ 1 < b < a3 − 3a2
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2 (1) BE = 2HB，AB = BC = 2BEであるから

AB = 4HB，AH = 3HB，DB =
1

3
ABより

−→
AB = 4

−→
HB = 4~a

−→
AH = 3

−→
HB = 3~a

−→
DB =

1

3

−→
AB =

1

3
·4~a =

4

3
~a

　

2

1 H

D

A

B CE
~a

~b

(2)
−→
CD =

−→
CB +

−→
BD = 2

−→
EB−

−→
DB

= 2(~a−~b)− 4

3
~a =

2

3
~a − 2~b

(3) Fは線分HE上の点であるから，
−→
HF = t~bとおくと (0 5 t 5 1)

−→
AF =

−→
AH+

−→
HF = 3~a+ t~b

~a·~b = 0，|~b| =
√
3|~a|であるから

−→
AF·

−→
CD = (3~a+ t~b)·

(
2

3
~a− 2~b

)
= 2|~a|2 +

(
2

3
t− 6

)
~a·~b− 2t|~b|2

= 2|~a|2 − 6t|~a|2 = 2(1− 3t)|~a|2

−→
AF⊥

−→
CDより，

−→
AF·

−→
CD = 0であるから t =

1

3

ゆえに HF : FE =
1

3
:
2

3
= 1 : 2

よって，Fは線分 EHを 2 : 1に内分する．
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3 (1) 右の図から

AB = BCcosα = 2R cosα

正弦定理により

BP

sin θ
= 2R ゆえに BP = 2R sin θ

∠CBP = ∠CAP =
π

2
− θより

　 A

B C

P

α
R

θ

∠ABP = ∠ABC + ∠CBP = α +
(π
2
− θ
)

したがって

4ABP =
1

2
AB·BP sin∠ABP

=
1

2
·2R cosα·2R sin θ sin

(π
2
− θ + α

)
= 2R2 cosα sin θ cos(θ − α)

= R2 cosα{sin(2θ − α) + sinα} · · · (∗)

0 < α <
π

2
，0 < θ <

π

2
より −π

2
< 2θ − α < πであるから

よって 2θ−α =
π

2
のとき，(∗)は，最大値R2 cosα(1 + sinα)をとる．

別解 右の図のように，線分ABに平行な直線 lと円
との接点をPとするとき，4ABPの面積は最
大となる．このとき，Pから線分 ABに垂線
PHを引くと，円の中心 Oは線分 PH上にあ
り，Hは線分ABの中点である．したがって

BH = R cosα, OH = R sinα,

AB = 2BH = 2R cosα,

PH = PO+OH = R(1 + sinα)

　 A

B C
α
R

l

P

H

O

R

よって，求める4ABPの最大値は

4ABP =
1

2
AB·PH

=
1

2
·2R cosα·R(1 + sinα) = R2 cosα(1 + sinα)
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(2) ∠BCP = ∠BAP = θ，∠BPC =
π

2
より

BP = BC sin θ = 2R sin θ

CP = BCcos θ = 2R cos θ

したがって

4BPC =
1

2
BP·CP

=
1

2
·2R sin θ·2R cos θ

= 2R2 sin θ cos θ = R2 sin 2θ

　 A

B C

P

α
R

θ

θ

(3) α =
π

3
を (∗)に代入すると

4ABP = R2 cos
π

3

{
sin
(
2θ − π

3

)
+ sin

π

3

}
=

1

2
R2

(
sin 2θ cos

π

3
− cos 2θ sin

π

3
+

√
3

2

)

= R2

(
1

4
sin 2θ −

√
3

4
cos 2θ +

√
3

4

)

上式および (2)の結果から

S = 4ABP +4BPC

= R2

(
5

4
sin 2θ −

√
3

4
cos 2θ

)
+

√
3

4
R2

=
2
√
7

4
R2

(
5

2
√
7
sin 2θ −

√
3

2
√
7
cos 2θ

)
+

√
3

4
R2

ここで，cos β =
5

2
√
7
，sin β =

√
3

2
√
7
とおくと

(
0 < β <

π

2

)

S =
2
√
7

4
R2 sin(2θ − β) +

√
3

4
R2

0 < β <
π

2
，0 < θ <

π

2
より −π

2
< 2θ − β < πであるから

よって 2θ − β =
π

2
のとき，Sは，最大値

1

4
(2
√
7 +

√
3)R2をとる．
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4 (1) y = log xより x = eyであるから

V = π

∫ log a

0

x2dy

= π

∫ log a

0

e2ydy

=
π

2

[
e2y
]log a
0

=
π

2
(a2 − 1)

　

O

y

x1 a

log a

y = log x

P
Q

(2) 条件および (1)の結果から

mt =
π

2
(a2 − 1) ゆえに a2 =

2mt

π
+ 1

また，h = log aであるから，上式から

h = log a =
1

2
log a2 =

1

2
log

(
2mt

π
+ 1

)
これを tで微分すると

v =
dh

dt
=

d

dt

{
1

2
log

(
2mt

π
+ 1

)}
=

1

2
×

2m
π

2mt
π

+ 1
=

m

2mt + π

5 (1) an+1 = an
2 + bn

2 · · · 1©
bn+1 = 2anbn · · · 2©

1©と 2©の辺々を加えると

an+1 + bn+1 = (an
2 + bn

2) + 2anbn = (an + bn)
2

cn = an + bnより cn+1 = cn
2

よって cn = c1
2n−1

= (a1 + b1)
2n−1

= (a + b)2
n−1

解説 cn+1 = cn
2より log cn+1 = 2 log cn

したがって log cn = 2n−1 log c1 = log c1
2n−1

よって cn = c1
2n−1

= (a+ b)2
n−1
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(2) (1)の結果から an + bn = (a+ b)2
n−1 · · · 3©

1©， 2©から

an+1 − bn+1 = (an
2 + bn

2)− 2anbn = (an − bn)
2

したがって an − bn = (a− b)2
n−1 · · · 4©

3©， 4©から an =
1

2
{(a + b)2

n−1
+ (a − b)2

n−1}

bn =
1

2
{(a + b)2

n−1 − (a − b)2
n−1}

(3) (2)の結果から

bn
an

=
(a+ b)2

n−1 − (a− b)2
n−1

(a+ b)2n−1 + (a− b)2n−1 =

1−
(
a− b

a+ b

)2n−1

1 +

(
a− b

a+ b

)2n−1

a > b > 0より 0 <
a− b

a+ b
< 1 ゆえに lim

n→∞

(
a− b

a+ b

)2n−1

= 0 · · · 5©

したがって，極限値 lim
n→∞

bn
an
は存在して

lim
n→∞

bn
an

= lim
n→∞

1−
(
a− b

a+ b

)2n−1

1 +

(
a− b

a+ b

)2n−1 = 1

(4) (2)の結果から

lim
n→∞

an = lim
n→∞

1

2
(a+ b)2

n−1

{
1 +

(
a− b

a+ b

)2n−1
}

5©に注意すると

a+ b > 1のとき lim
n→∞

an = ∞

a+ b = 1のとき lim
n→∞

an =
1

2

a+ b < 1のとき lim
n→∞

an = 0

lim
n→∞

an = 0は，無限級数
∞∑
n=1

anが収束するための必要条件であるから，

無限級数
∞∑
n=1

anが収束するとき，a+ b < 1が成り立つ．
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解説 一般に， lim
n→∞

an = 0は，無限級数
∞∑
n=1

anが収束するための必要条件である．

つまり， lim
n→∞

an = 0であっても，無限級数
∞∑
n=1

anが発散することがある．

例えば，an =
1

n
を一般項とする数列 {an}は

lim
n→∞

an = lim
n→∞

1

n
= 0

であるが

∞∑
n=1

an = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·

= 1 +
1

2
+

(
1

3
+

1

4

)
+

(
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8

)
+ · · ·

> 1 +
1

21
+

(
1

22
+

1

22

)
+

(
1

23
+

1

23
+

1

23
+

1

23

)
+ · · ·

= 1 +
∞∑
n=1

( 2n−1個︷ ︸︸ ︷
1

2n
+ · · ·+ 1

2n

)
= 1 +

∞∑
n=1

1

2
= ∞

したがって
∞∑
n=1

an = ∞
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6 (1) x = tのとき，x2 + y2 = 4から

y2 = 4− t2 · · · 1© (−2 5 t 5 2)

x = tのとき，z 5 (x− 2)2，z 5 y2は 1©および zの範囲に注意して

z = 0, z 5 (t− 2)2, z 5 y2 5 4− t2

したがって，平面 x = t (−2 5 t 5 2)で切った図形は次のようになる．

i) 0 < t 5 2のとき ii) −2 5 t 5 0のとき

O

z

y

4−t2

(t−2)2

2−tt−2
√
4−t2−

√
4−t2

z = y2

O

z

y

(t−2)2

4−t2

2−tt−2
√
4−t2−

√
4−t2

z = y2

i) 4− t2 > (t− 2)2 すなわち 0 < t 5 2のとき

1

2
A(t) =

∫ 2−t

0

y2 dy + {
√
4− t2 − (2− t)}(t− 2)2

=

[
y3

3

]2−t

0

+ (t− 2)2
√
4− t2 + (t− 2)3

= (t− 2)2
√
4− t2 +

2

3
(t− 2)3

ii) 4− t2 5 (t− 2)2 すなわち −2 5 t 5 0のとき

1

2
A(t) =

∫ √
4−t2

0

y2 dy =

[
y3

3

]√4−t2

0

=
1

3
(4− t2)

3
2

よって A(t) =


2(t − 2)2

√
4 − t2 +

4

3
(t − 2)3 (0 < t 5 2)

2

3
(4 − t2)

3
2 (−2 5 t 5 0)



14

(2) (1)の結果から∫ 2

0

A(t) dt =

∫ 2

0

{
2(t− 2)2

√
4− t2 +

4

3
(t− 2)3

}
dt

=

∫ 2

0

{−2(4− t2)− 8t+ 16}
√
4− t2 dt+

1

3

[
(t− 2)4

]2
0

= −2

∫ 2

0

(4− t2)
3
2 dt− 8

∫ 2

0

t
√
4− t2 + 16

∫ 2

0

√
4− t2dt− 16

3

= −2

∫ 2

0

(4− t2)
3
2 dt+

8

3

[
(4− t2)

3
2

]2
0

+ 16× 1

4
·π·22 − 16

3

= −2

∫ 2

0

(4− t2)
3
2 dt+ 16π − 80

3∫ 0

−2

A(t) dt =

∫ 0

−2

2

3
(4− t2)

3
2 dt =

2

3

∫ 2

0

(4− t2)
3
2 dt

したがって V =

∫ 0

−2

A(t) dt+

∫ 2

0

A(t) dt

= −4

3

∫ 2

0

(4− t2)
3
2 + 16π − 80

3

ここで，I =

∫ 2

0

(4− t2)
3
2 dtとおくと

I =

[
t(4− t2)

3
2

]2
0

−
∫ 2

0

t·(−3t)(4− t2)
1
2 dt

= 0− 3

∫ 2

0

{(4− t2)− 4}(4− t2)
1
2 dt

= −3

∫ 2

0

(4− t2)
3
2 + 12

∫ 2

0

√
4− t2 dt

= −3I + 12× 1

4
·π·22

これを解いて I = 3π

よって V = −4

3
I + 16π − 80

3

= −4

3
·3π + 16π − 80

3
= 12π −

80

3
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7 (1) a, b, c, dを整数 (d 6= 0)とする 4次方程式

x4 + ax3 + bx2 + cx+ d = 0 · · · (∗)

の有理数の解 rは 0ではないので，整数 p，qを用いて (p 6= 0)

r =
p

q
(p, qは互いに素)

と表すことができる．これを (∗)に代入すると(
p

q

)4

+ a

(
p

q

)3

+ b

(
p

q

)2

+ c

(
p

q

)
+ d = 0

したがって ap3 + bp2q + cpq2 + dq3 = −p4

q

上式から，−p4

q
が整数である．p，qは互いに素であるから q = 1

よって，解 rは整数であるから (r 6= 0)

r4 + ar3 + br2 + cr + d = 0 ゆえに r3 + ar2 + br + c = −d

r

上式から，−d

r
は整数であるから，rは dの約数である．

以上のことから，|r|は整数であり，かつ |d|の約数に限る．

(2) 方程式 2x4 − 2x− 1 = 0の解は 0ではないので，有理数の解 α (α 6= 0)を
もつと仮定すると

2α4 − 2α− 1 = 0 ゆえに
(
1

α

)4

+ 2

(
1

α

)3

− 2 = 0

上式より，方程式
t4 + 2t3 − 2 = 0 · · · (∗∗)

が有理数の解
1

α
をもつ．

このとき，(1)の結論から，その有理数の解は，| − 2|の約数になるが，
t = ±1, ± 2は (∗∗)の解ではないので，矛盾を生じる．
よって，方程式 2x4 − 2x− 1 = 0の実数解はすべて無理数である．


