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平成19年度　長崎大学２次試験前期日程 (数学問題)

平成19年2月25日

• 教育・薬・工学部は， 1 , 3 , 4 , 6 数 I・II・III・A・B(120分)

• 経済・水産・環境科学部は， 4 , 7 数 I・II・A・B(80分)

• 医・歯学部は， 2 , 4 , 5 数 I・II・III・A・B(100分)

1 関数 f(x) =

∫ x

a

(t2 − t) dtについて，次の問いに答えよ．ただし，aは実数の

定数とする．

(1) 関数 y = f(x)の増減を調べ，f(x)の極大値および極小値を，aを用いて
表せ．

(2) 関数 y = f(x)のグラフと x軸が異なる 3点で交わるための aの範囲を求
めよ．

2 mは正の定数とする．関数 f(x) = x3 − (2m+1)x2 +m2xについて，次の問い
に答えよ．

(1) 方程式 f(x) = 0は 0以外に相異なる 2つの実数解をもつことを示せ．

(2) 方程式 f(x) = 0の 0以外の解を α，β (α < β)とする．α + βおよび αβ

をmを用いて表せ．また α，βがともに正であることを示せ．

(3) 曲線 y = f(x)と x軸で囲まれた図形について，y = 0の範囲にある部分
の面積と y 5 0の範囲にある部分の面積が等しいものとする．そのとき，
m，α，βの値を求めよ．

3 次の連立不等式が表す領域をDとする．{
y + 1 5 2x 5 4− y

2y = 1

次の問いに答えよ．

(1) 領域Dを図示せよ．

(2) 領域Dと放物線 y = px2が共有点を持つような定数 pの範囲を求めよ．
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4 4ABCにおいて辺BC，CA，ABの中点を，それぞれP，Q，Rとする．さら

に，線分APを 2 : 1に内分する点をOとし，
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとお

くとき，次の問いに答えよ．

(1) ~a+~b+~c = ~0が成り立つことを示せ．

(2) 辺AB，BC，CAを 2 : 1に内分する点を，それぞれA1，B1，C1とする．
また，線分A1B1，B1C1，C1A1を 2 : 1に内分する点を，それぞれA2，B2，
C2とする．

−−→
OA2を~aを用いて表せ．

(3) 線分B2C2と線分QRが平行であることを示せ．

(4) 4PQRの面積を Sとするとき，4A2B2C2の面積を Sを用いて表せ．

5 nは 2以上の自然数とする．関数 fn(x) = xn log x (x > 0)について，次の問い
に答えよ．ただし， lim

n→+0
xn log x = 0であることを用いてよい．

(1) 関数 y = fn(x)の増減，凹凸を調べ，グラフをかけ．

(2) 関数 y = fn(x)の最小値を Lnとするとき，無限級数
∞∑
n=1

Ln+1

n
の和を求

めよ．

(3) 曲線 y = fn(x)の x = 1における接線の方程式を求めよ．

(4) kを定数とするとき，xに関する方程式 xn log x = x+ k (x > 0)の解の個
数を求めよ．

6 曲線C : y = log xの点 (1, 0)における接線を l1とする．曲線Cと直線 l1およ
び直線 l2 : x = eで囲まれる部分を，x軸のまわりに 1回転させてできる回転体
の体積 V を求めたい．次の問いに答えよ．

(1) 直線 l1の方程式を求めよ．

(2) x軸と直線 l1，l2で囲まれる部分を，x軸のまわりに 1回転させてできる
回転体の体積 V1を求めよ．

(3) 2次の多項式 P (x) = ax2 + bx + cが，次の条件 {xP (log x)}′ = (log x)2

(x > 0)を満たすような，定数 a，b，cの値を求めよ．

(4) 体積 V を求めよ．
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7 関数 f(x) =

∫ x

0

6(t− α)(t− β) dtを考える．ただし，0 < α < βとする．次の

問いに答えよ．

(1) f(α) > 0であることを示せ．

(2) 関数 y = f(x)のグラフ上で f(x)の極大値を表す点をP，極小値を表す点
をQとする．直線 PQの傾き hを求めよ．

(3) 線分PQをm : nに内分する点のx座標を rとし，曲線 y = f(x)上のx = r

に対応する点における接線の傾きを kとする．
m

m+ n
= sとおくとき，k

を α，β，sを用いて表せ．さらに，
k

h
の最大値を求めよ．
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正解
1 (1) f ′(x) = x2 − x = x(x− 1)

f ′(x) = 0 とすると x = 0, 1

増減表は，右のようになる．

　 x · · · 0 · · · 1 · · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ 極大 ↘ 極小 ↗

f(x) =

∫ x

0

(t2 − t) dt =

[
t3

3
− t2

2

]x
a

=
x3

3
− x2

2
− a3

3
+

a2

2

よって 極大値 f(0) = −
a3

3
+

a2

2
，

極小値 f(1) = −
a3

3
+

a2

2
−

1

6

(2) (1)の結果から，f(0) > 0，f(1) < 0より

−a3

3
+

a2

2
> 0, −a3

3
+

a2

2
− 1

6
< 0

これらを整理すると

a2(2a− 3) < 0, (a− 1)2(2a+ 1) > 0

上の第 1式から a <
3

2
(a 6= 0)， 第 2式から a > −1

2
(a 6= 1)

よって −
1

2
< a <

3

2
(a 6= 0, a 6= 1)
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2 (1) f(x) = x{x2 − (2m+ 1)x+m2}

2次方程式 x2 − (2m+ 1)x+m2 = 0 · · · 1©は，m2 6= 0 であるから， 1©の
解は x 6= 0． 1©の判別式をDとすると，m > 0より

D = {−(2m+ 1)}2 − 4·1m2 = 4m+ 1 > 0

よって，f(x) = 0は，0以外に相異なる 2つの実数解をもつ．

(2) α，βは 1©の解であるから，解と係数の関係により

α + β = 2m + 1, αβ = m2

m > 0より，α + β > 0，αβ > 0 であるから，α，βはともに正である．

(3) 3次関数のグラフは変曲点に関して対称である
から，3次関数のグラフと変曲点を通る直線に
よって囲まれた 2つの部分の面積は等しい．こ
のことから，右の図の 2つの斜線部分の面積が
等しいとき，点 (α, 0)は変曲点であるから

f ′′(α) = 0, β = 2α · · · (∗)

が成り立つ．

　

O

y

xα β

y = f(x)

f(x) = x3 − (2m+ 1)x2 +m2xより f ′′(x) = 6x− 2(2m+ 1)

(∗)により α =
2m+ 1

3
，β =

2(2m+ 1)

3
· · · (∗∗)

(∗∗)を αβ = m2に代入すると
2(2m+ 1)2

9
= m2

m > 0より

√
2(2m+ 1)

3
= m すなわち m = 4 + 3

√
2

これを (∗∗)に代入して α = 3 + 2
√
2, β = 6 + 4

√
2

解説 3次関数C : y = f(x)と直線によって囲まれた 2つの部分の面積が等しい
とき，その直線はCの変曲点を通る．なぜなら，変曲点を通らない直線 l

とCによって囲まれた 2つの部分の面積が等しいと仮定すると，変曲点を
通り lに平行な直線 l′によってもその 2つの部分の面積が等しくなり，矛
盾を生じる．
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別解 条件から
∫ α

0

f(x) dx = −
∫ β

α

f(x) dx ゆえに
∫ β

0

f(x) dx = 0

f(x) = x(x− α)(x− β)より f(x) = −x2(β − x) + αx(β − x)

したがって
∫ β

0

f(x) dx = −
∫ β

0

x2(β − x) dx+ α

∫ β

0

x(β − x) dx

= − 1

12
β4 + α·1

6
β3 =

1

12
α3(2α− β) = 0

ゆえに β = 2α

補足 上の計算において，次の定積分の公式を利用している 1．∫ β

α

(x − α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m + n + 1)!
(β − α)m+n+1

3 (1) 与えられた不等式から
y 5 2x− 1

y 5 −2x+ 4

y = 1
2

よって，領域Dは右の図の斜線部分である．
ただし，境界線を含む．

　

O

y

x

4

2
−1

1
2

(5
4
, 3
2
)(3

4
, 1
2
)

(7
4
, 1
2
)

(2) y = px2と y = 2x− 1が接するとき，2式から yを消去して

px2 − 2x+ 1 = 0

p 6= 0 であるから，係数について

(−1)2 − p = 0 ゆえに p = 1

接点の x座標は，x2 − 2x+ 1 = 0を解いて x = 1

このとき，接点 (1, 1)はDの点である．

領域Dと放物線 y = px2が共有点をもつとき，y = px2が点 (1, 1)を通る

とき pは最大値 1をとり，点
(
7

4
,
1

2

)
を通るとき pは最小値

8

49
をとる．

よって
8

49
5 p 5 1

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2010 kouki.pdf 1

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_tech_2010_kouki.pdf
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4 (1) Oは線分APを 2 : 1に内分する点であるから

−→
OA = −2

−→
OP

PはBCの中点であるから

−→
OP =

−→
OB+

−→
OC

2
=

~b+~c

2

　 A

B CP

QR

O

上の 2式から ~a = −2×
~b+~c

2
よって ~a+~b+~c = ~0

別解 4ABCの重心をGとすると
−→
OG =

~a+~b+~c

3

Oは4OABの重心であるから，
−→
OG = ~0より ~a+~b+~c = ~0

(2) A2は辺A1B1を2 : 1に内分する点であるから

−−→
OA2 =

1

3
(
−−→
OA1 + 2

−−→
OB1) · · · 1©

A1，B1は辺AB，BCを 2 : 1に内分する点で
あるから

−−→
OA1 =

1

3
(~a+ 2~b)

−−→
OB1 =

1

3
(~b+ 2~c)

　 A

B CP

QR

OA1

B1

C1

B2

A2

C2

上の 2式を 1©に代入すると
−−→
OA2 =

1

9
~a+

4

9
(~b+~c)

(1)の結果から，~b+~c = −~aを上式に代入すると
−−→
OA2 = −

1

3
~a

(3) (2)と同様にして
−−→
OB2 = −1

3
~b，

−−→
OC2 = −1

3
~c

したがって
−−−→
B2C2 = −1

3
~c−

(
−1

3
~b

)
=

1

3
(~b−~c) · · · 2©

また
−→
QR =

−→
OR−

−→
OQ =

~a+~b

2
−
~c+ ~a

2
=

1

2
(~b−~c) · · · 3©

2©，3©から
−→
QR =

3

2

−−−→
B2C2 よって，線分B2C2と線分QRは平行である．

(4) (3)と同様にして
−→
PQ =

3

2

−−−→
A2B2 したがって 4PQR 4A2B2C2

A2B2 =
2

3
PQ，B2C2 =

2

3
QRから 4A2B2C2 =

(
2

3

)2

4PQR =
4

9
S
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5 (1) f ′(x) = nxn−1 log x+ xn·1
x
= xn−1(n log x+ 1)

f ′′(x) = (n− 1)xn−2(n log x+ 1) + xn−1·n
x

= xn−2{n(n− 1) log x+ (2n− 1)}

したがって，関数 y = fn(x)の増減，凹凸，グラフは次のようになる．

x (0) · · · e−
2n−1

n(n−1) · · · e−
1
n · · ·

f ′(x) − − − 0 +

f ′′(x) − 0 + + +

f(x) 変曲点 極小

ここで

lim
x→+0

fn(x) = lim
x→+0

xn log x = 0

lim
x→∞

fn(x) = lim
x→∞

xn log x = ∞

　

O

y

x
e−

1
n

− 1
ne

1

(e−
2n−1

n(n−1) ,− 2n−1
n(n−1)

e−
2n−1

n(n−1) )

補足 まず，0 < x 5 1のとき，− 2√
x
< log x を示す．

g(x) = log x+
2√
x
(0 < x 5 1)とおくと

0 < x < 1 のとき g′(x) =
1

x
− 1

x
√
x
=

√
x− 1

x
√
x

< 0

g(x)は単調減少で，g(1) = 2であるから

g(x) > 0 ゆえに log x+
2√
x
> 0

よって 0 < x < 1 のとき − 2√
x
< log x < 0

したがって 0 < x < 1のとき −2
√
x < x log x < 0

lim
x→+0

(−2
√
x ) = 0であるから，はさみうちの原理により lim

x→+0
x log x = 0

よって，n = 1のとき lim
x→+0

xn log x = lim
x→+0

xn−1·x log x = 0
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(2) (1)の結果から Ln = f
(
e−

1
n

)
=

(
e−

1
n

)n

log e−
1
n = − 1

ne

よって
∞∑
n=1

Ln+1

n
= −

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)e

= −1

e

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ 1

)
= −

1

e

(3) (1)の結果から fn(1) = 0，f ′
n(1) = 1

求める直線は，点 (1, 0)を通り，傾き 1の直線であるから

y − 0 = 1(x− 1) すなわち y = x − 1

(4) xn log x = x+ k (x > 0)の解の個数は，
y = fn(x)と y = x+ kの共有点の個数
であるから，(3)の結果に注意して

k < −1のとき なし
k = −1, 0 5 kのとき 1個
−1 < k < 0のとき 2個

　

O

y

x1

−1
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6 (1) y = log xを微分すると y′ =
1

x

x = 1のとき，y′ = 1であるから，l1は点 (1, 0)を通り，傾き 1の直線．

したがって y − 0 = 1(x− 1) すなわち y = x − 1

(2) V1は底面の半径および高さがともに e− 1の直円錐の体積であるから

V1 =
1

3
·π(e− 1)2·(e− 1) =

π

3
(e − 1)3

(3) xP (log x)を微分すると

{xP (log x)}′ = P (log x) + x·P ′(log x)
1

x
= P (log x) + P ′(log x)

上式が (log x)2 に等しいので，P (x) + P ′(x) = x2 が成り立つ．これに
P (x) = ax2 + bx+ c，P ′(x) = 2ax+ bを代入すると

(ax2+bx+c)+(2ax+b) = x2 すなわち (a−1)x2+(b+2)x+(b+c) = 0

上式は xに関する恒等式であるから a = 1, b = −2, c = 2

(4) y = log x (1 5 x 5 e)と x軸で囲まれた部分
を x軸のまわりに 1回転させた回転体の体積
を V2とすると，(3)の結果から

V2

π
=

∫ e

1

(log x)2 dx

=

[
xP (log x)

]e
1

= eP (1)− P (0)

　

O

y

x1 e

e−1

l1

C

l2

−1

P (x) = x2 − 2x+ 2より，P (1) = 1，P (0) = 2 であるから

V2

π
= e·1− 2 ゆえに V2 = π(e− 2)

よって V = V1 − V2 =
π

3
(e− 1)3 − π(e− 2)

=
π

3
(e3 − 3e2 + 5)
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7 (1) f(x)を微分すると f ′(x) = 6(x− α)(x− β) · · · (∗)

したがって，f(x)の増減表は

x · · · α · · · β · · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ 極大 ↘ 極小 ↗

f(0) = 0，0 < α であるから，上の増減表から f(α) > 0

(2) (∗)から f(β)− f(α) =

∫ β

α

f ′(t) dt = 6

∫ β

α

(t− α)(t− β) dt

= 6

(
−1

6

)
(β − α)3 = −(β − α)3

よって h =
f(β)− f(α)

β − α
= −(β − α)2

(3) P，Qをm : nに内分する点の x座標が rであるから

r =
nα+mβ

m+ n
=

(
1− m

m+ n

)
α +

m

m+ n
β = (1− s)α + sβ

したがって

k = f ′(r) = 6 {(1− s)α + sβ − α} {(1− s)α + sβ − β}
= 6s(β − α){−(1− s)(β − α)}
= −6s(1 − s)(β − α)2

上式および (2)の結果から

k

h
= 6s(1− s) = −6

(
s− 1

2

)2

+
3

2

0 < s < 1であるから，
k

h
は s =

1

2
のとき最大値

3

2
をとる．


