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令和８年度　宮崎大学２次試験前期日程 (数学問題)

工 (物質環境化学を除く)・医 (医)・農・教育 (中学数学・中学社会・

理科・技術・家庭・初等教育・特別支援・社会システム)学部

令和8年2月25日

• 工学部　 1 2 3 4 5 数 I・II・III・A・B・C (120分)

• 医学部　 2 5 6 7 8 数 I・II・III・A・B・C (120分)

• 教育 (小主免理系・中主免理系)学部　 4 5 6 必答，
9 10 から 1問選択．数 I・II・III・A・B・C (90分)

• 教育 (小主免理系・中主免理系を除く)学部・農学部　 3 11 12

数 I・II・A・B・C (90分)

1 次の空欄 あ ～ お を適切な数または数式で埋めよ．ただし，log x

は xの自然対数を表す．

(1) 極限 lim
h→0

√
4 + h− 2

h
の値は， あ である．

(2) 関数 f(x) =
log(ex + cos x)

ex + cos x
の導関数は， い である．

(3) 関数 f(x) =
x+ 1

x(x− 1)
の不定積分は，

∫
f(x) dx = う + C である．

ただし，Cは積分定数とする．

(4) 関数 f(x) = x5 sin(x3)の不定積分は，
∫

f(x) dx = え + Cである．

ただし，Cは積分定数とする．

(5) 定積分
∫ π

6

0

sin 5x sin 4x dxの値は， お である．

2 関数 f(x) = 2x
√
1− x2および，座標平面上の曲線C : y = f(x)について，次

の各問に答えよ．

(1) f(x)の導関数 f ′(x)および第 2次導関数 f ′′(x)を求めよ．

また，極限 lim
x→1−0

f ′(x)および lim
x→−1+0

f ′(x)も求めよ．

(2) 関数 f(x)の増減，極値，曲線Cの凹凸，変曲点を調べて，曲線Cの概形
をかけ．

(3) 区間−1 < x < 1におけるCの接線のうち，傾きが最大のものを `とする．
このとき，`の方程式を求めよ．

(4) 曲線Cと (3)の直線 `，および直線 x = 1で囲まれた部分を図示し，その
部分の面積 Sの値を求めよ．
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3 A，B，C，D，E，F，G，Hの 8人が
円形のテーブルに向って無作為に座る．
ただし，右図のように，等間隔になる
ように座るものとし，回転して一致す
る座り方は同じとみなす．また，いず
れの座り方も同様に確からしいとする．
このとき，次の各問に答えよ．

　

テーブル

(1) 座り方の総数を求めよ．

(2) AとBが隣り合う席に座る確率を求めよ．

(3) AとBが隣り合う席に座り，かつAとCは隣り合う席に座らない確率を
求めよ．

(4) AとBが向かい合う席に座り，かつCとDも向かい合う席に座る確率を
求めよ．

4 四面体OABCにおいて，4OABの内心を Iとし，Iを通ってACに水平な直線
と4OBCを含む平面の交点を Jとする．このとき，4点A，C，I，Jは同一平面
上にあり，この平面と直線OBの交点をKとする．また，|

−→
OA| = x，|

−→
OB| = y，

|
−→
AB| = zとするとき，次の各問に答えよ．

(1)
−→
OK = α

−→
OBとなる実数 αを，x，y，zのうち必要なものを用いて表せ．

(2)
−→
OI = s

−→
OA+ t

−→
OBとなる実数 s，tを，x，y，zのうち必要なものを用いて

表せ．

(3)
−→
OJ = m

−→
OB+ n

−→
OCとなる実数m，nを，x，y，zのうち必要なものを用

いて表せ．

(4) Jが4OBCの重心であることは，4OABが正三角形であるための必要十
分条件であることを示せ．
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5 数列 {bn}を，b1 = 1および

bn+1 = 2bn + 2n3 − (n+ 1)3

で定める．このとき，次の各問に答えよ．

(1) 自然数nに対して，等式
n∑

k=1

k3 =

{
1

2
n(n+ 1)

}2

が成り立つことを，数学

的帰納法を用いて証明せよ．

(2) 数列 {bn}の一般項を求めよ．

(3) 数列 {an}を，a1 = 1および

an+1 = an + bn (n = 1, 2, 3, · · · )

で定める．{an}の一般項を求めよ．
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6 座標平面上において，不等式

log3 y + | log3 x| 5 log9 25

の表す領域をDとする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) Dを図示せよ．

(2) D内を動く点 (x, y)に対して，log3 y− log3(x+1)の最大値と，そのとき
の xと yの値をそれぞれ求めよ．

7 四角形ABCDは，

AB = 7, BC = 3, CD = 5, DA = 7, ∠BAD = 60◦

を満たしている．ACと BDの交点を Eとし，Eを通りABと平行な直線と直
線DCの交点を Fとする．また，4ABCの外接円に Fから 2本の接線を引き，
それらの接点をそれぞれG，Hとする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) Dは4ABCの外接円上にあることを示せ．

(2) FE = FG = FHを示せ．

8 自然数N に対して，Ik (k = 1, 2, · · · , N)を

k − 1

N
5 x <

k

N

で表される区間とする．また，正の無理数 αに対して

b` = `α− [`α] (` = 0, 1, 2, · · · , N)

とする．ただし，[x]は xを超えない最大の整数を表す．このとき，次の各問に
答えよ．

(1) [
√
7]と [2

√
7]の値をそれぞれ求めよ．

(2) N = 4，α =
√
7とする．このとき，b0, b1, b2, b3, b4がそれぞれI1, I2, I3, I4

のどれに属するかを答えよ．

(3) 0 < |x− y
√
7| < 1

4
を満たす整数の組 (x, y)を 1つ答えよ．

(4) 自然数 N と正の無理数 αをどのように選んでも，その N と αに対して

0 < |x− yα| < 1

N
を満たす整数の組 (x, y)が存在することを示せ．
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9 次の各問に答えよ．ただし，log xは xの自然対数を表す．

(1) 極限 lim
h→0

√
4 + h− 2

h
の値を求めよ．

(2) 関数 f(x) =
log(ex + cos x)

ex + cos x
の導関数を求めよ．

(3) 不定積分
∫

x+ 1

x(x− 1)
dxを求めよ．ただし，積分定数をCとせよ．

(4) 不定積分
∫

x5 sin(x3) dxを求めよ．ただし，積分定数をCとせよ．

(5) 定積分
∫ π

6

0

sin 5x sin 4x dxの値を求めよ．

10 関数 f(x) = x3 − 3x2 +4および，座標平面上の曲線C : y = f(x)について，次
の各問に答えよ．

(1) f(x)の極値および，Cの x軸の交点の座標を求めよ．

(2) C上の点 P(p, f(p))における接線が，Pと異なる点Q(q, f(q))において
Cと交わるとき，pを用いて qを表せ．

(3) (2)におけるP，Qに対し，直線PQと平行な直線 `が点RにおいてCと
接しているとする．ただし，`は直線 PQとは異なるものとする．`と C

の交点のうちRと異なる点を S(s, f(s))とするとき，pを用いて sを表せ．

(4) f(x)の導関数 f ′(x)に対し，曲線 y = f ′(x)をDとする．2つの曲線Cと
Dの交点のうち，x座標が最も小さいものをT，x座標が最も大きいもの
をUとする．このとき，曲線Dと直線TUで囲まれた部分のうち，x = 0

かつ y = 0の表す領域に含まれる部分の面積の値を求めよ．

11 次の各問に答えよ．

(1) 2x2 + xy − 7x− 6y2 − 7y + 5を因数分解せよ．

(2) 4次方程式 x4 + 3x3 − x2 − 8x− 4 = 0を解け．

(3) 座標平面上において，不等式 log3 y + | log3 x| 5 log9 25の表す領域を図示
せよ．

(4) 自然数nに対して，等式
n∑

k=1

k3 =

{
1

2
n(n+ 1)

}2

が成り立つことを，数学

的帰納法を用いて証明せよ．
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12 関数 f(x) = 3x− 4x3および，座標平面上の曲線C : y = f(x)について，次の
各問に答えよ．

(1) C上の点 P(t, f(t))におけるCの接線の方程式を求めよ．

(2) 次の条件 (a)，(b)をともに満たす直線 `を求めよ．

(a) `は点 (−2, f(−2))を通る

(b) `は点 (−2, f(−2))以外の点でCと接する

(3) (2)の条件 (a)，(b)をともに満たす直線 `に対し，Cと `で囲まれた部分
の面積 Sの値を求めよ．
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解答例

1 (1) lim
h→0

√
4 + h− 2

h
= lim

h→0

(4 + h)− 4

h(
√
4 + h+ 2)

= lim
h→0

1√
4 + h+ 2

=
1

4

(あ)
1

4

(2) g(x) = ex + cos xとおくと，f(x) =
log g(x)

g(x)

f ′(x) =

g′(x)

g(x)
·g(x)− g′(x) log g(x)

g(x)2
=

g′(x){1− log g(x)}
g(x)2

=
(ex − sinx){1− log(ex + cosx)}

(ex + cos x)2

(い) f ′(x) =
(ex − sinx){1 − log(ex + cosx)}

(ex + cosx)2

(3) f(x) =
x+ 1

x(x− 1)
=

2

x− 1
− 1

x
より∫

f(x) dx =

∫ (
2

x− 1
− 1

x

)
dx = log

(x− 1)2

|x|
+ C

(う) log
(x − 1)2

|x|

(4) u = x3とおくと
du

dx
= 3x2∫

x5 sin(x3) dx =
1

3

∫
x3 sin(x3)·3x2 dx

=
1

3

∫
u sinu du = −1

3
u cosu+

1

3
sinu+ C

= −1

3
x3 cos(x3) +

1

3
sin(x3) + C

(え) −
1

3
x3 cos(x3) +

1

3
sin(x3)

(5) ∫ π
6

0

sin 5x sin 4x dx =

∫ π
6

0

(
1

2
cosx− 1

2
cos 9x

)
dx

=

[
1

2
sin x− 1

18
sin 9x

]π
6

0

=
11

36

(お)
11

36
�
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2 (1) f(x) = 2x
√
1− x2より

f ′(x) = 2
√
1− x2 + 2x· −x√

1− x2

= 4
√
1− x2 − 2√

1− x2
=

2(1 − 2x2)
√
1 − x2

f ′′(x) = − 4x√
1− x2

+
2x

(1− x2)
3
2

=
2x(2x2 − 3)

(1 − x2)
3
2

f ′(x) = 4
√
1− x2 − 2√

1− x2
より

lim
x→1−0

f ′(x) = −∞, lim
x→−1+0

f ′(x) = −∞

(2) (1)の結果から，関数の増減，凹凸，グラフの概形は次のとおり．

x −1 · · · − 1√
2

· · · 0 · · · 1√
2

· · · 1

f ′(x) − 0 + + + 0 −
f ′′(x) + + + 0 − − −
f(x) 0 極小 変曲点 極大 0

よって 極小値f

(
−

1
√
2

)
= −1，極大値f

(
1
√
2

)
= 1，変曲点 (0, 0)

O

y

x1
−1

1

−1

1√
2

− 1√
2

(3) (2)の増減表から，f ′(x)の最小値 f ′(0) = 2より ` : y = 2x

(4) S =

∫ 1

0

(2x− 2x
√
1− x2 ) dx =

[
x2 +

2

3
(1− x2)

3
2

]1
0

=
1

3
�
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3 (1) 8人が着席する円順列の総数は (8− 1)! = 7! = 5040 (通り)

(2) AとBをひとまとめにする．A，B以外の 6人とひとまとめにしたA，B

の円順列の総数は，(7− 1)!通りある．そのどの場合に対しても，ひとま
とめにしたA，Bの並び方は，2!通りあるから，並び方の総数は

6!·2! (通り)

これと (1)の結果から，求める確率は
6!2!

7!
=

2

7

(3) まず，AがB，Cと隣り合う場合の総数を求める．

A，B，Cをひとまとめにする．A，B，C以外の 5人とひとまとめにした
A，B，Cの円順列の総数は，(6−1)!通りある．そのどの場合に対しても，
ひとまとめにしたA，B，Cの並び方は，2通りあるから，並び方の総数は

5!·2! (通り)

AがB，Cと隣り合う確率は
5!2!

7!
=

1

21

これと (2)の結果から，求める確率は

2

7
− 1

21
=

5

21

(4) 向かい合うA，Bの席を固定し，残り 6席に向かい合うC，Dの着席の方
法が 6通りある．最後に残った 4席に E，F，G，Hが着席する方法は

6·4! (通り)

よって，求める確率は
6·4!
7!

=
1

35

�
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4 (1) |
−→
OA| = x，|

−→
OB| = y，|

−→
AB| = z

4OABについて，線分AKは∠OABの
二等分線であるから

OK : KB = OA : AB = x : z

ゆえに
−→
OK =

x

x+ z

−→
OB

よって α =
x

x + z

　

I
J

K

O

A

B

C

L

(2) 直線OIと辺ABの交点を Lとする．

4OLBと直線AKについてメネラウスの定理を適用すると

OI

IL
·LA
AB

·BK
KO

= 1 ゆえに
OI

IL
· x

x+ y
·z
x
= 1

これから OI : IL = x+ y : z

OLは∠AOBの二等分線であるから，AL : LB = OA : OB = x : yより

−→
OI =

x+ y

x+ y + z

−→
OL =

x+ y

x+ y + z
·y
−→
OA+ x

−→
OB

x+ y

=
y

x+ y + z

−→
OA+

x

x+ y + z

−→
OB

よって s =
y

x + y + z
, t =

x

x + y + z

(3)
−→
IJ//

−→
ACであるから，実数 βを用いて

−→
OJ =

−→
OI + β

−→
AC =

y

x+ y + z

−→
OA+

x

x+ y + z

−→
OB+ β(

−→
OC−

−→
OA)

=

(
y

x+ y + z
− β

)−→
OA+

x

x+ y + z

−→
OB+ β

−→
OC

Jは平面OBC上の点であるから，
y

x+ y + z
− β = 0より

−→
OJ =

x

x+ y + z

−→
OB+

y

x+ y + z

−→
OC

よって m =
x

x + y + z
, n =

y

x + y + z

(4) Jが4OBCの重心⇐⇒ x

x+ y + z
=

y

x+ y + z
=

1

3

⇐⇒ x = y = z ⇐⇒ 4OABは正三角形 �
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5 (1) (∗)
n∑

k=1

k3 =

{
1

2
n(n+ 1)

}2

�

［1］n = 1のとき，(∗)は成立する．
［2］n = mのとき，(∗)が成立すると仮定すると

m∑
k=1

k3 =

{
1

2
m(m+ 1)

}2

上式の両辺に (m+ 1)3を加えると

m+1∑
k=1

k3 =
1

4
m2(m+ 1)2 + (m+ 1)3

=
1

4
(m+ 1)2{m2 + 4(m+ 1)} =

1

4
(m+ 1)2(m+ 2)2

=

{
1

2
(m+ 1)(m+ 2)

}2

よって，n = m+ 1のときも (∗)は成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(∗)は成立する．

(2) 与えられた漸化式より bn+1 + (n+ 1)3 = 2(bn + n3)

{bn + n3}は，初項 b1 + 13 = 1 + 1 = 2，公比 2の等比数列であるから

bn + n3 = 2·2n−1 よって bn = 2n − n3

(3) n = 2のとき，与えられた漸化式より

an = a1 +
n−1∑
k=1

bk = 1 +
n−1∑
k=1

(2k − k3)

= 1 + 2(2n−1 − 1)−
{
1

2
n(n− 1)

}2

= 2n − 1−
{
1

2
n(n− 1)

}2

n = 1のときも上式は成立するから an = 2n − 1 −
{
1

2
n(n − 1)

}2
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6 (1) log3 y + | log3 x| 5 log9 25より，真数は正であるから x > 0, y > 0

(i) 0 < x 5 1のとき log3 y − log3 x 5 log3 5

log3
y

5x
5 0 ゆえに 0 <

y

5x
5 1 すなわち 0 < y 5 5x

(ii) 1 5 xのとき log3 y + log3 x 5 log3 5

log3
xy

5
5 0 ゆえに 0 <

xy

5
5 1 すなわち 0 < y 5 5

x

(i)，(ii)より，領域Dは下の図の斜線部分．x軸以外の境界線を含む．

O

y

x1

5

(2) log3 y − log3(x+ 1) = log3
y

x+ 1
より，

y

x+ 1
を最大にする x, yを求めれ

ばよい．
y

x+ 1
= k すなわち y = k(x+ 1) · · · (∗)

とおくと，(∗)は点 (−1, 0)を通り，傾き kの直線であるから，点 (1, 5)

を通るとき最大となる．

よって (x, y) = (1, 5)で最大値 log3

5

2
�
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7 (1) 4ABDに余弦定理を適用すると

BD2 = AB2 +AD2 − 2AB·ADcos 60◦

= 72 + 72 − 2·7·7·1
2
= 49

BD > 0より，BD = 7であるから，4BCDに余弦定理を適用すると

cos∠BCD =
BC2 + CD2 − BD2

2BC·CD
=

32 + 52 − 72

2·3·5
= −1

2

ゆえに ∠BCD = 120◦ = 180◦ − ∠BAD
したがって，四角形ABCDは円に内接する．

よって，Dは4ABCの外接円上にある．

(2) 4ABE 4DCEであり，相似比が 7 : 5であるから，実数 x, yを用いて

BE = 7x, AE = 7y, CE = 5x, DE = 5y

また，4BCE 4ADEであり，相似比が 3 : 7であるから

CE : DE = 5x : 5y = 3 : 7 ゆえに 7x = 3y · · · 1©

BD = 7より BE + DE = 7x+ 5y = 7 · · · 2©

1©， 2©を解いて x =
3

8
, y =

7

8

AE = 7y =
49

8
, BE = 7x =

21

8
, CE = 5x =

15

8
, DE = 5y =

35

8
(∗)

E

A

B

C

D

O

F

60◦

7 7

3
5

7x

7y

5x
5y
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(∗)より，BE : ED = 3 : 5，AE : EC = 49 : 15であるから

−→
AE =

5
−→
AB + 3

−→
AD

8
,

−→
AE =

49

64

−→
AC (∗∗)

−→
EF//

−→
ABより，実数 kを用いて

−→
AF =

−→
AE + k

−→
AB (F1)

(∗∗)の第 1式より，
−→
AB =

8
−→
AE− 3

−→
AD

5
であるから

−→
AF =

−→
AE + k·8

−→
AE− 3

−→
AD

5
=

(
1 +

8k

5

)−→
AE− 3k

5

−→
AD

=
49

64

(
1 +

8k

5

)−→
AC− 3k

5

−→
AD

FはCD上の点であるから

49

64

(
1 +

8k

5

)
− 3k

5
= 1 これを解いて k =

3

8

(F1)より
−→
EF =

3

8

−→
AB ゆえに |

−→
EF| = 3

8
|
−→
AB| = 21

8
(∗∗)および (F1)より

−→
AF =

5
−→
AB + 3

−→
AD

8
+

3

8

−→
AB =

8
−→
AB + 3

−→
AD

8
(F2)

4ABDは正三角形であるから，その外心をOとすると，重心と一致し

−→
AO =

−→
AB+

−→
AD

3
(F3)

(F2)，(F3)より，
−→
AB·

−→
AD = |

−→
AB||

−→
AD| cos 60◦ = 49

2
に注意して

−→
OF =

8
−→
AB + 3

−→
AD

8
−

−→
AB+

−→
AD

3
=

16
−→
AB +

−→
AD

24
,

|
−→
OF|2 = 1

242
(162|

−→
AB|2 + 32

−→
AB·

−→
AD+ |

−→
AD|2) = 72·273

242
(F4)

4ABDの外接円の半径Rは，正弦定理により R =
7

2 sin 60◦
=

7√
3

FG2 = FH2 = |
−→
OF|2 −R2 =

72·273
242

− 72

3
=

72·81
242

=

(
21

8

)2

= EF2

よって FE = FG = FH �
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8 (1) 2 <
√
7 < 3より [

√
7] = 2，

2
√
7 =

√
28，

√
25 <

√
28 <

√
36より [2

√
7] = 5

(2) b0 = 0 よって b0 ∈ I1(
2 +

2

4

)2

= 6 +
1

4
，
(
2 +

3

4

)2

= 7 +
9

16
より

2 +
2

4
<

√
7 < 2 +

3

4
ゆえに

2

4
<

√
7− 2 <

3

4

b1 =
√
7− [

√
7] =

√
7− 2より b1 ∈ I3(

5 +
1

4

)2

= 27 +
7

16
，
(
5 +

2

4

)2

= 30 +
1

4
より

5 +
1

4
<

√
28 < 5 +

2

4
ゆえに

1

4
< 2

√
7− 5 <

2

4

b2 = 2
√
7− [2

√
7] = 2

√
7− 5より b2 ∈ I2(

7 +
3

4

)2

= 60 +
1

16
，
(
7 +

4

4

)2

= 64より

7 +
3

4
<

√
63 < 7 +

4

4
ゆえに

3

4
< 3

√
7− 7 <

4

4
(∗)

b3 = 3
√
7− [3

√
7] = 3

√
7− 7 ゆえに b3 ∈ I4(

10 +
2

4

)2

= 110 +
1

4
，
(
10 +

3

4

)2

= 115 +
9

16
より

10 +
2

4
<

√
112 < 10 +

3

4
ゆえに

2

4
< 4

√
7− 10 <

3

4

b4 = 4
√
7− [4

√
7] = 4

√
7− 10 ゆえに b4 ∈ I3

(3) (∗)より −1

4
< 3

√
7− 8 < 0 ゆえに 0 < 8− 3

√
7 <

1

4

したがて |8− 3
√
7| < 1

4
よって (x, y) = (8, 3)
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(4) an = nα− n[α]とする (k = 0, 1, 2, . . . , N)

鳩ノ巣原理により，aj ∈ Im, ak ∈ Imとなる j, k (j 6= k) が存在する．

すなわち

m− 1

N
< jα− j[α] <

m

N
,

m− 1

N
< kα− k[α] <

m

N

上の 2式から

− 1

N
< (j − k)α− (j − k)[α] <

1

N

これから

| (j − k)[α]− (j − k)α | < 1

N

ここで，整数 x, yを

x = (j − k)[α], y = (j − k)

とすると，次式を得る．

|x− yα | < 1

N
�

9 1 を参照． �
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10 (1) f(x) = x3 − 3x2 + 4より

f ′(x) = 3x2 − 6x = 3x(x− 2)

x · · · 0 · · · 2 · · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ 極大 ↘ 極小 ↗

よって 極大値 f(0) = 4，極小値 f(2) = 0

f(x) = 0とすると (x+ 1)(x− 2)2 = 0

よって，Cの x軸との交点の座標は (−1, 0), (2, 0)

(2) f(x)を x = pを極として，展開すると

f(x) = f(p) + f ′(p)(x− p) +
1

2
f ′′(p)(x− p)2 + (x− p)3

C上の点 P(p, f(p))における接線の方程式を y = g(x)とすると

g(x) = f(p) + f ′(p)(x− p)

y = f(x)と y = g(x)から yを消去すると

1

2
f ′′(p)(x− p)2 + (x− p)3 = 0

f ′′(x) = 6x− 6より

(3p− 3)(x− p)2 + (x− p)3 = 0 ゆえに (x− p)2(x+ 2p− 3) = 0

C 上の点 Pにおける接線が，Pと異なる点 Qにおいて C と交わるとき，
点Qの x座標 qは

q + 2p− 3 = 0 よって q = 3 − 2p

(3) Cの変曲点の x座標は f ′′(x) = 0より x = 1

点Rの x座標を rとすると，s, p, 1, r, qは等差数列をなす．

したがって，s, p, 1が等差数列であるから

s+ 1 = 2p よって s = 2p − 1

補足 s, 1, qも等差数列であるから

s+ q = 2·1 ゆえに q = 2− s = 2− (2p− 1) = 3− 2p
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(4) CとDの共有点の x座標は x3 − 3x2 + 4 = 3x2 − 6x

x3 − 6x2 + 6x+ 4 = 0 ゆえに (x− 2)(x2 − 4x− 2) = 0

これを解いて x = 2, 2±
√
6

条件から，2点T，Uの x座標をそれぞれ t, uとすると

t = 2−
√
6, u = 2 +

√
6

Dの方程式を y = g(x)とおくと T(t, g(t))，U(u, g(u))

t, uは 2次方程式 x2 − 4x− 2 = 0の解であるから，t2 = 4t+ 2より

g(t) = 3t2 − 6t = 3(4t+ 2)− 6t = 6t+ 6

同様に，g(u) = 6u+ 6．したがって，直線TUの方程式は

y = 6x+ 6

求める面積を Sとすると

f ′(x) = g(x), f(2) = 0, f(u) = g(u)

に注意して

S =

∫ u

0

(6x+ 6) dx−
∫ u

2

g(x) dx

=

[
3x2 + 6x

]u
0

−
[
f(x)

]u
2

= 3u2 + 6u− f(u) + f(2)

= 3(4u+ 2) + 6u− g(u) = 18u+ 6− (6u+ 6)

= 12u = 12(2 +
√
6) = 24 + 12

√
6

O

y

xt u

g(u)

2

T

U

D

�
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極展開

定理 1 2次関数 f(x)の x2の係数が aであるとき，x = kを極として展開すると

f(x) = f(k) + f ′(k)(x− k) + a(x− k)2 (kは任意の定数)

証明 f(x) = ax2 + bx+ cとおくと，f ′(x) = 2ax+ bより

右辺 = ak2 + bk + c+ (2ak + b)(x− k) + a(x− k)2

= ax2 + bx+ c = f(x) ［証終］

例えば，定理 1において，f ′(k) = 0のとき，k = − b

2a
であるから

f(k) = a

(
− b

2a

)2

+ b

(
− b

2a

)
+ c = −b2 − 4ac

4a

このとき，f(x)は平方完成の式となる．

f(x) = a

(
x+

b

2a

)2

− b2 − 4ac

4a

定理 2 3次関数 f(x)の x3の係数が aであるとき，x = kを極として展開すると

f(x) = f(k) + f ′(k)(x− k) +
1

2
f ′′(k)(x− k)2 + a(x− k)3 (kは任意の定数)

証明 f(x) = ax3 + bx2 + cx+ dとおくと

f ′(x) = 3ax2 + 2bx+ c, f ′′(x) = 6ax+ 2b

したがって

右辺 = ak3 + bk2 + ck + d+ (3ak2 + 2bk + c)(x− k)

+
1

2
(6ak + 2b)(x− k)2 + a(x− k)3

= ax3 + bx2 + cx+ d = f(x) ［証終］

n次多項式についても数学 IIIで学習する部分積分法を使って証明できる 1 ．

1http://kumamoto.s12.xrea.com/N/TKdai/TKdai 2020.pdf (p.15を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/TKdai/TKdai_2020.pdf
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定理 3 3次関数C : y = f(x)のグラフは変曲点M(k, f(k))に関して対称である．

証明 変曲点をM(k, f(k))とすると，f ′′(k) = 0であるから

f(x) = f(k) + f ′(k)(x− k) + a(x− k)3 (aは f(x)の x3の係数) (1)

C上の 2点A(k + t, f(k + t))，B(k − t, f(k − t))について (tは任意の定数)

(k + t) + (k − t) = 2k,

f(k + t) + f(k − t) = {f(k) + f ′(k)t+ at3}+ {f(k)− f ′(k)t− at3}
= 2f(k)

したがって，A，Bの中点は変曲点Mである．よって，Cは変曲点Mに関して
対称である． 証終

補足 f(x) = ax3 + bx2 + cx+ dのとき，f ′′(x) = 6ax+ 2bより k = − b

3a
終

次に，3次関数 f(x)の増減を (1)を利用して調べてみる．f(x)を微分すると

f ′(x) = f ′(k) + 3a(x− k)2 (2)

(i) f ′(k) = 0または f ′(k)が aと同符号，すなわち，af ′(k) = 0であるとき (f(x)

は極値をもたない)，f(x)は単調増加または単調減少であるから，このとき，3

次方程式 f(x) = 0の実数解は 1個である．

(ii) f ′(k)が aと異符号であるとき (f(x)は極大値と極小値をもつ)

f ′(k) = −3as2 (3)

とおくと (s > 0)，(1)，(2)は

f(x) = f(k)− 3as2(x− k) + a(x− k)3 (4)

f ′(x) = −3as2 + 3a(x− k)2 = 3a(x− k + s)(x− k − s)

f ′(x) = 0とすると，x = k ± sであるから，f(x)の極値は

f(k + s) = f(k)− 2as3, f(k − s) = f(k) + 2as3 (5)

上の 2式および (3)より

f(k + s)f(k − s) = f(k)2 − 4a2s6 = f(k)2 − 4a2
{
−f ′(k)

3a

}3

= f(k)2 +
4f ′(k)3

27a
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3次方程式 f(x) = 0の実数解の個数について

f(k + s)f(k − s) = f(k)2 +
4f ′(k)3

27a
> 0のとき　実数解は 1個

f(k + s)f(k − s) = f(k)2 +
4f ′(k)3

27a
= 0のとき　実数解は 2個

f(k + s)f(k − s) = f(k)2 +
4f ′(k)3

27a
< 0のとき　実数解は 3個

(i)，(ii)より，3次方程式の実数解の個数について，次の定理が成立する．

3次方程式の実数解の個数

定理 4 3次方程式 f(x) = 0の x3の係数を a，f ′′(x) = 0の解を kとすると

af ′(k) = 0 または f(k)2 +
4f ′(k)3

27a
> 0 ⇐⇒ f(x) = 0の実数解は 1個

af ′(k) < 0, f(k)2 +
4f ′(k)3

27a
= 0 ⇐⇒ f(x) = 0の実数解は 2個

f(k)2 +
4f ′(k)3

27a
< 0 ⇐⇒ f(x) = 0の実数解は 3個

注意 f(k)2 +
4f ′(k)3

27a
< 0 =⇒ af ′(k) < 0

また，(4)に x = k − 2s, k + 2sを代入すると

f(k − 2s) = f(k)− 2as3, f(k + 2s) = f(k) + 2as3

したがって，上の 2式と (5)より，次が成立する．

f(k − 2s) = f(k + s), f(k + 2s) = f(k − s)

a > 0のとき，y = f(x)について，グラフの概形は次のようになる．
(k, f(k))は変曲点，f(k − s)は極大値，f(k + s)は極小値である．

xk − s k + sk k + 2sk − 2s

2as3

2as3

s s s s

sは (3)より s =

√
−f ′(k)

3a
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積分公式1

19ページの定理 2の関数 f(x)について，次の定積分を考える．k, tは任意の定数
とする．∫ k+t

k

f(x) dx =

∫ k+t

k

{f(k) + f ′(k)(x− k) +
1

2
f ′′(k)(x− k)2 + a(x− k)3} dx

=

[
f(k)(x− k) +

f ′(k)

2
(x− k)2 +

f ′′(k)

6
(x− k)3 +

a

4
(x− k)4

]k+t

k

= f(k)t+
f ′(k)

2
t2 +

f ′′(k)

6
t3 +

a

4
t4 (6)

(6)の tを−tに置き換えると∫ k−t

k

f(x) dx = −f(k)t+
f ′(k)

2
t2 − f ′′(k)

6
t3 +

a

4
t4 (7)

(6)−(7)より ∫ k+t

k−t

f(x) dx = 2t

{
f(k) +

f ′′(k)t2

6

}
(8)

また，定理 2の等式に x = k + t, k − tをそれぞれ代入すると

f(k + t) = f(k) + f ′(k)t+
f ′′(k)

2
t2 + at3

f(k − t) = f(k)− f ′(k)t+
f ′′(k)

2
t2 − at3

上の 2式の辺々をそれぞれ加えると

f(k + t) + f(k − t) = 2f(k) + f ′′(k)t2 (9)

(8)と (9)から f ′′(k)t2を消去すると∫ k+t

k−t

f(x) dx =
1

3
t{f(k − t) + 4f(k) + f(k + t)}

k =
α + β

2
, t =

β − α

2
とおくと，次の積分公式が成立する．

定理 5 f(x)を 3次以下の多項式とするとき∫ β

α

f(x) dx =
β − α

6

{
f(α) + 4f

(
α + β

2

)
+ f(β)

}

とくに，f(α) = f(β) = 0のとき
∫ β

α

f(x) dx =
2

3
(β − α)f

(
α + β

2

)
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3次関数のグラフと接線

3次関数 f(x) = ax3 + bx2 + cx + dの表す曲線 C : y = f(x)上の点 P(p, f(p))に
おける接線 `の方程式を y = g(x)とすると

g(x) = f(p) + f ′(p)(x− p)

定理 2にしたがって，x = pを極として，f(x)を展開すると

f(x) = f(p) + f ′(p)(x− p) +
1

2
f ′′(p)(x− p)2 + a(x− p)3

h(x) = f(x)− g(x)とおくと，Cと `の共有点の x座標は，3次関数 y = h(x)の x軸
との共有点の x座標と等しい．

h(x) =
1

2
f ′′(p)(x− p)2 + a(x− p)3

f ′′(x) = 6ax+ 2bより，変曲点の x座標を kとすると，f ′′(k) = 0より

6ak + 2b = 0 ゆえに b = −3ak, f ′′(x) = 6a(x− k)

f ′′(p) = 6a(p− k)であるから，h(x)は

h(x) =
1

2
·6a(p− k)(x− p)2 + a(x− p)3

= a(x− p)2{3(p− k) + (x− p)} = a(x− p)2{x− (3k − 2p)}

y = h(x)のグラフの x軸との共有点の x座標は x = p, 3k − 2p

p = k + sとおくと，これらの共有点の x座標は，それぞれ x = k + s, k − 2s

s > 0のとき，y = h(x)のグラフの概形は，次のようになる (p.21を参照)．

xk k + s k + 2sk − sk − 2s

s s s s
y = h(x)

変曲点の x座標を基準に考えると分かりやすい．接点の x座標が変曲点の x座標
より sだけ大きければ，もう一方の共有点の x座標は変曲点の x座標より 2sだけ小
さい．逆に，接点の x座標が変曲点の x座標より sだけ小さければ，もう一方の共
有点の x座標は変曲点の x座標より 2sだけ大きい．
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`と平行なCの接線を `′とすると，これらのグラフの概形は，次のようになる．
なお，Cと 2接線 `, `′との位置関係はCが極値をもたいない場合にも成立する．

xk k + s k + 2sk − sk − 2s

s s s s
C

`

`′

2as3

2as3

定理 3で述べたように，3次関数 y = f(x)のグラフは変曲点に関して対称である．
このことからも変曲点に関して対称な 2点における接線が平行であることを証明で
きる．変曲点の x座標 kを極として f(x)を展開すると

f(x) = f(k) + f ′(k)(x− k) + a(x− k)3

これを微分すると f ′(x) = f ′(k) + 3a(x− k)2

変曲点に関して対称な 2点 (k+ s, f(k+ s)), (k− s, f(k− s))における接線の傾きは

f ′(k + s) = f ′(k − s) = f ′(k) + 3as2

よって，`と `′は平行である．
`は，点 (k + s, f(k) + f ′(k)s+ as3)を通り，傾き f ′(k) + 3as2の直線

y = (f ′(k) + 3as2)(x− k − s) + f(k) + f ′(k)s+ as3

= f(k)− 2as3 + (f ′(k) + 3as2)(x− k)

Cと `の方程式 C : y = f(k) + f ′(k)(x− k) + a(x− k)3

` : y = f(k)− 2as3 + (f ′(k) + 3as2)(x− k)

上の 2式から yを消去して整理すると

2as3 − 3as2(x− k) + a(x− k)3 = 0 ゆえに a(x− k − s)2(x− k + 2s) = 0

したがって，Cと `は x = k − 2sで交わる．
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sを−sに置き換えたものが `′であるから，Cと `′は x = k + 2sで交わる．
s > 0のとき，Cと `，Cと `′で囲まれた図形の面積をそれぞれ S, S ′とすると

S = |a|
∫ k+s

k−2s

(x− k − s)2(x− k + 2s) dx

= |a|
∫ k+s

k−2s

(x− k + 2s)(k + s− x)2 dx

=
|a|
12

{(k + s)− (k − 2x)}4 = 27

4
|a|s4

上式の sを−sに置き換えると

27

4
|a|(−s)4 = |a|

∫ k−s

k+2s

(x− k + s)2(x− k − 2s) dx

= |a|
∫ k+2s

k−s

(x− k + s)2(k + 2s− x) dx

= S ′

したがって

S = S ′ =
27

4
|a|s4

3次関数のグラフとその接線で囲まれた図形の面積

定理 6 3次関数 f(x)の x3の係数が aで，変曲点，接点の x座標をそれぞれ k，
k + s とすると，接線とC : y = f(x)のグラフの接点以外の共有点の x座標は

x = k − 2s

C上の x = k + s, k − sにおける接線は平行で，その傾きは

f ′(k) + 3as2

C上の x = k + s, k − sにおける接線をそれぞれ `, `′とすると，Cと `，Cと `′

で囲まれた図形の面積をそれぞれ S, S ′とすると

S = S′ =
27

4
|a|s4
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11 (1) (xについて整理)

2x2 + xy − 7x− 6y2 − 7y + 5 = 2x2 + (y − 3)x− (2y − 1)(3y + 5)

= {x+ (2y − 1)}{2x− (3y + 5)}
= (x + 2y − 1)(2x − 3y − 5)

別解 (次数について整理)

2x2 + xy − 7x− 6y2 − 7y + 5 = 2x2 + xy − 6y2 + (−7x− 7y) + 5

= (x+ 2y)(2x− 3y) + (−7x− 7y) + 5

= {(x+ 2y)− 1}{(2x− 3y)− 5}
= (x + 2y − 1)(2x − 3y − 5)

(2) f(x) = x4 + 3x3 − x2 − 8x− 4とおくと f(−2) = 0

f(x)は x+ 2を因数に持つことに注意して

f(x) = (x+ 2)(x3 + x2 − 3x− 2)

g(x) = x3 + x2 − 3x− 2とおくと g(−2) = 0

g(x)は x+ 2を因数にもつことに注意して

g(x) = (x+ 2)(x2 − x− 1)

したがって f(x) = (x+ 2)g(x) = (x+ 2)2(x2 − x− 1)

よって，f(x) = 0の解は x = −2,
1 ±

√
5

2

(3) 6 (1)を参照

(4) 5 (1)を参照 �
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12 (1) f(x) = 3x− 4x3を微分すると f ′(x) = 3− 12x2

C上の点 P(t, f(t))におけるCの接線の方程式は

y = (3− 12t2)(x− t) + 3t− 4t3 すなわち y = (3 − 12t2)x + 8t3

(2) f(−2) = 3·(−2)− 4·(−2)3 = 26

(1)で求めた接線が点 (−2, 26)を通るとき 26 = (3− 12t2)·(−2) + 8t3

t3 + 3t2 − 4 = 0 ゆえに (t+ 2)2(t− 1) = 0

t 6= −2より，t = 1を (1)の結果に代入して y = −9x + 8

(3) 接線の方程式を g(x) = −9x+ 8とおくと，−2 5 x 5 1において

g(x)− f(x) = −9x+ 8− (3x− 4x3)

= 4x3 − 12x+ 8 = (x+ 2)(x− 1)2 = 0

よって，求める面積 Sは 2

S =

∫ 1

−2

{g(x)− f(x)} dx = 4

∫ 1

−2

(x+ 2)(1− x)2 dx

= 4·1!2!
4!

{1− (−2)}4 = 27

補足
∫ β

α

(x − α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m + n + 1)!
(β − α)m+n+1 �

2http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2010 kouki.pdf (p.5を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_tech_2010_kouki.pdf

