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平成25年度　宮崎大学２次試験前期日程 (数学問題)

工 (物質環境化学を除く)・医 (医)・農・教育文化 (中学数学・中学社

会・理科・技術・家庭・初等教育・特別支援・社会システム)学部

平成25年2月25日

• 工学部　 1 2 3 4 5 数 II・III・A・B (120分)

• 医学部　 3 6 7 8 9 数 II・III・A・B (120分)

• 教育文化 (中学数学)学部　 1 3 4 6 10 数 II・III・A・B (120分)

• 教育文化 (中学 [社会，理科，技術，家庭]，初等教育，特別支援，社会システ
ム)学部・農学部　 5 11 12 数 II・A・B (90分)

1 次の各問に答えよ．ただし，log xは xの自然対数を表す．

(1) 次の関数を微分せよ．

(i) y =
x

ex

(ii) y = log

(
2 + sinx

2− sin x

)
(2) 次の定積分の値を求めよ．

(i)

∫ 1

0

2x2 − x

2x+ 1
dx

(ii)

∫ √
π
2

0

x cos(x2) dx

(iii)

∫ 1

0

x3 log(x2 + 1) dx

(iv)

∫ π

−π

|ecosx sinx| dx

2 次の各問に答えよ．

(1) 方程式 2·8x − 3·4x+1 + 5·2x+1 + 24 = 0を満たすような実数 xをすべて求
めよ．

(2) 数列 {an}が，a1 = sin2 θ，an+1 = 4an(1 − an) (n = 1, 2, 3, · · · )で定めら
れているとき，次の (i)，(ii)に答えよ．

(i) a2と a3を，θを用いて表せ．

(ii) anが θと nを用いてどのように表されるのか予想し，それが正しい
ことを数学的帰納法を用いて証明せよ．
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3 平面上に，1辺の長さが 1の正三角形ABCをとり，~a =
−→
CA，~b =

−→
CBとおく．

また，直線AC，BC上にそれぞれ点 P，Qを
−→
CP =

1

2
~a，

−→
CQ = 2~bであるよう

にとる．線分 PQの中点を Rとし，直線AB上に点DをDR⊥PQであるよう
にとる．このとき，次の各問に答えよ．

(1)
−→
CRを，~a，~bを用いて表せ．

(2)
−→
DRを，~a，~bを用いて表せ．

(3) 直線DRと直線BCの交点を Eとするとき，線分CEの長さを求めよ．

4 最初に袋の中に，赤球と白球が 3個ずつ，合計 6個入っている．この状態から
次の 1©～ 3©の一連の操作を行う．

1© 袋の中から無作為に 3個の球を取り出す．

2© 1©で取り出した球は袋に戻さず，取り出した赤球の数だけ白球を袋に補
充し，取り出した白球の数だけ赤球を袋に補充する．

3© 1©， 2©の操作をもう一度繰り返す．

ただし，補充する赤球と白球は十分にあるものとする． 1©～ 3©の操作の後に，
袋の中にある赤球の個数を aとする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) a = 3となる確率を求めよ．

(2) aの期待値を求めよ．

5 座標平面上に，半円C : x2+y2 = 4 (ただし，x > 0)と放物線D : x2−6y+3 = 0

がある．半円C上の点P(2 cos θ, 2 sin θ) (ただし，−π
2
< θ < π

2
)における半円

Cの接線を lとするとき，次の各問に答えよ．

(1) 半円Cと放物線Dとの交点Qの座標を求めよ．

(2) 直線 lが放物線Dに点 Rにおいて接するとき，θの値と点 Rの座標を求
めよ．

(3) (2)のとき，半円Cと放物線Dおよび直線 lによって囲まれる部分の面積
を求めよ．
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6 0 < r < 1を満たす実数 rについて，座標平面上に，2点P1(1, 0)，P2(1, r)が
ある．これらから点 Pn+1(xn+1, yn+1) (n = 2, 3, 4, · · · )を次の規則に従って定
める．

点 Pn−1から点 Pnに向かう方向を時計の針の回転と逆の向きに 90◦

回転し，その方向に点 Pnから距離 rnだけ進んだ点を Pn+1とする．

このとき，次の各問に答えよ．

(1) 点 P4，P8の座標を，rを用いて表せ．

(2) x = lim
m→∞

x4m，y = lim
m→∞

y4mとするとき，点 P(x, y)の座標を，rを用い

て表せ．

(3) 実数 rが 0 < r < 1の範囲を動くとき，(2)の点 Pの軌跡を座標平面上に
図示せよ．

7 次の各問に答えよ．

(1) 方程式 2·8x − 3·4x+1 + 5·2x+1 + 24 = 0を満たすような実数 xをすべて求
めよ．

(2) 実数 θに対し，関数 f(θ)と g(θ)を，

f(θ) = (cos θ)(cos 2θ)(cos 3θ), g(θ) = (sin θ)(sin 2θ)(sin 3θ)

とおくとき，次の (i)，(ii)に答えよ．

(i) 関数 f(θ)，g(θ)は，それぞれ

f(θ) = p+ q cos 2θ + r cos 4θ + s cos 6θ

g(θ) = t+ u sin 2θ + v sin 4θ + w sin 6θ

のように表されることを示せ．ただし，p，q，r，s，t，u，v，wは θ

によらない定数とする．

(ii) 0 5 θ 5 πのとき，方程式 f(θ) = g
(
θ +

π

4

)
を満たすような θをすべ

て求めよ．

8 −1 < x < 1で定義される関数 f(x) = 2x+
√
5− 5x2について，座標平面上の

曲線C : y = f(x)を考える．このとき，次の各問に答えよ．

(1) 曲線Cは上に凸であることを示し，f(x)の最大値を求めよ．

(2) 曲線C上の点のうち，原点Oとの距離が最大となる点をA，最小となる
点をBとするとき，A，Bの座標をそれぞれ求めよ．

(3) (2)で求めた点A，Bについて，線分OA，線分OB，および曲線Cで囲ま
れる部分の面積を求めよ．
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9 最初，数直線上の原点に点Pを置き，コインを 1回投げるごとに以下のように
点 Pの位置を定める．

1© 点Pの座標が−2以上 3以下のとき，コインの表が出れば正の向きに 1だ
け点 Pを進め，裏が出れば負の向きに 1だけ点 Pを進める．

2© 点Pの座標が−3または 4のとき，コインの表裏にかかわらず点Pを動か
さない．

コインを投げて 1©， 2©に従い点 Pの位置を定める操作を 6回行う．この 6回
の操作によって定めた点Pの最終的な位置の座標を aとする．ただし，コイン

の表と裏が出る確率はそれぞれ
1

2
とする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) a = −3となる確率と a = 4となる確率をそれぞれ求めよ．

(2) aの期待値を求めよ．

10 右図のような四角形ABCDについて，すべての内
角の大きさは180◦未満とする．4BCDの重心をP，
4CDAの重心をQ，4DABの重心をR，4ABCの
重心を Sとする．ただし，点 Pと点 Rは直線 AC

上になく，点Qと点 Sは直線 BD上にないものと
する．このとき，次の各問に答えよ．

　 A

B

C

D

P

Q

R

S

(1) AC//RPを示せ．

(2) AB//QPを示せ．

(3) 四角形ABCDが円に内接するとき，4点 P，Q，R，Sは同一円周上にあ
ることを示せ．

11 3次の整式 P (x)は，次の条件 1)，2)，3)を満たしている．

1) P (x)の x3の係数は 1である．

2) P (x)は (x− 1)2で割り切れる．

3) P (x)を x+ 1で割った余りと，x2 − x− 2で割った余りは等しい．

このとき，次の各問に答えよ．

(1) P (x)を求めよ．

(2) {P (x)}2を (x+ 1)2で割った余りを求めよ．
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12 次の各問に答えよ．

(1) 方程式 2·8x − 3·4x+1 + 5·2x+1 + 24 = 0を満たすような実数 xをすべて求
めよ．

(2) 右図のような点 O を中心とする円におい
て，弦ABと点Aにおける接線 lとのなす角
∠BATは，その角内にある弧ABに対する円
周角 ∠APBに等しいことを証明せよ．ただ
し，∠BATは鋭角とする．

　

lA

B

P

O

T
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解答例

1 (1) (i) y =
x

ex
= xe−xより y′ = e−x − xe−x = (1 − x)e−x

(ii) y = log

(
2 + sinx

2− sin x

)
= log(2 + sin x)− log(2− sin x)より

y′ =
cos x

2 + sinx
− − cosx

2− sin x

=
cosx(2− sin x) + cos x(2 + sin x)

(2 + sinx)(2− sin x)
=

4 cosx

4 − sin2 x

(2) (i)

∫ 1

0

2x2 − x

2x+ 1
dx=

∫ 1

0

(
x− 1 +

1

2x+ 1

)
dx

=

[
x2

2
− x+

1

2
log(2x+ 1)

]1
0

=
1

2
(log 3 − 1)

(ii)

∫ √
π
2

0

x cos(x2) dx =

[
1

2
sin(x2)

]√
π
2

0

=

√
2

4

(iii) t = x2 + 1とおくと

x 0 → 1

t 1 → 2

dt

dx
= 2x

∫ 1

0

x3 log(x2 + 1) dx =

∫ 1

0

1

2
x2 log(x2 + 1) 2xdx

=

∫ 2

1

1

2
(t− 1) log t dt =

∫ 2

1

(
t2

4
− t

2

)′

log t dt

=

[ (
t2

4
− t

2

)
log t

]2
1

−
∫ 2

1

(
t2

4
− t

2

)
1

t
dt

= 0−
[
t2

8
− t

2

]2
1

=
1

8

(iv) |ecosx sin x|は遇関数であるから∫ π

−π

|ecosx sin x| dx = 2

∫ π

0

|ecosx sinx| dx

= 2

∫ π

0

ecosx sin x dx

= −2

∫ π

0

ecosx(cosx)′ dx

= −2

[
ecosx

]π
0

= 2(e − e−1)

�
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2 (1) t = 2xとおくと (t > 0)，方程式 2·8x − 3·4x+1 + 5·2x+1 + 24 = 0は

2t3 − 12t2 + 10t+ 24 = 0 ゆえに (t+ 1)(t− 3)(t− 4) = 0

t > 0より t = 3, 4 ゆえに 2x = 3, 4 すなわち x = log2 3, 2

(2) (i) a1 = sin2 θ，a2 = 4a1(1− a1)より

a2 = 4 sin2 θ(1− sin2 θ)

= 4 sin2 θ cos2 θ = (2 sin θ cos θ)2 = sin2 2θ

a2 = sin2 2θ，a3 = 4a2(1− a2)より

a3 = 4 sin2 2θ(1− sin2 2θ)

= 4 sin2 2θ cos2 2θ = (2 sin 2θ cos 2θ)2 = sin2 4θ

(ii) 自然数 nについて，an = sin2(2n−1θ) · · · (∗)とする．
i) n = 1のとき，a1 = sin2(20θ) = sin2 θ

よって，n = 1のとき，(∗)が成り立つ．
ii) n = kのとき，ak = sin2(2k−1θ)が成り立つと仮定すると

ak+1 = 4ak(1− ak) = 4 sin2(2k−1θ){1− sin2(2k−1θ)}
= 4 sin2(2k−1θ) cos2(2k−1θ)

= {2 sin(2k−1θ) sin(2k−1θ)}2 = sin2 2kθ

よって，n = k + 1のときも (∗)が成り立つ．
i)，ii)より，すべての自然数 nに対して，(∗)が成り立つ． �



8

3 (1)
−→
CR=

1

2

−→
CP +

1

2

−→
CQ

=
1

2
·1
2
~a+

1

2
·2~b =

1

4
~a +~b

　

B
A

C

D
E

P

Q

R

(2) Dは，直線AB上の点であるから，実数
sを用いて

−→
CD = (1− s)~a+ s~b

とおくと
−→
DR =

−→
CR−

−→
CD

−→
PQ =

−→
CQ−

−→
CP

=
1

4
~a+~b− {(1− s)~a+ s~b} = 2~b− 1

2
~a

=

(
s− 3

4

)
~a+ (1− s)~b

4ABCは，1辺の長さが 1の正三角形であるから

|~a| = |~b| = 1, ~a·~b = |~a||~b| cos 60◦ = 1

2
−→
DR⊥

−→
PQより，

−→
DR·

−→
PQ = 0であるから{(

s− 3

4

)
~a+ (1− s)~b

}
·
(
2~b− 1

2
~a

)
= 0

−1

2

(
s− 3

4

)
|~a|2 +

(
5

2
s− 2

)
~a·~b+ 2(1− s)|~b|2 = 0

−1

2

(
s− 3

4

)
+

(
5

2
s− 2

)
·1
2
+ 2(1− s) = 0

ゆえに s =
11

10
よって

−→
DR =

7

20
~a −

1

10
~b

(3) (2)の結果から
−→
RD = − 7

20
~a+

1

10
~b

実数 kを用いて，
−→
RE = k

−→
RDとおくと

−→
CE =

−→
CR +

−→
RE =

−→
CR+ k

−→
RD

=
1

4
~a+~b+ k

(
− 7

20
~a+

1

10
~b

)
=

(
1

4
− 7

20
k

)
~a+

(
1 +

1

10
k

)
~b

Eは直線BC上の点であるから
1

4
− 7

20
k = 0 すなわち k =

5

7

したがって
−→
CE =

15

14
~b |~b| = 1であるから CE =

15

14
�
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4 (1) 一連の操作による推移を示すと，次のようになる．

赤
白

3
3

赤
白

1
5

赤
白

3
3

赤
白

5
1

赤
白

1
5

赤
白

3
3

赤
白

5
1

赤
白

3
3

赤
白

2
4

赤
白

4
2

赤
白

6
0

赤
白

0
6

赤
白

3
3

赤 3,白 0
1
20

赤 2,白 1
9
20

赤 1,白 2
9
20

赤 0,白 3
1
20

赤 0,白 3

赤 2,白 1

赤 1,白 2

赤 0,白 3

1
5

3
5

1
5

赤 3,白 0

赤 2,白 1

赤 1,白 2

1
5

1
5

3
5

赤 3,白 0

したがって，a = 3となる確率は

1

20
+

9

20
× 3

5
+

9

20
× 3

5
+

1

20
=

16

25

(2) a = 1となる確率は
9

20
× 1

5
+

9

20
× 1

5
=

9

50

a = 5となる確率は
9

20
× 1

5
+

9

20
× 1

5
=

9

50

よって，求める期待値は

1× 9

50
+ 3× 16

25
+ 5× 9

50
= 3

a 1 3 5 計
確率 9

50
16
25

9
50

1

�
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5 (1) CとDの共有点Qの座標は，x2 + y2 = 4 · · · 1©，x2 − 6y + 3 = 0 · · · 2©
から x2を消去すると

y2 + 6y − 7 = 0 ゆえに (y + 7)(y − 1) = 0

1©， 2©より，1

2
5 y 5 2であるから y = 1

したがって x2 = 3 また x > 0より x =
√
3 よって Q(

√
3, 1)

(2) 放物線Dの方程式は y =
1

6
x2 +

1

2
これを微分すると y′ =

1

3
x

D上の接点Rの座標を
(
a,

1

6
a2 +

1

2

)
とすると，接線 lの方程式は

y =
1

3
a(x− a) +

1

6
a2 +

1

2
すなわち 2ax− 6y − a2 + 3 = 0

これが，原点を中心とする半径 2の円に接するから

| − a2 + 3|√
4a2 + 36

= 2 整理すると a4 − 22a2 − 135 = 0

したがって (a2 + 5)(a2 − 27) = 0 ゆえに a = ±3
√
3

このとき，接線の方程式は

±6
√
3x− 6y − 27 + 3 = 0 すなわち ±

√
3 x− y = 4

これが，C : x2 + y2 = 4 (x > 0)上の点P(2 cos θ, 2 sin θ)
(
−π

2
< θ <

π

2

)
における接線

(2 cos θ)x+ (2 sin θ)y = 4

に一致するので，a > 0．したがって

a = 3
√
3, 2 cos θ =

√
3, 2 sin θ = −1, l : y =

√
3x− 4

よって θ = −
π

6
，R(3

√
3, 5)
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(3) (2)の結果から ∠POQ =
π

3
Cと線分PQで囲まれた図形の面積を S1とす
ると

S1 =
1

2
·22·π

3
− 1

2
·22 sin π

3

=
2

3
π −

√
3

求める面積 Sは，図の斜線部分であるから

S =

∫ 3
√
3

√
3

{(
1

6
x2 +

1

2

)
−
(√

3x− 4
)}

dx− S1

=
1

6

∫ 3
√
3

√
3

(x− 3
√
3 )2dx−

(
2

3
π −

√
3

)
=

1

18

[
(x− 3

√
3 )3

]3√3

√
3

− 2

3
π +

√
3

=
7
√
3

3
−

2π

3

　

O

y

x3
√
3

5

2
1

−1

√
3
P

Q
C

D

l

R

�
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6 (1) P1(1, 0) → P2(1, r) → P3(1− r2, r) → P4(1− r2, r − r3)

→ P5(1− r2 + r4, r − r3) → P6(1− r2 + r4, r − r3 + r5)

→ P7(1− r2+ r4− r6, r− r3+ r5) → P8(1− r2+ r4− r6, r− r3+ r5− r7)

よって P4(1 − r2, r − r3)，
P8(1 − r2 + r4 − r6, r − r3 + r5 − r7)

(2) (1)の結果から

x4m =
2m∑
k=1

(−r2)k−1 =
1− (−r2)2m

1− (−r2)
=

1− r4m

1 + r2

y4m = rx4m =
r(1− r4m)

1 + r2

上式および 0 < r < 1により

x = lim
m→∞

x4m =
1

1 + r2
y = lim

m→∞
y4m =

r

1 + r2

よって
(

1

1 + r2
,

r

1 + r2

)
(3) 0 < r < 1より r = tan θ (0 < θ < π

4
)とおくと

x =
1

1 + r2
=

1

1 + tan2 θ
= cos2 θ =

1

2
+

1

2
cos 2θ

y =
r

1 + r2
=

tan θ

1 + tan2 θ
= sin θ cos θ =

1

2
sin 2θ

よって，点 Pの軌跡は，中心
(
1

2
, 0

)
，半径

1

2
の一部で，図の実線部分．

O

y

x1
2

1
2

1

�

7 (1) t = 2xとおくと (t > 0)，方程式 2·8x − 3·4x+1 + 5·2x+1 + 24 = 0は

2t3 − 12t2 + 10t+ 24 = 0 ゆえに (t+ 1)(t− 3)(t− 4) = 0

t > 0より t = 3, 4 ゆえに 2x = 3, 4 すなわち x = log2 3, 2
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(2) (i) f(θ)= (cos θ)(cos 2θ)(cos 3θ)

=
1

2
(cos 3θ + cos θ) cos 3θ

=
1

2
(cos2 3θ + cos θ cos 3θ)

=
1

2

{
1

2
(cos 6θ + 1) +

1

2
(cos 4θ + cos 2θ)

}
=

1

4
+

1

4
cos 2θ +

1

4
cos 4θ +

1

4
cos 6θ

g(θ)= (sin θ)(sin 2θ)(sin 3θ)

=
1

2
(cos θ − cos 3θ) sin 3θ

=
1

2
(sin 3θ cos θ − sin 3θ cos 3θ)

=
1

2

{
1

2
(sin 4θ + sin 2θ)− 1

2
sin 6θ

}
=

1

4
sin 2θ +

1

4
sin 4θ − 1

4
sin 6θ

よって

p = q = r = s =
1

4
，t = 0，u = v =

1

4
，w = −

1

4
とすればよい．

(ii) (i)の結果から

g
(
θ +

π

4

)
=

1

4
sin
(
2θ +

π

2

)
+

1

4
sin(4θ + π)− 1

4
sin

(
6θ +

3

2
π

)
=

1

4
cos 2θ − 1

4
sin 4θ +

1

4
cos 6θ

f(θ) = g
(
θ +

π

4

)
より

1

4
+

1

4
cos 2θ +

1

4
cos 4θ +

1

4
cos 6θ =

1

4
cos 2θ − 1

4
sin 4θ +

1

4
cos 6θ

ゆえに sin 4θ + cos 4θ = −1 すなわち sin
(
4θ +

π

4

)
= − 1√

2

0 5 θ 5 πより，
π

4
5 4θ +

π

4
5 17

4
πであるから

4θ +
π

4
=

5

4
π,

7

4
π,

13

4
π,

15

4
π よって θ =

π

4
,
3

8
π,

3

4
π,

7

8
π

�
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8 (1) g(x) =
√
5− 5x2 (−1 < x < 1)とおくと g(x) > 0

{g(x)}2 = 5− 5x2を微分すると

2g(x)g′(x) = −10x ゆえに g(x)g′(x) = −5x · · · 1©

さらに， 1©を微分すると

{g′(x)}2 + g(x)g′′(x) = −5 ゆえに g′′(x) = −5 + {g′(x)}2

g(x)
< 0

f(x) = 2x+ g(x)であるから f ′′(x) = g′′(x) < 0

したがって，曲線C : y = f(x)は上に凸である．

1©より g′(x) = − 5x

g(x)
であるから f ′(x) = 2− 5x

g(x)
=

2g(x)− 5x

g(x)

f ′(x) = 0のとき 2g(x) = 5x > 0

両辺を平方すると {2
√
5− 5x2}2 = 25x2 x > 0より x =

2

3

f ′′(x) < 0であるから 最大値 f

(
2

3

)
= 2× 2

3
+

√
5− 5

(
2

3

)2

= 3

(2) C上の点を P(x, 2x+ g(x))，h(x) = OP2とすると (−1 < x < 1)

h(x) = x2 + {2x+ g(x)}2

= x2 + 4x2 + 4xg(x) + {g(x)}2 = 5 + 4xg(x)

これを微分すると

h′(x) = 4g(x) + 4xg′(x) = 4g(x) + 4x·−5x

g(x)

= 4·{g(x)}
2 − 5x2

g(x)
= 4·5− 5x2 − 5x2

g(x)
=

20(1− 2x2)

g(x)

h(x)の増減表は，次のようになる．

x (−1) · · · − 1√
2

· · · 1√
2

· · · (1)

h′(x) − 0 + 0 −
h(x) (5) ↘ 5− 2

√
5 ↗ 5 + 2

√
5 ↘ (5)

Pが x =
1√
2
のとき，原点Oとの距離が最大となり，

x = − 1√
2
のとき，原点Oとの距離が最小となる．
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g

(
± 1√

2

)
=

√
10

2
であるから

f

(
1√
2

)
=

1√
2
+ g

(
1√
2

)
=

1√
2
+

√
10

2
=

√
10−

√
2

2

f

(
− 1√

2

)
= − 1√

2
+ g

(
− 1√

2

)
= − 1√

2
+

√
10

2
=

√
10−

√
2

2

よって A

(√
2

2
,

√
10 + 2

√
2

2

)
，B

(
−
√
2

2
,

√
10 − 2

√
2

2

)

(3) tan θ =
y

x
=

2x+ g(x)

x
とおいて，これを xで微分すると

1

cos2 θ
·dθ
dx

=
g′(x)

x
− g(x)

x2(
1 + tan2 θ

) dθ
dx

= − 5

g(x)
− g(x)

x2(
1 +

y2

x2

)
dθ

dx
= −5x2 + (5− 5x2)

x2g(x)

r2
dθ

dx
= − 5

g(x)
(r2 = x2 + y2)

C上のAからBへの経路をCAB，求める面積を
Sとすると

S =
1

2

∫
CAB

r2 dθ

= −1

2

∫ − 1√
2

1√
2

5

g(x)
dx

= −1

2

∫ − 1√
2

1√
2

5√
5− 5x2

dx

=
√
5

∫ 1√
2

0

dx√
1− x2

　

O

y

x

A

B

CAB

x = sinϕとおくと
dx√
1− x2

= dϕ
x 0 −→ 1√

2

ϕ 0 −→ π
4

よって S =
√
5

∫ π
4

0

dϕ =

√
5

4
π
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解説 行列A =

(
a b

b c

)
の固有値 λ1，λ2は，固有方程式

λ2 − (a+ c)λ+ ac− b2 = 0

の解で，それぞれに対する単位固有ベクトルを~u =

(
u1

u2

)
，~v =

(
v1
v2

)
とし， (

x

y

)
= x′

(
u1

u2

)
+ y′

(
v1
v2

)
=

(
u1 v1
u2 v2

)(
x′

y′

)

とすると，2次曲線 ax2 + 2bxy + cy2 = dは

λ1x
′2 + λ2y

′2 = d

となる (計算の詳細は，九大 2010年一般前期理系数学 5 の解説を参照 1)．

y = 2x+
√
5− 5x2より y − 2x =

√
5− 5x2の両辺を平方して整理すると

9x2 − 4xy + y2 = 5 · · · 1©

となり，Cはこの 2次曲線の一部である．

行列A =

(
9 −2

−2 1

)
の固有方程式は λ2 − 10λ+ 5 = 0

この解を λ1，λ2とすると (λ1λ2 = 5)， 1©は楕円

λ1x
′2 + λ2y

′2 = 5

を表す．

この楕円の面積は π

√
5

λ1

√
5

λ2

=
√
5π

A，Bはそれぞれ楕円の長軸および短軸上の頂点である．求める面積Sは，

この面積の
1

4
であるから

S =
√
5π × 1

4
=

√
5

4
π

�

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2010.pdf

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2010.pdf
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9 (1) 6回の試行における場合の数は次の表になる．

回数
0 1 2 3 4 5 6

4 1 4

3 1 4

2 1 4 14

a 1 1 3 10

0 1 2 6 19

−1 1 3 9

−2 1 3 9

−3 1 3

よって a = −3となる確率は
(
1

2

)3

+ 3

(
1

2

)5

=
7

32

a = 4となる確率は
(
1

2

)4

+ 4

(
1

2

)6

=
1

8

(2) (1)の表から

−2となる確率は 9

(
1

2

)6

=
9

64

0となる確率は 19

(
1

2

)6

=
19

64

2となる確率は 14

(
1

2

)6

=
14

64

a −3 −2 0 2 4 計
確率 14

64
9
64

19
64

14
64

8
64

1

よって，求める期待値は

−3× 14

64
+ (−2)× 9

64
+ 0× 19

64
+ 2× 14

64
+ 4× 8

64
= 0

�
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10 (1) A，B，C，D，P，Q，R，Sの位置ベクトルを~a，~b，~c，~d，~p，~q，~r，~s と
すると

~p =
1

3
(~b+~c+ ~d) ~q =

1

3
(~c+ ~d+ ~a)

~r =
1

3
(~d+ ~a+~b) ~s =

1

3
(~a+~b+~c)

ゆえに
−→
RP =

1

3
(~b+~c+ ~d)− 1

3
(~d+ ~a+~b) =

1

3
(~c− ~a) =

−→
AC

よって AC//RP

(2)
−→
QP =

1

3
(~b+~c+ ~d)− 1

3
(~c+ ~d+ ~a) =

1

3
(~b− ~a) =

1

3

−→
AB · · · 1©

よって AB//QP

(3) (2)と同様にして

−→
RQ =

1

3
(~c+ ~d+ ~a)− 1

3
(~d+ ~a+~b) =

1

3
(~c−~b) =

1

3

−→
BC · · · 2©

−→
SR =

1

3
(~d+ ~a+~b)− 1

3
(~a+~b+~c) =

1

3
(~d−~c) =

1

3

−→
CD · · · 3©

−→
PS =

1

3
(~a+~b+~c)− 1

3
(~b+~c+ ~d) =

1

3
(~a− ~d) =

1

3

−→
DA · · · 4©

1©， 2©より ∠PQR = ∠ABC · · · 5©
3©， 4©より ∠RSP = ∠CDA · · · 6©
四角形ABCDは円に内接するので ∠ABC + ∠CDA = 180◦ · · · 7©
5©， 6©， 7©より ∠PQR + ∠RSP = 180◦

よって，4点 P，Q，R，Sは同一円周上にある． �
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11 (1) 3次式 P (x)の x3の係数が 1で (x− 1)2で割り切れるので

P (x) = (x− 1)2(x+ a) · · · 1©

とおける (aは定数)．

P (x)を x2 − x− 2で割った商をQ(x)とし，余りは，P (x)を x+1で割っ
た余り P (−1)に等しいので，次式が成り立つ．

P (x) = (x2 − x− 2)Q(x) + P (−1)

= (x+ 1)(x− 2)Q(x) + P (−1)

これに x = 2を代入すると P (2) = P (−1) · · · 2©

1©， 2©より (2− 1)2(2 + a) = (−1− 1)2(−1 + a)

これを解いて a = 2 よって P (x) = (x − 1)2(x + 2)

(2) (1)の結果から

P (x) = x3 − 3x+ 2 = (x+ 1)2(x− 2) + 4

したがって

{P (x)}2 = {(x+ 1)2(x− 2) + 4}2

= (x+ 1)4(x− 2)2 + 8(x+ 1)2(x− 2) + 16

= (x+ 1)2{(x+ 1)2(x− 2)2 + 8(x− 2)}+ 16

よって，{P (x)}2を (x+ 1)2で割った余りは 16 �
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12 (1) t = 2xとおくと (t > 0)，方程式 2·8x − 3·4x+1 + 5·2x+1 + 24 = 0は

2t3 − 12t2 + 10t+ 24 = 0 ゆえに (t+ 1)(t− 3)(t− 4) = 0

t > 0より t = 3, 4 ゆえに 2x = 3, 4 すなわち x = log2 3, 2

(2) 右の図のように，円 Oの弦 ABの端点 Aに
おける円の接線ATと弦ABが作る∠BATを考
える．
直径ACを引くと，

∠BAT + ∠CAB = 90◦

∠ACB + ∠CAB = 90◦

となるから，次が成り立つ．

∠BAT = ∠ACB

ここで，∠ACBは弧ABの円周角であるから，
右の図で

∠BAT = ∠APB

となる．

　

O

A

B

C

T

O

A

B

C

T

P

�


