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平成28年度　九州工業大学２次試験後期日程 (数学問題)

数 I・II・III・A・B (120分)

工学部　平成28年3月12日

問題 1 2 3 4

1 関数 f(x) =
1

2
x，gn(x) =

√
x + an (n = 1, 2, 3, · · · )がある．直線 y = f(x)と

曲線 y = gn(x)が x = (n+ 1)2で交わるとき，次に答えよ．ただし，座標平面
上で x座標と y座標がともに整数である点を格子点という．

(1) anを求めよ．

(2) mを自然数，kを 0 5 k 5 mをみたす整数とする．k < f(x)，x 5 2mを
同時にみたす整数 xの個数をm，kを用いて表せ．

(3) 自然数mに対して，座標平面上で y < f(x)，y = 0，x 5 2m を同時に満
たす格子点の個数 bmをmを用いて表せ．

(4) 自然数mに対して，座標平面上で y 5 g1(x)，y = 0，x 5 m2を同時にみ
たす格子点の個数 cmをmを用いて表せ．

(5) 自然数mに対して，座標平面上で y = f(x)，y 5 g2m−1(x)，x = 0を同

時にみたす格子点の個数を dmとするとき， lim
m→∞

dm
m4
を求めよ．
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2 複素数平面上の点 zが単位円の周上を動くとき，次に答えよ．ただし，iは虚
数単位を表し，|w|，wはそれぞれ複素数wの絶対値と共役複素数を表す．

(1) w1 =
1

z2
− z2 − (5− i)とする．|w1|の最小値と最大値を求めよ．

(2) w2 =
1

z4
+

1

z2
+ z2 + z4 − (5− i)とする．点w2が描く図形を複素数平面

上に図示せよ．

(3) w3 =
1

z4
+

1

z2
+ z2 + z4 − (5− i)とする．条件 |w3| 5

√
26をみたす点 z全

体を複素数平面上に図示せよ．

3 r > 1とし，aは 0 < a < rをみたすとする．原点をOとする座標平面上に点
A(a, 0)と点 P(x,

√
r2 − x2) (−r < x < r)がある．次に答えよ．

(1) cos∠OPAを a，r，xを用いて表せ．

(2) (cos∠OPA)2を xの関数と考え，その関数を f(x)とおく．f(x)の最小値
を a，rを用いて表せ．また，f(x)が最小になるときの xを x0とする．x0

を aを用いて表せ．

(3) (2)で求めた x0に対して，点 (x0,
√
r2 − x2

0)をP0とする．a = r− 1のと

き，
π

6
< ∠OP0A <

π

3
が成り立つような rの値の範囲を求めよ．

4 関数 f(x) =
1

x
log x (1 5 x 5 e4)について，次に答えよ．ただし，対数は自然

対数を表し，e = 2.71 · · · は自然対数の底を表す．

(1) 関数 f(x)の増減，極値，グラフの凹凸および変曲点を調べて，そのグラ
フをかけ．

(2) 曲線 y = f(x)の点 (e
3
2 , f(e

3
2 ))における接線 lの方程式を y = px+ qとす

る．p，qを求めよ．さらに，次の不等式を示せ．

1

x
log x = px+ q (x = e

3
2 )

(3) (2)で定めた接線 lと x軸の交点を (a, 0)とする．曲線 y = f(x)と接線 l

および直線 x = aで囲まれた図形の面積 Sを求めよ．
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解答例

1 (1) 直線 y =
1

2
xと曲線 y =

√
x+ anの交点の x座標が x = (n+ 1)2 であるか

ら (n = 1, 2, 3, · · · )

1

2
(n+ 1)2 =

√
(n+ 1)2 + an ゆえに an =

1

2
(n2 − 1)

(2) k < f(x)，x 5 2mより

k <
1

2
x, x 5 2m ゆえに 2k < x 5 2m

これをみたす整数 xは 2k + 1, 2k + 2, · · · , 2m

よって，整数 xの個数は 2m− (2k + 1) + 1 = 2m − 2k (個)

(3) (2)は，直線 y = k上にある格子点の個数
であることから

bm =
m∑
k=0

(2m− 2k) = 2
m∑
k=0

(m− k)

= 2
m∑
j=1

j = m(m + 1)

　

O

y

x2k 2m

k

y = f(x)

2k + 1

m

(4) (1)の結果から a1 = 0，g1(x) =
√
x

直線 y = k (0 5 k 5 m)上で

k 5 g1(x), x 5 m2

を同時にみたす格子点の個数は

m2 − k2 + 1

　

O

y

x

y = g1(x)

k2 m2

k

m

よって

cm =
m∑
k=0

(m2 − k2 + 1) =
m∑
k=0

(m2 + 1)−
m∑
k=1

k2

= (m+ 1)(m2 + 1)− 1

6
m(m+ 1)(2m+ 1)

=
1

6
(m+ 1){6(m2 + 1)−m(2m+ 1)}

=
1

6
(m + 1)(4m2 − m + 6)
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(5) (1)の結果から

a2m−1 =
1

2
{(2m− 1)2 − 1}

= 2m2 − 2m

y = f(x)，y 5 g2m−1(x)，x 5 m2

を同時に満たす領域における格子点
を 2直線

y = j (0 5 j 5 2m2),

y = a2m−1 + k (1 5 k 5 2m)

上の格子点の個数に着目すると

　

O

y

x4m2

2m2

y = a2m−1 + ky = a2m−1 + k

y = g2m−1(x)
y = f(x)

a2m−1

2j k2

y = j

dm =
2m2∑
j=0

(2j + 1)−
2m∑
k=1

k2

= 1 +
2m2∑
j=1

(2j + 1)− 1

6
·2m(2m+ 1)(2·2m+ 1)

= 1 + 2m2(2m2 + 1) + 2m2 − 1

3
m(2m+ 1)(4m+ 1)

= (2m2 + 1)2 − 1

3
m(2m+ 1)(4m+ 1)

ゆえに
dm
m4

=

(
2 +

1

m2

)2

− 1

3m

(
2 +

1

m

)(
4 +

1

m

)
よって lim

m→∞

dm

m4
= 4 �

2 (1) 点 zは複素数平面上の単位円の周上を動くので z = cos θ+ i sin θとおくと

1

z
= z = cos θ − i sin θ

ゆえに
1

z2
− z2 = (cos θ − i sin θ)2 − (cos θ + i sin θ)2

= (cos 2θ − 2i sin 2θ)− (cos 2θ + i sin 2θ)

= −2i sin 2θ

したがって w1 =
1

z2
− z2 − (5− i) = −5 + (1− 2 sin 2θ)i

|w1|2 = 25 + (1− 2 sin 2θ)2
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−1 5 sin 2θ 5 1より，−1 5 1− sin 2θ 5 3であるから

25 5 |w1|2 5 34

よって |w1|の最大値は
√
34，最小値は 5

(2) t = z2 +
1

z2
とおくと

t = z2 +
1

z2
=

(
z +

1

z

)2

− 2 = (2 cos θ)2 − 2

z4 +
1

z4
=

(
z2 +

1

z2

)2

− 2 = t2 − 2

−1 5 cos θ 5 1 であるから −2 5 t 5 2 · · · 1©

w2 = z4 +
1

z4
+ z2 +

1

z2
− (5− i)

= (t2 − 2) + t− (5− i)

= t2 + t− 7 + i · · · 2©

=

(
t+

1

2

)2

− 29

4
+ i

1©より，右の図のように，w2は 2点−29

4
+ i

と−1 + iを結ぶ線分 (両端を含む)を描く．

　

O

Im

Re−1−29
4

1

(3) z =
1

z
であるから w3 = w2

(2)の図および 2©から，|w3| 5
√
26となるのは，| − 5 + i| =

√
26より

−5 5 t2 − t− 7 5 −1 これを解いて t = −2, 1 5 t 5 2

t = (2 cos θ)2 − 2 であるから

cos θ = 0, 3 5 (2 cos θ)2 5 4

すなわち −1 5 cos θ 5 −
√
3

2
, cos θ = 0,

√
3

2
5 cos θ 5 1

よって，点 zは次の図の複素数平面上を描く．

O

Im

Re
1

1
√
3
2 + 1

2 i

−1

−1

�
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3 (1) A(a, 0)，P(x,
√
r2 − x2)より

−→
PO = (−x,−

√
r2 − x2 )

−→
PA = (a− x,−

√
r2 − x2 )

|
−→
PO|2 = x2 + (r2 − x2) = r2

|
−→
PA|2 = (a− x)2 + (r2 − x2)

= r2 + a2 − 2ax
−→
PO·

−→
PA = −x(a− x) + r2 − x2

= r2 − ax

　

O

y

xA

P

x a

√
r2 − x2

r

r

−r

−r

したがって cos∠OPA =

−→
PO·

−→
PA

|
−→
PO||

−→
PA|

=
r2 − ax

r
√
r2 + a2 − 2ax

(2) (1)の結果から f(x) = (cos∠OPA)2 =
1

r2
· (r2 − ax)2

r2 + a2 − 2ax
これを xで微分すると

f ′(x) =
1

r2
·−2a(r2 − ax)(r2 + a2 − 2ax)− (r2 − ax)2(−2a)

(r2 + a2 − 2ax)2

=
2a(r2 − ax){−(r2 + a2 − 2ax) + (r2 − ax)}

r2(r2 + a2 − 2ax)2
=

2a2(r2 − ax)(x− a)

r2(r2 + a2 − 2ax)2

0 < a < r，−r < x < rより，−r2 < ax < r2であるから r2 − ax > 0

したがって，f(x)の増減表は，次のようになる．

x (0) · · · a · · · (r)

f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 極小 ↗

ゆえに x0 = a このとき，最小値は f(a) =
r2 − a2

r2

(3) (2)の結果から P0(a,
√
r2 − a2)

a = r − 1のとき (r > 1)

A(r − 1, 0)，P0(r − 1,
√
2r − 1)

右の図から sin∠OP0A =
r − 1

r
π

6
< ∠OP0A <

π

3
のとき

　

O

y

x

P0

r

r−1

√
2r−1

A

1

2
<

r − 1

r
<

√
3

2
これを解いて 2 < r < 2(2 +

√
3)

�



7

4 (1) f(x) =
1

x
log x (1 5 x 5 e4)より

f ′(x) =

(
1

x

)′

log x+
1

x
(log x)′ =

1

x2
(1− log x)

f ′′(x) =

(
1

x2

)′

(1− log x) +
1

x2
(1− log x)′ =

1

x3
(2 log x− 3)

したがって，f(x)の増減表は次のようになる．

x 1 · · · e · · · e
3
2 · · · e4

f ′(x) + 0 − − −
f ′′(x) − − − 0 +

極大 変曲点
f(x) 0 4

e41
e

3
2
e−

3
2

よって x = eのとき極大値
1

e
をとる．

変曲点は
(
e

3
2 ,

3

2
e−3

2

)
グラフの概形は，右の図のようになる．

　

O

y

xe e
3
2

1
e

y = f(x)

1

(2) 曲線 y = f(x)上の点 (e
3
2 , f(e

3
2 ))における接線の方程式は

y − f(e
3
2 ) = f ′(e

3
2 )(x− e

3
2 ) ゆえに y = f ′(e

3
2 )(x− e

3
2 ) + f(e

3
2 )

このとき，px+ q = f ′(e
3
2 )(x− e

3
2 ) + f(e

3
2 ) · · · 1© であるから

p = f ′(e
3
2 ) = −

1

2
e−3

q = f(e
3
2 )− e

3
2f ′(e

3
2 ) =

3

2
e−

3
2 − e

3
2 ·
(
−1

2
e−3

)
= 2e−3

2

ここで f(x)− f(e
3
2 ) =

∫ x

e
3
2

f ′(t) dt = −
∫ x

e
3
2

(x− t)′f ′(t) dt

= −
[
(x− t)f ′(t)

]x
e
3
2

+

∫ x

e
3
2

(x− t)f ′′(t) dt

= (x− e
3
2 )f ′(e

3
2 ) +

∫ x

e
3
2

(x− t)f ′′(t) dt

上式および 1©から f(x)− (px+ q) =

∫ x

e
3
2

(x− t)f ′′(t) dt = 0 (x = e
3
2 )

よって
1

x
log x = px+ q (x = 0)
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(3) (2)で求めた p，qの値から，接線 lの方程式は

y = −1

2
e−3x+ 2e−

3
2

lと y軸との交点の x座標 aは

−1

2
e−3a+ 2e−

3
2 = 0 すなわち a = 4e

3
2

よって S =

∫ 4e
3
2

e
3
2

{
1

x
log x−

(
−1

2
e−3x+ 2e−

3
2

)}
dx

=

[
1

2
(log x)2 +

1

4
e−3x2 − 2e−

3
2x

]4e 3
2

e
3
2

= 2(log 2)2 + 3 log 2 −
9

4
�


