
1

平成22年度　九州工業大学２次試験前期日程 (数学問題)

数 I・II・III・A・B・C (120分)

工学部　平成22年2月25日
問題 1 2 3 4

1 行列A =

(
a− b a

2a a+ b

)
の定める移動 (1次変換)

(
x′

y′

)
= A

(
x

y

)
を f

とし，原点を通る 2直線を l1 : y = m1x，l2 : y = m2xとする (m1 < m2)．次に
答えよ．

(1) fにより，直線 l1上の点 (1, m1)は l1上の点に移り，直線 l2上の点 (1, m2)

は l2上の点に移るとする．m1，m2を a，bを用いて表せ．ただし，a > 0

とする．
(2) 実数 a，bが (a− 2)2 + b2 = 3をみたすとき， b

a
のとる値の範囲を求めよ．

(3) (1)で求めたm1，m2に対して2直線 l1，l2のなす角をθとする
(
0 < θ ≦ π

2

)
．

実数 a，bが (a − 2)2 + b2 = 3をみたすとき，cos θのとる値の範囲を求
めよ．

2 Oを原点とする座標空間の 2点A(0, 0, 2)，P(cos θ, 2+ sin θ, 1) に対して，直
線AP上の点で原点Oから最も近い点をQ(X, Y, Z)とする．0 ≦ θ ≦ 2πとし
て，次に答えよ．

(1) X，Y，Zを θを用いて表せ．
(2) θが 0，π，3

2
πのときの点 Qの位置ベクトルをそれぞれ a⃗，b⃗，c⃗とする．

0 ≦ θ ≦ 2πのとき，−→
OQ = sa⃗+ t⃗b+ u⃗c をみたす実数 s，t，uを θを用い

て表せ．また，s+ t+ uの値を求めよ．
(3) 点Qから xy平面にひいた垂線と xy平面の交点をR(X, Y, 0)とする．θ

が 0 ≦ θ ≦ 2πの範囲を動くとき，xy平面における点Rの軌跡を求めよ．

3 次に答えよ．

(1) 0 ≦ x ≦ πの範囲において，sin2 x = sin2
(
x+

π

3

)
を解け．

(2) 曲線 y = sin2 x (0 ≦ x ≦ π)と曲線 y = sin2
(
x+

π

3

)
(0 ≦ x ≦ π)で囲ま

れた図形の面積 Sを求めよ．
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4 次に答えよ．ただし，対数は自然対数とする．必要ならば，1.09 < log 3 < 1.10

を用いてよい．

(1) すべての x > 0に対して，不等式 x − x2

2
< log(1 + x)が成り立つことを

示せ．
(2) 関数 f(x) = x− x2

3
− log(1 + x)の 0 ≦ x ≦ 2における最大値，最小値を

求めよ．
(3) 方程式 x − x2

3
= log(1 + x)は 0 < x < 2の範囲に解を 1つだけもつこと

を示せ．
(4) (3)における解を α (0 < α < 2)とする．
曲線 y = x− x2

3
と曲線 y = log(1 + x)で囲まれた図形 (0 ≦ x ≦ αの部分)

を Sとする．また，曲線 y = x− x2

3
，曲線 y = log(1 + x)と直線 x = 2で

囲まれた図形 (α ≦ x ≦ 2の部分)の面積を T とする．Sと T の大小を比
較せよ．
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解答例
1 (1) Aによる点 (1, m1)の像(

a− b a

2a a+ b

)(
1

m1

)
=

(
a− b+ am1

2a+ (a+ b)m1

)

が，直線 l1 : y = m1x上にあるから
2a+ (a+ b)m1 = m1(a− b+ am1)

すなわち am1
2 − 2bm1 − 2a = 0 · · · 1⃝

同様に，Aによる点 (1, m2)の像が，直線 l2 : y = m2x上にあるから
am2

2 − 2bm2 − 2a = 0 · · · 2⃝

1⃝， 2⃝から，m1，m2は，mに関する 2次方程式
am2 − 2bm− 2a = 0 · · · (∗)

の解であるから，m1 < m2に注意してこれを解くと

m1 =
b −

√
2a2 + b2

a
, m2 =

b +
√
2a2 + b2

a

(2) k =
b

a
とおくと，b = ka．これを (a− 2)2 + b2 = 3に代入すると

(a− 2)2 + (ka)2 = 3 ゆえに (1 + k2)a2 − 4a+ 1 = 0

aは実数であるから，この aに関する 2次方程式の係数から

(−2)2 − (1 + k2)·1 ≧ 0 すなわち k2 − 3 ≦ 0

これを解いて −
√
3 ≦ k ≦

√
3 よって −

√
3 ≦

b

a
≦

√
3
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(3) u⃗ = (1, m1)，v⃗ = (1, m2)とおく．u⃗，v⃗のなす角を αとすると

cosα =
u⃗·⃗v

| u⃗ || v⃗ |
=

1 +m1m2√
1 +m1

2
√
1 +m2

2

=
1 +m1m2√

1 + (m1
2 +m2

2) + (m1m2)2

ここで，2次方程式 (∗)の解と係数の関係および (2)の結果から

m1 +m2 =
2b

a
= 2k, m1m2 = −2,

m1
2 +m2

2 = (m1 +m2)
2 − 2m1m2 = 4k2 + 4

したがって cosα =
1 + (−2)√

1 + (4k2 + 4) + (−2)2
= − 1√

4k2 + 9
< 0

ゆえに，2直線 l1，l2のなす角 θは，θ = π − αであるから

cos θ = cos(π − α) = − cosα =
1√

4k2 + 9

−
√
3 ≦ k ≦

√
3より 1

√
21

≦ cos θ ≦
1

3
■



5

2 (1)
−→
OA = (0, 0, 2)，−→

AP = (cos θ, 2 + sin θ, −1)より，実数 tを用いて
−→
OQ =

−→
OA+ t

−→
AP = (0, 0, 2) + t(cos θ, 2 + sin θ, −1)

−→
OQ⊥

−→
APであるから，−→

OQ·
−→
AP = 0より

−2 + t{cos2 θ + (2 + sin θ)2 + (−1)2} = 0 ゆえに t =
1

3 + 2 sin θ

したがって −→
OQ = (0, 0, 2) +

1

3 + 2 sin θ
(cos θ, 2 + sin θ, −1)

よって X =
cos θ

3 + 2 sin θ
，Y =

2 + sin θ

3 + 2 sin θ
，Z =

5 + 4 sin θ

3 + 2 sin θ

(2) (1)の結果にそれぞれ θ = 0, π,
3

2
πを代入すると

a⃗ =

(
1

3
,
2

3
,
5

3

)
, b⃗ =

(
−1

3
,
2

3
,
5

3

)
, c⃗ = (0, 1, 1)

−→
OQ = sa⃗+ t⃗b+ u⃗cより

(X, Y, Z) = s

(
1

3
,
2

3
,
5

3

)
+ t

(
−1

3
,
2

3
,
5

3

)
+ u(0, 1, 1)

すなわち
1

3
s− 1

3
t = X · · · 1⃝ 2

3
s+

2

3
t+ u = Y · · · 2⃝ 5

3
s+

5

3
t+ u = Z · · · 3⃝

3⃝− 2⃝より s+ t = −Y + Z · · · 4⃝
1⃝× 3より s− t = 3X · · · 5⃝

4⃝， 5⃝より s =
1

2
(3X − Y + Z)， t =

1

2
(−3X − Y + Z)

2⃝， 4⃝より u = Y − 2

3
(s+ t) = Y − 2

3
(−Y + Z) =

1

3
(5Y − 2Z)

したがって

s =
3 cos θ − (2 + sin θ) + (5 + 4 sin θ)

2(3 + 2 sin θ)
=

3(1 + sin θ + cos θ)

2(3 + 2 sin θ)

t =
−3 cos θ − (2 + sin θ) + (5 + 4 sin θ)

2(3 + 2 sin θ)
=

3(1 + sin θ − cos θ)

2(3 + 2 sin θ)

u =
5(2 + sin θ)− 2(5 + 4 sin θ)

3(3 + 2 sin θ)
= −

sin θ

3 + 2 sin θ

よって s + t + u = 1
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(3) R(X, Y, 0)は，(1)の結果から

X =
cos θ

3 + 2 sin θ
, Y =

2 + sin θ

3 + 2 sin θ

上の 2式から sin θ =
−3Y + 2

2Y − 1
, cos θ =

X

2Y − 1

これらを sin2 θ + cos2 θ = 1に代入すると(
−3Y + 2

2Y − 1

)2

+

(
X

2Y − 1

)2

= 1 ゆえに X2 + 5Y 2 − 8Y + 3 = 0

よって，求める軌跡の方程式は，次の楕円である．

x2 + 5y2 − 8y + 3 = 0 すなわち 5x2 + 25

(
y −

4

5

)2

= 1

■
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3 (1) sin2 x− sin2
(
x+

π

3

)
=

1

2
(1− cos 2x)− 1

2

{
1− 2 cos 2

(
x+

π

3

)}
=

1

2

{
cos 2

(
x+

π

3

)
− cos 2x

}
= − sin

π

3
sin
(
2x+

π

3

)
= −

√
3

2
sin
(
2x+

π

3

)
· · · (∗)

0 ≦ x ≦ πより π

3
≦ 2x+

π

3
≦ 7

3
π

したがって，方程式 sin2 x = sin2
(
x+

π

3

)
の解は，(∗)より

2x+
π

3
= π, 2π これを解いて x =

π

3
,
5π

6

(2) (1)の結果から，π

3
≦ x ≦ 5

6
πにおいて，

(∗)により sin2 x ≧ sin2
(
x+

π

3

)
したがって，求める面積 Sは

S =

∫ 5
6
π

π
3

{
−
√
3

2
sin
(
2x+

π

3

)}
dx

=

[ √
3

4
cos
(
2x+

π

3

) ] 5
6
π

π
3

=

√
3

2

　

O

y

x

1
3
4

π
3

5π
6

π

y = sin2 x

y = sin2
(
x+ π

3

)
1
4

補足 2曲線 y = sin2 x，y = sin2
(
x+

π

3

)
および 2直線 x = 0，x = πで囲まれ

た部分の面積を T とし，(∗)の原始関数の 1つを

F (x) =

√
3

4
cos
(
2x+

π

3

)
とすると

T = −
[
F (x)

]π
3

0

+

[
F (x)

] 5
6
π

π
3

−
[
F (x)

]π
5
6
π

= 2F

(
5

6
π

)
− 2F

(π
3

)
+ F (0)− F (π)

ここで，F

(
5

6
π

)
= −F

(π
3

)
，F (0) = F (π)であるから

T = 4F

(
5

6
π

)
= 4×

√
3

4
=

√
3

■
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4 (1) g(x) = log(1 + x)−
(
x− x2

2

)
とおくと (x ≧ 0)

x > 0において g′(x) =
1

1 + x
− 1 + x =

x2

1 + x
> 0

g(0) = 0であるから，x > 0において g(x) > 0

よって，すべての x > 0に対して x− x2

2
< log(1 + x)

(2) f(x) = x− x2

3
− log(1 + x)を微分すると

f ′(x) = 1− 2

3
x− 1

1 + x
=

x(1− 2x)

3(1 + x)

したがって，f(x)の 0 ≦ x ≦ 2における増減表は次のようになる．
x 0 · · · 1

2
· · · 2

f ′(x) + 0 −
f(x) 0 ↗ 5

12
− log 3

2
↘ 2

3
− log 3

1.09 < log 3より，2

3
< 1.09 < log 3であるから 2

3
− log 3 < 0

よって x =
1

2
のとき最大値 5

12
− log

3

2

x = 2のとき最小値2

3
− log 3

(3) (2)の増減表により，0 < x <
1

2
において f(x) > 0

1

2
< x < 2において，f(x)は単調減少で，f

(
1

2

)
> 0，f(2) < 0

したがって，1

2
< x < 2において，f(x) = 0となる xが唯一存在する．

よって，方程式 x− x2

3
= log(1 + x)は 0 < x < 2に解を 1つだけもつ．
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(4) (3)の結果から

0 < x < αにおいて x− x2

3
> log(1 + x)

α < x < 2において x− x2

3
< log(1 + x)

したがって

S =

∫ α

0

{(
x− x2

3

)
− log(1 + x)

}
dx =

∫ α

0

f(x) dx

T =

∫ 2

α

{
log(1 + x)−

(
x− x2

3

)}
dx = −

∫ 2

α

f(x) dx

上の 2式から

S − T =

∫ α

0

f(x) dx+

∫ 2

α

f(x) dx =

∫ 2

0

f(x) dx

=

∫ 2

0

{
x− x2

3
− log(1 + x)

}
dx

=

[
x2

2
− x3

9
− (1 + x) log(1 + x) + x

]2
0

=
28

9
− 3 log 3 =

1

9
− 3(log 3− 1) =

1

9
{1− 27(log 3− 1)}

log 3− 1 > 0.09であるから −27(log 3− 1) < −27× 0.09 = −2.43

ゆえに 1− 27(log 3− 1) < −1.43 < 0 よって S < T ■


