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平成20年度　九州工業大学２次試験前期日程 (数学問題)

数 I・II・III・A・B・C (120分)

情報工学部　平成20年2月25日

問題 1 2 3 4

1 実数 c (c > 0)に対して，x > 0で定義された次の関数 f(x)を考える．

f(x) = loge x− c(x− 1)

ただし，eは自然対数の底である．以下の問いに答えよ．

(1) f(x)は最大値を持つことを示せ．また，f(x)が最大になるときの xの値
とそのときの f(x)の値を cを用いて表せ．

(2) (1)で求めた最大値をmとするとき，cの値によらずm = 0であることを
示せ．

(3) すべての x (x > 0)に対して，f(x) 5 0が成り立つときの cの値を求めよ．

(4) すべての x (x > 0)に対して

loga x− b(x− 1) 5 0

が成り立つときの，実数 a (a > 1)と b (b > 0)が満たすべき関係式を求
めよ．

2 実数 a，b (a > 0, b > 0)に対して，点 (1, 1)を通る放物線C : y = ax2 + bと，
放物線Cの点 (1, 1)における接線 lを考える．以下の問いに答えよ．

(1) bを aを用いて表せ．

(2) 接線 lの方程式を aを用いて表せ．

(3) 放物線C，接線 lおよび y軸で囲まれた図形のうち，y = 0の部分の面積
Sを aを用いて表せ．

(4) Sが最大となるときの aの値とそのときの Sの値を求めよ．
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3 数列 {xn}および {yn}を 2× 2行列M により次の式で定める．(
xn+1

yn+1

)
= M

(
xn

yn

)
(n = 0, 1, 2, · · · )

a > 0，b > 0，a+ b < 1を満たす実数 a，bに対して，行列M を

M =

(
1− a 1− a− b

a a+ b

)

で与える．x0 = 1，y0 = 0のとき，以下の問いに答えよ．

(1) n = 0, 1, 2, · · · に対して，xn + yn = 1が成り立つことを示せ．

(2) n = 1のとき，ynを yn−1，a，bを用いて表せ．

(3) n = 1のとき，xnを xn−1，a，bを用いて表せ．

(4) 数列 {xn}および {yn}の一般項を a，bを用いて表せ．

(5) 原点をO，座標 (xn, yn)を表す点をPnとするとき，4OPnPn−1の面積を
Snとする．Ln = S1 + S2 + · · ·+ Snとするとき， lim

n→∞
Ln を求めよ．

4 出席者n人の会議で，出席者のうち
2

3
以上が議案に賛成する確率Tnと，

1

2
以上

が賛成する確率Hnを考える．各出席者が議案に賛成する確率を p (0 5 p 5 1)

とし，各出席者が賛成するかしないかは互いにに独立であるとする．

たとえば，H2 = 2p(1− p) + p2 = 2p− p2である．

このとき，以下の問いに答えよ．ただし，出席者は賛成するかしないかのどち
らかであるものとする．

(1) T3を求めよ．

(2) H2 = T3を示せ．

(3) 差H2 − T3が最も大きくなるときの pの値を求めよ．

(4) p =
1

2
のとき，T3 = T6 = T9を示せ．

(5) p =
1

2
のとき，H2k+1 (k = 1)を求めよ．
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解答例
1 (1) f(x) = loge x− c(x− 1)を微分すると

f ′(x) =
1

x
− c =

1− cx

x

　
x (0) · · · 1

c
· · ·

f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ 極大 ↘

右の増減表により x =
1

c
のとき最大値− loge c − 1 + c

(2) (1)の結果から m = − loge c− 1 + c (c > 0)

これを微分すると

dm

dc
= −1

c
+ 1 =

c− 1

c

　
c (0) · · · 1 · · ·
dm
dc

− 0 +

m ↘ 0 ↗

右の増減表から m = 0

(3) すべての xに対して，f(x) 5 0が成り立つとき，

f(x)の最大値mがm 5 0であるから，(2)の結果から

m = 0 すなわち c = 1

(4) a > 1のとき，すべての x (x > 0)に対して

loga x− b(x− 1) 5 0

が成り立つとき

loge x

loge a
− b(x− 1) 5 0 ゆえに loge x− (b loge a)·(x− 1) 5 0

c = b loge aとおくと，上の第 2式は f(x) 5 0

これがすべての xに対して成り立つとき，(3)の結果から

b log a = 1

�
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2 (1) 放物線 y = ax2 + bは点 (1, 1)を通るから

1 = a·12 + b よって b = 1 − a

(2) y = ax2 + bを微分すると y′ = 2ax

ゆえに，x = 1のとき y′ = 2a

求める接線 lは，点 (1, 1)を通り，傾き 2aの直線であるから

y − 1 = 2a(x− 1) よって y = 2ax + 1 − 2a

(3) a > 0，b > 0および (1)の結果から 1− a > 0 ゆえに 0 < a < 1

i) 1− 2a > 0 すなわち 0 < a <
1

2
のとき

S =

∫ 1

0

{ax2 + 1− a− (2ax+ 1− 2a)} dx

= a

∫ 1

0

(x− 1)2 dx

= a

[
1

3
(x− 1)3

]1
0

=
a

3

　

O

y

x
1−2a

1

1

C

l

ii) 1− 2a 5 0 すなわち
1

2
5 a < 1のとき

S =

∫ 1

0

(ax2 + 1− a) dx

− 1

2

{
1−

(
1− 1

2a

)}
·1

=

[
a

3
x3 + (1− a)x

]1
0

− 1

4a

= 1 −
(
2a

3
+

1

4a

)

　

O

y

x1

1

1−2a 1− 1
2a

C l

(4) (3)の結果から，
1

2
5 a < 1において，Sは最大値をとる．

相加平均・相乗平均の関係により

2a

3
+

1

4a
= 2

√
2a

3
· 1
4a

=

√
6

3

上式において，等号が成立するとき
2a

3
=

1

4a
すなわち a =

√
6

4
1

2
5

√
6

4
< 1に注意して，a =

√
6

4
のとき，Sは最大値 1 −

√
6

3
をとる．
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3 (1)

(
xn+1

yn+1

)
= M

(
xn

yn

)
，M =

(
1− a 1− a− b

a a+ b

)
· · · (∗) より{

xn+1 = (1− a)xn + (1− a− b)yn · · · 1©
yn+1 = axn + (a+ b)yn · · · 2©

1©， 2©の辺々を加えると xn+1 + yn+1 = xn + yn

よって xn + yn = x0 + y0 = 1

(2) (1)の結果から，xn = 1− yn．これを 2©に代入すると

yn+1 = a(1− yn) + (a+ b)yn ゆえに yn+1 = byn + a

よって yn = byn−1 + a (n = 1, 2, 3 · · · )
(3) (1)の結果から，yn = 1− xn．これを 1©に代入すると

xn+1 = (1− a)xn + (1− a− b)(1− xn) ゆえに xn+1 = bxn + 1− a− b

よって xn = bxn−1 + 1 − a − b (n = 1, 2, 3, · · · )
(4) (2)の結果から

yn −
a

1− b
= b

(
yn−1 −

a

1− b

)
yn −

a

1− b
= bn

(
y0 −

a

1− b

)
y0 = 0より yn =

a(1 − bn)

1 − b

上式を xn = 1− ynに代入すると

xn = 1− a(1− bn)

1− b
ゆえに xn =

1 − a − b + abn

1 − b

(5) An =

(
xn−1 xn

yn−1 yn

)
とおくと，A1 =

(
x0 x1

y0 y1

)
=

(
1 1− a

0 a

)
(∗)より An = Mn−1A1 ゆえに detAn = (detM)n−1 detA1

このとき detM = (1− a)(a+ b)− (1− a− b)a = b，detA1 = a

したがって detAn = abn−1

また，Sn =
1

2
| detAn|であるから，a > 0，b > 0より Sn =

1

2
abn−1

Ln = S1 + S2 + · · ·+ Snは初項が
1

2
a，公比が b (0 < b < 1)の等比数列の

初項から第 n項までの和であるから

lim
n→∞

Ln =
a

2(1 − b)

�
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4 (1) 3人のうち，2人または 3人が賛成する確率であるから

T3 = 3C2p
2(1− p) + p3 = 3p2 − 2p3

(2) (1)の結果およびH2 = 2p− p2から

H2 − T3 = (2p− p2)− (3p2 − 2p3)

= 2p3 − 4p2 + 2p

= 2p(p− 1)2 = 0

よって H2 = T3

(3) f(p) = H2 − T3とおくと f(p) = 2p3 − 4p2 + 2p

ゆえに f ′(p) = 6p2 − 8p+ 2 = 2(3p− 1)(p− 1)

0 5 p 5 1における f(p)の増減表は次のようになる．

p 0 · · · 1
3

· · · 1

f ′(p) + 0 −
f(p) ↗ 極大 ↘

よって，H2 − T3が最大になるとき p =
1

3

(4) T3n =
3n∑

k=2n

3nCk

(
1

2

)k (
1− 1

2

)3n−k

=

(
1

2

)3n 3n∑
k=2n

3nCk

上式に n = 1, 2, 3をそれぞれ代入すると

T3 =

(
1

2

)3 3∑
k=2

3Ck =
1

8
(3C2 + 3C3)

=
3 + 1

8
=

4

8
=

128

256
,

T6 =

(
1

2

)6 6∑
k=4

6Ck =
1

64
(6C4 + 6C5 + 6C6)

=
15 + 6 + 1

64
=

22

64
=

88

256
,

T9 =

(
1

2

)9 9∑
k=6

9Ck =
1

512
(9C6 + 9C7 + 9C8 + 9C9)

=
84 + 36 + 9 + 1

512
=

65

256

よって T3 = T6 = T9
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(5) H2k+1 =
2k+1∑
j=k+1

2k+1Cj

(
1

2

)k (
1− 1

2

)2k+1−j

=

(
1

2

)2k+1 2k+1∑
j=k+1

2k+1Cj

=

(
1

2

)2k+2 2k+1∑
j=k+1

(2× 2k+1Cj)

=

(
1

2

)2k+2 2k+1∑
j=k+1

(2k+1Cj + 2k+1C2k+1−j)

=

(
1

2

)2k+2 2k+1∑
j=0

2k+1Cj

=

(
1

2

)2k+2

× 22k+1 =
1

2
�


