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平成18年度　九州工業大学２次試験前期日程 (数学問題)

数 I・II・III・A・B・C (120分)

情報工学部　平成18年2月25日

問題 1 2 3 4

1 実数 a (a > 0)に対して曲線 y = ax2 − a− 1をC1とし，C1と x軸によって囲
まれる部分の面積を Sとする．また，y = ax2 − a− 1を満たす領域にあり，原
点を中心とする半径最大の円をC2とする．以下に答えよ．

(1) Sを aを用いて表せ．

(2) Sの最小値とそのときの aの値を求めよ．

(3) (2)で求めた aの値に対して，C1とC2によって囲まれる部分を y軸の周
りに 1回転させてできる立体の体積 V を求めよ．

2 a，bは実数で，b > 0とする．2× 1行列

(
xn

yn

)
(n = 1, 2, · · · )が

(
x1

y1

)
=

(
1√
3

)
,

(
xn+1

yn+1

)
=

(
a −b

b a

)(
xn

yn

)

を満たす．以下に答えよ．

(1) y2 > 0を満たすような aの範囲を bを用いて表せ．

(2) y2 > 0かつ y3 = 0となるとき，aを bを用いて表せ．

(3) y2 > 0かつ y3 = 0となるとき，(
x7

y7

)
=

(
8 0

0 8

)(
x1

y1

)

を満たす aと bを求めよ．

(4) Oを原点とする座標平面において，座標が (xn, yn)である点を Pn とす
る．(3)で求めた a，bに対して，4OPnPn+1の面積を Snとするとき，数
列 {Sn}の一般項を求めよ．
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3 赤玉は，装置Mの中では，1分経過後に 2個の白玉に変化する．白玉は，装置
Mの中では，1分経過後に 1個の赤玉と 1個の白玉に変化する．時刻 t = 1(分)

に装置Mへ赤玉を 1個入れ，以降，1分経過ごとに装置Mへ赤玉を 1個追加
する．時刻 t = n(分)における装置M中の赤玉と白玉の個数をそれぞれ anと
bn (n = 1, 2, · · · )とする．このとき，時刻 t = 3(分)までの赤玉と白玉の個数
は，a1 = 1，a2 = 1，a3 = 3，b1 = 0，b2 = 2，b3 = 4となる．以下に答えよ．

(1) an+1を bnを用いて表し，bn+1を anと bnを用いて表せ．
(2) an+2，an+1，an (n = 1, 2, · · · )が満たす関係式を求めよ．
(3) cn = an+1 − 2anとするとき，数列 {cn}の一般項が cn = (−1)nとなるこ
とを示せ．

(4) dn =
an
2n
とするとき，数列 {dn}の一般項を求めよ．

(5) 数列 {an}と {bn}の一般項を求めよ．

4 rは 1 < r < 2を満たす実数とし，mと nは
0以上の整数とする．図のように，xy平面上
の直線 y = mと x = nを描き，これらの直
線の交点 (n, m)を格子点と呼ぶ．また，原

点を通る傾き
1

r
の直線 y =

1

r
xを直線 lとし，

直線 x = nと直線 lとの交点を Pn

(
n,

n

r

)
とする．直線 x = n上の格子点のうち，点
Pnのすぐ下にある格子点をQ(n, an)とする．
すなわち，anは

n

r
− 1 < an 5 n

r
を満たす整

　

O

y

x

1

2

1 2 3

R1

R2

R3

P1

P2

P3

Q1

Q2 Q3

P0 = Q0 = R0

l

数である．さらに，点Qnから直線 lに下ろした垂線と lとの交点をRnとする．
ただし，点 Pnが格子点であるときは，Pn = Qn = Rnとする．以下に答えよ．

(1) 次の空欄に適する数を答えよ．
すべてのnに対して，anは整数であり，an+1−an = 0である．また，直線

lの傾き
1

r
が， 　 <

1

r
< 　 を満たすので，Pn+1とPnの y座

標の差は 1未満である．したがって，an+1 − an 5 　 である．以上
により，すべての nに対して an+1 − an = 0または an+1 − an = 1となる．

(2) Rn 6= Qnのとき，2点Qn，Rnを通る直線の方程式と点Rnの座標をそれ
ぞれ r，n，anを用いて表せ．

(3) an+1 − an = 0のとき線分RnRn+1の長さを haとし，an+1 − an = 1のとき
の線分 RnRn+1の長さを hbとする．Rn 6= Qnかつ Rn+1 6= Qn+1のとき，
haおよび hbをそれぞれ rを用いて表せ．

(4) (3)で求めた haと hbに対して，
hb

ha

= rが成立するときの rの値を求めよ．
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解答例
1 (1) C1の x軸との共有点の x座標は

ax2 − a− 1 = 0 これを解いて x = ±
√

a+ 1

a

α = −
√

a+ 1

a
，β =

√
a+ 1

a
とおくと，求める面積 Sは

S = −
∫ β

α

(ax2 − a− 1) dx = −a

∫ β

α

(x− α)(x− β) dx

=
a

6
(β − α)3 dx =

a

6

(
2

√
a+ 1

a

)3

=
4

3

√
(a + 1)3

a

(2) f(a) =
(a+ 1)3

a
とおくと (a > 0)

f ′(a) =
3(a+ 1)2a− (a+ 1)3

a2
=

(2a− 1)(a+ 1)2

a2

したがって，f(a)の増減表は，次のようになる．

a (0) · · · 1
2

· · ·
f ′(a) − 0 +

f(a) ↘ 27
4

↗

よって，Sは a =
1

2
のとき，最小値

4

3

√
27

4
= 2

√
3をとる．

解説 f(a)は原点と曲線 y = (x + 1)3上の点 (a, (a + 1)3)を結ぶ直線の傾きで

あるから (a > 0)，原点からこの曲線に引いた接線の傾きを求めると
27

4
．

したがって，f(a) = 27

4
．
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(3) a =
1

2
より，原点OからC1上の点 P

(
t,

t2

2
− 3

2

)
との距離について

OP2 = t2 +

(
t2

2
− 3

2

)2

=
t4

4
− t2

2
+

9

4
=

1

4
(t2 − 1)2 + 2

したがって，OPは t = ±1のとき最小値
√
2をとる．

ゆえに，C1とC2の接点の座標は，(±1,−1)

O

y

x
1−1

−1
−
√
2

√
3

√
2

−3
2

√
2

C1C2

C1 : x
2 = 2y + 3，C2 : x

2 = 2− y2 であるから，求める体積を V は

V

π
=

∫ −1

− 3
2

(2y + 3) dy −
∫ −1

−
√
2

(2− y2) dy

=

[
y2 + 3y

]−1

− 3
2

−
[
2y − y3

3

]−1

−
√
2

=
23

12
− 4

√
2

3

よって V =

(
23

12
−

4
√
2

3

)
π �
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2 (1)

(
x1

y1

)
=

(
1√
3

)
，

(
x2

y2

)
=

(
a −b

b a

)(
x1

y1

)
より y2 = b+

√
3a

y2 > 0であるから b+
√
3a > 0 これを解いて a > −

1
√
3
b

(2)

(
x1

y1

)
=

(
1√
3

)
，

(
x3

y3

)
=

(
a −b

b a

)2(
x1

y1

)
より

(
x3

y3

)
=

(
a2 − b2 −2ab

2ab a2 − b2

)2(
1√
3

)

ゆえに y3 = 2ab+
√
3(a2 − b2) = (a+

√
3b)(

√
3a− b)

y2 > 0かつ y3 = 0であるから，(1)の結果および上式より

a > − 1√
3
b かつ (a+

√
3b)(

√
3a− b) = 0

b > 0より a > − 1√
3
b > −

√
3bであるから a =

b
√
3

(3)

(
x7

y7

)
=

(
8 0

0 8

)(
x1

y1

)
より A7 =

(
8 0

0 8

)
= 8

(
1 0

0 1

)
(2)の結果から

A =

(
a −b

b a

)
=

b√
3

(
1 −

√
3√

3 1

)
=

2b√
3

(
cos π

3
− sin π

3

sin π
3

cos π
3

)

ゆえに A6 =

(
2b√
3

)6
(

cos 2π − sin 2π

sin 2π cos 2π

)
=

(
2b√
3

)6
(

1 0

0 1

)

b > 0に注意して
(

2b√
3

)6

= 8を解くと b =

√
3

2

これを (2)の結果に代入すると a =
1
√
2
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(4) (3)の結果から(
x2

y2

)
=

1√
2

(
1 −

√
3√

3 1

)(
x1

y1

)

=
1√
2

(
1 −

√
3√

3 1

)(
1√
3

)
=

(
−
√
2√
6

)

A =

(
a −b

b a

)
より detA = a2 + b2 =

(
1√
2

)2

+

(√
3

2

)2

= 2

ここで，Xn =

(
xn xn+1

yn yn+1

)
とおくと (n = 1, 2, 3, · · · )

Xn = An−1X1, X1 =

(
1 −

√
2√

3
√
6

)

上式より detX1 = 2
√
6であるから

detXn = (detA)n−1 detX1 = 2n−1·2
√
6 = 2n

√
6

Xnから面積 Snは

Sn =
1

2
| detXn| =

1

2

∣∣ 2n√6
∣∣ = 2n−1

√
6

�

3 (1) n分後における赤玉 an個は，n+ 1分後に白玉 2an個に変化し，n分後に
おける白玉 bn個は，n+ 1分後に赤玉 bn個と白玉 bn個に変化する．これ
に赤玉 1個が追加されるから，n+1分後には赤玉 bn+1個と白玉 2an+ bn
個になる．よって an+1 = bn + 1 · · · 1©，bn+1 = 2an + bn · · · 2©

(2) 1©より bn = an+1 − 1，bn+1 = an+2 − 1

これらを 2©に代入すると

an+2 − 1 = 2an + (an+1 − 1) よって an+2 = an+1 + 2an

(3) (2)の結果から an+2 − 2an+1 = −(an+1 − 2an)

cn = an+1 − anより cn+1 = −cn

c1 = a2 − 2a1 = 1− 2·1 = −1 であるから

cn = c1·(−1)n−1 = −1·(−1)n−1 = (−1)n
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(4) (3)の結果から an+1−2an = (−1)n ゆえに
an+1

2n+1
− an

2n
=

1

2

(
−1

2

)n

dn =
an
2n
より dn+1 − dn =

1

2

(
−1

2

)n

d1 =
a1
2

=
1

2
であるから，n = 2のとき

dn = d1 +
n−1∑
k=1

1

2

(
−1

2

)k

=
1

2
− 1

4
×

1−
(
−1

2

)n−1

1−
(
−1

2

) =
1

3

{
1−

(
−1

2

)n}

上式は，n = 1のときも成立するので dn =
1

3

{
1 −

(
−
1

2

)n}
(5) (4)の結果から

an = 2ndn = 2n × 1

3

{
1−

(
−1

2

)n}
=

1

3
{2n − (−1)n}

1©より

bn = an+1 − 1 =
1

3
{2n − (−1)n} − 1 =

1

3
{2n+1 − (−1)n+1 − 3}

解説 (2)の結果より，{an}の特性方程式 x2 − x− 2 = 0の解が 2,−1 であるか
ら，一般項は 1

an = p·2n + q·(−1)n

となる (p，qは定数)．実際，a1 = 1，a2 = 1より

2p− q = 1, 4p+ q = 1 これを解いて p =
1

3
, q = −1

3

よって an =
1

3
·2n − 1

3
·(−1)n =

1

3
{2n − (−1)n} �

1http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou jou 2014.pdfの 4 の補足を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2014.pdf
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4 (1) 1 < r < 2 より
1

2
< r < 1

n

r
− 1 < an 5 n

r
，

n+ 1

r
− 1 < an+1 5

n+ 1

r
より

an+1 − an <
n+ 1

r
−
(n
r
− 1
)
=

1

r
+ 1 < 2

an，an+1は整数であるから an+1 − an 5 1

(2) 直線QnRnは，点Qn(n, an)を通り，l : y =
1

r
xに垂直であるから

y − an = −r(x− n) すなわち y = −rx + an + r

これと lを連立させて解くと x =
r(an + nr)

r2 + 1
, y =

an + nr

r2 + 1

よって Rn

(
r(an + nr)

r2 + 1
,
an + nr

r2 + 1

)

(3) (2)の結果よりRn+1

(
r(an+1 + nr + r)

r2 + 1
,
an+1 + nr + r

r2 + 1

)
であるから

RnRn+1
2 =

{
r(an+1 − an + r)

r2 + 1

}2

+

(
an+1 − an + r

r2 + 1

)2

=
(an+1 − an + r)2

r2 + 1

したがって RnRn+1 =
an+1 − an + r√

r2 + 1

よって an+1 − an = 0 のとき ha =
r

√
r2 + 1

an+1 − an = 1 のとき hb =
r + 1

√
r2 + 1

(4) (3)の結果から，
hb

ha

= rのとき
r + 1

r
= r

したがって r2 − r − 1 = 0

1 < r < 2に注意してこれを解くと r =
1 +

√
5

2
�


