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令和４年度　九州工業大学２次試験後期日程 (数学問題)

工学部・情報工学部　令和4年3月12日

数 I・II・III・A・B (120分)

問題 1 2 3 4

1 次のルールに従って 1つのさいころを 1回以上投げ，出た目を記録していく．

• 1投目に出た目を記録する．

• 2投目以降は，最後に記録された目よりも大きな目が出た場合に，出た目
を記録する．最後に記録された目より小さいか等しい目が出た場合は，出
た目を記録しない．

• 出た目が 5以下の場合は再びさいころを投げ，出た目が 6の場合は 6を記
録して終了する．

終了するまでにさいころを投げた回数を nとする．たとえば，1投目に 3が，2

投目に 2が，3投目に 5が，4投目に 6が出た場合，n = 4となり，目の記録は
3，5，6となる．次に答えよ．

(1) n = 2，かつ，目の記録が 1，6となる確率を求めよ．

(2) n = 3，かつ，目の記録が 1，6となる確率を求めよ．

(3) n = 3の条件の下で，目の記録が 1，6となる条件付き確率を求めよ．

(4) n = m (m = 2)，かつ，目の記録が 3，6となる確率を，mを用いて表せ．

(5) 1投目で 1を記録し，k投目で 3を記録し，m投目で 6を記録して
(1 < k < m)，目の記録が 1，3，6となる確率を，mと kを用いて表せ．

(6) n = m (m = 3)，かつ，目の記録が 1，3，6となる確率を，mを用いて
表せ．

2 原点をOとする座標平面上の曲線y = x3 (x = 0)をCとし，直線y = ax (a > 0)

を lとする．さらに，C上の点P(t, t3)を通り lと垂直に交わる直線をmとし，
lとmの交点をQとする．次に答えよ．

(1) 直線mの式を aと tを用いて表せ．

(2) 線分 PQの長さを aと tを用いて表せ．

(3) 線分OQの長さ sを aと tを用いて表せ．

(4) 直線 lと曲線Cで囲まれた図形を lのまわりに 1回転してできる立体の体
積 V を aを用いて表せ．

(5) aが変化するとき，
V

a3
の最大値を求めよ．
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3 自然数 nに対して整式 fn(x) (n = 1, 2, 3, · · · )を

f1(x) = x, f2(x) = 2x2 − 1,

fn(x) = 2xfn−1(x)− fn−2(x) (n = 3, 4, · · · )

によって定める．ただし，−1 5 x 5 1とする．次に答えよ．

(1) f3(x)を xの整式で表せ．

(2) 0 5 θ 5 πのとき，すべての自然数 nに対して fn(cos θ) = cosnθが成り
立つことを数学的帰納法を用いて示せ．

(3) (2)を用いて，n = 2のとき，|f ′
n(x)| =

n√
1− x2

をみたす x (−1 < x < 1)

をすべて求めよ．

(4) θ =
π

9
のとき，cos θ =

q

p
をみたす互いに素な自然数 p, qは存在しないこ

とを背理法で示せ．ただし，f3(cos θ) = cos 3θが成り立つことを用いて
よい．

4 原点をOとする座標平面上にOとは異なる点Aと点Bがあり，点O，A，Bは

一直線上にないとする．また，OA = a，OB = b，
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，~a·~b = p

とする．次に答えよ．

(1) 点Aの座標が (2, 1)，点Bの座標が (1, 3)のとき，m~a+ n~b = (1,−7)と
なるようにm, nを定めよ．

(2) |~b− t~a|を最小にする実数 tとその最小値 sを a, b, pを用いて表せ．

(3) ~aと~bのなす角を θとするとき，(2)の最小値 sを b, θを用いて表せ．

(4) 点A，Bが a 5 b，
|p|
a2

5 1

2
をみたすとき，~aは，

m~a+ n~b (m, nは整数, (m, n) 6= (0, 0))

と表せるベクトルの中で，大きさが最小のベクトルであることを示せ．

(5) 点Aの座標を (1, 0)とし，点 Bを第 1象限内にある点とする．また，原
点Oを基準とする位置ベクトルが

m~a+ n~b (m ∈ {−1, 0, 1}, n ∈ {−1, 0, 1}, (m, n) 6= (0, 0))

である 8個の点を考え，その中で
−→
OC = −~a +~bをみたす点を Cとする．

原点Oからこれら 8個の点までの距離の中で距離OCが最小となるとき，
点Bが存在する領域を座標平面に図示せよ．
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解答例
1 (1) 1投目に 1，2投目に 6が出る確率であるから

1

6
× 1

6
=

1

36

(2) 1投目と 2投目に 1，3投目に 6が出る確率であるから

1

6
× 1

6
× 1

6
=

1

216

(3) n = 3，すなわち，1投目と 2投目に 5以下，3投目に 6が出る確率は(
5

6

)2

× 1

6
=

25

216

これと (2)の結果から，求める条件付き確率は

1

216

/
25

216
=

1

25

(4) 1投目に 3，2投目からm − 1投目まで 3以下，m投目に 6が出る確率で
あるから

1

6
×

(
3

6

)m−2

× 1

6
=

1

9·2m

(5) 1投目から k− 1投目まで 1，k投目に 3，k+1投目からm− 1投目まで 3

以下，m投目に 6が出る確率であるから(
1

6

)k−1

× 1

6
×
(
3

6

)m−k−1

× 1

6
=

(
1

6

)k+1

×
(
1

2

)m

× 2k+1 =
1

2m3k+1

(6) (5)の結果を利用して

m−1∑
k=2

1

2m3k+1
=

1

2m

m−1∑
k=2

(
1

3

)k+1

=
1

2m
× 1

33
·
1−

(
1
3

)m−2

1− 1
3

=
1

2m+1

(
1

9
−

1

3m

)
�
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2 (1) mは点 P(t, t3)を通り，傾き −1

a
の直

線であるから

y − t3 = −1

a
(x− t)

よって y = −
x

a
+

t

a
+ t3

　

O

y

x√
at

P

Q

C
la

√
a

t3

(2) PQは点 P(t, t3)と直線 l : ax− y = 0の距離であるから

PQ =
|at − t3|
√
a2 + 1

(3) OQ2 = OP2 − PQ2であるから

OQ2 = (t2 + t6)− (at− t3)2

a2 + 1
= t2

{
1 + t4 − (a− t2)2

a2 + 1

}
=

t2(at2 + 1)2

a2 + 1

a > 0より s = OQ =
t(at2 + 1)
√
a2 + 1

(4) (3)の結果を微分すると
ds

dt
=

3at2 + 1√
a2 + 1

Cと lの交点をR(
√
a, a

√
a)とし，s0 = ORとおくと

s 0 −→ s0

t 0 −→
√
a

したがって

V

π
=

∫ s0

0

PQ2 ds =

∫ √
a

0

(at− t3)2

a2 + 1
·ds
dt

dt =

∫ √
a

0

(at− t3)2

a2 + 1
·3at

2 + 1√
a2 + 1

dt

=
1

(a2 + 1)
3
2

∫ √
a

0

{3at8 + (1− 6a2)t6 + (3a3 − 2a)t4 + a2t2} dt

=
1

(a2 + 1)
3
2

[
1

3
at9 +

1

7
(1− 6a2)t7 +

1

5
(3a3 − 2a)t5 +

1

3
a2t3

]√a

0

=
1

(a2 + 1)
3
2

·8a
7
2 (a2 + 1)

105
=

8a
7
2

105
√
a2 + 1

よって V =
8πa

7
2

105
√
a2 + 1
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(5) (4)の結果から
V

a3
=

8π

105

√
a

a2 + 1
=

8π

105
√

a+ 1
a

a > 0であるから，相加平均・相乗平均の大小関係により

a+
1

a
= 2

√
a·1
a
= 2 ゆえに

1√
a+ 1

a

5 1√
2

したがって
V

a3
5 8π

105
√
2
=

4
√
2

105
π よって，求める最大値は

4
√
2

105
π

補足 0 5 x 5 √
aにおいて，C : y = x3と l : y = ax

で囲まれた図形Dの面積を Sとすると

S =

∫ √
a

0

(ax− x3) dx

=

[
ax2

2
− x4

4

]√a

0

=
a2

4

　

O

y

x

lC

√
a

a
√
a

D

Dを y軸，x軸のまわりにそれぞれ 1回転してできる立体の体積 V1, V2は

V1 = 2π

∫ √
a

0

x(ax− x3) dx = 2π

[
ax3

3
− x5

5

]√a

0

=
4πa

5
2

15
,

V2 = π

∫ √
a

0

{(ax)2 − (x3)2} dx = π

[
a2x3

3
− x7

7

]√a

0

=
4πa

7
2

21

Dの重心をG(h1, h2)とすると，パップス・ギュルダンの定理により 1

V1 = 2πh1S, V2 = 2πh2S ゆえに G

(
8
√
a

15
,
8a

√
a

21

)

Gと直線 l : ax− y = 0の距離 dは d =
16a

√
a

105
√
a2 + 1

Dを lのまわりに 1回転してできる立体の体積 V は

V = 2πdS = 2π· 16a
√
a

105
√
a2 + 1

·a
2

4
=

8πa
7
2

105
√
a2 + 1

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2012.pdf (p.6を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2012.pdf
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別解 領域Dの微小区間 [t, t+∆t]の面積∆Sとその重心Gは

∆S = (at− t3)∆t, G

(
t,

at+ t3

2

)

Gと直線 l : ax− y = 0の距離 dは (0 5 t 5 √
a) d =

at− t3

2
√
a2 + 1

V = 2π

∫ √
a

0

at− t3

2
√
a2 + 1

·(at− t3) dt =
π√

a2 + 1

∫ √
a

0

(t6 − 2at4 + a2t2) dt

=
π√

a2 + 1

[
t7

7
− 2a

5
t5 +

a2

3
t3

]√a

0

=
8πa

7
2

105
√
a2 + 1

�
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3

(∗)

{
f1(x) = x, f2(x) = 2x2 − 1,

fn(x) = 2xfn−1(x)− fn−2(x) (n = 3, 4, · · · )

(1) 与えられた漸化式 (∗)より

f3(x) = 2xf2(x)− f1(x)

= 2x(2x2 − 1)− x = 4x3 − 3x

(2) (∗∗) fn(cos θ) = cosnθ

［1］n = 1のとき，(∗)より f1(cos θ) = cos θ

n = 2のとき，(∗)より f2(cos θ) = 2 cos2 θ − 1 = cos 2θ

よって，n = 1, 2のとき，(∗∗)は成立する．

［2］n 5 kのとき (k = 2)，(∗∗)が成立すると仮定すると，(∗)より

fk+1(cos θ) = 2 cos θfk(cos θ)− fk−1(cos θ)

= 2 cos θ cos kθ − cos(k − 1)θ · · · 1©

ここで cos(k + 1)θ = cos kθ cos θ − sin kθ sin θ,

cos(k − 1)θ = cos kθ cos θ + sin kθ sin θ

これらの 2式の辺々を加えると

cos(k + 1)θ + cos(k − 1)θ = 2 cos kθ cos θ

したがって cos(k + 1)θ = 2 cos θ cos kθ − cos(k − 1)θ · · · 2©

1©， 2©より fk+1(cos θ) = cos(k + 1)θ

よって，n = k + 1のときも (∗∗)が成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，次式が成立する．

fn(cos θ) = cosnθ
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(3) fn(cos θ) = cosnθの両辺を θについて微分すると

f ′
n(cos θ)(− sin θ) = −n sinnθ ゆえに f ′

n(cos θ) sin θ = n sinnθ

x = cos θ (−1 < x < 1)とおくと (0 < θ < π)

| sin θ| =
√
1− x2 6= 0

したがって |f ′
n(x)| =

n| sinnθ|√
1− x2

n = 2のとき，|f ′
n(x)| =

n√
1− x2

をみたすから

| sinnθ| = 1 ゆえに cosnθ = 0

したがって nθ =
2k − 1

2
π (kは自然数)

0 < θ < πであるから θ =
2k − 1

2n
π (k = 1, 2, · · · , n)

よって x = cos
2k − 1

2n
π (k = 1, 2, · · · , n)

補足 「cosnθは cos θの n次式である」を示す

［1］n = 1のとき，自明であり，n = 2のとき，cos 2θ = 2 cos2 θ − 1であ
るから，cos 2θは cos θの 2次式である．

［2］cos kθ, cos(k − 1)θが，それぞれ cos θの k次式，k − 1次式であると
仮定すると

cos(k + 1)θ = 2 cos θ cos kθ − cos(k − 1)θ (∗∗)

これから，cos(k + 1)θは cos θの k + 1次式である．

［1］,［2］より，cosnθは，cos θの n次式である． (証終)

(∗)と (∗∗)の漸化式が一致するから cosnθ = fn(cos θ)

cosnθ = 0の解は，θの主値を 0 5 θ 5 πとすると

nθ =
2k − 1

2
π ゆえに θ =

2k − 1

2n
π (k = 1, 2, · · · , n)

よって，n次方程式 fn(x) = 0の解は (解は−1 5 x 5 1にある)

x = cos
2k − 1

2n
π (k = 1, 2, · · · , n)
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(4) f3(cos θ) = cos 3θおよび (1)の結果から

4 cos3 θ − 3 cos θ = cos 3θ

θ =
π

9
，cos θ =

q

p
を上式に代入すると (p, qは互いに素)

4

(
q

p

)3

− 3·q
p
=

1

2
ゆえに 8q3 − 6p2q = p3

上の第 2式の左辺は偶数であるから，p3は偶数，すなわち，pは偶数であ
るから，整数 rを用いて，p = 2rとすると (q, rは互いに素)

8q3 − 24r2q = 8r3 ゆえに
q3

r
= 3rq + r2

上の第 2式の右辺は整数であるから，左辺の分母 rは 1となる．このとき，

q3 = 3q + 1 ゆえに q(q2 − 3) = 1

これを満たす自然数 qは存在しない，すなわち，cos θ =
q

p
を満たす自然

数 p, q (p, qは互いに素) は存在しない． �

4 (1) A(2, 1)，B(1, 3)，
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b

~a = (2, 1)，~b = (1, 3)をm~a+ n~b = (1,−7)に代入すると

m(2, 1) + n(1, 3) = (1,−7) ゆえに

{
2m+ n = 1

m+ 3n = −7

これを解いて m = 2, n = −3

(2) OA = a，OB = b，~a·~b = p

|~b− t~a|2 = |~b|2 − 2t~a·~b+ t2|~a|2 = b2 − 2pt+ a2t2

= a2
(
t2 − 2p

a2
t

)
+ b2 = a2

(
t− p

a2

)2

+ b2 − p2

a2

よって t =
p

a2
のとき，最小値 s =

√
b2 −

p2

a2

(3) p = ab cos θを (2)の結果に代入すると (0 5 θ 5 π)

s =

√
b2 − (ab cos θ)2

a2
=

√
b2(1− cos2 θ) = b sin θ
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(4)
|p|
a2

5 1

2
より，|2p| 5 a2であるから

|m~a+ n~b|2 = m2a2 + 2mnp+ n2b2

= m2a2 − |mn|a2 + n2a2 + n2(b2 − a2)

= {(|m| − |n|)2 + |mn|}a2 + n2(b2 − a2)

m, nは整数であるから，(|m| − |n|)2 + |mn|は非負整数である．
(|m| − |n|)2 + |mn| = 0とすると

|m| − |n| = 0, |mn| = 0 すなわち m = n = 0

となり，条件に反する．(|m| − |n|)2 + |mn| = 1および b = aであるから

|m~a+ n~b|2 = a2 よって |m~a+ n~b| = |~a|

(5)
−→
OC = −~a+~b，

−→
AB = ~b− ~aより

−→
OC =

−→
AB

A(1, 0)，B(x, y)とおくと (x > 0, y > 0) ~a = (1, 0)，~b = (x, y)

条件から |~b− ~a| 5 |~a+~b|, |~b− ~a| 5 |~a|, |~b− ~a| 5 |~b|

したがって ~a·~b = 0, |~b− ~a|2 5 1, ~a·~b = 1

2
~a·~b = x，|~b− ~a|2 = (x− 1)2 + y2より，点Bの表す不等式は

x = 1

2
, y > 0, (x− 1)2 + y2 5 1

よって，点Bが存在する領域は，右下の図の斜線部分で境界線を含む．

ただし，x軸上の境界線は除く．

O

y

x

B

A
1

O

y

x11
2

x = 1
2

2

�


