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令和２年度　九州工業大学２次試験後期日程 (数学問題)

工学部・情報工学部　令和2年3月12日

数 I・II・III・A・B (120分)

問題 1 2 3 4

1 表が出る確率が p，裏が出る確率が 1− pのコインAと，表が出る確率が q，裏
が出る確率が 1 − qのコインBがある．ただし 0 < p < 1，0 < q < 1とする．
A，Bどちらか 1枚のコインを投げる試行を，以下のルールに従って 3回繰り
返す．

• 1回目に投げるコインはAとする．

• 各回の試行の結果に応じて，次に投げるコインを以下のように決める．

– 表が出た場合，もう一方のコイン

– 裏が出た場合，同じコイン

(例えば，1回目に Aを投げて表が出た場合，2回目に投げるコインは B

となる．)

次に答えよ．

(1) 2回目に投げたコインがBである確率を求めよ．

(2) 2回目に投げたコインと 3回目に投げたコインがともにBである確率を求
めよ．

(3) 3回目に投げたコインがBであったとき，2回目に投げたコインがBであ
る条件付き確率 sを求めよ．

(4) (3)の sに対し，s = 1

2
をみたす qの範囲を pを用いて表せ．

(5) 3回目に投げたコインがAであったとき，2回目に投げたコインがBであ

る条件付き確率を tとおく．t = 1

2
をみたす点 (p, q)全体の集合を pq平面

上に図示せよ．
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2 数列 {an}について，次に答えよ．

(1) an =
2n− 1

2n
(n = 1, 2, 3, · · · )の場合を考える．

(a) すべての自然数 nに対して，不等式 2n = 1 + n+
n(n− 1)

2
を示せ．

(b) lim
n→∞

anを求めよ．

(c) 無限級数
∞∑
n=1

anの収束，発散を調べ，収束するときはその和を求めよ．

(2) an =
1

n
(n = 1, 2, 3, · · · )の場合を考える．無限級数

∞∑
n=1

anの収束，発散

を調べ，収束するときはその和を求めよ．

(3) an = n sin
π

2n
(n = 1, 2, 3, · · · )の場合を考える．無限級数

∞∑
n=1

anの収束，

発散を調べ，収束するときはその和を求めよ．

3 関数

f(t) = tan t, g(t) =
2t√
1− t2

について，次に答えよ．

(1)
d

dt
f(t)，

d

dt
g(t)を求めよ．

(2) a，bは定数で，a = f(b)と 0 < b <
π

2
をみたしている．定積分∫ a

0

1

1 + x2
dx

を bを用いて表せ．

(3) lim
t→−1+0

g(t)， lim
t→1−0

g(t)を求めよ．また，関数 g(t)の増減を調べ，

曲線 x = g(t)のグラフの概形をかけ．

(4) 定積分 ∫ √
2

0

1

(x2 + 4)
√
x2 + 4

dx

を求めよ．

(5) 定積分 ∫ √
2

0

1

(x2 + 2)
√
x2 + 4

dx

を求めよ．
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4 a > 1とする．関数

f(x) = (a+ 1 + a−1)a2x − (a+ 1 + a−1)ax, g(x) = a3x − 1

がある．次に答えよ．

(1) Xに関する方程式X3− (a+1+ a−1)X2+(a+1+ a−1)X − 1 = 0 を解け．

(2) 関数 f(x)の極値を求めよ．

(3) 曲線 C1 : y = f(x)および曲線 C2 : y = g(x)の交点の x座標をすべて求
めよ．

(4) (3)の 2曲線 C1, C2で囲まれた図形のうち x = 0の部分の面積を Sとす
る．S = 1のとき，aの値を求めよ．
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解答例
1 (1) 2回目に投げたコインがBである確率は p

A

A

B
B

A

A

B

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

(1− p)2

(1− p)p

pq

p(1− q)

1− p

p

1− p

p

q

1− q

1 2 3

(2) 2回目に投げたコインと 3回目に投げたコインがともにBである確率は

p(1 − q)

(3) 3回目に投げたコインがBであったとき，2回目に投げたコインがBであ
る条件付き確率 sは

s =
p(1− q)

(1− p)p+ p(1− q)
=

1 − q

2 − p − q

(4) (3)の結果から，s = 1

2
をみたすとき

1− q

2− p− q
= 1

2
これを解いて q 5 p

0 < q < 1であるから 0 < q 5 p

(5) 3回目に投げたコインがAであったとき，2回目に投げたコインがBであ
る条件付き確率 tは

t =
pq

(1− p)2 + pq

t = 1

2
をみたすとき

pq

(1− p)2 + pq
= 1

2
ゆえに q = p+

1

p
− 2

f(p) = p+
1

p
− 2とおくと (0 < p < 1)

f ′(p) = 1− 1

p2
=

p2 − 1

p2
< 0

f(p) = 1を解くと (0 < p < 1) p =
3−

√
5

2

よって p+
1

p
− 2 5 q < 1

(
3−

√
5

2
< p < 1

)
�

　

O

q

p

1

3−
√
5

2
1
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2 (1) 2n = 1 + n+
n(n− 1)

2
· · · (∗)

(a) n = 1, 2のとき，(∗)は等号が成立する．

n = 3のとき，2項定理により

2n = (1 + 1)n =
n∑

k=0

nCk = 1 + n+
n(n− 1)

2
+

n∑
k=3

nCk

> 1 + n+
n(n− 1)

2

よって，すべての自然数 nについて，(∗)が成立する．

(b) 自然数 nについて，2n = 1 + n+
n(n− 1)

2
>

n(n− 1)

2
であるから

an =
2n− 1

2n
について

0 < an <
2n− 1
n(n−1)

2

=
2(2n− 1)

n(n− 1)

lim
n→∞

2(2n− 1)

n(n− 1)
= lim

n→∞

4− 2
n

n− 1
= 0 から，はさみうちの原理により

lim
n→∞

an = 0

(c) f(x) =
∞∑
n=1

x2n−1 (−1 < x < 1)とおくと，f(x) =
x

1− x2
より

f ′(x) =
∞∑
n=1

(2n− 1)x2n−2 =
1 + x2

(1− x2)2

ゆえに x2f ′(x) =
∞∑
n=1

(2n− 1)x2n =
x2(1 + x2)

(1− x2)2

これに x =
1√
2
を代入すると

∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

2n− 1

2n
= 3
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(2) an =
1

n
のとき

∞∑
n=1

an = 1 +
1

2
+

(
1

3
+

1

4

)
+

(
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8

)
+ · · ·

> 1 +
1

2
+

(
1

4
+

1

4

)
+

(
1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8

)
+ · · ·

= 1 +
1

2
+

1

2
+

1

2
+ · · ·

1 +
1

2
+

1

2
+

1

2
+ · · · = ∞であるから

∞∑
n=1

an = ∞

よって，
∞∑
n=1

anは発散する．

(3) g(x) = sin xとすると，区間 0 5 x 5 π

2
にお

いて，C : y = g(x)のグラフは上に凸である．
C上の点A(π

2
, 1)，T(θ, g(θ))について，

直線OTの傾きとOAの傾きについて

sin θ

θ
= 2

π

　

O

y

xθ

sin θ
1

π
2

A
T

C

θ =
π

2n
(n = 1, 2, 3, · · · )とすると

sin π
2n

π
2n

= 2

π
ゆえに n sin

π

2n
= 1

したがって，an = n sin
π

2n
について an = 1 (n = 1, 2, 3, · · · )

∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

1 よって
∞∑
n=1

an = ∞

よって，
∞∑
n=1

anは発散する． �
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3 (1) f(t) = tan t，g(t) =
2t√
1− t2

より

d

dt
f(t) =

1

cos2 t
,

d

dt
g(t) =

2
√
1− t2 − 2t· −t√

1− t2

1− t2

=
2(1− t2) + 2t2

(1− t2)
√
1− t2

=
2

(1 − t2)
√
1 − t2

(2) a，bが a = f(b)を満たすとき
(
0 < b <

π

2

)
，定積分

∫ a

0

1

1 + x2
dx

について，
dx

dt
=

1

cos2 t

x 0 −→ a

t 0 −→ b∫ a

0

1

1 + x2
dx =

∫ b

0

1

1 + tan2 t
· dt

cos2 t
=

∫ b

0

dt = b

(3) lim
t→−1+0

g(t) = −∞， lim
t→1−0

g(t) = ∞

(1)の結果から，区間−1 < t < 1において単
調増加であるから，x = g(t)のグラフの概形
は右の図のようになる．

　

O

x

t1−1 1
2

−1
2

2√
3

− 2√
3

(4)
d

dx

(
x

4
√
x2 + 4

)
=

1·
√
x2 + 4− x· x√

x2 + 4
4(x2 + 4)

=
1

(x2 + 4)
√
x2 + 4

したがって
∫ √

2

0

1

(x2 + 4)
√
x2 + 4

dx =

[
x

4
√
x2 + 4

]√2

0

=
1

4
√
3

(5) 定積分
∫ √

2

0

1

(x2 + 2)
√
x2 + 4

dx について，tan t =
x√

x2 + 4
とおくと

1

cos2 t
· dt
dx

=
4

(x2 + 4)
√
x2 + 4

,
x 0 −→

√
2

t 0 −→ π
6

1

cos2 t
= 1 + tan2 t = 1 +

x2

x2 + 4
=

2(x2 + 2)

x2 + 4

よって
∫ √

2

0

1

(x2 + 2)
√
x2 + 4

dx =
1

2

∫ π
6

0

dt =
π

12
�
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4 (1) 方程式X3 − (a+ 1 + a−1)X2 + (a+ 1 + a−1)X − 1 = 0において，

b = a+ 1 + a−1とおくと

X3 − bX2 + bX − 1 = 0 ゆえに (X − 1){X2 − (b− 1)X + 1} = 0

したがって (X − 1){X2 − (a+ a−1)X + 1} = 0

(X − 1)(X − a)(X − a−1) = 0

これを解いて X = 1, a, a−1

(2) X = axとすると，b = a+ 1 + a−1 > 0より

f(x) = bX2 − bX = b(X2 −X) = b

(
X − 1

2

)2

− b

4

よって 極小値− b

4
= −

1

4
(a + 1 + a−1)

(3) (1)の結果において，X = axとすると

g(x)− f(x) = (ax − 1)(ax − a)(ax − a−1)

よって，2曲線 y = f(x)と y = g(x)の交点の x座標は

x = 0, 1,−1

(4) a > 1より，0 5 x 5 1において，f(x) = g(x)であるから

S =

∫ 1

0

{f(x)− g(x)} dx

=

∫ 1

0

{ba2x − bax − (a3x − 1)} dx

=

[
ba2x

2 log a
− bax

log a
− a3x

3 log a
+ x

]1
0

=
b(a2 − 1)

2 log a
− b(a− 1)

log a
− a3 − 1

3 log a
+ 1

S = 1であるとき，a3 − 1 = (a− 1)(a2 + a+ 1) = a(a− 1)bに注意して

b(a+ 1)(a− 1)

2
− b(a− 1)− a(a− 1)b

3
= 0

b(a− 1) 6= 0であるから
a+ 1

2
− 1− a

3
= 0 よって a = 3 �


